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Общая характеристика работы

Актуальность темы. К настоящему времени в решении экстремаль-
ных задач теории аппроксимации функций как в действительной, так и в
комплексной области достигнут значительный прогресс. По этой проблема-
тике, берущей своё начало от основополагающих работ П.Л.Чебышёва,
К.Ф.Вейерштрасса, С.Н.Бернштейна, А.Н.Колмогорова, написаны десятки
монографий (см., например, монографии И.П.Натансона, В.Л.Гончарова,
Н.И.Ахиезера, А.Ф.Тимана, С.М.Никольского, Н.П.Корнейчука, В.К.Дзя-
дык, С.Б.Стечкина и Ю.Н.Субботина, В.М.Тихомирова, А.И.Степанец,
Ph.J.Davis, G.G.Lorentz, A.Pinkus и др.).

Особую роль сыграли пионерские работы А.Н.Колмогорова1, а также ра-
боты С.М.Никольского2, С.Б.Стечкина3 и Н.П.Корнейчука4, связанные с ре-
шением экстремальных задач, когда требуется найти точную верхнюю грань
погрешности приближения на заданном классе функций и указать для этого
класса наилучший аппарат приближения фиксированной размерности. Уси-
лиями многих математиков, и в первую очередь учеников и последователей
Колмогорова, Никольского и Стечкина, такие экстремальные задачи для наи-
более употребляемых классов функций решены. Тем не менее, решения ука-
занных задач найдены в небольшом количестве случаев для действительных
классов функций. Что же касается решения экстремальных задач для наи-
лучших приближений классов целых функций или классов аналитических
функций, то здесь точные результаты известны в редких случаях. Поэтому
естественно, что в последнее время всё больше внимания многих специали-
стов, работающих в области теории аппроксимации, обращено на экстремаль-
ные задачи приближения целых функций и аналитических в круге функций.

Цели и задачи исследования.
Основной целью работы является решение ряда конкретных экстремаль-

ных задач, связанных с:
• наилучшим приближением 2π-периодических функций в пространстве
L2[0, 2π] и нахождением точных значений различных n-поперечников
некоторых классов функций;

1Коlmоgоrоff A.N. Über die besste Annäherung von Funktionen einer gegebenen Funktionklassen // Ann.
of Math., 1936. V.37. P.107-110.

2Никольский С.М. Приближение функций тригонометрическими полиномами в среднем // Изв. АН
СССР. Сер. матем. 1946. Т.10. С.295-332.

3Стечкин С.Б. О наилучшем приближении некоторых классов периодических функций тригонометри-
ческими полиномами // Изв. АН СССР. Сер. матем., 1956. Т.20. С.643-648.

4Корнейчук Н.П. Экстремальные значения функционалов и наилучшее приближение на классах пери-
одических функций // Изв. АН СССР. Сер. матем., 1971. Т.35. С.93-124.
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• наилучшим приближением функций, суммируемых с квадратом на всей
вещественной оси, целыми функциями экспоненциального типа и вы-
числением точных значений средних ν-поперечников функциональных
классов;

• отысканием наилучших линейных методов приближения классов анали-
тических в единичном круге функций и значений n-поперечников клас-
сов функций, принадлежащих пространству Харди.
Методы исследования. В диссертационной работе применяются со-

временные методы теории функций и функционального анализа оптимиза-
ционного содержания и методы решения экстремальных задач теории при-
ближения функций. При решении экстремальных задач в качестве аппарата
приближения используются тригонометрические полиномы, целые функции
и комплексные алгебраические полиномы.

Научная новизна исследований. Результаты диссертации являются
новыми, получены автором самостоятельно и состоят в следующем:

• найдены точные значения различных n-поперечников некоторых классов
функций, задаваемых усреднённым с весом модулем непрерывности r-ых
производных функций.

• установлены неулучшаемые неравенства Джексона – Стечкина, связы-
вающие наилучшие приближения суммируемых с квадратом на всей
оси функции посредством целых функций экспоненциального типа с
обобщённым модулем непрерывности m-го (m ∈ N) порядка и вычисле-
ны точные значения средних ν-поперечников некоторых функциональ-
ных классов.

• решена задача о построение наилучших линейных методов приближе-
ния некоторых классов аналитических в единичном круге функций и
вычислены точные значения n-поперечников указанных классов функ-
ций, принадлежащих пространству Харди.
Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-

ский характер. Развитые в ней методы и полученные результаты могут при-
меняться в других задачах теории приближений, в вопросах кодирования и
восстановления функций. Главы диссертации в отдельности могут составить
содержание специальных курсов для студентов и аспирантов высших учеб-
ных заведений, обучающихся по специальностям математики.

Апробация работы. Основные результаты диссертации неоднократно
докладывались и обсуждались на:
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• семинаре отдела теории функций и функционального анализа Института
математики им. А.Джураева АН Республики Таджикистан под руковод-
ством академика АН РТ М.Ш.Шабозова (Душанбе, 2008-2015 гг.);

• международной конференции
”
Современные проблемы анализа и пре-

подавания математики”, посвящённой 105-летию а к а д е м и к а
С.М.Никольского (Москва, 17-19 мая 2010 г.);

• международной научной конференции
”
Современные проблемы матема-

тики и её приложения” (Душанбе, 28-30 июня 2011 г.);
• международной научной конференции

”
Современные проблемы матема-

тического анализа и теории функций” (Душанбе, 29-30 июня 2012 г.);
• международной научной конференции

”
Современные проблемы теории

функций и дифференциальных уравнений” (Душанбе, 17-18 июня 2013);
• четвёртой международной конференции

”
Функциональные простран-

ства. Дифференциальные операторы. Общая топология. Пробле-
мы математического образования”, посвящённой 90-летию члена-
корреспондента РАН, академика Европейской Академии наук, профес-
сора Л.Д.Кудрявцева (Москва, 25-29 марта 2013 г.);

• международной научной конференции
”
Современные проблемы матема-

тики и её преподавания”, посвящённой 20-летию Конституции Республи-
ки Таджикистан (Худжанд, 28-29 июня 2014 г.);

• международной научной конференции
”
Современные проблемы функ-

ционального анализа и дифференциальных уравнений” (Душанбе, 27-28
апреля 2015 г.);

• международной конференции
”
Функциональные пространства и теория

приближения функций”, посвящённой 110-летию со дня рождения ака-
демика С.М.Никольского (Москва, 25-29 мая 2015 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 31 пе-
чатных работах автора, список которых приведён в конце автореферата. Из
них 23 статьей опубликованы в изданиях, входящих в действующий перечень
ВАК России, а 8 статьей в трудах международных конференций. Из сов-
местных с М.Ш.Шабозовым работ [9,10,12,13,21] на защиту выносятся лишь
результаты, полученные лично автором. В некоторых случаях для целостно-
сти изложения приводятся также совместные с М.Ш.Шабозовым результаты,
что во всех таких случаях специально оговорено.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трёх
глав, списка цитированной литературы из 200 наименований, занимает 229
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страницы машинописного текста и набрана на LaTeX. Для удобства в дис-
сертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий и формул.
Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номе-
ром главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на порядковый
номер теорем, лемм, следствий или формулы в данном параграфе.

Содержание диссертации

Изложим основные результаты диссертации по главам. В первой главе
изучается наилучшее приближение 2π-периодических суммируемых с квад-
ратом функций f(x) тригонометрическими полиномами на классах функций,
задаваемых модулями непрерывности высших порядков.

В первом параграфе первой главы приводятся основные определения,
обозначения, вспомогательные факты и краткая история полученных точных
констант в неравенстве Джексона – Стечкина для различных модификаций
модулей непрерывности. Далее приняты следующие обозначения: N – мно-
жество натуральных чисел; Z+ := N ∪ {0}; R = (−∞,+∞); R+ – множество
неотрицательных чисел вещественной оси, L2 := L2[0, 2π] – пространство из-
меримых по Лебегу вещественных 2π-периодических функций f, имеющих
конечную норму

∥f∥ def
= ∥f∥L2

:=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

.

Символом T2n−1 обозначим подпространство всевозможных тригономет-
рических полиномов порядка, не превосходящего n−1. Хорошо известно, что
для произвольной функции f ∈ L2 величина её наилучшего полиномиального
приближения элементами T2n−1 равна

En−1(f) = ∥f − Sn−1(f)∥ =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

,

где Sn−1(x, f) – частная сумма порядка n−1 ряда Фурье функции f ; ρ2k(f) :=
a2k(f) + b2k(f); ak(f), bk(f) – косинус и синус коэффициенты Фурье функции
f порядка k.

Под L
(r)
2 (r ∈ Z+; L

(0)
2 ≡ L2) понимаем множество 2π-периодических

функций f ∈ L2, у которых производные (r− 1)-го порядка f (r−1) абсо-
лютно непрерывны, а производные r-го порядка f (r) ∈ L2. Аналогично для
банахова пространства X 2π-периодических функций определим множества
X(r), r ∈ Z+.

6



Символом ∆m
h (f) обозначим норму разности m-го порядка функции f ∈

L2 с шагом h

∆m
h (f) := ∥∆m

h f(·)∥ =

1

π

2π∫
0

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
f(x+ kh)

∣∣∣∣∣
2

dx


1/2

и равенством
ωm(f ; t)

def
= sup

{
∆m

h (f) : |h| ≤ t
}

(1)

определим модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2.

Для оценки наилучших приближений 2π-периодических функций триго-
нометрическими полиномами в пространстве L2, наряду с (1), часто исполь-
зуют следующую усреднённую характеристику гладкости

Ωm(f ; t) =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∆m
h
f∥2L2

dh1 · · · dhm


1/2

, (2)

где t > 0; h = (h1, h2, . . . , hm); ∆m
h
= ∆1

h1
◦∆1

h2
◦ · · · ◦∆1

hm
. Основные свой-

ства характеристики гладкости (2) в качестве обобщённого модуля непре-
рывности m-го порядка изучены в работе М.Ш.Шабозова, С.Б.Вакарчука и
В.И.Забутной5.

В теории аппроксимации одной из основных экстремальных задач явля-
ется задача вычисления точных констант в неравенствах Джексона – Стеч-
кина. Под неравенствами Джексона – Стечкина в рассматриваемом нормиро-
ванном пространствеX понимают неравенства, в которых величина E(f, Y )X
– наилучшего приближения функции конечномерным подпространством Y

размерности n оценивается через некоторую характеристику гладкости са-
мой функции или некоторой её производной

E(f, Y )X ≤ χr

nr
Um

(
f (r),

π

n

)
X
,

где X есть пространство C или Lp (1 ≤ p < ∞), а Um – один из вышепере-
численных модулей непрерывности (1) или (2).

Первые точные константы в неравенстве Джексона были получены
Н.П.Корнейчуком6 для модуля непрерывности первого порядка ω1 в прос-

5Шабозов М.Ш., Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Точные неравенства типа Джексона-Стечкина для
периодических функций в L2 и значения поперечников классов функций // ДАН России. 2013. Т.451, №6.
С.625-628.

6Корнейчук Н.П. Точная константа в теореме Д.Джексона о наилучшем равномерном приближении
непрерывных периодических функций // ДАН СССР. 1962. Т.145, №3. С.514-516.
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транстве C(0, 2π] и Н.И.Черных7,8 для пространства L2(0, 2π]. После резуль-
татов Н.П.Корнейчука и Н.И.Черных появился интерес к получению точ-
ных констант в неравенствах Джексона – Стечкина и в других банахо-
вых пространствах. В 1992 г. Н.И.Черных доказал точное неравенство
Джексона – Стечкина в пространстве Lp(0, 2π], 1 ≤ p < 2. Позд-
нее этой тематикой занимались, например, Л.В.Тайков9,10, В.И.Бердышев11,
В.В.Арестов и В.Ю.Попов12, А.Г.Бабенко13, В.В.Жук14, В.И.Иванов и
О.И.Смирнов15, А.А.Лигун16, В.А.Юдин17, В.В.Шалаев18, С.Б.Вакарчук19,20,
М.Ш.Шабозов21, С.Б.Вакарчук с соавторами22,23 и многие другие.

Ясно, что наилучшая константа, вообще говоря, зависит как от про-
странства X, так и от параметров m,n, r и γ. Поэтому её обозначают через
χn,r(X;Um; γ) и задача сводится к отысканию величины

χn,r(X;Um; γ) = sup

{
nrEn−1(f)X

Um(f (r), γ/n)X
: f ∈ X(r), f (r) ̸= const

}
, (3)

(r ∈ Z+, m, n ∈ N, γ ∈ R+),

7Черных Н.И. О наилучшем приближении периодических функций тригонометрическими полиномами
в L2 // Матем. заметки. 1967. Т.2, №5. С.513-522.

8Черных Н.И. О неравенстве Джексона в L2 // Тр. МИАН СССР. 1967. Т.88. С.71-74.
9Тайков Л.В. Наилучшие приближения дифференцируемых функций в метрике пространства L2 //

Матем. заметки. 1977. Т.22, №4. С.535-542.
10Тайков Л.В. Структурные и конструктивные характеристики функций из L2 // Матем. заметки. 1979.

Т.25, №2. С.217-223.
11Бердышев В.И. О теореме Джексона в Lp // Труды Матем. ин-та АН СССР. 1967. Т.88. С.3-16.
12Арестов В.В., Попов В.Ю. Неравенство Джексона на сфере в L2 // Известия вузов. 1995. №8, С.13-20.
13Бабенко А.Г. О точной константе в неравенстве Джексона в L2 // Матем. заметки, 1986. Т.39, №5.

С.651-664.
14Жук В.В. Некоторые точные неравенства между равномерными приближениями периодических

функций // ДАН СССР. 1967. Т.201. С.263-266.
15Иванов В.И., Смирнов О.И. Константы Джексона и константы Юнга в пространствах Lp. – Тула:

ТулГУ. 1995. 192 с.
16Лигун А.А. О точных константах приближения дифференцируемых периодических функций // Ма-

тем. заметки. 1973. Т.14, №1. С.21-30.
17Юдин В.А. Многомерная теорема Джексона в L2 // Матем. заметки. 1981. Т.29, №2. С.309-315.
18Шалаев В.В. О поперечниках в L2 классов дифференцируемых функций, определяемых модулями

непрерывности высших порядков // Укр. матем. журнал. 1991. Т.43, №1. С.125-129.
19Вакарчук С.Б. Точные константы в неравенствах типа Джексона и точные значения поперечников

функциональных классов из L2 // Матем. заметки. 2005. Т.78, №5. С.792-796.
20Вакарчук С.Б. Неравенства типа Джексона и поперечники классов функций в L2 // Матем. заметки.

2006. Т.80, №1. С.11-19.
21Шабозов М.Ш. Поперечники некоторых классов периодических дифференцируемых функций в про-

странстве L2[0, 2π] // Матем. заметки. 2010. Т.87, №4. С.616-623.
22Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Неравенства типа Джексона-Стечкина для специальных модулей непре-

рывности и поперечники функциональных классов в пространстве L2 // Матем. заметки. 2012. Т.92, №4.
С.497-514.

23Шабозов М.Ш., Вакарчук С.Б. О наилучшем приближении периодических функций тригономет-
рическими полиномами и точных значениях поперечников функциональных классов в L2 // Analysis
Mathematica. 2012. Tomus 38, №2. P.154-165.
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где X есть C или Lp (1 ≤ p <∞), Um – некоторая характеристика гладкости
функции f ∈ X(r), например ωm или Ωm. В случае приближения функции
f ∈ X(r) с помощью линейных операторов A, отображающих X(r) в подпро-
странство T2n−1, приходим к задаче отыскания величины

χ ′
n,r(X;Um; γ) =

= inf

{
sup

{
nr ∥Af − f∥
Um(f (r), γ/n)X

: f ∈ X(r), f (r) ̸= const

}
: A :X(r) → T2n−1

}
. (4)

Перечислим основные результаты в обозначениях (3) и (4), полученные
в этом направлении.

Н.П.Корнейчук24:
k + 1

2

(
1− 1

2n

)
≤ χn,o

(
C, ω;

π

k

)
≤ k + 1

2
, k, n ∈ N;

Н.И.Черных7,8: χn,o(L2, ω; π) = χ′
n,o(L2;ω, π) =

1√
2
;

χn,o(L2, ωm; 2π/n) = (Cm
2m)

−1/2, Cq
p =

p!

(p− q)!
, p, q ∈ N;

С.Б.Стечкин25: 1 ≤ χ′
n(Lp;ω, π) ≤

3

2
, 1 ≤ p <∞;

Л.В.Тайков26:
(

1

2(1− cos τ)

)1/2

≤ χn,r(L2;ω; τ) ≤
(
1

2
+

1

τ 2

)1/2

, n ∈ N,

r ∈ Z+, 0 < τ ≤ π;

А.Г.Бабенко13 : χn,o(L2;ω; τ) =

(
1

2
+

cos(τ/2)− 1/2

τ sin(τ/2)

)1/2

, n ∈ N, τ = π/ν,

ν ≥ 1 + 3n/2, ν ∈ N;

С.Б.Вакарчук19,20 : χn,r(L2; Ωm, τ) =

{
2

(
1− sin τ

τ

)}−m/2

, 0 < τ ≤ π/2;(
1

2(1− cos τ)

)m/2

≤ χn,r(L2;ωm; τ) ≤
(
1

2
+

1

τ 2

)m/2

,

m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < τ ≤ π.

24Корнейчук Н.П. О точной константе в неравенстве Джексона для непрерывных периодических функ-
ций // Матем. заметки. 1982. Т.32, №5. С.669-674.

25Стечкин С.Б. О приближении периодических функций суммами Фавара // Тр. Матем. ин-та АН
СССР. 1971. Т.109. С.26-34.

26Тайков Л.В. Неравенства, содержащие наилучшие приближения и модуль непрерывности функций из
L2 // Матем. заметки. 1976. Т.20, №3. С.433-438.
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Напомним необходимые определения и обозначения, которыми мы поль-
зуемся в дальнейшем. Пусть S – единичный шар в L2; M – выпуклое
центрально-симметричное множество из L2; Λn ⊂ L2 – n-мерное подпро-
странство; Λn ⊂ L2 – подпространство коразмерности n; L : L2 → Λn –
непрерывный линейный оператор; L⊥ : L2 → Λn – непрерывный оператор
линейного проектирования. Величины

bn(M;L2) = sup
{
sup
{
ε > 0 : εS ∩ Λn+1 ⊂ M

}
: Λn+1 ⊂ L2

}
,

dn(M, L2) = inf
{
sup
{
inf
{
∥f − g∥ : g ∈ Λn

}
: f ∈ M

}
: Λn ⊂ L2

}
,

dn(M, L2) = inf
{
sup
{
∥f∥ : f ∈ M ∩ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
,

λn(M, L2) = inf
{
inf
{
sup
{
∥f − Lf∥ : f ∈ M

}
: LL2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
,

πn(M, L2) = inf
{
inf
{
sup
{
∥f − L⊥f∥ : f ∈ M

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
,

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, гельфандов-
ским, линейным и проекционным n-поперечниками.

Пусть Φ(u) (u ≥ 0) – произвольная непрерывная неубывающая функция
такая, что Φ(0) = 0. Обозначая через Um один из следующих характеристик
гладкости ωm или Ωm, для произвольных m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 и
0 < h ≤ π/n, n ∈ N введём в рассмотрение следующие классы функций:

W
(r)
p,h

(
Um; φ

)
=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

Up
m(f

(r); t)2 φ(t)dt ≤ 1

 ,

W
(r)
p,h

(
Um; φ, Φ

)
=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

Up
m(f

(r); t)2 φ(t)dt ≤ Φp(h)

 , (5)

для которых найдём значения выше n-поперечников.
Во втором параграфе первой главы с целью компактного изложения по-

лученных ранее результатов в задаче отыскания точных констант в неравен-
ствах Джексона – Стечкина вводится в рассмотрение экстремальная аппрок-
симационная характеристика следующего вида:

χm,n,r,p(φ;h) = sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

En−1(f)2 h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p
,

10



где m,n ∈ N, r ∈ Z+, p ∈ (0,∞), h ∈ (0, π/n], φ – весовая функция на [0, h],

т.е. неотрицательная, суммируемая, не эквивалентная нулевой функции на
[0, h]. Основным результатом данного параграфа является следующая общая

Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, φ –
весовая функция на [0, h]. Тогда справедливы неравенства

{
Ar,m

n,p (φ;h)
}−1 ≤ χm,n,r,p(φ;h) ≤

{
inf

n≤k<∞
Ar,m

k,p (φ;h)

}−1

, (6)

где

Ar,m
k,p (φ;h) = 2m/2

krp h∫
0

(1− cos kt)mp/2φ(t)dt

1/p

, k ≥ n, k ∈ N.

Отметим, что теорема 1.2.1 при p = 2 содержит результат А.А.Лигуна27.
В связи с вопросом о точности неравенства (6), требуется установить равен-
ства inf

n≤k<∞
Ar,m

k,p (φ;h) = Ar,m
n,p (φ;h) для произвольной весовой функции φ, на

отрезке [0, h] возникает задача: какими структурными и дифференциальны-
ми свойствами должна обладать функция φ, чтобы неравенства (6) обраща-
лись в равенства? Справедлива следующая

Теорема 1.2.2. Пусть весовая функция φ на отрезке [0, h], является
непрерывной и дифференцируемой. Если при некоторых 0 < p ≤ 2, r ∈ N и
любых t ∈ [0, h] выполнено дифференциальное неравенство

(rp− 1)φ(t)− tφ′(t) ≥ 0, (7)

то при любых m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливо равенство

χm,n,r,p(φ; h) = 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

.

Поскольку для f ∈ L
(r)
2 её последовательные производные f (s) ∈ L2

(s = 0, 1, . . . , r − 1; f (0) ≡ f), то представляет интерес изучение поведения
величины наилучших приближений En−1(f

(s)) на классе L(r)
2 .

Теорема 1.2.3. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, s =

0, 1, . . . r; r ∈ Z+, φ(t) – весовая функция на отрезке [0, h], удовлетворя-
27Лигун А.А. Некоторые неравенства между наилучшими приближениями и модулями непрерывности

в пространстве L2 // Матем. заметки. 1978. Т.24, №6. С.785-792.
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ющая условию (7). Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (8)

Равенство (8) при s = r и φ ≡ 1 ранее было получено М.Ш.Шабозовым21.

В частности, из равенства (8) вытекает
Следствие 1.2.6. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, γ ≥ 0, 0 < β ≤ π,

0 < h ≤ π/n. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 sin
γ β

h
tdt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

. (9)

В частности, из (9) при s = r ∈ N, p = 2, 0 < γ ≤ 2r − 1, β = π/2 и
h = π/n получаем результаты Н.Айнуллоева28, а в случае s = r и выполнении
остальных условий следствия 1.2.6 получаем результат М.Г.Есмаганбетова29.

Третий параграф первой главы посвящён вычислению n-поперечников
следующих классов функций

W
(r)
p,h (ωm; φ) =

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

ωp
m(f

(r); t)2 φ(t)dt ≤ 1

 ,

W
(r)
p,h (ωm; φ, Φ) =

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

ωp
m(f

(r); t)2 φ(t)dt ≤ Φp(h)

 ,

определённых при любых m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 и 0 < h ≤ π/n, а φ –
весовая функция на [0, h], Φ(h) – мажоранта, определённая в (5). Полагаем

En−1(M)L2
= sup

{
En−1(f)2 : f ∈ M

}
.

28Айнуллоев Н. Наилучшее приближение некоторых классов дифференцируемых функций в L2 // При-
менение функционального анализа в теории приближений. Сборник научных трудов: Калининский госу-
ниверситет. 1986. С.3-10.

29Есмаганбетов М.Г. Поперечники классов из L2[0, 2π] и минимизация точных констант в неравенствах
типа Джексона // Матем. заметки. 1999. Т.65, №6. С.816-820.
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Одним из основных результатов третьего параграфа первой главы является
Теорема 1.3.1. При любых m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 и выполнении

неравенства (7), при любом φ справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h (ωm; φ) ;L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h (ωm; φ) ;L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h (ωm; φ)

)
L2

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

,

где δk(·) – любой из k-поперечников: бернштейновский bk(·), колмогоровский
dk(·), линейный λk(·), гельфандовский dk(·), проекционный πk(·).

Вопросы вычисления точных верхних граней модулей коэффициен-
тов Фурье на различных классах функций рассматривались, например,
А.В.Ефимовым, А.Ф.Тиманом, Н.П.Корнейчуком, В.И.Бердышевым,
С.Милорадовичем, С.А.Теляковским, А.И.Степанцом, С.Б.Вакарчуком,
М.Ш.Шабозовым. Задача подобного рода для класса функций W

(r)
p,h (ωm; φ)

также представляет определённый интерес. Если N – некоторый класс функ-
ций, заданных и определённых на [0, 2π], то положим

ℑn(N) = sup
{
|an(f)| : f ∈ N

}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ N

}
.

Теорема 1.3.2. В условиях теоремы 1.3.1 справедливы равенства

ℑn

(
W

(r)
p,h (ωm; φ)

)
= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

.

Положим (nh− π)+ =
{
0, если nh ≤ π; nh− π, если nh > π

}
. В этом

же параграфе доказано следующее утверждение.
Теорема 1.3.5. Пусть m,n, r ∈ N, 0 < p ≤ 2 и 0 ≤ γ ≤ rp − 1.

Φ ∈ C[0, 2π] и для некоторой h∗ ∈ [0, π/n] достигается нижняя грань

inf
0≤h≤2π

Φ(h) min(h,π/n)∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt+
(nh− π)+

n


1/p

= Q. (10)

Тогда справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
=

13



= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
= 2−mn−rQ,

где δk(·) – любой из k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·), λk(·), πk(·). Условие (10)
выполняется для функции Φ∗(h) = hα, где

α ≥ π

p


π∫

0

(
sin

t

2

)mp

sinγ tdt


−1

.

В случае γ ≡ 0 из теоремы 1.3.5 следует результат A.Pinkus30.
В четвёртом параграфе первой главы рассматривается задача оптимиза-

ции неравенства Джексона – Стечкина с целью отыскания минимальной кон-
станты относительно всего множества приближающих подпространств фик-
сированной размерности N. Отметим, что в случае первого модуля непре-
рывности в пространстве C(0, 2π] с равномерной нормой Н.П.Корнейчук6

вычислил значение минимальной константы Джексона и показал, что зада-
ча о минимальной константе сводится к задаче вычисления n-поперечника
по Колмогорову соответствующего класса функций. В случае пространства
L2 аналогичная задача рассмотрена Н.А.Барабошкиной31, где найденные ею
нижние оценки для минимальных констант Джексона совпадают с извест-
ными оценками сверху, установленными Н.И.Черных7,8, В.А.Юдиным17 и
С.Н.Васильевым32.

Обозначим через

Wm(f
(r);φ)p,h =

 h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

среднее в p-ой степени значение модуля непрерывности порядка ωm(f
(r); t) с

суммируемым весом φ(t) ≥ 0, где m, r ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π и положим
L
(r)
2 (m, p, h;φ) =

{
f ∈ L

(r)
2 : Wm(f

(r); φ)p,h ≤ 1
}
.

В этих обозначениях отыскание наименьшей константы в неравенстве
30Pinkus A. n-Widths in Approximation Theory. – Berlin: Springer-Verlag. Heidelberg. New York. Tokyo.

1985. P.105-106.
31Baraboshkina N.A. The Least Constant in Jackson’s Inequality for Best Approximations of Functions in

L2 by Finite-Dimensional Subspaces // Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics. Suppl. 2004, №1.
P. S128-S136.

32Васильев С.Н. Точное неравенство Джексона-Стечкина в L2 с модулем непрерывности, порожден-
ным произвольным конечноразностным оператором с постоянными коэффициентами // Докл. РАН. 2002.
Т.385, №1. С.11-14.
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Джексона – Стечкина равносильно задаче вычисления точной верхней грани

Km,p,h

(
L
(r)
2 , L2,ℑN

)
= sup

{
E(f,ℑN)2

Wm(f (r);φ)p,h
: f ∈ L

(r)
2

}
.

Здесь мы будем искать минимальную константу относительно всего мно-
жества приближающих подпространств ℑN ⊂ L2 фиксированной размерно-
сти N. Этим мы покажем, что полученные ранее результаты не могут быть
улучшены за счёт перехода к другим подпространствам той же размерности:

KN,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= inf

{
Km,p,h

(
L
(r)
2 , L2,ℑN

)
: ℑN ⊂ L2

}
=

= inf

{
sup

{
E (f,ℑN)2

Wm

(
f (r);φ

)
p,h

: f ∈ L
(r)
2

}
: ℑN ⊂ L2

}
.

Положим также

En−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ)

)
2
= sup

{
∥f − Sn−1(f)∥2 : f ∈ L

(r)
2 (m, p, h;φ)

}
.

Основным результатом данного параграфа является
Теорема 1.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.2.2. Тогда при

всех m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливы равенства

K2n,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= K2n−1,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= En−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ)

)
2
=

= δ2n

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ), L2

)
= δ2n−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

= 2−mn−r


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

,

где δk(·) – любой из вышеперечисленных k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·),
λk(·) и πk(·). Все k-поперечники реализуются частичными суммами ряда
Фурье Sk−1(f ; t).

Из теоремы 1.4.2 вытекает результат работы М.Г.Есмаганбетова29.
Следствие 1.4.1. Пусть φ∗(t) = sinγ(βt/h); 0 ≤ γ ≤ rp − 1, r ≥ 1,

0 < p ≤ 2. Тогда имеют место равенства

K2n,m,p,h,φ∗

(
L
(r)
2 , L2

)
= K2n−1,m,p,h,φ∗

(
L
(r)
2 , L2

)
=

= δ2n

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ∗), L2

)
= δ2n−1

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ∗), L2

)
=
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= 2−mn−r

 h∫
0

sinγ
β

h
tdt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

,

где δk(·) – любой из перечисленных выше k-поперечников.
В завершающем пятом параграфе первой главы приводятся результа-

ты, обобщающих результаты параграфов 1.2 – 1.4 на случай дробного про-
изводного в смысле Вейля. Следует отметить, что ряд экстремальных задач
теории аппроксимации, связанный с понятием дробной производной Вейля в
пространствах Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, ранее рассматривался в работе А.И.Козко33 и
для классов функций с усреднённым значением модуля непрерывности m-го
порядка, принадлежащих пространству L2, в работах М.Г.Есмаганбетова29,
М.Ш.Шабозова и С.Д.Темурбековой34.

В последнее время часто используются различные модификации клас-
сического модуля непрерывности m-го (m ∈ N) порядка (1). Результаты,
полученные в пятом параграфе, связаны с понятием модуля непрерывности
дробного порядка. Это понятие было введено почти одновременно в 1977 го-
ду в работах P.L.Butzer, H.Dyckhoff, E.Goerlich, R.L.Stens35 и R.Tabersky36.
Следуя обозначениям35,36, определим разности дробного порядка β (β ∈ R+)

функции f(x) в точке x (x ∈ R) с шагом h (h ∈ R) равенством

∆β
hf(x) =

∞∑
ν=0

(−1)ν
(
β

ν

)
f(x+ (β − ν)h).

Модуль непрерывности произвольного дробного порядка β ∈ R+ функ-
ции f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞ определим равенством

ωβ(f ; t) = sup
{
∥∆β

hf(·)∥q : |h| ≤ t
}
=

= sup


∥∥∥∥∥

∞∑
ν=0

(−1)ν
(
β

ν

)
f(·+ (β − ν)h)

∥∥∥∥∥
q

: |h| ≤ t

 .

33Козко А.И. Дробные производные и неравенства для тригонометрических полиномов в пространствах
с несимметричной нормой // Изв. РАН. Серия математическая. 1998. Т.62. №6. С.125-142.

34Шабозов М.Ш., Темурбекова С.Д. Значения поперечников классов функций из L2[0, 2π] и минимиза-
ция точных констант в неравенствах типа Джексона // Известия ТулГУ. 2012. Вып.3. С. 60-68.

35Butzer P.L., Dyckhoff H., Goerlich E., Stens R.L. Best trigonometric approximation, fractional order
derivatives and Lipschitz classes // Can. J. Math. 1977. V.29. P.781-793.

36Tabersky R. Differences, moduli and derivatives of fractional orders // Commentat. Math. 1976-1977. V.19.
P.389-400.
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Здесь приводим обобщение и развитие некоторых результатов работ34,37

на случай модуля непрерывности произвольного порядка β > 0 для клас-
сов дифференцируемых в смысле Вейля функций в пространстве L2. Дока-
зываются некоторые точные неравенства между наилучшими приближени-
ями периодических дифференцируемых в смысле Вейля функций тригоно-
метрическими многочленами и усреднённым с весом модулем непрерывности
произвольного дробного порядка, вычислены точные значения различных n-
поперечников некоторых классов функций, принадлежащих пространству L2.

Для функции f ∈ L2 с рядом Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
,

введём в рассмотрение производную порядка α ≥ 0 в смысле Вейля38, опре-
делённую равенством

f (α)(x) =
∞∑
k=1

kα
{
ak(f) cos

(
kx+

απ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

απ

2

)}
.

Через L(α)
2 (α ≥ 0, L

(0)
2 ≡ L2) обозначим множество функций f, у кото-

рых существует производная f (α) ∈ L2 (f (0) ≡ f). Если Sn−1(f
(α);x) (α ≥ 0)

– частичная сумма порядка n−1 ряда Фурье функции f (α), то легко дока-
зать, что наилучшее приближение функции f (α) ∈ L2 тригонометрическими
полиномами Tn−1 степени не выше n−1 имеет вид

En−1(f
(α)) ≡ E

(
f (α);ℑ2n−1

)
= inf

{
∥f (α) − Tn−1∥ : Tn−1 ∈ ℑ2n−1

}
=

= ∥f (α) − Sn−1(f
(α))∥ =

( ∞∑
k=n

k2αρ2k

)1/2

,

где, по-прежнему, ρ2k := ρ2k(f) = a2k(f)+b
2
k(f), k ≥ n. Введём в рассмотрение

следующую аппроксимационную характеристику
37Шабозов М.Ш., Юсупов Г.А. Наилучшие полиномиальные приближения в L2 некоторых классов 2π-

периодических функций и точные значения их поперечников // Матем. заметки. 2011. Т.90, №5. С.764-775.
38Weyl H. Bemerkungen zum Begriff der differentialquotienten gebrochener Ordnung // Vierteljahresschriff

der Naturschenden Gesellschaft in Zurich. 1917. V.62. P.296-302.
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χn,β,α,p(φ;h) = sup
f∈L(α)

2

En−1(f) h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
, (11)

где n ∈ N, β > 0, α ≥ 0, 0 < p ≤ 2, φ – весовая функция на отрезке [0, h],

причём в (11), ради удобства, условно полагаем 0/0
def
= 0.

Справедлива следующая

Теорема 1.5.2. Пусть β > 0, α ≥ 0, φ – заданная на [0, h] непрерывно
дифференцируемая весовая функция. Если при некоторых α ∈ R+, 0 < p ≤ 2

и любых t ∈ [0, h] выполнено дифференциальное неравенство

(αp− 1)φ(t)− tφ′(t) ≥ 0, (12)

то при всех n ∈ N и 0 < h < π/n справедливы равенства

χn,β,α,p(φ;h) =

 h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

−1/p

.

Обозначим через W (α)
p,h,φH

ω
β – класс функций f ∈ L

(α)
2 таких, что для

0 ≤ t ≤ h, 0 < h ≤ π/n выполняется условие

Wβ(f
(α);φ, h)p =

 h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

≤ ω(h),

где ω(t) – заданный модуль непрерывности. В принятых обозначениях спра-
ведлива следующая

Теорема 1.5.4. Пусть α, β > 0, 0 < h ≤ π/n и выполнено неравенство
(12). Тогда справедливы равенства

δ2n−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
= δ2n

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
=

= En−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β

)
=

1

2βnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt



1/p

ω(h),
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где δk(·) – любой из k-поперечников Бернштейна bk(·), Гельфанда dk(·), Кол-
могорова dk(·), линейного λk(·), проекционного πk(·). Все n-поперечники реа-
лизуются частичными суммами Фурье Sn−1(f ; t) порядка n−1 ряда Фурье
функции f ∈ L

(α)
2 .

Переходим к изложению основных результатов второй главы. Начало ис-
следований, связанных с аппроксимацией функций на прямой R, было по-
ложено в работах С.Н.Бернштейна, использовавшего для этого в каче-
стве аппарата приближения пространства целых функций конечной степе-
ни. В дальнейшем этой проблематике посвящены фундаментальные рабо-
ты Н.Винера, Н.И.Ахиезера, М.Г.Крейна, С.М.Никольского, А.Ф.Тимана,
Р.Боаса, И.И.Ибрагимова и многих других. В восьмидесятых годах про-
шлого столетия появились работы И.И.Ибрагимова и Ф.Г.Насибова39,
В.Ю.Попова40, Ф.Г.Насибова41 по приближению функций суммируемыми с
квадратом на всей оси целыми функциями, в которых найдены точные конс-
танты, и сравнительно недавно опубликованные работы Г.Г.Магарил-Илья-
ева42,43, а также работы С.Б.Вакарчука44,45, С.Б.Вакарчука, М.Ш.Шабозова
и М.Р.Лангаршоева46, в которых вычислены точные значения средних ν-по-
перечников для некоторых классов функций из L2(R).

Другое направление исследования теории приближения в L2(Rn) целыми
функциями экспоненциального сферического типа развита в недавно опубли-
кованных работах Д.В.Горбачева47,48.

Приведём необходимые определения, обозначения общего характера, по-
становки задач и известные результаты, имеющие непосредственное отноше-

39Ибрагимов И.И., Насибов Ф.Г. Об оценке наилучшего приближения суммируемой функции на веще-
ственной оси посредством целых функций конечной степени // ДАН СССР. 1970. Т.194, №5. С.1013-1016.

40Попов В.Ю. О наилучших среднеквадратических приближениях целыми функциями экспоненциаль-
ного типа // Изв. вузов. Математика. 1972. №6. С.65-73.

41Насибов Ф.Г. О приближении в L2 целыми функциями // Докл. АН Азербайджанской ССР. 1986.
Т.XLII, №4. С.3-6.

42Магарил-Ильяев Г.Г. Средняя размерность, поперечники и оптимальное восстановление соболевских
классов функций на прямой // Матем. сб. 1991. Т.182, №11. С.1635-1656.

43Магарил-Ильяев Г.Г. Средняя размерность и поперечники классов функций на прямой // ДАН СССР.
1991. Т.318, №1. С.35-38.

44Вакарчук С.Б. О некоторых экстремальных задачах теории аппроксимации функций на вещественной
оси I // Укрӓıнський математичний в̈ıсник. 2012. Т.9, №3. С.401-429.

45Вакарчук С.Б. О некоторых экстремальных задачах теории аппроксимации функций на вещественной
оси II // Укрӓıнський математичний в̈ıсник. 2012. Т.9, №4. С.578-602.

46Вакарчук С.Б., Шабозов М.Ш., Лангаршоев М.Р. О наилучших среднеквадратических приближениях
целыми функциями экспоненциального типа в L2(R) и средних ν-поперечниках некоторых функциональ-
ных классов // Изв. вузов. Математика. 2014. №7. С.30-48.

47Горбачев Д.В. Экстремальные задачи для целых функций экспоненциального сферического типа //
Матем. заметки. 2000. Т.68. №2. С.179-187.

48Горбачев Д.В. Избранные задачи теории функций и теории приближений и их приложения. 2-е изд.,
перераб. и доп. Тула: «Гриф и К». 2005. 192 с.
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ние ко второй главе диссертации. Всюду далее под Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ будем
понимать пространство измеримых на всей оси R = (−∞,+∞) функций
f : R → R с конечной нормой

∥f∥p := ∥f∥Lp(R) =

∫
R

|f(x)|pdx

1/p

<∞, 1 ≤ p ≤ ∞.

Через L
(r)
p (R) (1 ≤ p ≤ ∞; r ∈ N) обозначим множество функций

f ∈ Lp(R), у которых (r−1)-я производная f (r−1) локально абсолютно непре-
рывна и f (r) ∈ Lp(R). Символом Bσ,p (0 < σ < ∞; 1 ≤ p ≤ ∞) обозначим
сужение на R множества всех целых функций экспоненциального типа σ,

принадлежащих пространству Lp(R). Величину

Aσ(f)p := inf
{
∥f − gσ∥p : gσ ∈ Bσ,p

}
, (0 < σ <∞; 1 ≤ p ≤ ∞)

называют наилучшим приближением функции f ∈ Lp(R) (1 ≤ p ≤ ∞) эле-
ментами множества Bσ,p.

Для решения последующих экстремальных задач приближения функций
на всей оси целыми функциями экспоненциального типа σ, сначала устано-
вим неулучшаемые неравенства типа Джексона – Стечкина, связывающие
наилучшие приближения функции f ∈ L2(R) посредством целых функций
gσ ∈ Bσ,2 с обобщённым модулем непрерывности порядка m следующего ви-
да (см. формулу (2)):

Ωm(f ; t)p =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∆m
h
f(·)∥pLp(R)dh1 · · · dhm


1/p

,

где 0 < t <∞, h = (h1, . . . , hm), ∆
m
h
= ∆1

h1
◦· · ·◦∆1

hm
, ∆1

hj
f = f(·+hj)−f(·),

j = 1, 2, . . . ,m.

Введём в рассмотрение экстремальную аппроксимационную характери-
стику следующего вида

χσ,m,r,q(ψ;h) = sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2Aσ(f)2 h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 ψ(t)dt

1/q
,

где m ∈ N; r ∈ Z+; 0 < q ≤ 2; σ, h ∈ R+ и ψ(t) ≥ 0 – некоторая измеримая
суммируемая на отрезке [0, h] весовая функция.
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Основным результатом первого параграфа второй главы является
Теорема 2.1.1. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < h ≤ π/σ, 0 < q ≤ 2 и

ψ(t) – весовая функция на [0, h]. Тогда выполняются следующие неравенства{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

≤ χσ,m,r,q(ψ;h) ≤
{

inf
σ≤t<∞

Bm,r,q(ψ;h, t)

}−1

,

где

Bm,r,q(ψ;h, t) =

trq h∫
0

(
1− sin tx

tx

)mq/2

ψ(x)dx

1/q

, t ≥ σ.

Из теоремы 2.1.1 в свою очередь вытекает следующее утверждение.
Теорема 2.1.2. Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.1. Тогда при

любом 0 < h ≤ 3π/(4σ) справедливы равенства

χσ,m,r,q(ψ;h) =
{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

:=

σrq h∫
0

(
1− sin τσ

τσ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

.

В некоторых ситуациях, при отыскании точной верхней грани классов
функций f ∈ L2(R) весьма полезным является

Следствие 2.1.1. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < q ≤ 2 и g(τ) – некоторая
неотрицательная измеримая суммируемая на отрезке [0, a] функция, где
0 < a < π. Тогда справедливы неравенства{

Dm,r,q(g; a, 1)
}−1

≤ sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr−1/q Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) g(τ)dτ

1/q
≤

≤
{
inf
x≥1

Dm,r,q(g; a, x)
}−1

,

где

Dm,r,q(g; a, x) =

xrq a∫
0

(
1− sin xτ

xτ

)mq/2

g(τ)dτ

1/q

.

Очевидно, что если

inf
x≥1

Dm,r,q(g; a, x) = Dm,r,q(g; a, 1), (13)

21



то имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr−1/q Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) g(τ)dτ

1/q
=

1

Dm,r,q(g; a, 1)
.

Для частных классов весовых функций из теоремы 2.1.2 вытекает
Следствие 2.1.2. Пусть g∗(t) = trq−1g1(t) (0 < q ≤ 2, r ∈ N) – неот-

рицательная суммируемая на отрезке [0, a], 0 < a < π функция, g1(t) –
невозрастающая на [0, a] функция. Тогда имеет место (13) и справедливо
равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) τ rq−1g1(τ)dτ

1/q
=

1

Dm,r,q(g∗; a, 1)
.

Хорошо известно49, что если f (r) ∈ L2(R), то и все промежуточные произ-
водные f (r−s) ∈ L2(R), s = 1, 2, . . . , r−1.Представляет определённый интерес
отыскание экстремальных характеристик, содержащих величины наилучших
приближений производных Aσ(f

(r−s))L2(R) элементами подпространства Bσ,2

в норме L2(R). Справедлива следующая общая
Теорема 2.1.3. Пусть m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2, σ ∈ R+, 0 < h ≤ 3π/(4σ),

ψ(τ) – весовая функция на отрезке [0, h]. Тогда имеют место равенства

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σsAσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ωq
m(f

(r); τ)ψ(τ)dτ

1/q
=

 h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

,

где s = 0, 1, 2, . . . , r. Если, в частности, m, r ∈ N, q = 2/m, 0 < h ≤ 3π/(4σ),

σ ∈ R+, s = 0, 1, 2, . . . , r и ψ(τ) ≡ 1, то

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σsAσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ω2/m
m (f (r); τ) dτ

m/2
=

(
σ

σh− Si(σh)

)m/2

.

49Бекенбах Э., Беллман Р. Неравенства. – М.: Мир. 1965. С.236.
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где Si(t) =
t∫

0

sinx

x
dx – интегральный синус.

Если же, m, r ∈ N, q = 2/m, 0 < h ≤ 3π/(4σ), σ ∈ R+, s = 0, 1, 2, . . . , r

и ψ(τ) ≡ τ, то имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

σsAσ(f
(r−s))2 h∫

0

τΩ2/m
m (f (r); τ) dτ

m/2
=

(
σ2

(σh)2 − 2(1− cosσh)

)m/2

.

Общеизвестно, что до недавнего времени подпространство Bσ,p (0 <

σ < ∞; 1 ≤ p ≤ ∞) было в некотором смысле единственным аппаратом
приближения в Lp(R) и только лишь с конца прошлого века все чаще в качест-
ве аппроксимирующего множества используются целые функции и сплайны
(см., например, C. de Boor, I.J.Schoenberg50, Сунь Юн-шен и Ли Чунь51,
Г.Г.Магарил-Ильяев52). Если рассматривать задачу приближения f ∈ Lp(R),
то целые функции и сплайны являются бесконечномерными образовани-
ями и величины, характеризующие соответствующие приближения, выра-
жаются в терминах, отражающих внутреннюю структуру аппарата ап-
проксимации, например: степень целой функции экспоненциального типа,
плотность распределения узлов сплайна. Возникает естественный вопрос:
как сравнивать между собой подобные способы приближения? Введение
Г.Г.Магарил-Ильяевым42,43 определения средней размерности, являющей-
ся определенной модификацией соответствующего понятия, данного ранее
В.М.Тихомировым53, позволило определить асимптотические характеристи-
ки подпространств, подобные поперечникам, где роль размерности играет
средняя размерность. В результате этого оказалось возможным сравнить ап-
проксимативные свойства подпространства Bσ,p, 1 ≤ p ≤ ∞ с аналогичными
характеристиками иных подпространств из Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ той же размер-
ности и решать в Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ экстремальные задачи теории аппрокси-
мации функций вариационного содержания.

50de Boor C., Schoenberg I.J. Cardinal interpolation and spline functions VIII // Lect. Notes Math., 1976.
V.501. P.1-79.

51Сунь Юн-шен, Ли Чунь. Наилучшее приближение некоторых классов гладких функций на действи-
тельной оси сплайнами высшего порядка // Матем. заметки. 1990. Т.48, №4. С.100-109.

52Магарил-Ильяев Г.Г. О наилучшем приближении сплайнами классов функций на прямой // Труды
МИАН СССР. 1992. Т.194. С.148-159.

53Тихомиров В.М. Об аппроксимативных характеристиках гладких функций // Тр. конф. по дифферен.
уравнениям и вычисл. математике. Новосибирск: Наука. 1980. С.183-188.
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Пусть BLp(R) = {φ ∈ Lp(R) : ∥φ∥Lp(R) ≤ 1} – единичный шар в Lp(R);
Lin(Lp(R)) является совокупностью всех линейных подпространств в Lp(R);

Linn(Lp(R))
def
=
{
J ∈ Lin(Lp(R)) : dimJ ≤ n

}
, n ∈ Z+;

d(M,N, Lp(R))
def
= sup

{
inf
{
∥f − φ∥p : φ ∈ N

}
: f ∈ M

}
– наилучшее приближение множества M ⊂ Lp(R) множеством N ⊂ Lp(R).
Под NT , T > 0 понимаем сужение множества N ⊂ Lp(R) на отрезок
[−T, T ], а через LinC(Lp(R)) обозначим совокупность таких подпространств
J ∈ Lin(Lp(R)), для которых множество (J ∩ BLp(R))T предкомпактно в
Lp([−T, T ]) при любом T > 0. Если J ∈ LinC(Lp(R)) и T, ε > 0, то суще-
ствуют такие n ∈ Z+ и M ∈ Linn(Lp([−T, T ]), для которых

d((J ∩ BLp(R))T ,M, Lp([−T, T ])) < ε.
Пусть

Dε(T,J , Lp(R))
def
= min{n ∈ Z+ : ∃M ∈ Linn(Lp([−T, T ])),

d((J ∩ BLp(R))T ,M, Lp([−T, T ])) < ε}.
В работе42 доказано, что данная функция не убывает по T и не возрас-

тает по ε. Величину

dim(J , Lp(R))
def
= lim{lim inf{Dε(T,J , Lp(R))/(2T ) : T → ∞} : ε→ 0},

где J ∈ LinC(Lp(R)), называют средней размерностью подпространства J в
Lp(R). Г.Г.Магарил-Ильяевым42,43 доказано, что

dim(Bσ,p;Lp(R)) = σ/π, (1 ≤ p ≤ ∞).

Пусть M – центрально-симметричное подмножество из Lp(R) и ν > 0

– произвольное число. Тогда под средним ν-поперечником по Колмогорову
множества M в Lp(R) понимают величину

dν(M, Lp(R))
def
= inf

{
sup
{
inf
{
∥f − φ∥p : φ ∈ J

}
: f ∈ M

}
:

J ∈ LinC(Lp(R)), dim(J , Lp(R)) ≤ ν
}
.

Подпространство, на котором достигается внешняя нижняя грань, на-
зывают экстремальным. Средним линейным ν-поперечником множества M в
Lp(R) называют величину

δν(M, Lp(R))
def
= inf

{
sup
{
∥f − Λf∥ : f ∈ M

}
: (X,Λ)

}
,

24



где нижняя грань берется по всем парам (X,Λ) таким, что X есть нор-
мированное пространство, непрерывно вложенное в Lp(R); M ⊂ X; Λ :

X −→ Lp(R) является непрерывным линейным оператором, для которого
ImΛ ∈ LinC(Lp(R)) и dim(ImΛ, Lp(R)) ≤ ν. Пару (X∗,Λ∗), на которой до-
стигается нижняя грань, называют экстремальной. Величину

bν(M, Lp(R))
def
= sup

{
sup
[
ρ > 0 : J ∩ ρ BLp(R) ⊂ M

]
:

: J ∈ LinC(Lp(R), dim(J , Lp(R)) > ν, dν(J ∩ BLp(R), Lp(R)) = 1
}

называют средним ν-поперечником по Бернштейну множества M в Lp(R).
Последнее условие, налагаемое на J при вычислении внешней точной верхней
грани означает, что рассматриваются только те пространства, для которых
верен аналог теоремы В.М.Тихомирова о поперечнике шара54. В работах42,43

доказывается, что указанному требованию удовлетворяет, например, про-
странство Bσ,p, если σ ≥ νπ. Между вышеперечисленными экстремальными
характеристиками множества M в гильбертовом пространстве L2(R) выпол-
няются неравенства43,55.

bν(M, L2(R)) ≤ dν(M, L2(R)) ≤ δν(M, L2(R)).

Всюду далее наилучшее приближение класса M ⊂ L2(R) подпростран-
ством Bσ,2 в метрике L2(R) обозначим

Aσ(M)2 := sup
{
Aσ(f)L2(R) : f ∈ M

}
.

Для пары (L
(r)
2 (R),Λ), где Λ : L

(r)
2 (R) → L2(R) – непрерывный линей-

ный оператор, для которого ImΛ ∈ LinC(Lp(R)) и dim(ImΛ, Lp(R)) ≤ ν,

полагаем
Eν(M; (L2(R),Λ))

def
= sup

{
∥f − Λf∥ : f ∈ M

}
.

Рассматриваемые во второй главе классы функций определяются следу-
ющим образом.

Пусть Φi(t) (i = 1, 2, 3) (t ≥ 0) – произвольные непрерывные возраста-
ющие функции такие, что Φi(0) = 0. Символом W

(r)
q (Ωm; Φ1), где r ∈ Z+,

54Корнейчук Н.П. Точные константы в теории приближения. – М.: Наука. 1987. С.341.
55Vakarchuk S.B. Exact constant in an inequality of Jackson type for L2 approximation on the line and exact

values of mean widths of functional classes // East Journal on Approx., 2004. V.10, №1-2. P.27-39.
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m ∈ N, 0 < q ≤ 2, обозначим множество функций f ∈ L
(r)
2 (R), r-тые произ-

водные которых удовлетворяют условию h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 dt

1/q

≤ Φ1(h)

для любого h ∈ (0, π]. Аналогичным образом для r ∈ Z+, m ∈ N, 0 < q ≤ 2,

0 < h ≤ π, через W (r)
q (Ωm; Φ2) определим класс функций f ∈ L

(r)
2 (R), r-тые

производные которых удовлетворяют ограничению1

h

h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 dt

1/q

≤ Φ2(h).

Наконец для любых m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < q ≤ 2 и h ∈ [0, π] полагаем

W (r)
q (Ωm; Φ3) =

 f ∈ L
(r)
2 (R) :

2

h2

h∫
0

tΩq
m(f

(r), t)2 dt ≤ Φq
3(h)

 .

При выполнении ряда ограничений относительно параметров r, q, h и ма-
жорант Φi (i = 1, 2, 3) найдены точные значения вышеперечисленных средних
поперечников классов W (r)

q (Ωm; Φ1), W
(r)
q (Ωm; Φ2) и W (r)

q (Ωm; Φ3) в гильбер-
товом пространстве L2(R) и указаны соответствующие экстремальные под-
пространства. Следуя работе С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной56, полагаем(

1− sin x

x

)
∗
:=

{
1− sinx

x
, если 0 < x < t∗; 1− sin t∗

t∗
, если x ≥ t∗,

}
,

где через t∗ обозначена величина аргумента x ∈ (0,∞) функции sin x/x,

при котором она достигает своего наименьшего значения. Очевидно, что t∗
есть наименьший из положительных корней уравнения x = tg x. Простые
вычисления показывают, что 4, 49 < t∗ < 4, 51.

В формулировке нижеследующих теорем через πν(·) обозначим любой
из средних поперечников: бернштейновский bν(·), колмогоровский dν(·) или
линейный δν(·).

Теорема 2.2.1. Если для всех µ > 0, 0 < h ≤ π, m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2

мажоранта Φ1 удовлетворяет условию

Φq
1

(
h

µ

) µπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt ≤ Φq

1(h)

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt, (14)

56Vakarchuk S.B., Zabutna V.I. Widths of function classes from L2 and exact constants in Jackson type
inequalities // East J. on Approximation. Bulgarian Academy of Sciences: Sofia. 2008. V.14, №4. P.411-421.
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то для любого ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ1))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1(1/ν).

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·)

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-
тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-
ника δν(W

(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)).

Доказано, что среди степенных функций Φ∗
1(u) = uα/q, возрастающих на

положительной полуоси, существует та, для которой выполняется неравен-
ство (14) при любых значениях µ > 0, h ∈ (0, π], m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2.

Теорема 2.2.2. Для того, чтобы неравенство (14) имело место для
Φ∗

1 с любыми заданными µ > 0, 0 < h ≤ π; m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2, необходимо
и достаточно, чтобы число α = α(m, q) определялось по формуле

α = π


π∫

0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

.

Легко доказать, что граничные значения α находятся в области

(mq/2) + 1 ≤ α ≤ mq + 1; m ∈ N, 0 < q ≤ 2.

Из теоремы 2.2.1 вытекает следующее

Следствие 2.2.1. Если для всех µ > 0, 0 < h ≤ π, m ∈ N мажоранта
Φ1 удовлетворяет условию(

Φ1(h)

Φ1(h/µ)

)2/m

≥ (π − Si(π))−1

µπ∫
0

(
1− sin t

t

)
∗
dt, (15)

где Si(t) =
t∫

0

sin x

x
dx – интегральный синус, то при всех m, r ∈ N, r ≥ m/2
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и ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; Φ1))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
2/m(Ωm; Φ1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+m/2 (π − Si(π))−m/2Φ1(1/ν).

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·)

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-
тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-
ника δν(W

(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)).

Множество мажорант, удовлетворяющих ограничению (15), не пу-
сто. Условию (15) удовлетворяет, например, функция

Φ∗
1(h) = hαm/2, m ∈ N, α = π/(π − Si(π)).

Теорема 2.2.4. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < q ≤ 2 и мажоранта
Φ2 при любых значениях h ∈ R+ удовлетворяет условию

(
Φ2(h)

Φ2(π/σ)

)q

≥ π

σh


σh∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt




π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

. (16)

Тогда для любого ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ2))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ2); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2(1/ν).

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·)
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(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-
тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-
ника δν(W

(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)).

Доказывается, что условию (16) удовлетворяет мажорантная функция

Φ∗
2(t) = tα/q, где α = π


π∫

0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

− 1.

Очевидно, что mq/2 ≤ α ≤ mq, m ∈ N, где 0 < q ≤ 2.

Теорема 2.2.5. Если для всех µ > 0, 0 < h < π, q = 2/m, m ∈ N
мажоранта Φ3 удовлетворяет условию

{
Φ3(h)

Φ3(h/µ)

}2/m

≥ 8

π2 − 8
· 1

µ2

µπ/2∫
0

t

(
1− sin t

t

)
∗
dt,

то для любого r ∈ Z+, ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; Φ3))L2(R) =

= Eν
(
W

(r)
2/m(Ωm; Φ3); (L

(r)
2 (R),Λ)

)
=

= 2−m/2(νπ)−r
(
π2/(π2 − 8)

)m/2
Φ3 (1/(2ν)) .

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·)

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция
интервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попе-
речника δν(W

(r)
2/m(Ωm; Φ3)), а пространство Bνπ,2 является экстремальным

для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3)).

В завершение этого параграфа рассмотрим задачу отыскания точных
значений верхних граней наилучших приближений Aσ(f

(r−s))L2(R) (r ∈ N,
s = 0, 1, . . . , r) на рассмотренных классах функций W (r)

q (Ωm; Φi) (i = 1, 2, 3),

определяемых заданными мажорантными функциями Φi (i = 1, 2, 3).
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Теорема 2.2.7. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.1, r ∈ N,
ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r. Тогда имеют место равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ1)

}
=

= 2−m/2(πν)−s+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1

(
1

ν

)
.

Следствие 2.2.3. В условиях теоремы 2.2.7 имеют место равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W
(r)
2/m(Ωm; Φ1)

}
=

= 2−m/2 π−sν−s+m/2

(
1− Si(π)

π

)−m/2

Φ1

(
1

ν

)
.

Теорема 2.2.8. При выполнении всех условий теоремы 2.2.4, для любых
r ∈ N, ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r справедливы равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ2)

}
=

= 2−m/2(πν)−s

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2

(
1

ν

)

и, в частности, при q = 2/m имеем

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W
(r)
2/m(Ωm; Φ2)

}
=

= 2−m/2(πν)−s

(
1− Si(π)

π

)−m/2

Φ2

(
1

ν

)
.

Теорема 2.2.9. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.5. Тогда для
любых r ∈ N, ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r выполняются равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ3)

}
=

= 2−m/2(νπ)−s
(
π2/(π2 − 8)

)m/2
Φ3 (1/(2ν)) .

Третья глава диссертационной работы посвящена отысканию точных
значений n-поперечников различных классов аналитических в единичном
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круге функций и построению наилучших линейных методов приближения
рассматриваемых классов.

К настоящему времени в задаче отыскания точных значений n-попереч-
ников классов аналитических в круге функций в различных банаховых
пространствах получен ряд окончательных результатов. Следует отметить,
что первые результаты, связанные с вычислением точных значений колмо-
горовских n-поперечников в пространстве Харди Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, при-
надлежат В.М.Тихомирову57 (случай q = ∞) и Л.В.Тайкову58 (случай
1 ≤ q < ∞). Работы В.М.Тихомирова и Л.В.Тайкова базируются на ос-
новополагающем результате К.И.Бабенко59, в котором был получен линей-
ный метод аппроксимации одного класса функций, аналитических в еди-
ничном круге функций, пригодный для оценок n-поперечников сверху и ис-
пользованный позднее многими другими математиками. Развивая эту те-
матику, Л.В.Тайков и Н.Айнуллоев60,61,62 получили точные значения кол-
могоровских n-поперечников в метрике пространства Харди для некото-
рых классов аналитических в единичном круге функций, граничные зна-
чения которых представлены свёрткой, либо усреднённые модули непре-
рывности или гладкости их граничных значений мажорируются заданны-
ми функциями. Эти идеи стали очень плодотворными, и в дальнейшем ука-
занная тематика развивалась в работах М.З.Двейрина и И.В.Чебаненко63,
Ю.А.Фаркова64,65, С.Д.Фишера и М.И.Стесина66, A.Pinkus30, С.Б.Вакарчука

57Тихомиров В.М. Поперечники множеств в функциональных пространствах и теория наилучших при-
ближений // Успехи матем. наук. 1960. Т.15, №3(93). С.81-120.

58Тайков Л.В. О наилучшем приближении в среднем некоторых классов аналитических функций //
Матем. заметки. 1967. Т.1, №2. С.155-162.

59Бабенко К.И. О наилучших приближениях одного класса аналитических функций // Изв. АН СССР.
1958. Т.22, №5. С.631-640.

60Тайков Л.В. Некоторые точные неравенства в теории приближения функций // Analysis Mathematica.
1976. V.2, №1. P.77-85.

61Тайков Л.В. Поперечники некоторых классов аналитических функций // Матем. заметки. 1977. Т.22,
№2. С.285-295.

62Айнуллоев Н., Тайков Л.В. Наилучшие приближения в смысле А.Н.Колмогорова классов аналитиче-
ских в единичном круге функций // Матем. заметки. 1986. Т.40, №3. С.341-351.

63Двейрин М.З., Чебаненко И.В. О полиномиальной аппроксимации в банаховых пространствах ана-
литических функций // Теория отображений и приближение функций. – Киев: Наукова думка. 1983.
С.62-73.

64Фарков Ю.А. О поперечниках классов аналитических функций с ограниченными производными //
Изв. вузов. Матем. 1988. №4. С.84-86.

65Фарков Ю.А. Поперечники классов Харди и Бергмана в шаре из Cn // Успехи мат. наук. 1990. Т.45,
№5. С.197-198.

66Fisher S.D., Stessin M.I. The n-widths of the unit ball of Hq // Journ. Approx. Theory. 1991. V.67, №3.
P.347-356.
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и В.И.Забутной67,68,69,70,71, С.Б.Вакарчука и М.Ш.Шабозова72 и других.
Особый интерес представляет построение наилучших линейных методов

приближения (как ранее изученных, так и изучаемых новых классов аналити-
ческих функций) и связанные с этим задачи вычисления точных значений
различных n-поперечников, в частности отыскания точных значений гель-
фандовских и линейных n-поперечников. В этом направлении исследова-
ния уже получен ряд окончательных результатов в работах Л.В.Тайкова73,
J.T.Scheick74, В.И.Белый75, В.И.Белый и М.З.Двейрина76, К.Ю.Осипенко77,
К.Ю.Осипенко и М.И.Стесин78, С.Б.Вакарчука67−70, С.Б.Вакарчука и
В.И.Забутной71, С.Б.Вакарчука и М.Ш.Шабозова72, в которых найдены наи-
лучшие линейные методы приближения различных классов аналитических в
круге функций. Тем не менее ещё для многих классов аналитических функ-
ций даже в пространстве Hq, 1 ≤ q ≤ ∞ значения n-поперечников и наилуч-
шие линейные методы приближения не найдены.

Приведём необходимые определения и обозначения, используемые нами
в дальнейшем. Пусть C – множество комплексных чисел, A(Uρ) – множество
функций комплексного переменного f(z), аналитических в круге

Uρ :=
{
z ∈ C : |z| < ρ

}
(0 < ρ ≤ 1, U1 = U).

Через Hq (1 ≤ q ≤ ∞) обозначим банахово пространство Харди, состоя-
67Вакарчук С.Б. Наилучшие линейные методы приближения и поперечники классов аналитических в

круге функций // Матем. заметки. 1995. Т.57, №1. С.30-39.
68Вакарчук С.Б. О наилучших линейных методах приближения и поперечниках некоторых классов

аналитических функций // Матем. заметки, 1999. Т.65, №2. С.186-193.
69Вакарчук С.Б. Точные значения поперечников классов аналитических в круге функций и наилучшие

линейные методы приближения // Матем. заметки. 2002. Т.72, №5. С.665-669.
70Вакарчук С.Б. О некоторых экстремальных задачах теории приближений в комплексной плоскости

// Укр. матем. журнал. 2004. Т.56, №9. С.1155-1171.
71Вакарчук С.Б., Забутная В.И. О наилучших линейных методах приближения функций классов

Л.В.Тайкова в пространствах Харди Hq,ρ, q ≥ 1, 0 < ρ ≤ 1 // Матем. заметки. 2009. Т.85, №3. С.323-329.
72Вакарчук С.Б., Шабозов М.Ш. О поперечниках классов функций, аналитических в круге // Матем.

сб., 2010. Т.201, №8. С.3-22.
73Тайков Л.В. О наилучших линейных методах приближения функций классов Br и Hr // Успехи мат.

наук. 1963. Т.VXIII. Вып. 4(112). С.183-189.
74Scheick J.T. Polynomial approximation of functions analytic in a disk // Proc. Amer. Math. Soc., 1966.

V.17. P.1238-1243.
75Белый В.И. К вопросу о наилучших линейных методах приближения функций, аналитических в еди-

ничном круге // Укр. мат. журнал, 1967. Т.19, №2. С.104-108.
76Белый В.И., Двейрин М.З. О наилучших линейных методах приближения на классах функций, опре-

деляемых союзными ядрами // В кн: Метрические вопросы теории функций и отображений. – Киев:
Наукова думка. 1971. №4. С.37-54.

77Осипенко К.Ю. Наилучшие методы приближения аналитических функций, заданных с погрешностью
// Матем. сборник. 1982. Т.118(160), №3(7). С.350-370.

78Осипенко К.Ю., Стесин М.И. О задачах восстановления в пространствах Харди и Бергмана // Матем.
заметки. 1991. Т.49, №4. С.95-104.
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щее из функций f ∈ A(Uρ), для которых конечна норма

∥f∥q := ∥f∥Hq
= lim

ρ→1−0

 1

2π

2π∫
0

|f(ρeit)|qdt

1/q

.

Хорошо известно, что норма функции f ∈ Hq реализуется на её угловых
граничных значениях F (t) := f(eit), которые существуют почти для всех
t ∈ [0, 2π]. В случае q = ∞, дополнительно будем предполагать функцию
f(z) непрерывной в замкнутом круге Ūρ = {z ∈ C : |z| ≤ ρ}, 0 < ρ ≤ 1.

Символом Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1, Hq,1 = Hq) обозначим банахово
пространство Харди функций f ∈ A(Uρ), для которых

∥f(z)∥Hq,ρ

def
= ∥f(ρz)∥Hq

<∞.

Через f (r)a (z) (r ∈ Z+, f
(0)
a (z) ≡ f(z)) обозначим производную r-го по-

рядка f ∈ A(Uρ) по аргументу t комплексного переменного z = ρ exp(it) :

f ′a(z) = izf ′(z), f (r)a (z) :=
{
f (r−1)
a (z)

}′

a
(r ≥ 2, r ∈ N),

а обычную r-ую производную по переменному z обозначим f (r)(z), r ∈ N.
Под H

(r)
q,a (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞, H

(0)
q,a ≡ Hq,a) будем понимать класс функций

f ∈ A(U), у которых f
(r)
a принадлежит пространству Hq (1 ≤ q ≤ ∞).

Аналогичным образом H
(r)
q (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞, H

(0)
q ≡ Hq) означает класс

функций f ∈ A(U), у которых f (r) ∈ Hq (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞). Равенством

En−1(f)q := E(f,Pn−1) = inf
{
∥f − pn−1∥q : pn−1 ∈ Pn−1

}
определим наилучшее приближение функции f ∈ Hq элементами подпро-
странства Pn−1 – комплексных алгебраических полиномов степени не выше
n− 1, в пространстве Hq.

Всюду далее структурные свойства функции f ∈ Hq (1 ≤ q ≤ ∞) будем
характеризовать скоростью убывания к нулю модуля непрерывности гранич-
ных значений r-ых производных F (r)

a (t) (или F (r)(t), r ∈ Z+)

ω(F (r)
a ; t)q := sup

{∥∥∥∥F (r)
a

(
x+

h

2

)
− F (r)

a

(
x− h

2

)∥∥∥∥
q

: |h| ≤ t

}
или модуля гладкости граничных значений указанных производных

ω2(F
(r)
a ; 2t)q := sup

{
∥F (r)

a (x+ h)− 2F (r)
a (x) + F (r)

a (x− h)∥q : |h| ≤ t
}
,
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задавая скорость убывания посредством мажоранты некоторой усреднённой
величины, содержащей ω(F (r)

a ; t)q (ω(F
(r); t)q) или ω2(F

(r)
a ; 2t)q (ω2(F

(r); 2t)q).

Пусть Φi(u) и Ψi(u) (i = 1, 2; u ≥ 0) – произвольные возрастающие
непрерывные функции такие, что Φi(0) = Ψi(0) = 0 (i = 1, 2). Используя
функции Φi(u) и Ψi(u) в качестве мажоранты, введём в рассмотрение следу-
ющие классы аналитических функций. Через W (r)

a Hq(Φ1) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞)

обозначим класс функций f ∈ H
(r)
q,a , при любом h ∈ R+ удовлетворяющих

условию

1

h

h∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)q dt ≤ Φ1(h),

а через W (r)Hq(Φ2) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) – класс функций f ∈ H
(r)
q , для

которых при любом h ∈ R+ выполняется условие

1

h

h∫
0

ω(F (r); 2t)q dt ≤ Φ2(h).

Аналогичным образом, через W (r)
a Hq(Ψ1) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) обозначим

класс функций f ∈ H
(r)
q,a , для которых

1

h

h∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)q dt ≤ Ψ1(h),

а W (r)Hq(Ψ2) – соответствующий класс функций f ∈ H
(r)
q , удовлетворяющих

условию

1

h

h∫
0

ω2(F
(r); 2t)q dt ≤ Ψ2(h).

Положим также

(sin t)∗ :=
{
sin t, если 0 < t ≤ π/2; 1, если t ≥ π/2

}
,

(1− cos t)∗ :=
{
1− cos t, если 0 < t ≤ π; 2, если t ≥ π

}
.

Пусть X – банахово пространство функций, аналитических в единичном
круге U = {z ∈ C : |z| < 1}. Величину

dTn (M, X) = inf
{mk}nk=1

sup
f∈M

inf
{ck}nk=1

∥∥∥∥∥f(z)−
n∑

k=1

ckz
mk

∥∥∥∥∥
X

,
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где m1 < m2 < . . . < mn, mk ∈ Z+, k = 1, n, называют тригонометрическим
n-поперечником компакта M в банаховом пространстве X. Далее воспользу-
емся соотношениями70

bn(M, X) ≤ dn(M, X)
dn(M, X)

≤ dTn (M, X) ≤ λn(M, X).

Наши дальнейшие исследования об отыскании наилучших линейных ме-
тодов приближения изучаемых нами классов функций основаны на следую-
щих известных результатах Л.В.Тайкова60,61, Н.Айнуллоева и Л.В.Тайкова62,
Н.Айнуллоева79 о наилучших приближениях аналитических в единичном
круге функций и некоторых их обобщениях. Одним из основных результа-
тов второго параграфа третьей главы является

Теорема 3.2.2. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Φ1 при любом h ∈ R+

удовлетворяет условию

Φ1(h)

Φ1(π/(2n))
≥ π

2nh

nh∫
0

(sin t)∗dt. (17)

Тогда при любых 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq,ρ

=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (18)

Доказывается, что результат (18) справедлив также для гельфандовско-
го и линейного n-поперечников. С этой целью для каждой функции

f(z) =
∞∑
k=0

ck(f)z
k ∈ A(U)

сопоставим в соответствие линейный полиномиальный оператор (n−1)-й сте-
пени следующего вида

Λn−1,r−1,ρ(f ; z) := Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1, z) = c0 +
n−1∑
k=1

λk,r−1,ρ ck(f)z
k,

где

λk,r−1,ρ = 1−
(

k

2n− k

)r−1

ρ2(n−k)

[
1− nµk

(
1−

(
k

2n− k

)2
)]

, k = 1, n− 1;

79Айнуллоев Н. Поперечники классов аналитических функций // Геометрические вопросы теории функ-
ций и множеств. Сборник научных трудов: Калининский госуниверситет. 1986. С.91-101.
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µk =

π/(2n)∫
0

cos kx cosnxdx.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 3.2.3. Если мажоранта Φ1 удовлетворяет условию (17), то

при любых n, r ∈ N и 0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

δn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq,ρ

=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1); Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1)
)
Hq,ρ

:=

:= sup
{
∥f − Λn−1,r−1,ρ(f)∥ : f ∈ W (r)

a Hq(Φ1)
}
=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
,

где δn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
dTn (·) или λn(·).

Далее доказываются аналоги теоремы 3.2.1 – 3.2.3 для класса функций
W (r)Hq(Φ2) в пространстве Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1). Всюду далее,
полагаем αn,r = n(n− 1) · · · (n− r + 1), n > r, n, r ∈ N.

Теорема 3.2.4. Если при любых n, r ∈ N, n > r ≥ 1 мажоранта Φ2 для
любого h ∈ R+ удовлетворяет условию

Φ2(h)

Φ2(π/2(n− r))
≥ π

2(n− r)h

(n−r)h∫
0

(sin t)∗ dt, (19)

то

bn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
= dn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
= dTn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq

=
π

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
,

Множество функций {Φ2} , удовлетворяющих условию (19), не пусто.

Таковой является, например, функция Φ∗
2(t) = t(π/2)−1.

Теорема 3.2.5. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Φ2 при любом
h ∈ R+ удовлетворяет ограничению (19). Тогда при любых 1 ≤ q ≤ ∞,

0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

bn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
=
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= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq,ρ

=
πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
.

Распространим результат теоремы 3.2.5 на гельфандовский и линейный
n-поперечники. Для этой цели, следуя схеме доказательства леммы 3.2.1,
каждой функции f(z) ∈ A(U) сопоставим в соответствие линейный поли-
номиальный оператор (n− 1)-й степени

Λn−1,r,ρ(f ; z)
def
=

r−1∑
k=0

ck(f)z
k+

+
n−1∑
k=r

{
1 +

ρ2(n−k)αk,r

α2n−k,r

[
γk,r

(
1−

(
k − r

2n− k − r

)2
)

− 1

]}
ck(f)z

k,

где ck(f) – коэффициенты Тейлора функции f(z), а числа γk,r определены
равенством

γk,r = (n− r)

π/(2(n−r))∫
0

cos(k − r)t cos(n− r)tdt, k ≥ r, k ∈ N.

Лемма 3.2.2. Пусть f – произвольная функция из класса W (r)Hq(Φ2),

1 ≤ q ≤ ∞, r ∈ N, n – любое натуральное число, больше r, и 0 < ρ ≤ 1.

Тогда справедливо неравенство∥∥∥f − Λn−1,r,ρ(f)
∥∥∥
q,ρ

≤ πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
. (20)

Если мажорирующая функция Φ2 при любом h ∈ R+ удовлетворяет
ограничению (19), то неравенство (20) неулучшаемо в том смысле, что
существует функция f0 ∈ W (r)Hq(Φ2), r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, для которой оно
обращается в равенство.

Теорема 3.2.6. Пусть мажоранта Φ2 при любом h ∈ R+ удовлетворя-
ет условию (19). Тогда для всех n, r ∈ N, n > r, при 0 < ρ ≤ 1 справедливы
равенства

δn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq,ρ

=

= En−1

(
W (r)Hq(Φ2);Ln−1,r−1,ρ,Pn−1

)
Hq,ρ

=
πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
,
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где δn(·) – любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dTn (·), dn(·) или λn(·).
В третьем параграфе третьей главы найдены наилучшие линейные ме-

тоды приближения и вычислены точные значения n-поперечников классов
W

(r)
a Hq(Ψ1) и W (r)Hq(Ψ2) в пространстве Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Теорема 3.3.1. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Ψ1 при любом h ∈ R+

удовлетворяет условию

Ψ1(h)

Ψ1

(
π/(2n)

) ≥ π

π − 2
· 1

nh

nh∫
0

(1− cos t)∗dt. (21)

Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
Hq

=
π

2(π − 2)
· 1

nr
Ψ1

( π
2n

)
.

Множество функций {Ψ1} , удовлетворяющих условию (21), не пусто.
Простыми вычислениями можно показать, что функция Ψ∗

1(t) = tα, где

α =
2

π − 2
(1 < α < 2),

удовлетворяет условию (21). Из теоремы 3.3.1 вытекает следующее
Следствие 3.3.1. В условиях теоремы 3.3.1 имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= (π/2)π/(π−2) (π − 2)−1 n−r−2/(π−2).

Используя схему рассуждений теоремы 3.2.2, распространим результат
теоремы 3.3.1 на пространства Харди Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Теорема 3.3.2. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ1 при любом
h ∈ R+ удовлетворяет условию (21). Тогда для всех 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1

имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
Hq,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
.
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Далее рассмотрим вопрос о построении наилучшего линейного метода
приближения класса W (r)

a Hq(Ψ1). Здесь доказано, что линейный метод

Ln−1,r,ρ(f ; z) =

= c0 +
n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r

ρ2(n−k)

[
βk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]}
ckz

k,

где

βk,n =
n

π − 2

π/(2n)∫
0

(1− sinnt) cos ktdt,

является наилучшим линейным методом приближения функций класса
W

(r)
a Hq(Ψ1) в метрике пространства Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Имеет место следующая
Теорема 3.3.3. Если мажоранта Ψ1 при любых n ∈ N и h ∈ R+ удовле-

творяет условию (21), то для любых n, r ∈ N, n ≥ r, 1 ≤ q ≤ ∞ и 0 < ρ ≤ 1

справедливы равенства

dn
(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= λn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Ln−1,r,ρ,Pn−1

)
Hq,ρ

=
πρn

2(π − 2)nr
Ψ1

( π
2n

)
.

Вышеприведённые теоремы 3.3.2 и 3.3.3 допускают обобщение на классе
функцийW (r)Hq(Ψ2). Сформулируем полученные в этом направление резуль-
таты.

Теорема 3.3.4 Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ2 при любом
h ∈ R+ удовлетворяет ограничению

Ψ2(h)

Ψ2(π/2(n− r))
≥ π

π − 2
· 1

(n− r)h

(n−r)h∫
0

(1− cos t)∗dt. (22)

Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ и 0 < ρ ≤ 1 имеют место равенства

bn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2)

)
Hq,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
.
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В продолжение этого параграфа, с целью вычисления точных значений
гельфандовского и линейного n-поперечников класса W (r)Hq(Ψ2) для про-

извольной функции f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k ∈ A(U) рассмотрен полиномиальный

оператор

Λ∗
n−1,r,ρ(f ; z)

def
=

r−1∑
k=0

ck(f)z
k+

+
n−1∑
k=r

{
1+

αk,r

α2n−k,r
ρ2(n−k)

[
βk,n,r

(
1−
(

k − r

2n− k − r

)2
)
−1

]}
ck(f)z

k, (23)

где

βk,n,r
def
=

(n− r)

π − 2

π/2(n−r)∫
0

(1− sin(n− r)x) cos(k− r)xdx, n > k ≥ r; n, k, r ∈ N.

Теорема 3.3.5. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ2 удовлетворяет
условию (22). Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ и 0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

δn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2)

)
Hq,ρ

=

= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2); Λ

∗
n−1,r,ρ;Pn−1

)
q,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
,

где δn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dTn (·),
dn(·) либо λn(·). При этом оператор (23) является наилучшим линейным
методом приближения класса W (r)Hq(Ψ2) в пространстве Hq,ρ.

В заключительном четвёртом параграфе третьей главы приводятся неко-
торые обобщения результатов параграфа 3.2 для классов функций, опреде-
ляемых модулями непрерывности первого порядка от граничных значений
производных по аргументу F

(r)
a , r ∈ N. Введём в рассмотрение следующий

класс функций
W (r)

a Hq(Φ1;µ) =

=

f(z) ∈ H(r)
q,a :

1

h

h∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)q

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

]
dt ≤ Φ1(h)

 ,

где h ∈ R+, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞ и µ ∈ R+ (µ ≥ 1) – произвольное фиксиро-
ванное число, а Φ1(x) – мажоранта, определённая ранее. Очевидно, что при
µ = 1 имеем W

(r)
a Hq(Φ1; 1) ≡ W

(r)
a Hq(Φ1).
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Одним из основных результатов этого параграфа является

Теорема 3.4.2. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Φ1 при любом h ∈ R+

удовлетворяет ограничению

Φ1(h)

Φ1(π/(2µn))
≥ π

2µ

1∫
0

(sinnht)∗

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt. (24)

Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1 и µ ∈ R+ (µ ≥ 1) имеют место
равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
Hq,ρ

=
πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.

При этом: а) L∗
n+1 = span{1, z, · · · , zn} есть оптимальное подпро-

странство для бернштейновского n-поперечника bn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
;

б) L∗
n является экстремальным подпространством для колмогоровского

n-поперечника dn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
.

Доказывается, что условию (24) удовлетворяет, например, функция
Φ∗

1(h) = hα, где

α
def
= α(µ) =

(
π

2µ

)2
1∫

0

t cos
πt

2µ

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt, 1 ≤ µ <∞.

В частности, α(1) = (π/2)−1, lim
µ→∞

α(µ) = 1 и для всех µ ∈ [1,∞) имеем

(π/2)− 1 ≤ α(µ) ≤ 1.

Теорема 3.4.3. Если при заданном µ ≥ 1 и любых n ∈ N, h ∈ R+

мажоранта Φ1 удовлетворяет ограничению (24), то и при любых n, r ∈ N,
0 < ρ ≤ 1, 1 ≤ q ≤ ∞ справедливы равенства

δn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ); Λ̃n−1,r−1,ρ;Pn

)
Hq,ρ

:=

:= sup
{∥∥∥f − Λ̃n−1,r−1,ρ(f)

∥∥∥
Hq,ρ

: f ∈ W (r)
a Hq(Φ1;µ)

}
=

πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.
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Здесь δn(·) – любой из n-поперечников dn(·), λn(·); линейный полиномиаль-
ный оператор Λ̃n−1,r−1,ρ(f) определяется равенством

Λ̃n−1,r−1,ρ(f ; z)
def
= c0+

+
n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r−1

ρ2(n−k)

[
γk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]}
ckz

k, (25)

где

γk,n
def
= nµ

π/(2µn)∫
0

cos kt cos(µnt)dt.

При этом: а) линейный полиномиальный оператор (25) является наи-
лучшим линейным методом приближения класса W (r)

a Hq(Φ1;µ) в метрике
пространства Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1);

б) Ln
∗ = {f ∈ Hq,ρ : f (k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1} является экс-

тремальным подпространством коразмерности n для гельфандовского n-
поперечника dn

(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
;

в) Подпространство L∗
n = span{1, . . . , zn−1} является экстремальным

для линейного n-поперечника λn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
.

Результат, полученный в теореме 3.4.3, обеспечивает возможность вы-
числения точных верхних граней модулей коэффициентов Тейлора cn(f) на
классах функций W (r)

a Hq(Φ1;µ), а именно имеет место следующая

Теорема 3.4.4. Для любых n, r ∈ N, µ ∈ R+ (µ ≥ 1) и 1 ≤ q ≤ ∞
справедливы равенства

ℑn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
=

= sup
{
|cn(f)| : f ∈ W (r)

a Hq(Φ1;µ)
}
=

π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.
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