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Введение

К настоящему времени в решении экстремальных задач теории аппрок-

симации функций, как в действительной, так и в комплексной обла-

сти достигнут значительный прогресс. По этой проблематике, берущей

своё начало от основополагающих работ П.Л.Чебышёва, К.Ф.Вейерштрасса,

С.Н.Бернштейна, А.Н.Колмогорова, написаны десятки монографий (см., на-

пример, монографии И.П.Натансон [95], В.Л.Гончарова [52], Н.И.Ахиезера [8],

А.Ф.Тимана [129], С.М.Никольского [100], Н.П.Корнейчука [78, 80, 81],

С.Б.Стечкина, Ю.Н.Субботина [115], В.К.Дзядык [59], В.М.Тихомирова [132],

А.И.Степанец [108], Ph.J.Davis [54], G.G.Lorentz [88], A.Pinkus [104] и др.).

Особую роль сыграли работы А.Н.Колмогорова [75] и С.М.Никольского [97],

связанные с решением экстремальных задач, когда требуется найти точную

верхнюю грань погрешности приближения на заданном классе функций и

указать для этого класса наилучший аппарат приближения фиксированной

размерности. Усилиями многих математиков, и в первую очередь учеников

и последователей Колмогорова и Никольского, такие экстремальные задачи

для наиболее употребляемых классов функций решены. Тем не менее, реше-

ния указанных задач найдены в небольшом количестве случаев для действи-

тельных классов функций. Что же касается решения экстремальных задач

для наилучших приближений классов целых функций или классов анали-

тических в круге функций, то здесь точные результаты известны в редких

случаях. Поэтому естественно, что в последнее время всё больше внимание

многих специалистов, работающих в области теории аппроксимации, обраще-

но на экстремальные задачи приближения целых функций и аналитических

в круге функций.

В диссертации, состоящей из трёх глав, решается ряд конкретных экс-

тремальных задач связанных с:

а) наилучшим приближением 2π-периодических функций в L2[0, 2π] и

нахождением значений n-поперечников некоторых классов функций;

б) наилучшим приближением функций, суммируемых с квадратом на

всей оси, целыми функциями экспоненциального типа и значении средних
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ν-поперечников функциональных классов;

в) отысканием наилучших линейных методов приближения классов ана-

литических в единичном круге функций и значений n-поперечников классов

функций, принадлежащих пространству Харди.

При решении указанных задач в качестве аппарата приближения в со-

ответствие с пунктами а) – в) используются тригонометрические полиномы,

целые функции и комплексные алгебраические полиномы.

Отметим, что некоторые результаты окончательного характера, связан-

ные с экстремальными задачами, затронутыми в диссертационной работе,

ранее получены в работах Н.И.Черных [146–148], Л.В.Тайкова [121–126],

А.А.Лигуна [84–87], В.А.Юдина [172,173], А.Г.Бабенко [9,12,13], А.Г.Бабенко,

Н.И.Черных, В.Т.Шевалдина [11], В.И.Иванова [69, 70], В.И.Иванова и

О.И.Смирнова [68], Н.Айнуллоева [2, 3], Н.Айнуллоева и Л.В.Тайкова

[5], Х.Юссефа [174], В.В.Шалаева [169], С.Б.Вакарчука [26–32, 34, 35],

С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [41], М.Г.Есмаганбетова [62], С.Н.Васильева

[46, 47], М.Ш.Шабозова [149, 152, 157–159], М.Ш.Шабозова, С.Б.Вакарчука,

В.И.Забутной [164,167] и многие другие.

Изложим основные результаты диссертации по главам. В первой главе

изучается наилучшее полиномиальное приближение классов 2π-периодичес-

ких суммируемых с квадратом функций f(x), у которых производные

f (r−1)(x) (r ∈ N) локально абсолютно непрерывны, а f (r)(x) ∈ L2[0, 2π].

В первом параграфе первой главы приводятся основные определения,

обозначения, вспомогательные факты и краткая история полученных точных

констант в неравенстве Джексона – Стечкина для различных модификаций

модулей непрерывности.

Всюду далее приняты следующие обозначения: N – множество натураль-

ных чисел; Z+ := N∪{0}; R = (−∞,+∞); R+ – множество неотрицательных

чисел вещественной оси.

Пусть L2 := L2[0, 2π] – пространство измеримых по Лебегу веществен-

ных 2π-периодических функций f, имеющих конечную норму
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∥f∥ def
= ∥f∥L2

:=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞.

Символом T2n−1 обозначим подпространство всевозможных тригономет-

рических полиномов порядка, не превосходящего n−1.

Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈ L2 величина её

наилучшего полиномиального приближения элементами T2n−1 равна

En−1(f) = inf
{
∥f − Tn−1∥ : Tn−1 ∈ T2n−1

}
=

= ∥f − Sn−1(f)∥ =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

, (0.0.1)

где Sn−1(x, f) – частная сумма порядка n− 1 ряда Фурье функции f(x);

ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f); ak(f), bk(f) – косинус и синус коэффициенты Фу-

рье функции f порядка k.

Под L
(r)
2 (r ∈ Z+; L

(0)
2 ≡ L2) понимаем множество 2π-периодических

функций f ∈ L2, у которых производные (r−1)-го порядка f (r−1)(x) абсолют-

но непрерывны, а производные r-го порядка f (r)(x) принадлежат простран-

ству L2, а через W (r)
2 :=W (r)L2[0, 2π] обозначим множество функций f ∈ L2,

удовлетворяющих условию ∥f (r)∥2 ≤ 1. Аналогично для банахова простран-

ства X 2π-периодических функций определим множества X(r), r ∈ Z+.

Символом ∆m
h (f) обозначим норму разности m-го порядка функции f ∈

L2 с шагом h

∆m
h (f) := ∥∆m

h f(·)∥ =

1

π

2π∫
0

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
f(x+ kh)

∣∣∣∣∣
2

dx


1/2

и равенством

ωm(f ; t)
def
= sup

{
∆m

h (f) : |h| ≤ t
}

(0.0.2)

определим модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2.

Для оценки наилучших приближений 2π-периодических функций триго-

нометрическими полиномами в пространстве L2, наряду с (0.0.2), иногда ис-
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пользуют следующую усреднённую характеристику гладкости

Ωm(f ; t) =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∆m
h
f∥2L2

dh1 · · · dhm


1/2

, (0.0.3)

где t > 0; h = (h1, h2, . . . , hm); ∆m
h
= ∆1

h1
◦∆1

h2
◦ · · · ◦∆1

hm
.

Основные свойства характеристики гладкости (0.0.3) в качестве

обобщённого модуля непрерывности m-го порядка изучены в работе

М.Ш.Шабозова, С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [167].

В теории аппроксимации одной из центральных экстремальных задач

является задача вычисления точных констант в неравенствах Джексона –

Стечкина. Под неравенствами Джексона – Стечкина в рассматриваемом нор-

мированном пространстве X, понимают неравенства, в которых величина

E(f, Y )X – наилучшего приближения функции конечномерным подпростран-

ством Y размерности n оценивается через некоторую характеристику глад-

кости самой функции или некоторой её производной

E(f, Y )X ≤ χr

nr
Um

(
f (r),

π

n

)
X
,

где X есть пространство C или Lp (1 ≤ p < ∞), а Um один из модулей

непрерывности ωm или Ωm.

Подчёркивая важность оптимизации неравенства Джексона – Стечки-

на (с целью нахождении точной константы), в монографии В.И.Иванова

и О.И.Смирнова [68], отмечается, что «Интерес к точным константам, ко-

торый сложился вокруг неравенств Джексона – Стечкина, возможно, не

был бы столь оправданным, если бы каждый новый случай не требовал

привлечения новых идей и методов, которые затем оказывались полезны-

ми и при решении других экстремальных задач». Первые точные констан-

ты в неравенстве Джексона были получены Н.П.Корнейчуком [77] в случае

Um = ωm (при m = 1) для пространства C(0, 2π] в 1962 г., а для пространства

L2(0, 2π] Н.И.Черных [146, 147] в 1967 г. После результатов Н.П.Корнейчука

и Н.И.Черных появился интерес к получению точных констант в неравен-

ствах Джексона – Стечкина и в других банаховых пространствах. В 1992 г.
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Н.И.Черных доказал точное неравенство Джексона – Стечкина в простран-

стве Lp(−π, π], 1 ≤ p < 2. При p > 2 эта задача пока остаётся нерешённой.

Позднее этой тематикой в теории приближения занимались В.В.Арестов

и В.Ю.Попов [6], А.Г.Бабенко [9–13], В.И.Бердышев [20], В.В.Жук [63, 64],

В.И.Иванов [68–70], А.А.Лигун [84–87], Л.В.Тайков [123, 125, 126], В.А.Юдин

[172, 173], С.Б.Вакарчук [28, 29, 32, 34, 35], С.Б.Вакарчук и В.И.Забутная

[36, 38, 41], В.В.Шалаев [169], М.Ш.Шабозов [158, 159], М.Ш.Шабозов и

С.Б.Вакарчук [164] и многие другие математики.

Ясно, что наилучшая константа, вообще говоря, зависит как от про-

странства X, так и от параметров m,n, r и γ. Поэтому её обозначают через

χn,r(X;Um; γ) и задача сводится к отысканию величины

χn,r(X;Um; γ) = sup

{
nrEn−1(f)X

Um(f (r), γ/n)X
: f ∈ X(r), f (r) ̸= const

}
,

(r ∈ Z+, m, n ∈ N, γ ∈ R+),

где X есть C или Lp (1 ≤ p <∞), Um – некоторая характеристика гладкости

функции f ∈ X(r), например ωm или Ωm.

В случае приближения функции f ∈ X(r) с помощью линейных опера-

торов A, отображающих X(r) в подпространстве T2n−1, приходим к задаче

отыскания величины

χ ′
n,r(X;Um; γ) =

= inf

{
sup

{
nr ∥Af − f∥
Um(f (r), γ/n)X

: f ∈ X(r), f (r) ̸= const

}
: A : X(r) → T2n−1

}
.

Н.П.Корнейчук [77] доказал, что 1 − 1

2n
≤ χn,o(C, ω;π) ≤ 1 и, следова-

тельно, χo(C, ω;π) = sup {χn,o(C, ω;π) : n ∈ N } = 1. В дальнейшем, обобщая

этот результат, Н.П.Корнейчук [79] показал, что для γ = π/k (k = 1, 2, 3, . . .)

имеет место неравенство

k + 1

2

(
1− 1

2n

)
≤ χn,o

(
C, ω;

π

k

)
≤ k + 1

2
.
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Также отметим, что, как показал С.Б.Стечкин [114], в пространстве

Lp (1 ≤ p <∞) имеет место неравенство

1 ≤ χ′
n(Lp;ω, π) ≤

3

2
.

Н.И.Черных [147] получил соотношение

χn,o(L2, ω; π) = χ′
n,o(L2;ω, π) =

1√
2
,

а в работе В.В.Жука [63] установлено, что

χn,1(C, ω) = χ′
n,1(C, ω) = χn,1(L, ω) = χ′

n,1(L, ω) =
π

4
.

А.А.Лигун [84] доказал справедливость следующих равенств:

χn,2ν−1(C, ω) = χ′
n,2ν−1(C, ω) = χn,2ν−1(L, ω) = χ′

n,2ν−1(L, ω) =
K2ν−1

2
,

где

Kr =
4

π

∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν + 1)r+1
,
(
K0 = 1, K1 =

π

2
, K2 =

π2

8
, K3 =

π3

24
, . . .

)
— константы Фавара-Ахиезера-Крейна.

В докладе на международной конференции по теории приближения

функций в 1983 г. (г. Киев) Н.И.Черных сообщил, что

χn,o(Lp;ω; 2π) = 2(1−p)/p, 1 ≤ p ≤ 2, n ∈ N,

доказательство которого приведено в работе [148].

Л.В.Тайков [123] нашёл, в частности, асимптотическое поведение

χn,o(L2;ω; τ) при τ → 0, получив оценки(
1

2(1− cos τ)

)1/2

≤ χn,r(L2;ω; τ) ≤
(
1

2
+

1

τ 2

)1/2

, n ∈ N, r ∈ Z+, (0.0.4)

для 0 < τ ≤ π. Левую оценку в (0.0.4) реализует функция f0(x) = cosnx.

А.Г.Бабенко с помощью соображений, подобных тем, которые применял

Н.И.Черных [146], вычислил константу χn,o(L2;ω; τ) при любых τ, а именно

доказал, что для τ = π/ν, где ν ≥ 1 + 3n/2, ν ∈ N, имеет место равенство

χn,o(L2;ω; τ) =

(
1

2
+

cos(τ/2)− 1/2

τ sin(τ/2)

)1/2

, n ∈ N.

8



С.Б.Вакарчук [35] распространил результат Л.В.Тайкова [123] для моду-

лей непрерывности m-го порядка, доказав при τ → 0 неравенства(
1

2(1− cos τ)

)m/2

≤ χn,r(L2;ωm; τ) ≤
(
1

2
+

1

τ 2

)m/2

,

(m,n ∈ N, r ∈ Z+).

Что же касается вопроса о получении точных констант в неравен-

стве Джексона для характеристик гладкости Um = Ωm, то здесь недавно

С.Б.Вакарчуком [34] получен следующий результат:

χn,r(L2; Ωm, τ) =

{
2

(
1− sin τ

τ

)}−m/2

, 0 < τ ≤ π/2.

Напомним необходимые определения и обозначения, которыми мы поль-

зуемся в дальнейшем. Пусть S – единичный шар в L2; M – выпуклое

центрально-симметричное множество из L2; Λn ⊂ L2 – n-мерное подпро-

странство; Λn ⊂ L2 – подпространство коразмерности n; L : L2 → Λn –

непрерывный линейный оператор; L⊥ : L2 → Λn – непрерывный оператор

линейного проектирования. Величины

bn(M;L2) = sup
{
sup
{
ε > 0 : εS ∩ Λn+1 ⊂ M

}
: Λn+1 ⊂ L2

}
,

dn(M, L2) = inf
{
sup
{
inf
{
∥f − g∥ : g ∈ Λn

}
: f ∈ M

}
: Λn ⊂ L2

}
,

dn(M, L2) = inf
{
sup
{
∥f∥ : f ∈ M ∩ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
,

λn(M, L2) = inf
{
inf
{
sup
{
∥f − Lf∥ : f ∈ M

}
: LL2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
,

πn(M, L2) = inf
{
inf
{
sup
{
∥f − L⊥f∥ : f ∈ M

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
,

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, гельфандов-

ским, линейным и проекционным n-поперечниками.

Пусть Φ(u) (u ≥ 0) – произвольная непрерывная возрастающая функция

такая, что Φ(0) = 0. Обозначая через Um одну из следующих характеристик

гладкости ωm или Ωm, введём в рассмотрение следующие классы функций:

W
(r)
p,h

(
Um; φ

)
=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

Up
m(f

(r); t)2 φ(t)dt ≤ 1

 ,
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W
(r)
p,h

(
Um; φ, Φ

)
=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

Up
m(f

(r); t)2 φ(t)dt ≤ Φp(h)

 , (0.0.5)

для которых вычислим значения перечисленных выше n-поперечников.

Во втором параграфе первой главы с целью компактного изложения по-

лученных ранее результатов в задаче отыскания точных констант в неравен-

ствах Джексона – Стечкина вводится в рассмотрение экстремальная аппрок-

симационная характеристика следующего вида

χm,n,r,p(φ;h) = sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

En−1(f)2 h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p
, (0.0.6)

где m,n ∈ N, r ∈ Z+, p ∈ (0,∞), φ – весовая функция на [0, h], то есть,

неотрицательная, суммируемая, не эквивалентная нулевой функции на [0, h].

Величины вида (0.0.6) в разное время при фиксированных частных зна-

чениях параметров m,n, r, p, h и конкретных весовых функций φ изучали:

1. Н.И.Черных [146]: a) χ1,n,r,2(φ, π/n), где φ(t) = sinnt;

б) χm,n,0,2(φ, 2π/n), где φ(t) = sin(nt/2) +(sinnt)/2;

2. Л.В.Тайков [123]: χ1,n,r,2(φ, h), где φ(t) ≡ 1; 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/(2n);

3. Л.В.Тайков [125]: χ1,n,r,1(φ, π/n), где φ(t) ≡ 1;

4. Л.В.Тайков [126]: χm,n,r,2(φ, h), где φ(t) ≡ 1; 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n;

5. А.А.Лигун [85]: χm,n,r,2(φ, h), где φ(t) ≥ 0; 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n;

6. Н.Айнуллоев [2]: χm,n,r,2(φ, h), где φ(t) = sinγ βt, 0 ≤ t ≤ h;

0 ≤ γ ≤ 2r − 1, r ∈ N, β > 0, 0 < βh ≤ π;

7. В.В.Шалаев [169]: χm,n,r,2/m(φ, π/n), где φ(t) = sinnt; при m = 1

следует результат Н.И.Черных из [146];

8. Х.Юссеф [174]: χ1,n,r,2(φ, h), где φ(t) = sin(πt/h), 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π

n
;

9. С.Б.Вакарчук [35]: χm,n,r,2/m(φ, h), где φ(t) ≡ 1, 0 ≤ t ≤ h, 0 < h ≤ π

2n
;

10. М.Ш.Шабозов [158]: χm,n,r,p(φ, h), где φ(t) ≡ 1, m, n, r ∈ N, 1/r < p ≤ 2,

0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n.

Основным результатом данного параграфа является следующая общая
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Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, φ –

весовая функция на [0, h]. Тогда справедливы неравенства{
Ar,m

n,p (φ;h)
}−1 ≤ χm,n,r,p(φ;h) ≤

{
inf

n≤k<∞
Ar,m

k,p (φ;h)

}−1

, (0.0.7)

где

Ar,m
k,p (φ;h) = 2m/2

krp h∫
0

(1− cos kt)mp/2φ(t)dt

1/p

, k ≥ n, k ∈ N.

Отметим, что теорема 1.2.1 при p = 2 содержит результат А.А.Лигуна [85].

В связи с вопросом о точности неравенства (0.0.7), требуется установить ра-

венства

inf
n≤k<∞

Ar,m
k,p (φ;h) = Ar,m

n,p (φ;h) (0.0.8)

для произвольной весовой функции φ на отрезке [0, h] возникает задача:

какими структурными и дифференциальными свойствами должна обладать

функция φ, чтобы неравенства (0.0.7) обращались в равенства?

Теорема 1.2.2. Пусть весовая функция φ(t), заданная на отрезке [0, h],

является непрерывной и дифференцируемой на нём. Если при некоторых

0 < p ≤ 2, r ∈ N и любых t ∈ [0, h] выполнено дифференциальное неравен-

ство
(rp− 1)φ(t)− tφ′(t) ≥ 0, (0.0.9)

то для любых m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливо равенство

χm,n,r,p(φ;h) = 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

.

Из теоремы 1.2.2 при φ(t) = sinγ (βt/h) , 0 ≤ β ≤ π, 0 < h ≤ π/n получаем

Следствие 1.2.2. Пусть 0 ≤ β ≤ π, 0 < h ≤ π/n, 0 ≤ γ ≤ rp − 1,

0 < p ≤ 2, r ∈ N. Тогда при всех m,n ∈ N справедливы равенства

χm,n,r,p (sin
γ (βt/h) ;h) =

= 2−mn−r


h∫

0

(sin (nt/2))mp sinγ (βt/h) dt


−1/p

. (0.0.10)
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Равенства (0.0.10), в частности, содержит результаты [35,47,126,146,158,169].

Поскольку для f ∈ L
(r)
2 её последовательные производные f (s) ∈ L2

(s = 0, 1, . . . , r − 1), то представляет интерес изучение поведения величины

наилучших приближений En−1(f
(s)) (s = 0, 1, . . . , r − 1) на указанном клас-

се L(r)
2 . Приводим решение этой задачи, когда структурные характеристики

функции f ∈ L
(r)
2 характеризуются усреднёнными с весом φ(t) значениями

модулей непрерывности ωm(f
(r), t)2. Имеет место следующая

Теорема 1.2.3. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, r ∈ Z+,

s = 0, 1, . . . , r; φ(t) – весовая функция на отрезке [0, h], удовлетворяющая

условию (0.0.9). Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

.

Следствие 1.2.3. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, r ∈ Z+, s = 0, 1, . . . , r;

φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n. Тогда

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

dt

−1/p

. (0.0.11)

Отметим, что равенство (0.0.11) при s = r ранее получено в работе [158].

Следствие 1.2.4. Пусть m,n ∈ N, p = 2/m, s = 0, 1, . . . , r; φ(t) = 1,

0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2m/2ns−m/2En−1(f
(r−s)) h∫

0

ω2/m
m (f (r); t)2 dt

m/2
=

1(
nh− sinnh

)m/2
. (0.0.12)
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Равенство (0.0.12) при s = r и m = 1 было доказано Л.В.Тайковым [123],

а при s = r и любых m ∈ N доказано С.Б.Вакарчуком [35].

Следствие 1.2.5. Пусть m,n ∈ N, p = 2/m, s = 0, 1, . . . , r; φ(t) = t,

0 < h ≤ π/n. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

hmnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

t ω2/m
m (f (r); t)2 dt

m/2
=

{
1− 2 sinnh

nh
+

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

.

Из теоремы 1.2.3 при φ(t) = sinγ (βt/h) , 0 ≤ β ≤ π, 0 < h ≤ π/n вытекает

Следствие 1.2.6. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, γ ≥ 0, 0 < β ≤ π,

0 < h ≤ π/n. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 sin
γ β

h
tdt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

. (0.0.13)

В частности, из (0.0.13) при s = r, p = 2, 0 < γ ≤ 2r−1, β = π/2, h = π/n

получаем результат Н.Айнуллоева [3], а в случае s = r и выполнении осталь-

ных условий следствия 1.2.6 получаем результат М.Г.Есмаганбетова [62].

Третий параграф первой главы посвящён вычислению n-поперечников

следующих классов функций

W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

ωp
m(f

(r); t)2 sinγ
β

h
tdt ≤ 1

 ,

W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
=

=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

ωp
m(f

(r); t)2 sinγ
β

h
tdt ≤ Φp(h)

 , (0.0.14)

определённых при любых m,n, r ∈ N, 0 ≤ γ ≤ rp − 1, 0 < p ≤ 2, 0 < β ≤ π

и 0 < h ≤ π/n, Φ(h) – мажоранта, определённая в (0.0.5).
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Полагаем En−1(M)L2
= sup

{
En−1(f)2 : f ∈ M

}
.

Теорема 1.3.1. При любых m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ rp−1,

0 < β ≤ π и 0 < h ≤ π/n справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
;L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
;L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
;L2

)
= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

,

где δk(·) – любой из k-поперечников: бернштейновский bk(·), колмогоровский

dk(·), линейный λk(·), гельфандовский dk(·), проекционный πk(·).

Следствие 1.3.1. В условиях теоремы 1.3.1 справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt) ;L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt) ;L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt) ;L2

)
=

= 2−(m+γ/p)n−r+1/p


1

π
·
Γ

(
mp+ γ + 1

2

)
Γ

(
γ + 1

2

)
Γ
(mp

2
+ 1
)


−1/p

, (0.0.15)

где Γ(u) – гамма-функция Эйлера, а δk(·) – любой из перечисленных выше

k-поперечников.

Отметим, что при соответствующих значениях параметров p и γ частные

результаты, перечисленные в работах [35,158,169], вытекают из (0.0.15).

В 1910 году А.Лебегом [83] было введено понятие модуля непрерывности

ω для функций f ∈ C, C
def
= C(0, 2π]. Там же для указанной характеристики

были получены оценки коэффициентов Фурье. В дальнейшем вопросы вычис-

ления точных верхних граней модулей коэффициентов Фурье на различных

классах функций в разное время рассматривались А.В.Ефимовым [61],

А.Ф.Тиманом [129], Н.П.Корнейчуком [78], В.И.Бердышевым [20],

С.Милорадовичем [92, 93], С.А.Теляковским [127, 128], А.И.Степанцом [108],

С.Б.Вакарчуком [29, 34, 35, 38, 41], М.Ш.Шабозовым [158–164] и многи-

ми другими математиками. Задача подобного рода для класса функций
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W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
также представляет определённый интерес. Например,

теорема 1.3.1 обеспечивает возможность вычисления указанных верхних

граней на рассматриваемом классе функций. Условимся, всюду в дальней-

шем, что если N – некоторый класс функций, заданных и определённых на

[0, 2π], то положим

ℑn(N) = sup
{
|an(f)| : f ∈ N

}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ N

}
,

где an(f) и bn(f) суть косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f(x).

Теорема 1.3.2. В условиях теоремы 1.3.1 справедливы равенства

ℑn

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

))
= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

.

Всюду далее полагаем(
sin

nt

2

)m

∗

def
=

{(
sin

nt

2

)m

, если nt ≤ π; 1, если nt > π

}
.

Теорема 1.3.3. Если для любого заданного 0 < µ ≤ 1 и для всех λ > 0,

0 < β, u ≤ π, 0 ≤ γ ≤ rp − 1, 0 < p ≤ 2, функция Φ(u) удовлетворяет

условию

Φp(µu)

λπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

∗
sinγ

βv

λπ
dv ≤ Φp(λu)

µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

sinγ
βv

µπ
dv, (0.0.16)

то и с любыми m,n, r ∈ N справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

))
L2

=

= 2−mn−r

 µπ/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
nβ

µπ
tdt


−1/p

Φ
(µπ
n

)
,

где δk(·) – любой из k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·), λk(·) и πk(·).
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Ради простоты, при γ = 0 выясним значения α, при которых функция

Φ∗(u) = uα удовлетворяет этим условиям. С этой целью запишем неравенство

(0.0.16) в эквивалентной форме

λπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

∗
dv ≤

(
λ

µ

)αp
µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

dv, λ > 0, 0 < µ ≤ 1. (0.0.17)

Теорема 1.3.4. Для того чтобы неравенство (0.0.17) имело место с

любыми заданными λ > 0, 0 < µ ≤ 1, m, r ∈ N, 0 < p ≤ 2, необходимо и

достаточно, чтобы число α = α(µ;m, p) определялось по формуле

α = α(µ;m, p) = µπ
(
sin

µπ

2

)mp

p
µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

dv


−1

.

Следствие 1.3.2. Для любых натуральных m,n, r; 0 < p ≤ 2,

α = α(1;m, p) =

√
π

p
Γ
(mp

2
+ 1
){

Γ

(
mp+ 1

2

)}−1

,

справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h (ωm; Φ∗) , L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h (ωm; Φ∗) , L2

)
=

= En−1

(
W (r)

p (ωm; Φ∗)
)
L2

= 2−m(αp)1/p πα−1/p n−r−α+1/p,

где δk(·) – любой из перечисленных выше k-поперечников.

Наряду с определением класса (0.0.14) при β = nh, 0 < h ≤ 2π, m, n, r ∈
N, 0 < p ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ rp− 1 также вводим в рассмотрение класс

W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
=

f ∈ L
(r)
2 :

 h∫
0

ωp
m(f

(r); t) sinγ ntdt

1/p

≤ Φ(h)

 .

Положим

(nh− π)+ =
{
0, если nh ≤ π; nh− π, если nh > π

}
.
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Теорема 1.3.5. Пусть m,n, r ∈ N, 0 < p ≤ 2 и 0 ≤ γ ≤ rp − 1.

Φ(h) ∈ C[0, 2π] и для некоторой h∗ ∈ [0, π/n] достигается нижняя грань

inf
0≤h≤2π

Φ(h) min(h,π/n)∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt+
(nh− π)+

n


−1/p

= Q.

Тогда справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
= 2−mn−rQ,

где δk(·) – любой из k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·), λk(·), πk(·).

В четвёртом параграфе первой главы рассматривается задача оптими-

зации неравенства Джексона – Стечкина с целью отыскания минимальной

константы относительно всего множества приближающихся подпространств

фиксированной размерностиN. Отметим, что в случае первого модуля непре-

рывности в пространстве C(0, 2π] с равномерной нормой Н.П.Корнейчук [77]

вычислил значение минимальной константы Джексона и показал, что задача

о минимальной константе сводится к задаче вычисления n-поперечника по

Колмогорову соответствующего класса функций. В случае пространства L2

аналогичная задача рассмотрена Н.А.Барабошкиной [16], где найденные ею

нижние оценки для минимальных констант Джексона совпадают с извест-

ными оценками сверху, установленными Н.И.Черных [146,147], В.А.Юдиным

[172] и С.Н.Васильевым [47].

Обозначим через

Wm(f
(r);φ)p,h =

 h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

среднее в p-ой степени значение модуля непрерывности порядка ωm(f
(r); t) с

суммируемым весом φ(t) ≥ 0, где m, r ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π и положим

L
(r)
2 (m, p, h;φ) =

{
f ∈ L

(r)
2 : Wm(f

(r);φ)p,h ≤ 1
}
.

17



В этих обозначениях отыскание наименьшей константы в неравенстве

Джексона – Стечкина равносильно задаче вычисления точной верхней грани

Km,p,h

(
L
(r)
2 , L2,ℑN

)
= sup

{
E(f,ℑN)2

Wm(f (r);φ)p,h
: f ∈ L

(r)
2

}
.

Здесь мы будем искать минимальную константу относительно всего мно-

жества приближающих подпространств ℑN ⊂ L2 фиксированной размерно-

сти N. Этим мы покажем, что полученные ранее результаты не могут быть

улучшены за счёт перехода к другим подпространствам той же размерности:

KN,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= inf

{
Km,p,h

(
L
(r)
2 , L2,ℑN

)
: ℑN ⊂ L2

}
=

= inf

{
sup

{
E (f,ℑN)2

Wm

(
f (r);φ

)
p,h

: f ∈ L
(r)
2

}
: ℑN ⊂ L2

}
.

Положим также

En−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ)

)
2
= sup

{
∥f − Sn−1(f)∥2 : f ∈ L

(r)
2 (m, p, h;φ)

}
.

Основным результатом данного параграфа является

Теорема 1.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.2.2. Тогда при

всех m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливы равенства

K2n,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= K2n−1,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= En−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ)

)
2
=

= δ2n

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ), L2

)
= δ2n−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

= 2−mn−r


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

,

где δk(·) – любой из вышеперечисленных k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·),
λk(·) и πk(·). Все k-поперечники реализуются частичными суммами ряда

Фурье Sk−1(f ; t).

Из теоремы 1.4.2 вытекает результат работы М.Г.Есмаганбетова [62].

Следствие 1.4.1. Пусть φ∗(t) = sinγ(βt/h); 0 ≤ γ ≤ rp − 1, r ≥ 1,

1/r < p ≤ 2. Тогда имеют место равенства

K2n,m,p,h,φ∗

(
L
(r)
2 , L2

)
= K2n−1,m,p,h,φ∗

(
L
(r)
2 , L2

)
=
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= δ2n

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ∗), L2

)
= δ2n−1

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ∗), L2

)
=

= 2−mn−r

 h∫
0

sinγ
β

h
tdt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

,

где δk(·) – любой из перечисленных выше k-поперечников.

В завершающем пятом параграфе первой главы приводятся результаты,

обобщающих результаты параграфов 1.2 – 1.4 на случай дробного производ-

ного в смысле Вейля. Следует отметить, что ряд экстремальных задач теории

аппроксимации, связанный с понятием дробной производной Вейля в про-

странствах Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, ранее рассматривался в работе А.И.Козко [74] и

для классов функций с усреднённым значением модуля непрерывности m-го

порядка, принадлежащих пространству L2, в работах М.Г.Есмаганбетова [62],

М.Ш.Шабозова и С.Д.Темурбековой [165].

В последнее время часто используются различные модификации клас-

сического модуля непрерывности m-го (m ∈ N) порядка (0.0.2). Результаты,

полученные в пятом параграфе, связаны с понятием модуля непрерывности

дробного порядка. Это понятие было введено почти одновременно в 1977 го-

ду в работах P.L.Butzer, H.Dyckhoff, E.Goerlich, R.L.Stens [24] и R.Tabersky

[119]. Следуя обозначениям [24, 119], определим разности дробного порядка

β (β ∈ R+) функции f(x) в точке x (x ∈ R) с шагом h (h ∈ R) равенством

∆β
hf(x) =

∞∑
ν=0

(−1)ν
(
β

ν

)
f(x+ (β − ν)h), (0.0.18)

где (
β

ν

)
=
β(β − 1) · · · (β − ν + 1)

ν!
для ν > 1,

(
β

ν

)
= β для ν = 1 и

(
β

ν

)
= 1 для ν = 0.
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Приведём следующие свойства разности (0.0.18), доказанные в [24,119,134]:

1) ∥∆β
hf(·)∥Lp

≤ C(β)∥f∥Lp
, где C(β) – константа, зависящая от β > 0,

причём C(β) =
∞∑
k=0

∣∣∣∣(βk
)∣∣∣∣ ≤ 2{β}, где {β} = inf{k : k ≥ β}, k ∈ N;

2) ∆γ
h(∆

β
hf) = ∆γ+β

h f ; 3) ∥∆γ+β
h f∥Lp

≤ 2{β}∥∆γ
hf∥Lp

; 4) lim
h→0+

∥∆β
hf∥Lp

= 0.

Модуль непрерывности произвольного дробного порядка β ∈ R+ функ-

ции f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ определим равенством [24,119,134]

ωβ(f ; t) = sup
{
∥∆β

hf(·)∥p : |h| ≤ t
}
=

= sup


∥∥∥∥∥

∞∑
ν=0

(−1)ν
(
β

ν

)
f(·+ (β − ν)h)

∥∥∥∥∥
p

: |h| ≤ t

 . (0.0.19)

Основные свойства модуля непрерывности (0.0.19) изучены в рабо-

тах [24, 119, 134]. В частности, модуль непрерывности (0.0.19) функции

f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ обладает следующими свойствами:

1) lim
t→0

ωβ(f ; t) = 0; 2) ωβ(f ; t) ≤ 2{β−δ}ωδ(f ; t), 0 < δ ≤ β;

3) ωβ(f + φ; t) ≤ ωβ(f ; t) + ωβ(φ; t).

В этом параграфе приводим обобщение и развитие некоторых результа-

тов работ [160,165] на случай модуля непрерывности произвольного дробного

порядка β > 0 для классов дифференцируемых в смысле Вейля функций в

пространстве L2. Доказываются некоторые точные неравенства между наи-

лучшими приближениями периодических дифференцируемых в смысле Вей-

ля функций тригонометрическими многочленами и усреднённым с весом мо-

дулем непрерывности произвольного дробного порядка, вычислены точные

значения различных n-поперечников некоторых классов функций, принадле-

жащих пространству L2. Для функции f ∈ L2 с рядом Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
,
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введём в рассмотрение производную порядка α ≥ 0 в смысле Вейля [49],

определённую равенством

f (α)(x) =
∞∑
k=1

kα
{
ak(f) cos

(
kx+

απ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

απ

2

)}
.

Через L(α)
2 (α ≥ 0, L

(0)
2 ≡ L2) обозначим множество функций f, у кото-

рых существует производная f (α) ∈ L2 (f (0) ≡ f). Если Sn−1(f
(α);x) (α ≥ 0)

– частичная сумма порядка n−1 ряда Фурье функции f (α), то легко дока-

зать, что наилучшее приближение функции f (α) ∈ L2 тригонометрическими

полиномами Tn−1 степени не выше n−1 имеет вид

En−1(f
(α)) ≡ E

(
f (α);ℑ2n−1

)
= inf

{
∥f (α) − Tn−1∥ : Tn−1 ∈ ℑ2n−1

}
=

= ∥f (α) − Sn−1(f
(α))∥ =

( ∞∑
k=n

k2αρ2k

)1/2

,

где, по-прежнему, ρ2k := ρ2k(f) = a2k(f) + b2k(f), k ≥ n. Следуя работам [160,

165], введём в рассмотрение следующую аппроксимационную характеристику

χβ,α,n,p(φ;h) = sup
f∈L(α)

2

En−1(f) h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
, (0.0.20)

где n ∈ N, β > 0, α ≥ 0, 0 < p ≤ 2, φ – весовая функция на отрезке [0, h],

причём в (0.0.20), ради удобства, условно полагаем 0/0
def
= 0.

Справедливо следующее утверждение

Теорема 1.5.2. Пусть β > 0, α ≥ 0, φ – заданная на [0, h] непрерывно

дифференцируемая весовая функция. Если при некоторых α ∈ R+, 0 < p ≤ 2

и любых t ∈ [0, h] выполнено дифференциальное неравенство

(αp− 1)φ(t)− tφ′(t) ≥ 0, (0.0.21)

то при всех n ∈ N и 0 < h < π/n справедливы равенства
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sup
f∈L(α)

2

2βnαEn−1(f) h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

−1/p

.

Обозначим через W (α)
p,h,φH

ω
β – класс функций f ∈ L

(α)
2 таких, что для

0 ≤ t ≤ h, , 0 < h ≤ π/n выполняется условие

Wβ(f
(α);φ, h)p =

 h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

≤ ω(h),

где ω(t) – заданный модуль непрерывности, то есть неотрицательная неубы-

вающая полуаддитивная на [0, h] (0 ≤ h ≤ π) функция такая, что ω(0) = 0.

В принятых обозначениях справедлива следующая

Теорема 1.5.4. Пусть α, β > 0, 0 < h ≤ π/n и выполнено неравенство

(0.0.21). Тогда справедливы равенства

δ2n−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
= δ2n

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
=

= En−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β

)
=

1

2βnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt



1/p

ω(h),

где δk(·) – любой из k-поперечников Бернштейна bk(·), Гельфанда dk(·), Кол-

могорова dk(·), линейного δk(·), проекционного πk(·). Все n-поперечники реа-

лизуются частичными суммами Фурье Sn−1(f ; t) порядка n−1 ряда Фурье

функции f ∈ L
(α)
2 .

Вторая глава диссертации, посвящена решению ряда экстремальных за-

дач теории приближения функций на вещественной оси R = (−∞,+∞).

Начало исследований, связанных с аппроксимацией функций на пря-

мой R, было положено в работах С.Н.Бернштейна, использовавшего для
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этого в качестве аппарата приближения пространства целых функций ко-

нечной степени. В дальнейшем этой проблематике посвящены фундамен-

тальные работы Н.Винера, Н.И.Ахиезера, М.Г.Крейна, С.М.Никольского,

А.Ф.Тимана, Р.Боаса, И.И.Ибрагимова и многих других (см., например, мо-

нографии [8,67,100,129] и приведённую в них литературы). В восьмидесятых

годах прошлого столетия появились работы И.И.Ибрагимова и Ф.Г.Насибова

[66], Ф.Г.Насибова [94], В.Ю.Попова [103] по приближению функций сум-

мируемыми с квадратом на всей оси целыми функциями, в которых най-

дены точные константы, и сравнительно недавно опубликованы работы

Г.Г.Магарил-Ильяева [89, 90], С.Б.Вакарчука [32, 42, 43], М.Ш.Шабозова и

Р.Мамадова [151], М.Ш.Шабозова, С.Б.Вакарчука, Р.Мамадова [156], а так-

же С.Б.Вакарчука, М.Ш.Шабозова и М.Р.Лангаршоева [44], в которых вы-

числены точные значения средних ν-поперечников для различных классов из

пространства L2(R).
Приведём необходимые определения, обозначения общего характера, по-

становки задач и известные результаты, имеющие непосредственное отноше-

ние ко второй главе диссертации. Всюду далее под Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ будем

понимать пространство измеримых на всей оси R = (−∞,+∞) функций

f : R → R с конечной нормой

∥f∥p := ∥f∥Lp(R) =

∫
R

|f(x)|pdx

1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

∥f∥∞ := ∥f∥L∞(R) = ess sup
{
|f(x)| : x ∈ R

}
.

Через L
(r)
p (R) (1 ≤ p ≤ ∞; r ∈ N) обозначим множество функций

f ∈ Lp(R), у которых (r−1)-я производная f (r−1) локально абсолютно непре-

рывна и f (r) ∈ Lp(R). Символом Bσ,p (0 < σ < ∞; 1 ≤ p ≤ ∞) обозначим

сужение на R множества всех целых функций экспоненциального типа σ,

принадлежащих пространству Lp(R). Величину

Aσ(f)p := inf
{
∥f − gσ∥p : gσ ∈ Bσ,p

}
, (0 < σ <∞; 1 ≤ p ≤ ∞)

называют наилучшим приближением функции f ∈ Lp(R) (1 ≤ p ≤ ∞) эле-

ментами множества Bσ,p. Модулем непрерывности m-го порядка функции
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f ∈ Lp(R) называют величину

ωm(f, t)p
def
= sup

{
∥∆m

h f(·)∥Lp(R) : |h| ≤ t
}

(0 ≤ t < +∞),

где

∆m
h f(x) =

m∑
k=0

(−1)m−kCk
mf(x+ kh)

– разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h.

Для решения последующих экстремальных задач приближения функций

на всей оси целыми функциями сначала установим неулучшаемые неравен-

ства Джексона – Стечкина, связывающие наилучшие приближения функции

f ∈ L2(R) посредством целых функций gσ ∈ Bσ,2 с модулями непрерывности

высших порядков указанных функций или их производных. Хорошо извест-

но [67, с.64-70], что любая функция вида

f(z) =
1√
2π

σ∫
−σ

eizuφ(u)du, φ(u) ∈ L2(−σ; σ)

принадлежит пространству Bσ,2, причём ∥f∥L2(R) = ∥φ∥L2(−σ;σ), а также из-

вестно [66,103], что если

F (f ;x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(t)eixtdt

– преобразование Фурье функции f ∈ L2(R), то целая функция

Fσ(f ; x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

eixtχσ(t)F (f ; t)dt =
1√
2π

σ∫
−σ

eixtF (f ; t)dt,

где F (f ; t) – преобразование Фурье функции f (χσ(t) – характеристическая

функция интервала (−σ, σ)), принадлежит классу Bσ,2 и наименее отклоня-

ется от f в смысле метрики L2(R). При этом

Aσ(f)2 = ∥f − Fσ(f)∥L2(R) =

 ∫
|t|≥σ

|F (f ; t)|2dt


1/2

. (0.0.22)
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Из (0.0.22) и соответствующего обратного преобразования Фурье

f(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

F (f ; t)e−ixtdt

сразу следует, что для любого f ∈ L
(r)
2 (R)

Aσ(f
(r))2 =

 ∫
|t|≥σ

|F (f ; t)|2t2rdt


1/2

≥ σrAσ(f)2.

В.Ю. Поповым [103] доказано, что если f ∈ L2(R), то имеет место равенство

ω2
m(f ; t)2 = 2m sup

|h|≤t

+∞∫
−∞

|F (f ;x)|2(1− coshx)mdx. (0.0.23)

Некоторые экстремальные задачи теории приближения функций f ∈ L2(R),
структурные характеристики которых выражаются посредством модуля неп-

рерывности (0.0.23), решены С.Б.Вакарчуком [42, 43]. При решении анало-

гичных задач теории приближения f ∈ L2(R) целыми функциями мы ис-

пользуем характеристику гладкости (см. формулу (0.0.3)):

Ωm(f ; t)p =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∆m
h
f(·)∥pLp(R)dh1 · · · dhm


1/p

, (0.0.24)

где 0 < t <∞, h = (h1, . . . , hm), ∆
m
h
= ∆1

h1
◦ · · · ◦∆1

hm
,

∆1
hj
f = f(·+ hj)− f(·), j = 1, 2, . . . ,m.

В задачах аппроксимации функций f ∈ Lp(R) целыми функциями gσ ∈ Bσ,p,

указанная характеристика нашла применение в работах С.Б.Вакарчука [32],

а также С.Б.Вакарчука и В.Г.Доронина [40]. В частности, в работе [32]

С.Б.Вакарчук доказал, что

Ξσ,r,m(t)
def
= sup

f∈L(r)
2 (R)

σrAσ(f)2
Ωm(f (r); t/σ)2

=

{
2

(
1− sin t

t

)}−m/2

.
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Если полагать

Θσ,r,m(ψ;h)
def
= sup


2mA2

σ(f)2
h∫

0

Ω2
m(f

(r); t)ψ(t)dt

: f ∈ L
(r)
2 (R)


,

где m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+ и 0 < h ≤ 3π/4, ψ(t) ≥ 0 – суммируемая не

эквивалентная нулю функция на отрезке [0, h], то основной результат работы

[40] заключается в следующем утверждении.

Теорема А. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < h ≤ 3π/4 и ψ – некото-

рая неотрицательная измеримая суммируемая на отрезке [0, h] функция,

тождественно не равная нулю. Тогда выполняются следующие неравенства{
Dσ,r,m(ψ;h)

}−1

≤ Θσ,r,m(ψ;h) ≤
{

inf
σ≤t<∞

Dt,r,m(ψ;h)
}−1

, (0.0.25)

где

Dt,r,m(ψ;h) = t2r
h∫

0

(
1− sin tτ

tτ

)m

ψ(t)dt.

Отметим, что неравенство (0.0.25) является своеобразным обобщением

неравенства А.А.Лигуна [85], доказанного для наилучшего полиномиального

приближения множеств 2π-периодических функций f ∈ L
(r)
2 [0, 2π] на случай

наилучшего приближения функций f ∈ L
(r)
2 (R) целыми функциями gσ ∈

Bσ,2. Наша цель в данной главе состоит в обобщении неравенства (0.0.25) и

получении ряда более общих результатов в этом направлении.

С целью компактного изложения полученных далее результатов введём

в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимационную характери-

стику

χσ,m,r,q(ψ;h) = sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2Aσ(f)2 h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 ψ(t)dt

1/q
,

где m ∈ N; r ∈ Z+; 0 < q ≤ 2; σ, h ∈ R+ и ψ(t) – весовая функция на [0, h],
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т.е. неотрицательная, суммируемая, не эквивалентная нулевой функции на

отрезке [0, h].

Основным результатом первого параграфа второй главы является

Теорема 2.1.1. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < h ≤ π/σ, 0 < q ≤ 2 и

ψ(t) – весовая функция на [0, h]. Тогда выполняются следующие неравенства{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

≤ χσ,m,r,q(ψ;h) ≤
{

inf
σ≤t<∞

Bm,r,q(ψ;h, t)

}−1

,

где

Bm,r,q(ψ;h, t) =

trq h∫
0

(
1− sin tx

tx

)mq/2

ψ(x)dx

1/q

, t ≥ σ.

Заметим, что теорема А вытекает из теоремы 2.1.1 при q = 2. Из теоремы

2.1.1 в свою очередь вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.1.2. Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.1. Тогда при

любом 0 < h ≤ 3π/(4σ) справедливы равенства

χσ,m,r,q(ψ;h) =
{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

:=

:=

σrq h∫
0

(
1− sin τσ

τσ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

.

В некоторых ситуациях, при отыскании точной верхней грани классов

функций f ∈ L2(R), структурные свойства которых задаются модулем непре-

рывности (0.0.24), весьма полезным является

Следствие 2.1.1. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < q ≤ 2 и g(τ) – некоторая

неотрицательная измеримая суммируемая на отрезке [0, a] функция, где

0 < a < π. Тогда справедливы неравенства{
Dm,r,q(g; a, 1)

}−1

≤ sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr−1/q Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) g(τ)dτ

1/q
≤

≤
{
inf
x≥1

Dm,r,q(g; a, x)
}−1

,
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где

Dm,r,q(g; a, x) =

xrq a∫
0

(
1− sin xτ

xτ

)mq/2

g(τ)dτ

1/q

.

Очевидно, что если

inf
x≥1

Dm,r,q(g; a, x) = Dm,r,q(g; a, 1), (0.0.26)

то имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr−1/q Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) g(τ)dτ

1/q
=

1

Dm,r,q(g; a, 1)
.

Для частных классов весовых функций из теоремы 2.1.1 вытекает

Следствие 2.1.2. Пусть g∗(t) = trq−1g1(t) (0 < q ≤ 2, r ∈ N) – неот-

рицательная суммируемая на отрезке [0, a], 0 < a < π функция, g1(t) –

невозрастающая на [0, a] функция. Тогда имеет место (0.0.26) и справед-

ливо равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) τ rq−1g1(τ)dτ

1/q
=

1

Dm,r,q(g∗; a, 1)
.

Хорошо известно [17, с.236], что если f (r) ∈ L2(R), то и все промежу-

точные производные f (r−s) ∈ L2(R), s = 1, 2, . . . , r − 1. Представляет опре-

делённый интерес отыскание экстремальных характеристик, содержащих ве-

личины наилучших приближений производных Aσ(f
(r−s))L2(R) элементами

подпространства Bσ,2 в норме L2(R). Справедлива следующая общая

Теорема 2.1.3. Пусть m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2, σ ∈ R+, 0 < h ≤ 3π/(4σ),

ψ(τ) – весовая функция на отрезке [0, h]. Тогда имеют место равенства
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sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σsAσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ωq
m(f

(r); τ)ψ(τ)dτ

1/q
=

 h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

,

где s = 0, 1, 2, . . . , r. Если, в частности, m, r ∈ N, q = 2/m, 0 < h ≤ 3π/(4σ),

σ ∈ R+, s = 0, 1, 2, . . . , r и ψ(τ) ≡ 1, то

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σs−m/2Aσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ω2/m
m (f (r); τ) dτ

m/2
=
(
σh− Si(σh)

)−m/2

,

где Si(t) =
t∫

0

sinx

x
dx – интегральный синус.

Если же, m, r ∈ N, q = 2/m, 0 < h ≤ 3π/(4σ), σ ∈ R+, s = 0, 1, 2, . . . , r

и ψ(τ) ≡ τ, то имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

σs−mAσ(f
(r−s))2 h∫

0

τΩ2/m
m (f (r); τ) dτ

m/2
=
[
(σh)2 − 2(1− cosσh)

]−m/2

.

Прежде чем привести точные значения средних ν-поперечников классов

функций, приведём нужные нам в дальнейшем определения и обозначения

общего характера из работ Г.Г.Магарил-Ильяева [89,90].

Общеизвестно, что до недавнего времени подпространство Bσ,p (0 <

σ < ∞; 1 ≤ p ≤ ∞) было в некотором смысле единственным аппаратом

приближения в Lp(R) и только лишь с конца прошлого века все чаще в качест-

ве аппроксимирующего множества используются целые функции и сплайны

(см., например, C. de Boor, I.J.Schoenberg [60], Сунь Юн-шен и Ли Чунь

[117, 118], Г.Г.Магарил-Ильяев [91]). Если рассматривать задачу приближе-

ния f ∈ Lp(R), то целые функции и сплайны являются бесконечномерны-

ми образованиями и величины, характеризующие соответствующие прибли-

жения, выражаются в терминах, отражающих внутреннюю структуру аппа-

рата аппроксимации, например: степень целой функции экспоненциального
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типа, плотность распределения узлов сплайна. Возникает естественный во-

прос: как сравнивать между собой подобные способы приближения? Введение

Г.Г.Магарил-Ильяевым [89,90] определения средней размерности, являющей-

ся определенной модификацией соответствующего понятия, данного ранее

В.М.Тихомировым [133], позволило определить асимптотические характери-

стики подпространств, подобные поперечникам, где роль размерности играет

средняя размерность. В результате этого оказалось возможным сравнить ап-

проксимативные свойства подпространства Bσ,p, 1 ≤ p ≤ ∞ с аналогичными

характеристиками иных подпространств из Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ той же размер-

ности и решать в Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ экстремальные задачи теории аппрокси-

мации вариационного содержания.

Пусть BLp(R) = {φ ∈ Lp(R) : ∥φ∥Lp(R) ≤ 1} – единичный шар в Lp(R);
Lin(Lp(R)) является совокупностью всех линейных подпространств в Lp(R);

Linn(Lp(R))
def
=
{
J ∈ Lin(Lp(R)) : dimJ ≤ n

}
, n ∈ Z+;

d(M,N, Lp(R))
def
= sup

{
inf{∥f − φ∥p : φ ∈ N} : f ∈ M

}
– наилучшее приближение множества M ⊂ Lp(R) множеством N ⊂ Lp(R).
Под NT , T > 0 понимаем сужение множества N ⊂ Lp(R) на отрезок

[−T, T ], а через LinC(Lp(R)) обозначим совокупность таких подпространств

J ∈ Lin(Lp(R)), для которых множество (J ∩ BLp(R))T предкомпактно в

Lp([−T, T ]) при любом T > 0. Если J ∈ LinC(Lp(R)) и T, ε > 0, то суще-

ствуют такие n ∈ Z+ и M ∈ Linn(Lp([−T, T ]), для которых

d((J ∩ BLp(R))T ,M, Lp([−T, T ])) < ε.

Пусть

Dε(T,J , Lp(R))
def
= min{n ∈ Z+ : ∃M ∈ Linn(Lp([−T, T ])),

d((J ∩ BLp(R))T ,M, Lp([−T, T ])) < ε}.

В работе [89] доказано, что данная функция не убывает по T и не воз-

растает по ε. Величину

dim(J , Lp(R))
def
= lim{lim inf{Dε(T,J , Lp(R))/(2T ) : T → ∞} : ε→ 0},
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где J ∈ LinC(Lp(R)), называют средней размерностью подпространства J в

Lp(R). Г.Г.Магарил-Ильяевым [89,90] доказано, что

dim(Bσ,p;Lp(R)) = σ/π, (1 ≤ p ≤ ∞).

Пусть M – центрально-симметричное подмножество из Lp(R) и ν > 0

– произвольное число. Тогда под средним ν-поперечником по Колмогорову

множества M в Lp(R) понимают величину

dν(M, Lp(R))
def
= inf

{
sup
{
inf
{
∥f − φ∥p : φ ∈ J

}
: f ∈ M

}
:

J ∈ Linc(Lp(R)), dim(J , Lp(R)) ≤ ν
}
.

Подпространство, на котором достигается внешняя нижняя грань, на-

зывают экстремальным. Средним линейным ν-поперечником множества M в

Lp(R) называют величину

δν(M, Lp(R))
def
= inf{sup{∥f − Λf∥ : f ∈ M} : (X,Λ)},

где нижняя грань берется по всем парам (X,Λ) таким, что X есть нор-

мированное пространство, непрерывно вложенное в Lp(R); M ⊂ X; Λ :

X −→ Lp(R) является непрерывным линейным оператором, для которого

ImΛ ∈ LinC(Lp(R)) и dim(ImΛ, Lp(R)) ≤ ν. Пару (X∗,Λ∗), на которой до-

стигается нижняя грань, называют экстремальной.

Величину

bν(M, Lp(R))
def
=

def
= sup

{
sup
{
ρ > 0 : J∩ρ BLp(R) ⊂ M

}
: J ∈ LinC(Lp(R), dim(J , Lp(R)) > ν,

dν(J ∩ BLp(R), Lp(R)) = 1
}

называют средним ν-поперечником по Бернштейну множества M в Lp(R).
Последнее условие, налагаемое на J при вычислении внешней точной верх-

ней грани, означает, что рассматриваются только те пространства, для кото-

рых верен аналог теоремы В.М.Тихомирова о поперечнике шара [81, с.341].

В [89,90] доказывается, что указанному требованию удовлетворяет, например,

пространство Bσ,p, если σ > νπ.
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Между вышеперечисленными экстремальными характеристиками мно-

жества M в гильбертовом пространстве L2(R) выполняются неравенства

[32,90]

bν(M, L2(R)) ≤ dν(M, L2(R)) ≤ δν(M, L2(R)).

Всюду далее наилучшее приближение класса M ⊂ L2(R) подпростран-

ством Bσ,2 в метрике L2(R) обозначим

Aσ(M)2 := sup
{
Aσ(f)L2(R) : f ∈ M

}
.

Для пары (L
(r)
2 (R),Λ), где Λ : L

(r)
2 (R) → L2(R) – непрерывный линей-

ный оператор, для которого ImΛ ∈ LinC(Lp(R)) и dim(ImΛ, Lp(R)) ≤ ν,

полагаем

Eν(M; (L2(R),Λ))
def
= sup

{
∥f − Λf∥ : f ∈ M

}
.

Рассматриваемые во второй главе классы функций определяются сле-

дующим образом. Пусть по прежнему ψ – неотрицательная суммируемая на

[0, h] (0 < h ≤ π) не эквивалентная нулю функция. Через W (r)
q (Ω;ψ), где

m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < q ≤ 2, обозначим множество функций f ∈ L
(r)
2 (R), при

любом h ∈ (0, π] удовлетворяющих условию

h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 ψ(t)dt ≤ 1.

Пусть Φi(t) (i = 1, 2, 3) (t ≥ 0) – произвольные непрерывные возраста-

ющие функции такие, что Φi(0) = 0. Символом W
(r)
q (Ωm; Φ1), где r ∈ Z+,

m ∈ N, 0 < q ≤ 2, обозначим множество функций f ∈ L
(r)
2 (R), r-тые произ-

водные которых удовлетворяют условию h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 dt

1/q

≤ Φ1(h)

для любого h ∈ (0, π]. Аналогичным образом для r ∈ Z+, m ∈ N, 0 < q ≤ 2,

0 < h ≤ π, через W (r)
q (Ωm; Φ2) определим класс функций f ∈ L

(r)
2 (R), r-тые
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производные которых удовлетворяют ограничению1

h

h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 dt

1/q

≤ Φ2(h).

Наконец для любых m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < q ≤ 2 и h ∈ [0, π] полагаем

W (r)
q (Ωm; Φ3) =

 f ∈ L
(r)
2 (R) :

2

h2

h∫
0

tΩq
m(f

(r), t)2 dt ≤ Φq
3(h)

 .

При выполнении ряда ограничений относительно параметров r, q, h и

мажорант Φi (i = 1, 2, 3) найдены точные значения вышеперечисленных

средних поперечников классов W (r)
q (Ωm; Φ1), W

(r)
q (Ωm; Φ2) и W

(r)
q (Ωm; Φ3) в

гильбертовом пространстве L2(R) и указаны соответствующие экстремаль-

ные подпространства. Следуя работе С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [36], по-

лагаем (
1− sin x

x

)
∗
:=


1− sinx

x
, если 0 < x < t∗;

1− sin t∗
t∗

, если x ≥ t∗,

где через t∗ обозначена величина аргумента x ∈ (0,∞) функции sin x/x,

при котором она достигает своего наименьшего значения. Очевидно, что t∗
есть наименьший из положительных корней уравнения x = tg x. Простые

вычисления показывают, что 4, 49 < t∗ < 4, 51.

В формулировке нижеследующих теорем через πν(·) обозначим любой

из средних поперечников: бернштейновский bν(·), колмогоровский dν(·) или

линейный δν(·).
Теорема 2.2.1. Если для всех µ > 0, 0 < h ≤ π, m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2

мажоранта Φ1(u) удовлетворяет условию

Φq
1

(
h

µ

) µπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt ≤ Φq

1(h)

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt, (0.0.27)

то для любого ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ1))L2(R) =
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= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1(1/ν).

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)).

Доказано, что среди степенных функций Φ∗
1(u) = uα/q, возрастающих на

положительной полуоси, существует та, для которой выполняется неравен-

ство (0.0.27) при любых значениях µ > 0, h ∈ (0, π], m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2.

Теорема 2.2.2. Для того, чтобы неравенство (0.0.27) имело место с

любыми заданными µ > 0, 0 < h ≤ π; m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2, необходимо и

достаточно, чтобы число α = α(m, q) определялось по формуле

α = π


π∫

0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

.

Легко доказать, что граничные значения α находятся в области
mq

2
+ 1 ≤ α ≤ mq + 1; m ∈ N, 0 < q ≤ 2.

Из теоремы 2.2.1 вытекает следующее

Следствие 2.2.1. Если для всех µ > 0, 0 < h ≤ π, m ∈ N мажоранта

Φ1(u) удовлетворяет условию(
Φ1(h)

Φ1(h/µ)

)2/m

≥ (π − Si(π))−1

µπ∫
0

(
1− sin t

t

)
∗
dt, (0.0.28)

где Si(t) =
t∫

0

sin x

x
dx – интегральный синус, то при всех m, r ∈ N, r ≥ m/2

и ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; Φ1))L2(R) =
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= Eνπ(W (r)
2/m(Ωm; Φ1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+m/2 (π − Si(π))−m/2Φ1(1/ν).

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)).

Множество мажорант, удовлетворяющих ограничению (0.0.28), не пу-

сто. Условию (0.0.28) удовлетворяет, например, функция

Φ∗
1(h) = hαm/2, m ∈ N, α = π/(π − Si(π)).

Теорема 2.2.4. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < q ≤ 2 и мажоранта

Φ2(u) при любых значениях h ∈ R+ удовлетворяет условию(
Φ2(h)

Φ2(π/σ)

)q

≥ π

σh


σh∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt




π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

. (0.0.29)

Тогда для любого ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ2))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ2); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2(1/ν).

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)).
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Мажорантная функция

Φ∗
2(t) = tα/q, где α = π


π∫

0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

− 1,

удовлетворяет условию (0.0.29). Очевидно, что mq/2 ≤ α ≤ mq, m ∈ N, где

0 < q ≤ 2.

Теорема 2.2.5. Если для всех µ > 0, 0 < h < π, q = 2/m, m ∈ N
мажоранта Φ3 удовлетворяет условию{

Φ3(h)

Φ3(h/µ)

}2/m

≥ 8

π2 − 8
· 1

µ2

µπ/2∫
0

t

(
1− sin t

t

)
∗
dt,

то для любого r ∈ Z+, ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; Φ3))L2(R) =

= Eν
(
W

(r)
2/m(Ωm; Φ3); (L

(r)
2 (R),Λ)

)
=

= 2−m/2(νπ)−r
(
π2/(π2 − 8)

)m/2
Φ3 (1/(2ν)) .

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция

интервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попе-

речника δν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3), а пространство Bνπ,2 является экстремальным

для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3).

В этом параграфе также приведено одно общее утверждение для класса

функций W
(r)
q (Ωm;ψ), зависящее от произвольной суммируемой не эквива-

лентной нулю на (0, π] (0 < h < π) функции ψ.

Теорема 2.2.6. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < q ≤ 2 и число

h (0 < h ≤ 3π/4) удовлетворяет условию σh ∈ t∗. Тогда для любого ν > 0

имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; ψ))L2(R) =
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= Eνπ(W (r)
q (Ωm; ψ); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

ψ(t/πν)dt

−1/q

.

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)).

Следствие 2.2.2. При выполнении всех условий теоремы 2.2.6, когда

ψ(t) ≡ 1 и ψ(t) ≡ t, соответственно при r ≥ m/2, m ∈ N имеют место

равенства
πν(W

(r)
2/m(Ωm; 1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; 1))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
2/m(Ωm; 1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) = 2−m/2(πν)−r−m/2
(
νπh−Si(νπh)

)−m/2

,

πν(W
(r)
2/m(Ωm; t), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; t))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
2/m(Ωm; t); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) = (πν)−r−m
[
(νπh)2−2(1−cos νπh)

]−m/2

.

В завершение этого параграфа рассмотрим задачу отыскания точных

значений верхних граней наилучших приближений Aσ(f
(r−s))L2(R) (r ∈ N,

s = 0, 1, . . . , r) на рассмотренных классах функций W (r)
q (Ωm; Φi) (i = 1, 2, 3),

определяемых заданными мажорантными функциями Φi (i = 1, 2, 3).

Теорема 2.2.7. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.1, r ∈ N,
ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r. Тогда имеют место равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ1)

}
=

= 2−m/2(πν)−s+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1

(
1

ν

)
.
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Следствие 2.2.3. В условиях теоремы 2.2.7 имеют место равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W
(r)
2/m(Ωm; Φ1)

}
=

= 2−m/2 π−sν−s+m/2

(
1− Si(π)

π

)−m/2

Φ1

(
1

ν

)
.

Теорема 2.2.8. При выполнении всех условий теоремы 2.2.4, для любых

r ∈ N, ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r справедливы равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ2)

}
=

= 2−m/2(πν)−s

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2

(
1

ν

)

и, в частности, при q = 2/m имеем

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W
(r)
2/m(Ωm; Φ2)

}
=

= 2−m/2(πν)−s

(
1− Si(π)

π

)−m/2

Φ2

(
1

ν

)
.

Теорема 2.2.9. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.5. Тогда для

любых r ∈ N, ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r выполняются равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ3)

}
=

= 2−m/2(νπ)−s

(
π2

π2 − 8

)m/2

Φ3

(
1

2ν

)
.

Третья глава диссертационной работы посвящена отысканию точных

значений n-поперечников различных классов функций, аналитических в еди-

ничном круге, и построению наилучших линейных методов приближения в

рассматриваемых классов.

К настоящему времени в задаче отыскания точных значений n-попереч-

ников классов аналитических в круге функций в различных банаховых про-

странствах получен ряд окончательных результатов. Следует отметить, что
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первые результаты, связанные с вычислением точных значений колмогоров-

ских n-поперечников в пространстве Харди Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, принадле-

жат В.М.Тихомирову [131] (случай q = ∞) и Л.В.Тайкову [121] (случай

1 ≤ q < ∞). Работы В.М.Тихомирова и Л.В.Тайкова базируются на осново-

полагающем результате К.И.Бабенко [14], в котором был получен линейный

метод аппроксимации одного класса функций, аналитических в единичном

круге функций, пригодный для оценок n-поперечников сверху и использо-

ванный позднее многими другими математиками. Развивая эту тематику,

Л.В.Тайков [122, 124], Н.Айнуллоев и Л.В.Тайков [5] получили точные зна-

чения колмогоровских n-поперечников в метрике пространства Харди для

некоторых классов аналитических в единичном круге функций, граничные

значение которых представлены свёрткой, либо усреднённые модули непре-

рывности или гладкости их граничных значений мажорируются заданны-

ми функциями. Эти идеи стали очень плодотворными и в дальнейшем ука-

занная тематика развивалась в работах М.З.Двейрина [56], М.З.Двейрина

и И.В.Чебаненко [57], Ю.А.Фаркова [138, 139], С.Д.Фишера и М.И.Стесина

[142], A.Pinkus [104], С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [37], С.Б.Вакарчука и

М.Ш.Шабозова [39], М.Ш.Шабозова и О.Ш.Шабозова [150] и другими.

Особый интерес представляет построение наилучших линейных методов

приближения (как ранее изученных, так и изучаемых новых классов аналити-

ческих функций) и связанные с этим задачи вычисления точных значений

различных n-поперечников, в частности отыскания точных значений гель-

фандовских и линейных n-поперечников. В этом направлении исследования

уже получен ряд окончательных результатов в работах Л.В.Тайкова [120],

J.T.Scheick [170], В.И.Белый [18], В.И.Белый и М.З.Двейрина [19],

М.З.Двейрина [55], К.Ю.Осипенко [101, 102], С.Б.Вакарчука [26, 27, 30, 31],

С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [37], С.Б.Вакарчука и М.Ш.Шабозова [39],

в которых найдены наилучшие линейные методы приближения различных

классов аналитических в круге функций. Тем не менее ещё для многих клас-

сов аналитических функций даже в пространстве Hq, 1 ≤ q ≤ ∞ значения

n-поперечников и наилучшие линейные методы приближения не найдены.

39



Приведём необходимые определения и обозначения, используемые нами

в дальнейшем. Пусть C – множество комплексных чисел, A(Uρ) – множество

функций комплексного переменного f(z), аналитических в круге

Uρ :=
{
z ∈ C : |z| < ρ

}
(0 < ρ ≤ 1, U1 = U).

Через Hq (1 ≤ q ≤ ∞) обозначим банахово пространство Харди, состоя-

щее из функций f ∈ A(Uρ), для которых конечна норма

∥f∥q := ∥f∥Hq
= lim

{
Mq(f, ρ) : ρ→ 1− 0

}
,

где

Mq(f, ρ) =

 1

2π

2π∫
0

|f(ρeit)|qdt


1/q

, 0 < ρ ≤ 1.

Хорошо известно, что норма функции f ∈ Hq реализуется на её угловых

граничных значениях F (t) := f(eit), которые существуют почти для всех

t ∈ [0, 2π]. В случае q = ∞, дополнительно будем предполагать функцию

f(z) непрерывной в замкнутом круге Ūρ = {z ∈ C : |z| ≤ ρ}, 0 < ρ ≤ 1.

Символом Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1, Hq,1 = Hq) обозначим банахово

пространство Харди функций f ∈ A(Uρ), для которых

∥f(z)∥Hq,ρ

def
= ∥f(ρz)∥Hq

<∞.

Через f (r)a (z) (r ∈ Z+, f
(0)
a (z) ≡ f(z)) обозначим производную r-го по-

рядка f ∈ A(Uρ) по аргументу t комплексного переменного z = ρ exp(it) :

f (1)a (z) =
∂f(z)

∂t
=
df

dz
· ∂z
∂t

= f ′(z)zi,

f (r)a (z) :=
{
f (r−1)
a (z)

}′

a
(r ≥ 2, r ∈ N),

а обычную r-ую производную по переменному z обозначим

f (r)(z) :=
drf(z)

dzr
, r ∈ N.

Под H(r)
q,a (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞, H

(0)
q,a ≡ Hq,a) будем понимать класс функ-

ций f ∈ A(U), у которых f (r)a принадлежит пространству Hq (1 ≤ q ≤ ∞).
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Аналогичным образом H
(r)
q (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞, H

(0)
q ≡ Hq) означает класс

функций f ∈ A(U), у которых f (r) ∈ Hq (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞).

Через Pn обозначим множество комплексных алгебраических полино-

мов степени не выше n, а равенством

En−1(f)q := E(f,Pn−1) = inf
{
∥f − pn−1∥q : pn−1 ∈ Pn−1

}
определим наилучшее приближение функции f ∈ Hq элементами подпро-

странства Pn−1 в пространстве Hq.

Всюду далее структурные свойства функции f ∈ Hq (1 ≤ q ≤ ∞) будем

характеризовать скоростью убывания к нулю модуля непрерывности гранич-

ных значений r-ых производных F (r)
a (t) (или F (r)(t), r ∈ Z+):

ω(F (r)
a ; t)q := sup

{∥∥∥∥F (r)
a

(
x+

h

2

)
− F (r)

a

(
x− h

2

)∥∥∥∥
q

: |h| ≤ t

}
,

(
ω(F (r); t)q := sup

{∥∥∥∥F (r)

(
x+

h

2

)
− F (r)

(
x− h

2

)∥∥∥∥
q

: |h| ≤ t

})
,

или модуля гладкости граничных значений указанных производных

ω2(F
(r)
a ; 2t)q := sup

{
∥F (r)

a (x+ h)− 2F (r)
a (x) + F (r)

a (x− h)∥q : |h| ≤ t
}
,(

ω2(F
(r); 2t)q := sup

{
∥F (r)(x+ h)− 2F (r)(x) + F (r)(x− h)∥q : |h| ≤ t

} )
,

задавая скорость убывания посредством мажоранты некоторой усреднённой

величины, содержащей ω(F (r)
a ; t)q (ω(F

(r); t)q) или ω2(F
(r)
a ; 2t)q (ω2(F

(r); 2t)q).

Пусть Φi(u) и Ψi(u) (i = 1, 2; u ≥ 0) – произвольные возрастающие

непрерывные функции такие, что Φi(0) = Ψi(0) = 0 (i = 1, 2). Используя

функции Φi(u) и Ψi(u) в качестве мажоранты, введём в рассмотрение следу-

ющие классы аналитических функций.

ЧерезW (r)
a Hq(Φ1) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) обозначим класс функций f ∈ H

(r)
q,a

при любом h ∈ R+, удовлетворяющих условию

1

h

h∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)q dt ≤ Φ1(h),
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а через W (r)Hq(Φ2) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) – класс функций f ∈ H
(r)
q , для

которых при любом h ∈ R+ выполняются условия

1

h

h∫
0

ω(F (r); 2t)q dt ≤ Φ2(h).

Аналогичным образом, через W (r)
a Hq(Ψ1) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) обозначим

класс функций f ∈ H
(r)
q,a , для которых

1

h

h∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)q dt ≤ Ψ1(h),

а W (r)Hq(Ψ2) соответствующий класс функций f ∈ H
(r)
q , удовлетворяющих

условию

1

h

h∫
0

ω2(F
(r); 2t)q dt ≤ Ψ2(h).

Положим также

(sin t)∗ :=
{
sin t, если 0 < t ≤ π/2; 1, если t ≥ π/2

}
,

(1− cos t)∗ :=
{
1− cos t, если 0 < t ≤ π; 2, если t ≥ π

}
.

В пункте 1.1.4 параграфа 1.1 мы привели определения колмогоровского,

линейного, проекционного, гельфандовского и бернштейновского n-попереч-

ников. К этой серии n-поперечников добавим ещё один, так называемый три-

гонометрический n-поперечник, введённый в 1974 г. Р.С.Исмагиловым [72].

Пусть X – банахово пространство функций, аналитических в единичном

круге U = {z ∈ C : |z| < 1}. Величину

dTn (M, X) = inf
{mk}nk=1

sup
f∈M

inf
{ck}nk=1

∥∥∥∥∥f(z)−
n∑

k=1

ckz
mk

∥∥∥∥∥
X

,

где m1 < m2 < . . . < mn, mk ∈ Z+, k = 1, n, называют тригонометрическим

n-поперечником компакта M в банаховом пространстве X. При вычислении

тригонометрического n-поперечника мы опираемся на следующее утвержде-

ние, которое вытекает из результата М.З.Двейрина и И.В.Чебаненко [57, с.66].
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Лемма 3.1.1. Пусть m0, m1, m2, . . . , mn – произвольные неотрица-

тельные целые числа, mi ̸= mj при i ̸= j. Тогда имеет место равенство

inf

{∥∥∥zm0 −
n∑

k=1

akz
mk

∥∥∥
Hq,ρ

: ai ∈ C

}
=
∥∥∥zm0

∥∥∥
Hq,ρ

, (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Далее воспользуемся соотношениями [31]

bn(M, X) ≤ dn(M, X)
dn(M, X)

≤ dTn (M, X) ≤ λn(M, X). (0.0.30)

Наши дальнейшие исследования об отыскании наилучших линейных

методов приближения изучаемых нами классов функций основаны на сле-

дующих известных результатах Л.В.Тайкова [122, 124], Н.Айнуллоева и

Л.В.Тайкова [5], Н.Айнуллоева [4] о наилучших приближениях аналитиче-

ских в единичном круге функций и некоторых их обобщениях.

В работе [122] доказано, что для произвольной функции f(z) ∈ H
(r)
q,a∩H(r)

q

(1 ≤ q ≤ ∞, r ≥ 1, r ∈ N) имеют место точные неравенства

En−1(f)q ≤
1

2nr−1

π/(2n)∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)qdt, (0.0.31)

En−1(f)q ≤
n− r

2αn,r

π/2(n−r)∫
0

ω(F (r); 2t)qdt, n > r, n ∈ N, (0.0.32)

а в [124] указана зависимость между наилучшим приближением функции

f(z) ∈ H
(r)
q,a ∩ H

(r)
q (1 ≤ q ≤ ∞, r ≥ 1, r ∈ N) и усреднённым значением

модулей гладкости производных r-ых порядков:

En−1(f)q ≤
1

(π − 2)nr−1

π/(2n)∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)qdt, (0.0.33)

En−1(f)q ≤
n− r

2αn,r

π/2(n−r)∫
0

ω2(F
(r); 2t)qdt, (0.0.34)

где в (0.0.32) и (0.0.34) введено обозначение

αn,r = n(n− 1) · · · (n− r + 1), n > r; n, r ∈ N,
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причём все неравенства (0.0.31) – (0.0.34) обращаются в равенства для функ-

ции

f0(z) = azn ∈ H(r)
q,a ∩H(r)

q , a ∈ C, n, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞.

Основная цель третьей главы – вычисление точных значений всех выше-

перечисленных в неравенстве (0.0.30) n-поперечников для классов функций,

введённых в пункте 3.1.2, и отыскание наилучших линейных методов при-

ближения указанных классов функций.

Теорема 3.2.1. Пусть r ∈ Z+, n ∈ N и мажоранта Φ1 при любом

h ∈ R+ удовлетворяет условию

Φ1(h)

Φ1(π/(2n))
≥ π

2nh

nh∫
0

(sin t)∗dt. (0.0.35)

Тогда имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq

=
π

4nr
Φ1

( π
2n

)
.

Множество функций {Φ1} , удовлетворяющих условию (0.0.35), не пусто.

Примером функции, удовлетворяющей условию (0.0.35), является мажо-

ранта Φ∗
1(t) = tα, где

α =
π

2
− 1 ≈ 0.57.

Из теоремы 3.2.1 вытекает

Следствие 3.2.1. В условиях теоремы 3.2.1 справедливы равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ
∗
1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ
∗
1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Φ
∗
1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ
∗
1)
)
Hq

=
1

2

(π
2

)π/2
n−(r−1)−π/2.

Полученные результаты в теореме 3.2.1 распространяются на более об-

щий случай Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Теорема 3.2.2. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Φ1 при любом h ∈ R+

удовлетворяет условию (0.0.35). Тогда при любых 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1
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справедливы равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq,ρ

=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (0.0.36)

Далее доказывается, что результат (0.0.36) справедлив для гельфан-

довского и линейного n-поперечников. С этой целью для каждой функции

f(z) =
∞∑
k=0

ck(f)z
k ∈ A(U)

сопоставим в соответствие линейный полиномиальный оператор (n−1)-й сте-

пени

Λn−1,r−1,ρ(f ; z) := Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1, z) = c0 +
n−1∑
k=1

λk,r−1,ρ ck(f)z
k,

где

λk,r−1,ρ = 1−
(

k

2n− k

)r−1

ρ2(n−k)

[
1− nµk

(
1−

(
k

2n− k

)2
)]

, k = 1, n− 1;

µk =

π/(2n)∫
0

cos kx cosnxdx.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 3.2.1. Пусть f(z) – произвольная функция из классаW (r)
a Hq(Φ1),

r ∈ N. Тогда для любого числа n ∈ N выполняется неравенство∥∥∥f − Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1)
∥∥∥
Hq,ρ

≤ πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
, 0 < ρ ≤ 1. (0.0.37)

Если мажорирующая функция Φ1 при любых h ∈ R+ и n ∈ N удо-

влетворяет ограничению (0.0.35), то неравенство (0.0.37) точно в том

смысле, что существует функция f0(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1), обращающая его в

равенство.

Теорема 3.2.3. Если мажоранта Φ1 удовлетворяет условию (0.0.35),

то при любых n, r ∈ N и 0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

δn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq,ρ

=
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= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1); Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1)
)
Hq,ρ

=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
,

где δn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
dTn (·) или λn(·).

Далее доказываются аналоги теоремы 3.2.1 – 3.2.3 для класса функций

W (r)Hq(Φ2) в пространстве Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Теорема 3.2.4. Если при любых n, r ∈ N, n > r ≥ 1 мажоранта Φ2 для

любого h ∈ R+ удовлетворяет условию

Φ2(h)

Φ2(π/2(n− r))
≥ π

2(n− r)h

(n−r)h∫
0

(sin t)∗ dt, (0.0.38)

то

bn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
= dn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
= dTn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq

=
π

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
.

Множество функций {Φ2} , удовлетворяющих условию (0.0.38), не пусто.

Таковой является, например, функция Φ∗
2(t) = tπ/2−1.

Теорема 3.2.5. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Φ2 при любом

h ∈ R+ удовлетворяет ограничению (0.0.38). Тогда при любых 1 ≤ q ≤ ∞,

0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

bn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq,ρ

=
πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
.

Распространим результат теоремы 3.2.5 на гельфандовский и линейный

n-поперечники. Для этой цели, следуя схеме доказательства леммы 3.2.1,

каждой функции f(z) ∈ A(U) сопоставим в соответствие линейный поли-

номиальный оператор (n− 1)-й степени

Λn−1,r,ρ(f ; z)
def
=

r−1∑
k=0

ck(f)z
k+
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+
n−1∑
k=r

{
1 +

ρ2(n−k)αk,r

α2n−k,r

[
γk,r

(
1−

(
k − r

2n− k − r

)2
)

− 1

]}
ck(f)z

k,

где ck(f) – коэффициенты Тейлора функции f(z), а числа γk,r определены

равенством

γk,r = (n− r)

π/(2(n−r))∫
0

cos(k − r)t cos(n− r)tdt, k ≥ r, k ∈ N.

Лемма 3.2.2. Пусть f – произвольная функция из класса W (r)Hq(Φ2),

1 ≤ q ≤ ∞, r ∈ N, n – любое натуральное число, большее r и 0 < ρ ≤ 1.

Тогда справедливо неравенство∥∥∥f − Λn−1,r,ρ(f)
∥∥∥
q,ρ

≤ πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
. (0.0.39)

Если мажорирующая функция Φ2 при любом h ∈ R+ удовлетворяет

ограничению (0.0.38), то неравенство (0.0.39) неулучшаемо в том смысле,

что существует функция f0 ∈ W (r)Hq(Φ2), r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, для которой

оно обращается в равенство.

Теорема 3.2.6. Пусть мажоранта Φ2(h) при любом h ∈ R+ удовле-

творяет условию (0.0.38). Тогда для всех n, r ∈ N, n > r, при 0 < ρ ≤ 1

справедливы равенства

δn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq,ρ

=

= En−1

(
W (r)Hq(Φ2);Ln−1,r−1,ρ,Pn−1

)
Hq,ρ

=
πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
,

где δn(·) – любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dTn (·), dn(·) или λn(·).
В третьем параграфе третьей главы найдены наилучшие линейные ме-

тоды приближения и вычислены точные значения n-поперечников классов

W
(r)
a Hq(Ψ1) и W (r)Hq(Ψ2) в пространстве Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Теорема 3.3.1. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Ψ1 при любом h ∈ R+

удовлетворяет условию

Ψ1(h)

Ψ1

(
π/(2n)

) ≥ π

π − 2
· 1

nh

nh∫
0

(1− cos t)∗dt. (0.0.40)

47



Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
Hq

=
π

2(π − 2)
· 1

nr
Ψ1

( π
2n

)
.

Множество функций {Ψ1} , удовлетворяющих условию (0.0.40), не пусто.

Простыми вычислениями можно показать, что функция Ψ∗
1(t) = tα, где

α =
2

π − 2
(1 < α < 2)

удовлетворяет условию (0.0.40). Из теоремы 3.3.1 вытекает следующее

Следствие 3.3.1. В условиях теоремы 3.3.1 имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= (π/2)π/(π−2) (π − 2)−1 n−r−2/(π−2).

Используя схему рассуждений теоремы 3.2.2, распространим результат

теоремы 3.3.1 на пространства Харди Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Теорема 3.3.2. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ1 при любом h ∈
R+ удовлетворяет условию (0.0.40). Тогда для всех 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1

имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
Hq,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
.

Далее рассмотрим вопрос о построении наилучшего линейного метода

приближения класса W (r)
a Hq(Ψ1). Здесь доказано, что линейный метод

Ln−1,r,ρ(f ; z) =

= c0 +
n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r

ρ2(n−k)

[
βk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]}
ckz

k,
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где

βk,n =
n

π − 2

π/(2n)∫
0

(1− sinnt) cos ktdt,

является наилучшим линейным методом приближения функций класса

W
(r)
a Hq(Ψ1) в метрике пространства Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Имеет место следующая

Теорема 3.3.3. Если мажоранта Ψ1 при любых n ∈ N и h ∈ R+ удо-

влетворяет условию (0.0.40), то для любых n, r ∈ N, n ≥ r, 1 ≤ q ≤ ∞ и

0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

dn
(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= λn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Ln−1,r,ρ,Pn−1

)
Hq,ρ

=
πρn

2(π − 2)nr
Ψ1

( π
2n

)
.

Вышеприведённые теоремы 3.3.2 и 3.3.3 допускают обобщение на классе

функцийW (r)Hq(Ψ2). Сформулируем полученные в этом направление резуль-

таты.

Теорема 3.3.4 Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ2 при любом

h ∈ R+ удовлетворяет ограничению

Ψ2(h)

Ψ2(π/2(n− r))
≥ π

π − 2
· 1

(n− r)h

(n−r)h∫
0

(1− cos t)∗dt. (0.0.41)

Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ и 0 < ρ ≤ 1 имеют место равенства

bn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2)

)
Hq,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
.

В продолжение этого параграфа, с целью вычисления точных значений

гельфандовского и линейного n-поперечников класса W (r)Hq(Ψ2) для про-

извольной функции f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k ∈ A(U) рассмотрен полиномиальный
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оператор

Λ∗
n−1,r,ρ(f ; z)

def
=

r−1∑
k=0

ck(f)z
k+

+
n−1∑
k=r

{
1+

αk,r

α2n−k,r
ρ2(n−k)

[
βk,n,r

(
1−
(

k − r

2n− k − r

)2
)
−1

]}
ck(f)z

k, (0.0.42)

где

βk,n,r
def
=

(n− r)

π − 2

π/2(n−r)∫
0

(1− sin(n− r)x) cos(k− r)xdx, n > k ≥ r, n, k, r ∈ N.

Теорема 3.3.5. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ2 удовлетворя-

ет условию (0.0.41). Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ и 0 < ρ ≤ 1 справедливы

равенства
δn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2)

)
Hq,ρ

=

= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2); Λ

∗
n−1,r,ρ;Pn−1

)
q,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
,

где δn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dTn (·),
dn(·) либо λn(·). При этом оператор (0.0.42) является наилучшим линей-

ным методом приближения класса W (r)Hq(Ψ2) в пространстве Hq,ρ.

В заключительном четвёртом параграфе третьей главы приводятся неко-

торые обобщение результатов параграфа 3.2 для классов функций, опреде-

ляемых модулями непрерывности первого порядка от граничных значений

производных по аргументу F
(r)
a , r ∈ N. Введём в рассмотрение следующий

класс функций

W (r)
a Hq(Φ1;µ) =

=

f(z) ∈ H(r)
q,a :

1

h

h∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)q

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

]
dt ≤ Φ1(h)

 ,

где h ∈ R+, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞ и µ ∈ R+ (µ ≥ 1) – произвольное фиксиро-

ванное число, а Φ1(x) – мажоранта, определённая ранее. Очевидно, что при

µ = 1 имеем W
(r)
a Hq(Φ1; 1) ≡ W

(r)
a Hq(Φ1).
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Одним из основных результатов этого параграфа является

Теорема 3.4.2. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Φ1(h) при любом h ∈ R+

удовлетворяет ограничению

Φ1(h)

Φ1(π/(2µn))
≥ π

2µ

1∫
0

(sinnht)∗

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt. (0.0.43)

Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1 и µ ∈ R+ (µ ≥ 1) имеют место

равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
Hq,ρ

=
πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.

При этом: а) L∗
n+1 = span{1, z, · · · , zn} есть оптимальное подпро-

странство для бернштейновского n-поперечника bn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
;

б) L∗
n является экстремальным подпространством для колмогоровского

n-поперечника dn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
.

Доказывается, что условию (0.0.43) удовлетворяет, например, функция

Φ∗
1(h) = hα, где

α
def
= α(µ) =

(
π

2µ

)2
1∫

0

t cos
πt

2µ

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt, 1 ≤ µ <∞.

В частности, α(1) = (π/2)−1, lim
µ→∞

α(µ) = 1 и для всех µ ∈ [1,∞) имеем

(π/2)− 1 ≤ α(µ) ≤ 1.

Справедлива следующая

Теорема 3.4.3. Если при заданном µ ≥ 1 и любых n ∈ N, h ∈ R+

мажоранта Φ1(h) удовлетворяет ограничению (0.0.43), то и при любых

n, r ∈ N, 0 < ρ ≤ 1, 1 ≤ q ≤ ∞ справедливы равенства

δn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ); Λ̃n−1,r−1,ρ;Pn

)
Hq,ρ

:=

:= sup
{∥∥∥f − Λ̃n−1,r−1,ρ(f)

∥∥∥
Hq,ρ

: f ∈ W (r)
a Hq(Φ1;µ)

}
=

πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.
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Здесь δn(·) – любой из n-поперечников dn(·), λn(·); линейный полиномиаль-

ный оператор Λ̃n−1,r−1,ρ(f) определяется равенством

Λ̃n−1,r−1,ρ(f ; z)
def
= c0+

+
n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r−1

ρ2(n−k)

[
γk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]}
ckz

k, (0.0.44)

где

γk,n
def
= nµ

π/(2µn)∫
0

cos kt cos(µnt)dt.

При этом: а) линейный полиномиальный оператор (0.0.44) является

наилучшим линейным методом приближения класса W (r)
a Hq(Φ1;µ) в мет-

рике пространства Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1);

б) Ln
∗ = {f ∈ Hq,ρ : f (k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1} является экс-

тремальным подпространством коразмерности n для гельфандовского n-

поперечника dn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
;

в) Подпространство L∗
n = span{1, . . . , zn−1} является экстремальным

для линейного n-поперечника λn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
.

Результат, полученный в теореме 3.4.3, обеспечивает возможность вы-

числения точных верхних граней модулей коэффициентов Тейлора cn(f) на

классах функций W (r)
a Hq(Φ1;µ), а именно имеет место следующая

Теорема 3.4.4. Для любых n, r ∈ N, µ ∈ R+ (µ ≥ 1) и 1 ≤ q ≤ ∞
справедливы равенства

ℑn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
=

= sup
{
|cn(f)| : f ∈ W (r)

a Hq(Φ1;µ)
}
=

π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.
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ГЛАВА I

НАИЛУЧШЕЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ

ФУНКЦИЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ

В ПРОСТРАНСТВЕ L2

Одной из наиболее развивающихся областей современной математики

является теория приближения функций, фундамент которой был заложен в

классических работах П.Л.Чебышёва [145] о наилучшем равномерном при-

ближении функций алгебраическими полиномами и К.Вейерштрасса [48],

доказавшего классические теоремы о приближении функций алгебраиче-

скими и тригонометрическими полиномами. Дальнейшее развитие теории

приближения функций в начале прошлого века в значительной мере опре-

делили работы А.Лебега [83], Ш.Ж.Валле-Пуссена [45], Д.Джексона [53],

С.Н.Бернштейна [21, 22], А.Н.Колмогорова [75, 76], А.Хаара [143], Н.И.Ахие-

зера и М.Г.Крейна [7], А.Зигмунда [65], Ж.Фавара [137]. Начиная с середины

прошлого века, благодаря работам С.М.Никольского [96–100], А.Ф.Тимана

[129], С.Б.Стечкина [110–114], В.К.Дзядыка [58, 59], П.Л.Ульянова [135, 136],

Н.П.Корнейчука [77–79,81], В.М.Тихомирова [130–133] и многих других, были

установлены разнообразные связи между структурными и конструктивными

свойствами функций.

Сама теория приближения в своём развитии прошла три этапа: от наи-

лучшего приближения индивидуальных функций на первом этапе до наи-

лучшего приближения классов функций конкретными подпространствами на

втором этапе и выбора наилучших приближающихся подпространств на тре-

тьем этапе. Этот третий этап связан с именем А.Н.Колмогорова [75], который

ввёл в теорию приближений понятие поперечника множества, связанного с

выбором оптимального подпространства, реализующего поперечник по Кол-

могорову.

Следует отметить, что задачи аппроксимационного содержания, задава-

емые на классах функций, во многих случаях являются задачами на экс-

тремум: требуется найти точную верхнюю грань погрешности приближения
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заданным методом на фиксированном классе функций или указать для этого

класса наилучший (в некотором смысле оптимальный) метод приближения.

В решении указанных экстремальных задач к настоящему времени име-

ются значительные успехи; особенно в теории приближения периодических

функций тригонометрическими полиномами в пространстве L2 в ряде важ-

ных случаев получены окончательные результаты, то есть решение доведено

до точных констант. В этой связи достаточно упомянуть работы Н.И.Черных

[146–148], Л.В.Тайкова [123–126], А.А.Лигуна [84–87], В.А.Юдина [172,

173], А.Г.Бабенко [9, 12, 13], А.Г.Бабенко, Н.И.Черных, В.Т.Шевалдина [11],

В.И.Иванова [69, 70], В.И.Иванова и О.И.Смирнова [68], Н.Айнуллоева [2,

3, 5], Х.Юссефа [174], В.В.Шалаева [169], С.Б.Вакарчука [28, 29, 32, 34, 35],

С.Б.Вакарчука и А.Н.Щитова [33], М.Г.Есмаганбетова [62], С.Н.Васильева

[46, 47], М.Ш.Шабозова [157–159], М.Ш.Шабозова и С.Б.Вакарчука [164],

М.Ш.Шабозова, С.Б.Вакарчука, В.И.Забутной [167] и многих других. Таким

образом, из приведённого списка работ следует, что наиболее существенные

результаты окончательного характера получены на классах периодических

функций. Это связано с тем, что классы периодических функций обладают

определённой симметрией экстремальных свойств, в то время как на экстре-

мальные свойства функций, заданных на конечном отрезке, как следует из ре-

зультатов С.М.Никольского [96–100], А.Ф.Тимана [129], В.К.Дзядыка [58,59],

С.А.Теляковского [127,128], существенно сказывается возмущающее действие

концов промежутка.

Поэтому, рассматривая экстремальные задачи на конкретных клас-

сах функций, в этой главе ограничиваемся периодическим случаем, про-

должая исследование вышецитированных работ в этом направлении. При

этом основное внимание уделяется методам решения экстремальных задач

наилучшего приближения классов функций в L2[0, 2π], базирующихся на

дифференциально-разностных свойствах функций, то есть классов функций,

задаваемых модулями непрерывности высших порядков производной функ-

ции.
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§1.1. Обозначения и определения. Основные факты

1.1.1. Наилучшее полиномиальное приближение в L2

В этом параграфе приводим известные факты, обозначения и определе-

ния, нужные нам в дальнейшем.

Всюду далее приняты следующие обозначения: N – множество натураль-

ных чисел; Z+ := N∪{0}; R+ – множество неотрицательных чисел веществен-

ной оси, R = (−∞; +∞); Z – множество целых чисел.

Пусть L2 := L2[0, 2π] – пространство измеримых по Лебегу веществен-

ных 2π-периодических функций f, имеющих конечную норму

∥f∥ def
= ∥f∥L2

:=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞.

Символом T2n−1 обозначим подпространство всевозможных тригономет-

рических полиномов порядка, не превосходящего n− 1 :

T2n−1 =

{
Tn−1(x) : Tn−1(x) =

α0

2
+

n−1∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

}
.

Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей раз-

ложение в ряд Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
, (1.1.1)

величина её наилучшего полиномиального приближения элементами подпро-

странства T2n−1 равна

En−1(f) := En−1 (f, T2n−1)L2
= inf

{
∥f − Tn−1∥ : Tn−1 ∈ T2n−1

}
=

= ∥f − Sn−1(f)∥ =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

, (1.1.2)

где

Sn−1(x, f) =
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
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– частная сумма порядка n−1 ряда Фурье функции f ; ρ2k(f) := a2k(f)+b
2
k(f);

ak(f) и bk(f) – косинус и синус коэффициенты Фурье функции f порядка

k; k ∈ N.

Через Lp := Lp[0, 2π], 1 ≤ p ≤ ∞ обозначим пространство измеримых

2π-периодических функций f суммируемой в p-й степени, норма в котором

определяется равенством

∥f∥p
def
= ∥f∥Lp

:=

1

π

2π∫
0

|f(x)|pdx

1/p

<∞.

Под L
(r)
p (r ∈ Z+; L

(0)
p ≡ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞) понимаем множество 2π-

периодических функций f ∈ L2, у которых производные (r − 1)-го порядка

f (r−1)(x) абсолютно непрерывны, а производные r-го порядка f (r)(x) принад-

лежат пространству Lp, а через W (r)
p := W (r)Lp[0, 2π] обозначим множество

функций f ∈ Lp, удовлетворяющих условию ∥f (r)∥ ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞.

1.1.2. Описание модулей непрерывности высших порядков

Символом ∆m
h (f) обозначим норму разности m-го порядка функции f ∈

L2 с шагом h

∆m
h (f) := ∥∆m

h f(·)∥ =

1

π

2π∫
0

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
f(x+ kh)

∣∣∣∣∣
2

dx


1/2

и равенством

ωm(f ; t)
def
= sup

{
∆m

h (f) : |h| ≤ t
}

(1.1.3)

определим модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2.

Для оценки наилучших приближений 2π-периодических функций триго-

нометрическими полиномами в пространстве L2, наряду с (1.1.3), часто ис-

пользуют следующую усреднённую характеристику гладкости

Ωm(f ; t) =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∆m
h
f∥2L2

dh1 · · · dhm


1/2

, (1.1.4)
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где t > 0; h = (h1, h2, . . . , hm); ∆m
h
= ∆1

h1
◦∆1

h2
◦ · · · ◦∆1

hm
.

Отметим, что при изучении задач аппроксимации в метрическом про-

странстве Lp (0 < p < 1) усреднённая характеристика гладкости, подоб-

ная (1.1.4), ранее рассматривалась К.В.Руновским [105] и Э.А.Стороженко,

В.Г.Кротовым, П.Освальдом [116]. Основные свойства характеристики глад-

кости (1.1.4) в качестве обобщённого модуля непрерывности m-го порядка

изучены в работе М.Ш.Шабозова, С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [167].

В дальнейшем каждый из введённых модулей гладкости m-го порядка

(1.1.3) и (1.1.4) будем более подробно характеризовать при изложении наших

результатов исследования.

1.1.3. Неравенства Джексона – Стечкина

Под неравенствами Джексона – Стечкина в рассматриваемом нормиро-

ванном пространстве понимают неравенства, в которых величина наилуч-

шего приближения функции конечномерным подпространством оценивает-

ся через некоторую характеристику гладкости самой функции или некото-

рой её производной (см., например, [10–13,15,20,26–30,32–36,38,41,46,47,62,

68,77–81,84–87,113,121–126,146–148,158–164]). В монографии В.И.Иванова и

О.И.Смирнова [68], в частности, отмечается, что
”
Интерес к точным констан-

там, который сложился вокруг неравенств Джексона – Стечкина, возможно,

не был бы столь оправданным, если бы каждый новый случай не требовал

привлечения новых идей и методов, которые затем оказывались полезными

и при решении других экстремальных задач”.

Приводим краткий исторический обзор неравенства Джексона – Стеч-

кина, где получены точные константы.

В 1911 г. Д.Джексон [53, с.297] доказал, что если f ∈ C, C
def
= C(0, 2π],

то

En−1(f)C := inf
{
∥f(x)− Tn−1(x)∥C : Tn−1 ∈ T2n−1

}
≤

≤ χωm

(
f,
π

n

)
C
, (m,n ∈ N), (1.1.5)
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и если f ∈ C(r) (r ∈ Z+, C
(0) = C), то

En−1(f)C ≤ χr

nr
ωm

(
f (r),

π

n

)
C
, (m,n ∈ N, r ∈ Z+), (1.1.6)

где константы χ и χr не зависят ни от f, ни от n. Собственно говоря, Джексон

получил указанные неравенства при m = 1.

В метрике Lp(0, 2π], 1 ≤ p ≤ ∞ аналоги неравенства (1.1.5) и

(1.1.6) в 1937 г. при m = 1 получил Е.С.Кваде [73]. В дальнейшем в

пространстве Lp(0, 2π], 1 ≤ p ≤ ∞ С.Б.Стечкин [110] получил неравенство

(1.1.6) при m ≥ 2, а при m = 2 этот результат ранее был опубликован

Н.И.Ахиезером [8, с.217]. Первые точные неравенства Джексона были по-

лучены Н.П.Корнейчуком [77, 79] для пространства C(0, 2π] ещё в 1962 г.,

а для пространства L2(0, 2π] Н.И.Черных [146, 147] в 1967 г. В 1979 г.

Н.И.Черных получил минимальное значение аргумента в модуле непрерыв-

ности, при котором точная константа в неравенстве Джексона – Стечкина

в пространстве L2(0, 2π] выходит на свой глобальный минимум. Нахожде-

ние таких аргументов, называемых оптимальными аргументами или точками

Черных, становится важной экстремальной задачей. Этой задаче посвящены

работы [10,70,172].

После результатов Н.П.Корнейчука и Н.И.Черных появился интерес к

получению точных неравенств Джексона – Стечкина и в других банаховых

пространствах. В 1992 г. Н.И.Черных доказал точное неравенство Джексона

– Стечкина в пространстве Lp(−π, π], 1 ≤ p < 2. При p > 2 эта задача пока

остаётся нерешённой.

Позднее этой тематикой в теории приближения занимались В.В.Арестов

и В.Ю.Попов [6], А.Г.Бабенко [9–13], В.И.Бердышев [20], В.В.Жук [63, 64],

В.И.Иванов [68–70], А.А.Лигун [84–87], В.Ю.Попов [103], Л.В.Тайков [121–

126], В.А.Юдин [172, 173], С.Б.Вакарчук [26–30, 32–36, 38, 41], В.В.Шалаев

[169], М.Ш.Шабозов [158,159,164] и многие другие математики.

Пусть X есть пространство C или Lp (1 ≤ p < ∞), а X(r) есть C(r) или
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L
(r)
p (C(0) ≡ C, L

(0)
p ≡ Lp). Задача состоит в том, чтобы в неравенстве

En−1(f)X =

= inf
{
∥f(x)− Tn−1(x)∥X : Tn−1 ∈ T2n−1

}
≤ χr

nr
ωm

(
f (r),

π

n

)
X

(1.1.7)

указать наименьшую из возможных констант χr.

Неравенства (1.1.5) – (1.1.7), а также аналогичные им соотношения в

других функциональных пространствах известны в теории приближения

как неравенства Джексона – Стечкина (см., например, [10, 70, 172] и при-

ведённую там литературу). Они дают оценку скорости сходимости к нулю

наилучшего приближения тригонометрическими полиномами в зависимости

от дифференциально-разностных свойств приближаемой функции. Ясно,

что наилучшая константа, вообще говоря, зависит как от пространства X,

так и от параметров m,n, r и γ. Поэтому её обозначают через χm,n,r(X) и

задача сводится к отысканию постоянной

χn,r(X;Um; γ) = sup

{
nrEn−1(f)X

Um(f (r), γ/n)X
: f ∈ X(r), f (r) ̸= const

}
, (1.1.8)

(r ∈ Z+, m, n ∈ N, γ ∈ R+),

где X есть C или Lp (1 ≤ p <∞), Um – некоторая характеристика гладкости

функции f ∈ X(r), например ωm или Ωm.

В случае приближения функции f ∈ X(r) с помощью линейных опера-

торов A, отображающих X(r) в подпространство T2n−1 тригонометрических

полиномов порядка n− 1, имеет место аналогичная задача. Особый интерес

представляет здесь вычисление точной константы, соответствующей наилуч-

шему для X(r) линейному методу, и мы приходим к задаче отыскания вели-

чины

χ ′
n,r(X;Um; γ) =

= inf

{
sup

{
nr ∥Af − f∥
Um(f (r), γ/n)X

: f ∈ X(r), f (r) ̸= const

}
: A : X(r) → T2n−1

}
.

(1.1.9)

59



Так как для любого линейного оператора A : X(r) → T2n−1 и любой f ∈ X(r)

выполняется соотношение

∥Af − f∥X ≥ En−1(f)X ,

то всегда χ′
m,n,r(X) ≥ χm,n,r(X). Наибольший интерес представляет выясне-

ние случаев совпадения этих констант, а также построение наилучших ли-

нейных методов, которые реализуют это совпадение. Положим

χr(X;Um; γ) = sup {χn,r(X;Um; γ) : n ∈ N} ,

χ ′
r(X;Um; γ) = sup

{
χ′
n,r(X;Um; γ) : n ∈ N

}
.

Н.П.Корнейчук [77] доказал, что 1 − 1

2n
≤ χn,o(C, ω;π) ≤ 1 и, следова-

тельно, χo(C, ω;π) = sup {χn,o(C, ω;π) : n ∈ N } = 1. В дальнейшем, обобщая

этот результат, Н.П.Корнейчук [79] показал, что для γ = π/k (k = 1, 2, 3, . . .)

имеет место неравенство

k + 1

2

(
1− 1

2n

)
≤ χn,o

(
C, ω;

π

k

)
≤ k + 1

2
.

Также отметим, что, как показал С.Б.Стечкин [114], в пространстве

Lp (1 ≤ p <∞) имеет место неравенство

1 ≤ χ′
n(Lp;ω, π) ≤

3

2
.

Н.И.Черных [147] получил соотношение

χn,o(L2, ω; π) = χ′
n,o(L2;ω, π) =

1√
2
,

а в работе В.В.Жука [63] установлено, что

χn,1(C, ω) = χ′
n,1(C, ω) = χn,1(L, ω) = χ′

n,1(L, ω) =
π

4
.

А.А.Лигун [84], используя аппарат функций Стеклова, доказал справед-

ливость следующих равенств:

χn,2ν−1(C, ω) = χ′
n,2ν−1(C, ω) = χn,2ν−1(L, ω) = χ′

n,2ν−1(L, ω) =
K2ν−1

2
,
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где

Kr =
4

π

∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν + 1)r+1
,
(
K0 = 1, K1 =

π

2
, K2 =

π2

8
, K3 =

π3

24
, . . .

)
– константы Фавара-Ахиезера-Крейна.

Отметим, что в работах [64] и [85] найдены конкретные линейные опера-

торы An,r : X(2ν−1) → T2n−1, реализующие в соотношении (1.1.8) и (1.1.9)

указанные константы. В 1985 г. А.А.Лигун [86] доказал, что если p = 1, ∞;

r = 1, 3, 5, . . . и N – произвольное подпространство из Lp, то при всех

δ ≥ π ar+1(p), где ar(p) =
(
K−1

r En−1(W
(r)
p ,N)p

)1/r
выполняется неравенство

Kr

2
arr(p) ≤ χn,r(Lp, ω; δ) ≤

Kr

2
arr+1(p).

Здесь, как обычно,

En−1(W
(r)
p ,N)p = sup

{
En−1(f,N)p : f ∈ W (r)

p

}
.

В докладе на международной конференции по теории приближения

функций в 1983 г. (г. Киев) Н.И.Черных сообщил, что

χn,o(Lp;ω; 2π) = 2(1−p)/p, 1 ≤ p ≤ 2, n ∈ N.

Л.В.Тайков [123] нашёл, в частности, асимптотическое поведение

χn,o(L2;ω; τ) при τ → 0, получив оценки(
1

2(1− cos τ)

)1/2

≤ χn,r(L2;ω; τ) ≤
(
1

2
+

1

τ 2

)1/2

, n ∈ N; r ∈ Z+, (1.1.10)

для 0 < τ ≤ π. Левую оценку в (1.1.10) реализует функция f0(x) = cosnx.

В заметке [9] А.Г.Бабенко с помощью соображений, подобных тем, ко-

торые применял Н.И.Черных [146], вычислена константа χn,o(L2;ω; τ) при

любых τ, а именно доказано, что для τ = π/ν, где ν ≥ 1+3n/2, ν ∈ N имеет

место равенство

χn,o(L2;ω; τ) =

(
1

2
+

cos(τ/2)− 1/2

τ sin(τ/2)

)1/2

, n ∈ N.
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С.Б.Вакарчук [35] распространил результат Л.В.Тайкова [123] для моду-

лей непрерывности m-го порядка, доказав при τ → 0 неравенства(
1

2(1− cos τ)

)m/2

≤ χn,r(L2;ωm; τ)≤
(
1

2
+

1

τ 2

)m/2

, (m,n ∈ N, r ∈ Z+).

Что же касается вопроса о получении точных констант в неравен-

стве Джексона для характеристик гладкости Um = Ωm, то здесь недавно

С.Б.Вакарчуком [34] получен следующий результат:

χn,r(L2; Ωm, τ) =

{
2

(
1− sin τ

τ

)}−m/2

, 0 < τ ≤ π/2.

1.1.4. Определения и обозначения n-поперечников.
Классы функций

В этом пункте излагаем необходимые определения и обозначения, кото-

рыми будем пользоваться в дальнейшем.

Пусть X – произвольное банахово пространство, M ⊂ X – некоторый

класс функций и пусть Ln ⊂ X – некоторое подпространство заданной раз-

мерности n. Величину

En(M)X := E(M, Ln)X = sup
{
E(f ;Ln)X : f ∈ M

}
=

= sup
{
inf
{
∥f − g∥X : g ∈ Ln

}
: f ∈ M

}
(1.1.11)

называют наилучшим приближением класса M подпространством Ln задан-

ной размерности n. Величина (1.1.11) характеризует отклонение класса M

от подпространства Ln в метрике пространства X.

Если обозначить через L(X,Ln) – множество всех непрерывных операто-

ров A : X → Ln, действующих изX в произвольно заданное подпространство

Ln ⊂ X размерности n, то возникает следующая задача: найти величину

En(M)X := E(M, Ln)X =
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= inf
{
sup
{∥∥∥f − Af

∥∥∥
X
: f ∈ M

}
: A ∈ L(X,Ln)

}
(1.1.12)

и указать оператор A∗ ⊂ L(X,Ln), реализующий точную нижнюю грань в

равенстве (1.1.12):

En(M)X = sup
{∥∥∥f − A∗f

∥∥∥
X
: f ∈ M

}
.

Задачу (1.1.12) можно рассматривать в более узком смысле: нижнюю

грань искать не по всему множеству L(X,Ln) непрерывных операторов

A :X → Ln, а только по некоторому классу таких операторов, которые опре-

деляются тем или иным способом задания. В частности, можно выделить в

L(X,Ln) класс линейных непрерывных операторов A :X → Ln и рассматри-

вать величину

En(M)X := E(M, Ln)X =

= inf
{
sup
{∥∥∥f − Af

∥∥∥
X
: f ∈ M

}
: A ⊂ L(X,Ln)

}
. (1.1.13)

Если существует оператор A∗ : X → Ln, для которого достигается внеш-

няя нижняя грань в (1.1.13), то такой оператор определяет наилучший

линейный метод приближения в задаче (1.1.13), то есть

En(M)X = sup
{∥∥∥f − A∗f

∥∥∥
X
: f ∈ M

}
.

Если же в L(X,Ln) выделить класс L⊥(X,Ln) операторов A линейного

проектирования на подпространство Ln, то есть таких, что Af = f при

условии f ∈ Ln, то принято рассматривать величину

E⊥
n (M)X := E⊥(M, Ln)X =

= inf
{
sup
{∥∥∥f − Af

∥∥∥
X
: f ∈ M

}
: A ⊂ L⊥(X,Ln)

}
. (1.1.14)
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С величинами (1.1.11) – (1.1.14) связана задача отыскания значения n-

поперечников для различных классов функций M.

Напомним определения n-поперечников, значения которых для конкрет-

ных классов M вычислим в этой главе.

n-поперечником в смысле А.Н.Колмогорова [131] класса функций M в

пространстве X называют величину

dn(M, X) = inf
{
E(M, Ln)X : Ln ⊂ X

}
, (1.1.15)

где нижняя грань берётся по всем подпространствам заданной размерности

n из пространства X.

Если исходить из наилучшего линейного приближения E(M, Ln)X , то

величину

λn(M, X) = inf
{
E(M, Ln)X : Ln ⊂ X

}
(1.1.16)

называют линейным n-поперечником класса M в пространстве X.

Аналогичным образом, взяв за основу величину (1.1.14), вводят в рас-

смотрение проекционный n-поперечник

πn(M, X) = inf
{
E⊥(M, Ln)X : Ln ⊂ X

}
. (1.1.17)

Существует ещё две величины, известные в теории приближений под наз-

ваниями
”
n-поперечник по Гельфанду“ и

”
n-поперечник по Бернштейну“.

Пусть S – единичный шар в пространстве X, то есть

S = {x ∈ X, ∥x∥X ≤ 1}.

Величину

dn(M, X) = inf
{
inf
{
M ∩ Ln ⊂ εS : ε > 0

}
: Ln ⊂ X

}
, (1.1.18)

где внешний инфимум берётся по всем подпространствам Ln коразмерности

n, называют n-поперечником по Гельфанду, а величину

bn(M;X) = sup
{
sup
{
εS ∩ Ln+1 ⊂ M : ε > 0

}
: Ln+1 ⊂ X

}
(1.1.19)
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называют n-поперечником по Бернштейну.

Очевидно, что между величинами (1.1.15) – (1.1.19) выполняются соот-

ношения

bn(M, X) ≤ dn(M, X)
dn(M, X)

≤ λn(M, X) ≤ πn(M, X). (1.1.20)

Если X – гильбертово пространство, то между вышеперечисленными n-

поперечниками выполняются неравенства [104,132]:

bn(M;X) ≤ dn(M;X) ≤ dn(M;X) = λn(M;X) = πn(M;X). (1.1.21)

Первое неравенство bn(M;X) ≤ dn(M;X) в (1.1.21) можно найти в мо-

нографии A.Pinkus [104, с.19], а все остальные в монографии В.М.Тихомирова

[132, с.239].

Задача о вычислении точных значений различных поперечников являет-

ся экстремальной задачей вариационного содержания, и её решение требует

знания глубоких фактов теории оптимизации, топологии и функционального

анализа. Общая постановка задачи о поперечниках множеств была сформу-

лирована А.Н.Колмогоровым [75] в 1936 г. Используя специфику гильбертова

пространства, А.Н.Колмогоров получил первый точный результат:

d2n−1

(
W (r)L2, L2

)
= d2n

(
W (r)L2, L2

)
= En

(
W (r)L2

)
L2

=
1

nr
.

Затем, в 1954 г., С.Б.Стечкин [111] в метрике пространства C указал по-

рядковые оценки ряда классов непрерывных и дифференцируемых функций.

Однако точный результат для классов дифференцируемых функций в

метрике C был получен лишь в 1960 г. В.М.Тихомировым [131], которому

принадлежат фундаментальные результаты в разработке методов решения

экстремальных задач, в частности в задаче отыскании значений поперечни-

ков. Им же был разработан эффективный метод получения оценок снизу

поперечников в произвольном банаховом пространстве X, базирующемся на

следующем фундаментальном факте, известном как теорема о поперечнике

шара [132]:
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если Sn+1 – единичный шар в пространстве Mn+1 ⊂ X размерности

n + 1, то dn(Sn+1, X) = 1, откуда сразу следует, что если множество

M ⊂ X содержит шар RSn+1 радиуса R, то dn(MX) ≥ R.

Введём теперь единое обозначение классов функций, которые естествен-

ным образом следуют из наших результатов в последующих параграфах этой

главы.

Пусть Φ(u) – произвольная непрерывная возрастающая при u ≥ 0 функ-

ция такая, что lim
u→0

Φ(u) = Φ(0) = 0. Следуя пункту 1.1.3, введём в рассмот-

рение следующие классы функций:

W
(r)
p,h

(
Um; φ

)
=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

Up
m(f

(r); t)2 φ(t)dt ≤ 1

 , (1.1.22)

W
(r)
p,h

(
Um; φ, Φ

)
=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

Up
m(f

(r); t)2 φ(t)dt ≤ Φp(h)

 , (1.1.23)

где Um – некоторая характеристика гладкости функции f ∈ L
(r)
2 , например

вышеперечисленные модули гладкости порядка m, такие как ωm или Ωm, а

φ(t) – весовая функция на отрезке [0, h], т.е. неотрицательная, суммируемая,

не эквивалентная нулевой функции на [0, h]. Для введённых классов функций

в последующих параграфах вычислим точные значения n-поперечников.
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§1.2. Об одном общем неравенстве между наилучшими
приближениями и усреднённым с

положительным весом модулем непрерывности
m-го порядка в L2

При решении экстремальных задач теории приближения дифференциру-

емых периодических функций тригонометрическими полиномами в простран-

стве L2, связанных с нахождением точных констант в неравенствах Джексона

– Стечкина

En−1(f)2 ≤ χn−rωm(f
(r), t/n), t > 0,

рассматривались различные экстремальные характеристики, приводящие к

уточнению оценок сверху постоянных χ (см.,например, [9–13,29,34–36,38,41,

68–70,84–87,121–126,146–148,158,160,162,169,172–174]). Для компактного из-

ложения полученных ранее результатов, следуя работам [35,160,162], введём

обозначение:

χm,n,r,p(φ;h) = sup
f∈L(r)

2

En−1(f)2 h∫
0

ωp
m(f

(r), t)φ(t)dt

1/p
, (1.2.1)

где m,n, r ∈ N, p ∈ (0,∞), φ(t) ≥ 0 – весовая функция на [0, h], причём в

(1.2.1) условно полагаем 0/0
def
= 0.

Величины вида (1.2.1) в разное время изучали:

1. Н.И.Черных [146]: a) χ1,n,r,2(φ, π/n), где φ(t) = sinnt;

б) χm,n,0,2(φ, 2π/n), где φ(t) = sin(nt/2) +(sinnt)/2;

2. Л.В.Тайков [123]: χ1,n,r,2(φ, h), где φ(t) ≡ 1; 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/(2n);

3. Л.В.Тайков [125]: χ1,n,r,1(φ, π/n), где φ(t) ≡ 1;

4. Л.В.Тайков [126]: χm,n,r,2(φ, h), где φ(t) ≡ 1; 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n;

5. А.А.Лигун [85]: χm,n,r,2(φ, h), где φ(t) ≥ 0; 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n;

6. Н.Айнуллоев [2]: χm,n,r,2(φ, h), где φ(t) = sinγ βt, 0 ≤ t ≤ h;

0 ≤ γ ≤ 2r − 1, r ∈ N, β > 0, 0 < βh ≤ π;
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7. В.В.Шалаев [169]: χm,n,r,2/m(φ, π/n), где φ(t) = sinnt; при m = 1

следует результат Н.И.Черных [146];

8. Х.Юссеф [174]: χ1,n,r,2(φ, h), где φ(t) = sin(πt/h), 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π

n
;

9. С.Б.Вакарчук [35]: χm,n,r,2/m(φ, h), где φ(t) ≡ 1, 0 ≤ t ≤ h, 0 < h ≤ π

2n
;

10. М.Ш.Шабозов [158]: χm,n,r,p(φ, h), где φ(t) ≡ 1, m, n, r ∈ N, 1/r < p ≤ 2,

0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n.

Рассматривались также другие экстремальные характеристики, в опре-

делённом смысле аналогичные (1.2.1) (см.,например, [33, 47, 62, 109]). Це-

лью нашей работы является обобщение на более общий случай неравенства

А.А.Лигуна [85] при 0 < p ≤ 2, из которого при соответствующем выборе

весовой функции φ(t) вытекают почти все цитированные выше результаты.

Имеет место следующая общая

Теорема 1.2.1. Пусть m,n, r ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, φ(t) –

весовая функция на [0, h]. Тогда справедливы неравенства{
Ar,m

n,p (φ;h)
}−1 ≤ χm,n,r,p(φ;h) ≤

{
inf

n≤k<∞
Ar,m

k,p (φ;h)

}−1

, (1.2.2)

где

Ar,m
k,p (φ;h) = 2m/2

krp h∫
0

(1− cos kt)mp/2φ(t)dt

1/p

, k ≥ n, k ∈ N. (1.2.3)

Доказательство. Воспользуемся следующим упрощённым вариантом

неравенства Минковского, приведённым в монографии A.Pinkus [104; с.109]: h∫
0

( ∞∑
k=n

|f̃k(t)|2
)p/2

dt

1/p

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

|f̃k(t)|pdt

2/p


1/2

, 0 < p ≤ 2. (1.2.4)

В неравенстве (1.2.4), полагая f̃k := fkφ
1/p, получаем h∫

0

( ∞∑
k=n

|fk(t)|2
)p/2

φ(t)dt

1/p

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

|fk(t)|p φ(t)dt

2/p


1/2

. (1.2.5)
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Поскольку для произвольной f ∈ L
(r)
2 имеет место соотношение

ω2
m(f

(r); t) = 2m sup

{ ∞∑
k=1

k2rρ2k (1− cos ku)m : |u| ≤ t

}
≥

≥ 2m
∞∑
k=n

k2rρ2k (1− cos kt)m , (1.2.6)

то, возведя обе части неравенства (1.2.6) в степень p/2, умножая их на функ-

цию φ, интегрируя по переменной t в пределах от t = 0 до t = h и применяя

соотношение (1.2.5), с учётом формулы (1.1.2) имеем h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p

≥

≥

{ h∫
0

[
2m

∞∑
k=n

k2rρ2k

(
1− cos kt

)m]p/2
φ(t)dt

}1/p

=

=


h∫

0

(
2m

∞∑
k=n

k2rρ2k (1− cos kt)m [φ(t)]2/p
)p/2

dt


1/p

≥

≥

2m
∞∑
k=n

krpρpk h∫
0

(1− cos kt)mp/2 φ(t)dt

2/p


1/2

=

=


∞∑
k=n

ρ2k

2m/2

krp h∫
0

(1− cos kt)mp/2 φ(t)dt

1/p

2


1/2

def
=

def
=

( ∞∑
k=n

ρ2k

{
Ar,m

k,p (φ;h)
}2
)1/2

≥ inf
n≤k<∞

Ar,m
k,p (φ;h)En−1(f)2, (1.2.7)

откуда и следует оценка сверху в неравенстве (1.2.2). Оценку снизу, справед-

ливую при всех 0 < h ≤ π/n, получаем для функции f0(x) = cosnx ∈ L
(r)
2 из
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следующей цепочки равенств:

En−1(cosn·)2 = 1 =

2m/2

nrp h∫
0

(1− cosnt)mp/2 φ(t)dt

1/p

Ar,m
n,p (φ;h)

=

=

 h∫
0

(
sup
|u|≤t

2mn2r(1− cosnu)m

)p/2

φ(t)dt

1/p

Ar,m
n,p (φ;h)

=

=

 h∫
0

ωp
m

(
(cosn·)(r), t

)
φ(t)dt

1/p

Ar,m
n,p (φ;h)

,

а потому имеем

χm,n,r,p(φ;h) ≥
En−1(cosn·)2 h∫

0

ωp
m ((cosn·)(r) , t)φ(t)dt

1/p
=

=

 h∫
0

ωp
m ((cosn·)(r) , t)φ(t)dt

−1/p

=
{
Ar,m

n,p (φ;h)
}−1

. (1.2.8)

Требуемое соотношение (1.2.2) теперь следует из сопоставления неравенств

(1.2.7) и (1.2.8), чем и завершаем доказательство теоремы 1.2.1.

Положим h = a/n и φ(t) = q(nt). Тогда

Ar,m
k,p (φ;h) = Ar,m

k,p

(
q(n·); a

n

)
:= 2m/2

krp a/n∫
0

(1− cos kt)mp/2 q(nt)dt


1/p

=

= 2m/2nr−1/p

(k
n

)rp
a∫

0

(
1− cos

k

n
t

)mp/2

q(t)dt

1/p

.
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Откуда сразу следует, что

inf
n≤k<∞

Ar,m
k,p (φ;h) = inf

n≤k<∞
Ar,m

k,p

(
q(n·); a

n

)
=

= 2m/2nr−1/p · inf
x≥1

xrp a∫
0

(1− cosxt)mp/2 q(t)dt

1/p

. (1.2.9)

В связи с неравенством (1.2.9) для формулировки последующих резуль-

татов параллельно с характеристикой (1.2.1) вводим следующую экстремаль-

ную характеристику:

χ̃m,n,r,p(q; a) = sup
f∈L(r)

2

2m/2nr−1/pEn−1(f)2 a∫
0

ωp
m(f

(r), t/n) q(t)dt

1/p
,

более тонко учитывающую структурные свойства функции f ∈ L
(r)
2 .

Используя рассуждение работы А.А.Лигуна [85] и теорему 1.2.1, сфор-

мулируем следующее утверждение.

Следствие 1.2.1. Пусть m,n, r ∈ N, 0 < p ≤ 2 и q(t) – весовая функция

на 0 < t < a ≤ π. Тогда имеет место неравенство{
Φm,r,p(a, q; 1)

}−1/p

≤ χ̃m,n,r,p(q; a) ≤
{
inf
x≥1

Φm,r,p(a, q; x)

}−1/p

,

где

Φm,r,p(a, q;x) = xrp
a∫

0

(1− cosxt)mp/2 q(t)dt.

При этом, если функция q(t) (0 ≤ t ≤ a) такова, что

inf
{
Φm,r,p(a, q;x) : x ≥ 1

}
= Φm,r,p(a, q; 1),

то справедливо равенство

χ̃m,n,r,p(q; a) =
{
Φm,r,p(a, q; 1)

}−1/p

.

В частности, если q(t) = trp−1q1(t), 0 ≤ t ≤ a, rp > 1 и функция q1(t)

не возрастает на (0, a), то

inf
{
Φm,r,p(a, t

rp−1q1(t);x) : x ≥ 1
}
= Φm,r,p(a, t

rp−1q1(t); 1). (1.2.10)
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Доказательство. Для доказательства равенства (1.2.10) необходимо

отметить, что если

q1(t) =
{
q(t), 0 ≤ t ≤ a; q(a), a ≥ t

}
,

то при всех x ≥ 1 имеем:

Φm,r,p(a, t
rp−1q1(t);x) =

a∫
0

(1− cosxt)mp/2 (xt)rp−1q1(t)d(xt) =

=

ax∫
0

(1− cos t)mp/2 trp−1q1(t/x)dt ≥
ax∫
0

(1− cos t)mp/2 trp−1q1(t)dt ≥

≥
a∫

0

(1− cos t)mp/2 trp−1q1(t)dt = Φm,r,p(a, t
rp−1q1(t); 1).

Следствие 1.2.1 доказано.

При вычислении точных значений n-поперечников классов функций,

непосредственно вытекающих из (1.2.1), и в связи с точностью неравенства

(1.2.2) возникает необходимость установления равенства

inf
n≤k<∞

Ar,m
k,h,p(φ) = Ar,m

n,h,p(φ) (1.2.11)

для любой положительной суммируемой функции φ на промежутке [0, h] при

тех же ограничениях на указанных параметрах. В общем случае провер-

ка условия (1.2.11) не всегда удаётся. Для некоторых конкретных весовых

функций выполнение условия (1.2.11) доказано в работе [162]. Очевидно, что

равенство (1.2.11) зависит от структурных и дифференциальных свойств ве-

совой функции φ ∈ [0, h]. Возникает естественный вопрос: какими струк-

турными и дифференциальными свойствами должна обладать функция φ,

чтобы выполнялось соотношение (1.2.11)? Ответ на поставленный вопрос со-

держится в следующем утверждении.

Теорема 1.2.2. Пусть весовая функция φ(t), заданная на отрезке

[0, h], является непрерывной и дифференцируемой. Если при некоторых
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0 < p ≤ 2, r ∈ N и любых t ∈ [0, h] выполнено дифференциальное нера-

венство

(rp− 1)φ(t)− tφ′(t) ≥ 0, (1.2.12)

то при любых m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливо равенство

χm,n,r,p(φ; h) = 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (1.2.13)

Существует функция f0 ∈ L
(r)
2 , f

(r)
0 ̸= const, реализующая верхнюю

грань в (1.2.1), равная правой части (1.2.13).

Доказательство. В самом деле, из предпоследней цепочки неравенства

(1.2.7) получаем  h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p

≥

≥

2m
∞∑
k=n

ρ2k

krp h∫
0

(1− cos kt)mp/2 φ(t)dt

2/p


1/2

. (1.2.14)

Докажем, что при сделанных предположениях относительно указанных па-

раметров функция

y(x) = xrp
h∫

0

(1− cosxt)mp/2 φ(t)dt (1.2.15)

в области Q =
{
x : x ≥ n, n ∈ N

}
является монотонно возрастающей и

min
{
y(x) : x ∈ Q

}
= y(n) := nrp

h∫
0

(1− cosnt)mp/2 φ(t)dt. (1.2.16)

В самом деле, дифференцируя (1.2.15) и применяя элементарное тожде-

ство
d

dx
(1− cosxt)mp/2 =

t

x
· d
dt
(1− cosxt)mp/2,
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будем иметь

y′(x) = rpxrp−1

h∫
0

(1− cosxt)mp/2 φ(t)dt+ xrp
h∫

0

d

dx
(1− cosxt)mp/2φ(t)dt =

= rpxrp−1

h∫
0

(1− cosxt)mp/2 φ(t)dt+ xrp−1

h∫
0

d

dt
(1− cosxt)mp/2tφ(t)dt.

(1.2.17)

Выполнив интегрирование по частям в последнем интеграле равенства

(1.2.17), с учётом неравенства (1.2.12), окончательно получаем

y′(x) = xrp−1

{
(1− coshx)mp/2 hφ(h)+

+

h∫
0

(1− cosxt)mp/2
[
(rp− 1)φ(t)− tφ′(t)

]
dt

}
≥ 0, (1.2.18)

откуда сразу следует соотношение (1.2.16).

Учитывая равенство (1.2.16), продолжим неравенство (1.2.14) :

· · · ≥ 2m/2nr

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2 φ(t)dt

1/p{ ∞∑
k=n

ρ2k

}1/2

=

= 2mnrEn−1(f)

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

1/p

. (1.2.19)

Из неравенств (1.2.14) и (1.2.19) следует, что

En−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p
≤ 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (1.2.20)

Так как последнее неравенство имеет место для любого f ∈ L
(r)
2 , то мы

имеем оценку сверху для величины (1.2.13) :

χm,n,r,p(φ; h) ≤ 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (1.2.21)
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Оценку снизу величины (1.2.13), справедливую при всех 0 < h ≤ π/n,

получаем для функции f0(x) = cosnx ∈ L
(r)
2 , для которой

En−1(f0) = 1, ωm(f
(r)
0 ; t) = 2mnr

(
sin

nt

2

)m

, 0 < nt ≤ π.

Имеем

χm,n,r,p(φ; h) ≥
En−1(f0) h∫

0

ωp
m(f

(r)
0 ; t)φ(t)dt

1/p
=

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (1.2.22)

Требуемое равенство (1.2.13) получаем из сопоставления неравенств (1.2.21)

и (1.2.22), чем и завершаем доказательство теоремы 1.2.2.

Из доказанной теоремы 1.2.2, в частности, вытекает

Следствие 1.2.2. Пусть φ(t) = sinγ (βt/h) , 0 ≤ β ≤ π, 0 ≤ t ≤ h,

0 < h ≤ π/n, 0 ≤ γ ≤ rp − 1, r ∈ N. Тогда при всех m,n ∈ N справедливы

равенства
χm,n,r,p (sin

γ (βt/h) ;h) =

= 2−mn−r


h∫

0

(sin (nt/2))mp sinγ (βt/h) dt


−1/p

. (1.2.23)

В частности, при β = π, h = π/n из (1.2.23) получаем

χm,n,r,p (sin
γ nt;π/n) = 2−(m+γ/p)B−1/p

(
mp+ γ + 1

2
,
γ + 1

2

)
n−r+1/p,

где B(a, b) – бета-функция Эйлера.

Доказательство. Для справедливости равенства (1.2.23) достаточно

доказать, что при выполнении условий следствия 1.2.2, для φ(t) = sinγ
βt

h
неравенство (1.2.12) выполняется. Имеем

(rp− 1)φ(t)− tφ′(t) = (rp− 1) sinγ
βt

h
− t

(
sinγ

βt

h

)′
=

= (rp− 1) sinγ
βt

h
− βt

h
· γ sinγ−1 βt

h
cos

βt

h
=
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= sinγ
βt

h

[
(rp− 1)− γ · βt

h
ctg

βt

h

]
≥

≥ sinγ
βt

h
·min

{[
(rp− 1)− γ · βt

h
ctg

βt

h

]
: t ∈ [0, h]

}
=

= [(rp− 1)− γ] sinγ
βt

h
≥ 0,

поскольку

min

{[
(rp− 1)− γ · βt

h
ctg

βt

h

]
: t ∈ [0, h]

}
= (rp− 1)− γ ≥ 0

и для 0 < β ≤ π, 0 ≤ t ≤ h, 0 < γ ≤ rp− 1 функция sinγ
βt

h
≥ 0.

Этим следствие 1.2.2 доказано.

Отметим некоторые важные частные случаи равенства (1.2.23).

a) при p = 2, m = 1, γ = 1, β = π, h = π/n, m ∈ N получаем

результат Н.И.Черных [146]

sup
f∈L2
f ̸=const

n−1/2En−1(f)

 π/n∫
0

ω2(f, t) sinntdt


−1/2

=
1

2
;

b) при m,n, r ∈ N, p = 2, γ = 0, 0 < h ≤ π/n получаем результат

Л.В.Тайкова [126]

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnrEn−1(f)

 h∫
0

ω2
m(f

(r), t)dt

−1/2

=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)2m

dt

−1/2

;

c) при p = 2/m, m ∈ N, γ = 1, β = π, h = π/n получаем результат

В.В.Шалаева [169]

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnr−m/2En−1(f)

 π/n∫
0

ω2/m
m (f (r), t) sinntdt


−m/2

= 1;

d) при p = 2, m, n, r ∈ N, γ = 1, β = π, h = π/n получаем результат

С.Н.Васильева [47]

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnr−1/2En−1(f)

 π/n∫
0

ω2
m(f

(r), t) sinntdt


−1/2

=
{
(m+ 1)/2

}1/2

;
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e) при p = 2/m, m, n, r ∈ N, γ = 0, β = π, 0 < h ≤ π/2n получаем

результат С.Б.Вакарчука [35]

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnrEn−1(f)

 h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)dt

−m/2

=
{
2n/(nh− sinnh)

}m/2

;

f) при 1/r < p ≤ 2, m, n, r ∈ N, γ = 0, β = π, 0 < h ≤ π/n получаем

результат М.Ш.Шабозова [158]

sup
f∈L(r)

2
f ̸=const

2mnrEn−1(f)

 h∫
0

ωp
m(f

(r), t)dt

−1/p

=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

dt

−1/p

.

Поскольку для функции f ∈ L
(r)
2 её последовательные производные

f (s) (s = 0, 1, . . . , r − 1) также принадлежат пространству L2, то пред-

ставляет интерес изучить поведение величины наилучших приближений

En−1(f
(s)) (s = 0, 1, . . . , r − 1) на указанном классе L(r)

2 . Эта задача сфор-

мулирована и решена в [41] для модулей непрерывности специального вида,

которые были введены в работе [1]. Здесь приводим решение этой задачи, ко-

гда структурные характеристики функции f ∈ L
(r)
2 характеризуются усред-

нёнными с весом φ(t) значениями модулей непрерывности ωm(f
(r), t)2. Из

результата теоремы 1.2.2 в качестве следствия можно получить следующее

более общее утверждение.

Теорема 1.2.3. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, r ∈ Z+,

s = 0, 1, . . . , r; φ(t) – весовая функция на отрезке [0, h], удовлетворяющая

условию

(sp− 1)φ(t)− tφ′(t) ≥ 0.

Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (1.2.24)
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Доказательство. Равенство (1.2.24) доказывается гораздо проще. В са-

мом деле, так как

sup
f∈L(r)

2

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 φ(t)dt

1/p
= sup

g∈L(s)
2

2mnsEn−1(g) h∫
0

ωp
m(g

(s); t)2 φ(t)dt

1/p
,

то согласно теореме 1.2.2 имеем

sup
g∈L(s)

2

2mnsEn−1(g) h∫
0

ωp
m(g

(s); t)2 φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

,

чем и завершаем доказательство теоремы 1.2.3.

Из теоремы 1.2.3 в качестве следствий получаем следующие

Следствие 1.2.3. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, r ∈ Z+, s = 0, 1, . . . , r;

φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n. Тогда

sup
f∈L(r)

2

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

dt

−1/p

. (1.2.25)

Отметим, что равенство (1.2.25) при s = r ранее получено в работе [158].

Следствие 1.2.4. Пусть m,n ∈ N, p = 2/m, s = 0, 1, . . . , r; φ(t) = 1,

0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

2m/2ns−m/2En−1(f
(r−s)) h∫

0

ω2/m
m (f (r); t)2 dt

m/2
=

1(
nh− sinnh

)m/2
. (1.2.26)

Равенство (1.2.26) при s = r и m = 1 было доказано Л.В.Тайковым [123],

а при s = r и любых m ∈ N доказано С.Б.Вакарчуком [35].
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Следствие 1.2.5. Пусть m,n ∈ N, p = 2/m, s = 0, 1, . . . , r; φ(t) = t,

0 < h ≤ π/n. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

hmnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

t ω2/m
m (f (r); t)2 dt

m/2
=

{
1− 2 sinnh

nh
+

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

.

Следствие 1.2.6. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, φ(t) = sinγ(βt/h), γ ≥ 0,

0 < β ≤ π, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

2mnsEn−1(f
(r−s)) h∫

0

ωp
m(f

(r); t)2 sin
γ β

h
tdt

1/p
=

=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

. (1.2.27)

Отметим, что равенство (1.2.27) при s = r, 0 < γ ≤ rp − 1, r ∈ N,

0 < β ≤ π, 0 < h ≤ π/n недавно было доказано в работе М.Ш.Шабозова и

Г.А.Юсупова [162]. В свою очередь, из (1.2.27) при s = r, p = 2, 0 < γ ≤ 2r−1,

β = π/2, h = π/n получаем следующий результат Н.Айнуллоева [3]:

sup
f∈L(r)

2

√
π 2mnr−1/2En−1(f) π/n∫

0

ω2
m(f

(r); t)2 sin
γ nt

2
dt


1/2

=


Γ
(
m+ 1 +

γ

2

)
Γ

(
2m+ γ + 1

2

)


1/2

,

где Γ(u) – гамма-функция Эйлера.
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§1.3. Точные значения поперечников некоторых классов
дифференцируемых функций, определяемых

модулями непрерывности ωm(f, t) в L2

В этом параграфе вычислим точные значения вышеперечисленных n-по-

перечников конкретных классов функций. При определении классов функций

структурные свойства функций f ∈ L
(r)
2 охарактеризуем скоростью стремле-

ния к нулю модуля непрерывности r-й производной f (r), задавая эту ско-

рость посредством мажоранты некоторой усредненной величины ωm(f
(r); t)2.

С этой целью, полагая в (1.1.22) и (1.1.23) Um = ωm, φ(t) = sinγ
β

h
t при лю-

бых m,n ∈ N, 0 ≤ γ ≤ rp− 1, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < β ≤ π и 0 < h ≤ π/n,

определим следующие классы функций

W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
:=W

(
ωm; r, p, sin

γ β

h
t
)
=

=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

ωp
m(f

(r); t)2 sinγ
β

h
tdt ≤ 1

 , (1.3.1)

W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
:=W

(
ωm; r, p, sin

γ β

h
t, Φ

)
=

=

f ∈ L
(r)
2 :

h∫
0

ωp
m(f

(r); t)2 sinγ
β

h
tdt ≤ Φp(h)

 . (1.3.2)

При выполнении некоторых ограничений относительно мажоранты Φ(u)

вычислим точные значения n-поперечников классов W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
и

W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
в пространстве L2. С этой целью введём обозначение

(
sin

nt

2

)m

∗

def
=

{(
sin

nt

2

)m

, если nt ≤ π; 1, если nt > π

}
.
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Теорема 1.3.1. При любых m,n, r ∈ N, 0 ≤ γ ≤ rp − 1, 0 < β ≤ π и

0 < h ≤ π/n справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
;L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
;L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

))
L2

=

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

, (1.3.3)

где δk(·) – любой из k-поперечников: бернштейновский bk(·), колмогоровский

dk(·), линейный λk(·), гельфандовский dk(·), проекционный πk(·).
Доказательство. Из неравенства (1.2.19) для произвольной суммиру-

емой весовой функции φ(t) ≥ 0, удовлетворяющей неравенству (1.2.12), вы-

текает неравенство

En−1(f) ≤ 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p

,

и в силу следствия 1.2.2 для φ(t) = sinγ
β

h
t запишем

En−1(f) ≤

≤ 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p h∫
0

ωp
m(f

(r); t) sinγ
β

h
tdt

1/p

, (1.3.4)

откуда, с учётом определения класса (1.3.1), получаем оценку сверху проек-

ционного n-поперечника

π2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
, L2

)
≤ sup

{
En−1(f) : f ∈ W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)}
≤

≤ 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

. (1.3.5)
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С целью получения оценки снизу бернштейновского n-поперечника клас-

са (1.3.1) вводим в рассмотрение (2n+1)-мерную сферу тригонометрических

полиномов

σ2n+1 =

Tn(x) : ∥Tn∥ = 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p


и докажем, что σ2n+1 ⊂ W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
.

В работе [126] доказано, что для произвольного полинома Tn(x) ∈ T2n−1

при 0 < t ≤ π/n имеет место неравенство

ωm(T
(r)
n , t) ≤ 2mnr

(
sin

nt

2

)m

∗
∥Tn∥. (1.3.6)

Неравенство (1.3.6) возведём в степень p (0 < p ≤ 2), умножим на sinγ
β

h
t

и проинтегрируем в пределах 0 ≤ t ≤ h (0 < h ≤ π/n), затем, заменив норму

полинома по формуле радиуса сферы Tn ∈ σ2n+1, получим

h∫
0

ωp
m(T

(r)
n ; t) sinγ

β

h
tdt ≤ 2mnr

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt ∥Tn∥p =

=

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1

= 1,

откуда следует включение σ2n+1 ⊂ W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
. Используя определе-

ние бернштейновского n-поперечника, имеем оценку снизу

b2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
, L2

)
≥ b2n−1(σ2n+1, L2) =

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

. (1.3.7)

Сопоставляя неравенства (1.3.5) и (1.3.7), с учётом соотношения (1.1.21),

получим утверждение теоремы 1.3.1.
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Из доказанной теоремы 1.3.1 вытекает

Следствие 1.3.1. В условиях теоремы 1.3.1 справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt) ;L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt) ;L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt)
)
L2

=

= 2−(m+γ/p)n−r+1/p


1

π
·
Γ

(
mp+ γ + 1

2

)
Γ

(
γ + 1

2

)
Γ
(mp

2
+ 1
)


−1/p

, (1.3.8)

где δk(·) – любой из вышеперечисленных k-поперечников.

Доказательство. Полагая в равенстве (1.3.3) β = π, h = π/n и вычис-

ляя полученный интеграл, имеем

δ2n

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt) ;L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt) ;L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h (ωm; sin

γ nt)
)
L2

=

= 2−mn−r

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt


−1/p

=

= 2−mn−r

2γ
π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp+γ (
cos

nt

2

)γ

dt


−1/p

=

= 2−mn−r

2γ+1

n

π/2∫
0

(sin t)mp+γ (cos t)γ dt


−1/p

=

= 2−(m+γ/p)n−r+1/p


1

π
·
Γ

(
mp+ γ + 1

2

)
Γ

(
γ + 1

2

)
Γ
(mp

2
+ 1
)


−1/p

.

При соответствующих значениях параметров p и γ частные результаты,

перечисленные в работах [35,158,169], вытекают из (1.3.8).
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В 1910 году А.Лебегом [83] было введено понятие модуля непрерывности

ω для функций f ∈ C, C
def
= C[0, 2π]. Там же для указанной характеристики

были получены оценки коэффициентов Фурье. В дальнейшем вопросы вычис-

ления точных верхних граней модулей коэффициентов Фурье на различ-

ных классах функций в разное время рассматривались А.В.Ефимовым

[61], А.Ф.Тиманом [129], Н.П.Корнейчуком [78], В.И.Бердышевым [20],

С.Милорадовичем [92, 93], С.А.Теляковским [127, 128], А.И.Степанцом [108],

С.Б.Вакарчуком [29, 30, 34, 35, 38, 41], М.Ш.Шабозовым [158–164] и многими

другими математиками.

Задача подобного рода для класса функций W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
пред-

ставляет определённый интерес. Например, доказанная теорема 1.3.1 обеспе-

чивает возможность вычисления указанных верхних граней на рассматрива-

емом классе функций. Условимся, всюду в дальнейшем, если N – некоторый

класс функций, заданных и определённых на отрезке [0, 2π], то положим

ℑn(N) = sup
{
|an(f)| : f ∈ N

}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ N

}
,

где an(f) и bn(f) суть косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f(x).

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.3.2. В условиях теоремы 1.3.1 справедливы равенства

ℑn

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

))
= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

.

Доказательство. В самом деле, в силу ортогональности частичной сум-

мы Sn−1(f ;x) и функции cosnx, коэффициент Фурье an(f) запишем в виде

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(x) cosnxdx =
1

π

2π∫
0

[f(x)− Sn−1(f ;x)] cosnxdx. (1.3.9)

Применяя к интегралу в правой части (1.3.9) неравенство Гёльдера, с учётом

(1.1.2) и определения класса W (r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
, из (1.3.4) получим оценку
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сверху

sup

{
|an(f)| : f ∈ W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)}
≤

≤ sup

{
En−1(f) : f ∈ W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)}
= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

))
=

≤ 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

. (1.3.10)

С целью получения оценки снизу рассмотрим функцию

f1(x) = 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

cosnx.

Легко заметить, что f1(x) ∈ W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)
, а потому

sup

{
|an(f)| : f ∈ W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)}
≥ |an(f1)| =

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

. (1.3.11)

Сравнивая неравенства (1.3.10) и (1.3.11), получаем

sup

{
|an(f)| : f ∈ W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t

)}
=

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

,

что и завершает доказательство теоремы 1.3.2.

Теорема 1.3.3. Если для любого заданного 0 < µ ≤ 1 и для всех λ > 0,

0 < β, u ≤ π, 0 ≤ γ ≤ rp − 1, 0 < p ≤ 2, функция Φ(u) удовлетворяет

условию

Φp(µu)

λπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

∗
sinγ

βv

λπ
dv ≤ Φp(λu)

µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

sinγ
βv

µπ
dv, (1.3.12)
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то и с любым m,n, r ∈ N справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

))
L2

=

= 2−mn−r

 µπ/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
nβ

µπ
tdt


−1/p

Φ
(µπ
n

)
,

где δk(·) – любой из вышеперечисленных k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·),
λk(·) и πk(·).

Доказательство. Оценку сверху для проекционного n-поперечника с

учётом определения класса W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β
ht, Φ

)
и характеристики (1.2.1)

получим из равенства (1.2.11) при h = µπ/n (0 < µ ≤ 1) :

π2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
≤ π2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
≤

≤ sup

{
En−1(f) : f ∈ W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

}
≤

≤ 2−mn−r

 µπ/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
nβ

µπ
tdt


−1/p

Φ
(µπ
n

)
. (1.3.13)

Следуя схеме доказательства теоремы 1.3.1, с целью получения оценки сни-

зу бернштейновского n-поперечника класса W (r)
p,h

(
ωm; sin

γ β
ht, Φ

)
, введём в

рассмотрение (2n+ 1)-мерную сферу полиномов

σ2n+1 =

Tn(x) : ∥Tn∥ = 2−mn−r

 µπ/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
nβ

µπ
tdt


−1/p

Φ
(µπ
n

)
и докажем, что σ2n+1 ⊂ W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β
ht, Φ

)
.

Неравенство (1.3.6) возведём в степень p (0 < p ≤ 2), умножим на

sinγ(βt/λu) и проинтегрируем по t в промежутке [0, λu], затем сделаем заме-

ну переменной nt = v в правой части и заменим норму полинома по формуле

радиуса сферы σ2n+1. В итоге после всех этих операций получаем
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λu∫
0

ωp
m(T

(r)
n , t) sinγ

βt

λu
dt ≤

Φp
(µπ
n

) λu∫
0

(
sin

nt

2

)mp

∗
sinγ

βt

λu
dt

µπ/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
nβ

µπ
tdt

=

=

Φp
(µπ
n

) λnu∫
0

(
sin

v

2

)mp

∗
sinγ

βv

λnu
dv

µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

sinγ
βv

µπ
dv

.

Введя обозначения u = π/n и используя условие (1.3.12) теоремы, приходим

к неравенству

λu∫
0

ωp
m(T

(r)
n , t) sinγ

βt

λu
dt ≤

Φp(µu)

λπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

∗
sinγ

βv

λπ
dv

µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

sinγ
βv

µπ
dv

≤ Φp(λu),

откуда следует включение σ2n+1 ⊂ W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β
ht, Φ

)
. Отсюда, в силу

определения бернштейновского n-поперечника, имеем оценку снизу

b2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
≥

≥ b2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
≥ b2n(σ2n+1, L2) =

= 2−mn−r

 µπ/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
nβ

µπ
tdt


−1/p

Φ
(µπ
n

)
. (1.3.14)

Сопоставляя неравенства (1.3.13) и (1.3.14), с учётом соотношения (1.1.21),

получим утверждение теоремы 1.3.3.

Замечание. Сделав замену переменной nt = u, утверждение теоремы

1.3.3 запишем в виде

δ2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

)
, L2

)
=
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= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ β

h
t, Φ

))
L2

=

= 2−mn−r+1/p

 µπ∫
0

(
sin

t

2

)mp

sinγ
β

µπ
tdt

−1/p

Φ
(µπ
n

)
.

Условия теоремы 1.3.3 выглядят неестественными и труднопроверяемы-

ми. Но это не так. Легко проверить, что условие (1.3.12) является необходи-

мым и достаточным условием, для того чтобы совокупность функций2−mn−r+1/p

 µπ∫
0

(
sin

t

2

)mp

sinγ
β

µπ
tdt

−1/p

Φ
(µπ
n

) ·
{

sinnx
cosnx

}

принадлежала классу W (r)
p,h

(
ωm; sin

γ β
ht, Φ

)
.

Ради простоты, при γ = 0 выясним значения α, при которых функция

Φ∗(u) = uα удовлетворяет этим условиям. С этой целью запишем неравенство

(1.3.12) в эквивалентной форме

λπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

∗
dv

µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

dv

≤
(
λ

µ

)αp

, λ > 0, 0 < µ ≤ 1. (1.3.15)

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.3.4. Для того чтобы неравенство (1.3.15) имело место с

любыми заданными λ > 0, 0 < µ ≤ 1, m, r ∈ N, 0 < p ≤ 2, необходимо и

достаточно, чтобы число α = α(µ;m, p) определялось по формуле

α = α(µ;m, p) = µπ
(
sin

µπ

2

)mp

p
µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

dv


−1

. (1.3.16)

Доказательство. Приравнивая производные по λ от левой и правой

частей неравенства (1.3.15) при λ = µ, получаем (1.3.16). Из равенства

(1.3.16) при любых 0 < µ ≤ 1, m, r ∈ N, 0 < p ≤ 2 определим границы
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значения числа α. Докажем неравенство (1.3.15) с ограничениями

1

p
≤ α(µ;m, p) ≤ µ−mp

(
m+

1

p

)
.

В самом деле, из равенства (1.3.16), оценивая α(µ;m, p), получаем:

1

p
≤ α(µ;m, p) =

µπ
(
sin

µπ

2

)mp

p

µπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

dv

≤ π

2p

π/2∫
0

(
2

π
µv

)mp

dv

= µ−mp

(
m+

1

p

)
.

Поскольку согласно этому неравенству α < µ−mp

(
m+

1

p

)
, 0 < µ ≤ 1,

то для достаточно малых λ > 0 неравенство (1.3.15) выполняется.

Из определения α = α(µ;m, p) следует другая эквивалентная форма

неравенства (1.3.15) :

(1/π)

λπ∫
0

(
sin

v

2

)mp

∗
dv

(
sin

µπ

2

)mp ≤ µ

αp

(
λ

µ

)αp

. (1.3.17)

Обе части неравенства (1.3.17) совпадают на концах интервала λ ∈ (0, µ)

вместе со своими производными по λ. Если допустить знак равенства в

(1.3.17) на данном интервале, то производные обеих частей неравенства

(1.3.17) (
sin

λπ

2

)mp

∗(
sin

µπ

2

)mp ,

(
λ

µ

)αp−1

будут совпадать на четырех различных точках отрезка [0, µ].

Таким образом, функция

r(λ) =

(
sin

λπ

2

)
∗(

sin
µπ

2

) −
(
λ

µ

)(αp−1)/mp
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имеет четыре нуля на [0, µ]. Это означает, что производная

r′(λ) =

π

2

(
cos

λπ

2

)
∗(

sin
µπ

2

) − αp− 1

µmp

(
λ

µ

)(αp−1−mp)/mp

имеет три различных нуля на интервале (0, µ), и мы пришли к противоречию.

Этим неравенство (1.3.15) доказано для λ ∈ (0, µ].

Если предположить, что неравенство (1.3.15) не имеет места для λ > µ,

то обязательно найдётся λ = µ∗ > µ, для которой в (1.3.15) будет реализовано

равенство. Это следует из того, что левая часть в (1.3.15) является линейной

функцией от λ при λ > 1, а правая часть – возрастающая выпуклая вниз

функция, поскольку по определению αp > 1. Таким образом, функция r(λ)

будет иметь четыре нуля на полуинтервале [0, µ∗), а её производная r′(λ) -

по крайне мере, три различных нуля при 0 < λ < µ∗, и мы опять пришли к

противоречию. Этим неравенство (1.3.15) доказано.

Следствие 1.3.2. Для любых натуральных m,n, r, 0 < p ≤ 2,

α = α(1;m, p) =

√
π

p
Γ
(mp

2
+ 1
){

Γ

(
mp+ 1

2

)}−1

,

Γ(b) – гамма-функция Эйлера, справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h (ωm; Φ∗) , L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h (ωm; Φ∗) , L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h (ωm; Φ∗)

)
L2

= 2−m(αp)1/p πα−1/p n−r−α+1/p,

где δk(·) – любой из вышеперечисленных k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·),
λk(·) и πk(·).

Наряду с определением класса (1.3.2) при β = nh, 0 < h ≤ 2π также

вводим в рассмотрение класс функций f ∈ L
(r)
2 , при m,n, r ∈ N, 0 < p ≤ 2 и

0 ≤ γ ≤ rp− 1 удовлетворяющих условию h∫
0

ωp
m(f

(r); t) sinγ ntdt

1/p

≤ Φ(h),
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которое обозначим через W (r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
. Положим

(nh− π)+ =
{
0, если nh ≤ π; nh− π, если nh > π

}
.

Теорема 1.3.5. Пусть m,n, r ∈ N, 0 < p ≤ 2 и 0 ≤ γ ≤ rp − 1.

Φ ∈ C[0, 2π] и для некоторой h∗ ∈ [0, π/n] достигается нижняя грань

inf
0≤h≤2π

Φ(h) min(h,π/n)∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt+
(nh− π)+

n


1/p

= Q. (1.3.18)

Тогда справедливы равенства

δ2n

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
= δ2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
= 2−mn−rQ,

где δk(·) – любой из k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·), λk(·), πk(·).
Доказательство. Из неравенства (1.3.4) для любого h ∈ [0, π/n], как и

при доказательстве теоремы 1.3.3, получаем

π2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
≤

≤ 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt

−1/p

Φ(h),

откуда сразу следует неравенство

π2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
≤ 2−mn−rQ. (1.3.19)

С целью получения оценки снизу для бернштейновского n-поперечника

положим

S2n+1 =
{
Tn(x) : Tn ∈ T2n−1, ∥Tn∥ = 2−mn−rQ

}
и покажем, что S2n+1 ⊂ W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
.
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Для h ∈ [0, 2π] из неравенства (1.3.6) сразу вытекает, что

ωm(T
(r)
n , h) ≤


2mnr

(
sin

nh

2

)m

∥Tn∥, nh ≤ π

2mnr∥Tn∥, nh > π.

(1.3.20)

Используя неравенство (1.3.20), имеем h∫
0

ωp
m(T

(r)
n ; t) | sinnt|γdt

1/p

=

=

 π/n∫
0

ωp
m(T

(r)
n ; t) sinγ ntdt+

h∫
π/n

ωp
m(T

(r)
n ; t)| sinnt|γdt


1/p

≤

≤ 2mnr∥Tn∥

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt+

h∫
π/n

| sinnt|γdt


1/p

≤

≤

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt+
(
h− π

n

)
1/p

Q ≤ Φ(h).

Последнее неравенство означает, что S2n+1 ⊂ W
(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)

и

b2n−1

(
W

(r)
p,h

(
ωm; sin

γ nt, Φ
)
; L2

)
≥ b2n−1(S2n+1, L2) = 2−mn−rQ. (1.3.21)

Утверждение теоремы 1.3.5 следует из неравенств (1.3.19) и (1.3.21).

Возникает естественный вопрос: при каких значениях α функция Φ(h) = hα

удовлетворяет условиям теоремы 1.3.5? Очевидно, что для этого достаточно,

чтобы для всех h ∈ [π/n, 2π] выполнялось неравенство

d

dh

hα
 π/n∫

0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt+
(
h− π

n

)
−1/p

 ≥ 0. (1.3.22)

Дифференцируя неравенство (1.3.22), имеем

αp


π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt+
(
h− π

n

)− h ≥ 0. (1.3.23)
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Неравенство (1.3.23) запишем в следующем виде

αp


π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt− π

n

 ≥ h(1− αp). (1.3.24)

Но так как
π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt− π

n
≤ 0,

то необходимо, чтобы было 1−αp ≤ 0, то есть α ≥ 1/p. Очевидно, что для

всех h ∈ [π/n, 2π] имеем:

max
{
h(1− αp) : h ∈ [π/n, 2π]

}
=
π

n
(1− αp).

Поэтому из (1.3.24) получим

α ≥ 1

p

nπ
π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt


−1

=

=
1

p


π

2γ
·

Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ γ + 1

2

)
Γ

(
γ + 1

2

)
 , (1.3.25)

где Γ(u) – гамма-функция Эйлера.

Таким образом, доказано, что для того чтобы для функции Φ(h) = hα,

α ≥ 0 при всех h ∈ [π/n, 2π] выполнялось условие (1.3.18), необходимо и

достаточно, чтобы число α удовлетворяло неравенству (1.3.25), которое от n

не зависит. В заключение отметим, что утверждение теоремы 1.3.5 в случае

γ = 0 ранее было доказано A.Pinkus [104].
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§1.4. Дальнейшие результаты о значении
n-поперечников

В данном параграфе рассматривается задача оптимизации неравенства

Джексона – Стечкина с целью отыскания минимальной константы относи-

тельно всего множества приближающихся подпространств фиксированной

размерности N. Отметим, что в случае первого модуля непрерывности в

пространстве C(0, 2π] с равномерной нормой Н.П.Корнейчук [77] вычислил

значение минимальной константы Джексона и показал, что задача о мини-

мальной константе сводится к задаче вычисления n-поперечника по Колмо-

горову соответствующего класса функций. В случае пространства L2 анало-

гичная задача рассмотрена Н.А.Барабошкиной [16], где найденные ею ниж-

ние оценки для минимальных констант Джексона совпадают с известными

оценками сверху, установленными Н.И.Черных [146, 147], В.А.Юдиным [172]

и С.Н.Васильевым [47].

Обозначим черезWm(f
(r); φ)p,h, m ∈ N, r ∈ N∪{0}, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π

обозначим среднее в p-ой степени значение модуля непрерывности порядка

m от функции f (r) с весом φ(t) :

Wm(f
(r);φ)p,h =

 h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

, (1.4.1)

а через L(r)
2 (m, p, h;φ) – множество функций f ∈ L

(r)
2 , для которых выполня-

ется условие Wm(f
(r);φ)p,h ≤ 1. Очевидно, что в силу свойства монотонности

модуля непрерывности m-го порядка ωm(f
(r); t) для произвольной суммиру-

емой весовой функции φ(t) ≥ 0 (0 < t ≤ h) из (1.4.1) вытекает неравенство

C(m, r, p, h)ωm(f
(r);h) ≤ Wm(f

(r);φ)p,h ≤ ωm(f
(r);h),

где C(m, r, p, h) – положительная константа, которая зависит от значений

указанных в скобке параметров. В этих обозначениях отыскание наименьшей

константы в неравенстве Джексона – Стечкина равносильно задаче вычисле-
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ния точной верхней грани

Km,p,h

(
L
(r)
2 , L2,ℑN

)
= sup

{
E(f,ℑN)2

Wm(f (r);φ)p,h
: f ∈ L

(r)
2

}
.

Здесь мы будем искать минимальную константу относительно всего мно-

жества приближающих подпространств ℑN ⊂ L2 фиксированной размерно-

сти N. Этим мы покажем, что полученный результат не может быть улучшен

за счёт перехода к другим подпространствам той же размерности

KN,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= inf

{
Km,p,h

(
L
(r)
2 , L2,ℑN

)
: ℑN ⊂ L2

}
=

= inf

{
sup

{
E (f,ℑN)2

Wm

(
f (r);φ

)
p,h

: f ∈ L
(r)
2

}
: ℑN ⊂ L2

}
.

Положим также

En−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ)

)
2
= sup

{
∥f − Sn−1(f)∥2 : f ∈ L

(r)
2 (m, p, h;φ)

}
.

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.4.1. Пусть h, p > 0, r ∈ Z+, m, n ∈ N. Тогда имеют место

равенства

KN,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= dN

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
.

Доказательство. Следуя схеме рассуждений из монографии Н.П.Кор-

нейчука [81, с.385], полагаем, что f ∈ L
(r)
2 , φ(t) ≥ 0 – суммируемая на

[0, h] функция, Wm(f
(r), φ)p,h = α > 0. Положив f1(x) = α−1f(x), получим

Wm(f
(r)
1 , φ)p,h = 1, то есть f1 ∈ L

(r)
2 (m, p, h;φ). Учитывая положительную од-

нородность функционалов E(f,ℑN)2 и Wm(f
(r), φ)p,h, при любом 0 < p ≤ 2

и фиксированном h > 0 имеем

sup
f∈L(r)

2

E (f,ℑN)2
Wm

(
f (r);φ

)
p,h

≤ sup
f∈L(r)

2 (m,p,h;φ)

E (f,ℑN)2 . (1.4.2)

Переходя в неравенстве (1.4.2) к нижним граням по всем подпростран-

ствам ℑN ⊂ L2 размерности N, получаем

KN,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
≤ dN

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
. (1.4.3)
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С другой стороны, для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 (m, p, h;φ) в силу

определения класса L(r)
2 (m, p, h;φ) справедливо неравенство

E (f,ℑN)2 ≤
E (f,ℑN)2

Wm

(
f (r);φ

)
p,h

и, так как это верно для каждого подпространства ℑN ⊂ L2, то

dN

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≤ KN,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
. (1.4.4)

Утверждение теоремы 1.4.1 вытекает из сопоставлений неравенств (1.4.3) и

(1.4.4).

Теорема 1.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.2.2. Тогда при

всех m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливы равенства

K2n,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= K2n−1,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= En−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ)

)
2
=

= δ2n

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ), L2

)
= δ2n−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

= 2−mn−r


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

,

где δk(·) – любой из вышеперечисленных k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·),
λk(·) и πk(·). Все k-поперечники реализуются частичными суммами ряда

Фурье Sk−1(f ; t).

Доказательство. В самом деле, из (1.2.19) вытекает, что

En−1(f) ≤ 2−mn−r

 h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

1/p

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

1/p
=

= 2−mn−r



h∫
0

ωp
m(f

(r); t)φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p
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верно при выполнении неравенства (1.2.12). Отсюда для проекционного по-

перечника класса L(r)
2 (m, p, h;φ) получаем оценку сверху

π2n

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≤ π2n−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≤

≤ En−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ)

)
2
≤

≤ 2−m/2n−r


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(1− cosnt)mp/2 φ(t)dt


−1/p

=

= 2−mn−r


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

. (1.4.5)

С целью получения оценки снизу для бернштейновского n-поперечника

класса L(r)
2 (m, p, h;φ) введём в рассмотрение шар

B2n+1 =


Tn ∈ ℑ2n+1 : ∥Tn∥ ≤

2−mn−r

 h∫
0

φ(t)dt

1/p

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

1/p


в (2n + 1)-мерном подпространстве ℑ2n+1 тригонометрических полиномов и

покажем, что B2n+1 ⊂ L
(r)
2 (m, p, h;φ). В работе [126] доказано, что для про-

извольного полинома Tn ∈ ℑ2n+1 при 0 < h ≤ π/n имеет место неравенство

ωm

(
T (r)
n , t

)
≤ 2mnr

(
sin

nt

2

)m

∥Tn∥. (1.4.6)

Обе части неравенства (1.4.6) возведём в степень p (0 < p ≤ 2) и проин-

тегрируем полученное соотношение по t в пределах от 0 до h, откуда непо-

средственно получаем
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

h∫
0

ωp
m

(
T (r)
n ; t

)
φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

≤ 2mnr



h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

· ∥Tn∥ ≤ 1,

а потому B2n+1 ⊂ L
(r)
2 (m, p, h;φ). В силу определения бернштейновского n-

поперечника имеем оценки снизу

b2n−1

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≥ b2n

(
L
(r)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≥ b2n (B2n+1, L2) =

= 2−mn−r


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

. (1.4.7)

Сопоставляя неравенства (1.4.5) и (1.4.7), с учётом соотношения (1.1.21)

завершаем доказательство теоремы 1.4.2. Из доказанной теоремы вытекает

Следствие 1.4.1. Пусть φ∗(t) = sinγ((βt)/h); 0 ≤ γ ≤ rp − 1, r ≥ 1,

0 < p ≤ 2. Тогда имеют место равенства

K2n,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
= K2n−1,m,p,h,φ

(
L
(r)
2 , L2

)
=

= δ2n

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ∗), L2

)
= δ2n−1

(
L
(r)
2 (p, h,m;φ∗), L2

)
=

= 2−mn−r

 h∫
0

sinγ
β

h
tdt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

,

где δk(·) – любой из перечисленных выше k-поперечников.

Отметим, что результат следствия 1.4.1 ранее был доказан в работе [62].
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§1.5. Структурные и конструктивные характеристики
функций из L2 и значение поперечников

некоторых функциональных классов

В этом параграфе некоторые результаты, полученные в предыдующих

параграфах, обобщаются на случай дробного производного по Вейлю. Сле-

дует отметить, что ряд экстремальных задач теории аппроксимации, свя-

занный с понятием дробной производной в смысле Вейля в пространствах

Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, ранее рассматривался в работе А.И.Козко [74] и для

классов функций с усреднённым значением модуля непрерывности m-го по-

рядка, принадлежащих пространству L2, в работах М.Г.Есмаганбетова [62],

М.Ш.Шабозова и С.Д.Темурбековой [165].

В последнее время часто используются различные модификации клас-

сического модуля непрерывности m-го (m ∈ N) порядка (1.1.3). Результа-

ты, полученные в данном параграфе, связаны с понятием модуля непре-

рывности дробного порядка. Это понятие было введено почти одновремен-

но в 1977 году в работах P.L.Butzer, H.Dyckhoff, E.Goerlich, R.L.Stens [24] и

R.Tabersky [119]. Следуя обозначениям [24,119], определим разность дробно-

го порядка β (β ∈ R+) функции f(x) в точке x (x ∈ R) с шагом h (h ∈ R)

равенством

∆β
hf(x) =

∞∑
ν=0

(−1)ν
(
β

ν

)
f(x+ (β − ν)h), (1.5.1)

где (
β

ν

)
=
β(β − 1) · · · (β − ν + 1)

ν!
для ν > 1,(

β

ν

)
= β для ν = 1 и

(
β

ν

)
= 1 для ν = 0.

Приведём следующие свойства разности (1.5.1), доказанные в [24,119,134]:

1) ∥∆β
hf(·)∥Lp

≤ C(β)∥f∥Lp
, где C(β) – константа, зависящая от β > 0,

причём C(β) =
∞∑
k=0

∣∣∣∣(βk
)∣∣∣∣ ≤ 2{β}, где {β} = inf{k : k ≥ β}, k ∈ N;
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2) ∆γ
h(∆

β
hf) = ∆γ+β

h f ; 3) ∥∆γ+β
h f∥Lp

≤ 2{β}∥∆γ
hf∥Lp

; 4) lim
h→0+

∥∆β
hf∥Lp

= 0.

Модуль непрерывности произвольного дробного порядка β ∈ R+ функ-

ции f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ определим равенством [24,119,134]

ωβ(f ; t) = sup
{
∥∆β

hf(·)∥p : |h| ≤ t
}
=

= sup


∥∥∥∥∥

∞∑
ν=0

(−1)ν
(
β

ν

)
f(·+ (β − ν)h)

∥∥∥∥∥
p

: |h| ≤ t

 . (1.5.2)

Основные свойства модуля непрерывности (1.5.2) изучены в рабо-

тах [24,119,134]. В частности, модуль непрерывности (1.5.2) функции f ∈ Lp,

1 ≤ p ≤ ∞ обладает следующими свойствами:

1) lim
t→0

ωβ(f ; t) = 0; 2) ωβ(f ; t) ≤ 2{β−δ}ωδ(f ; t), 0 < δ ≤ β;

3) ωβ(f + φ; t) ≤ ωβ(f ; t) + ωβ(φ; t).

Ряд прямых и обратных теорем теории приближения функций f ∈ Lp,

1 ≤ p ≤ ∞, связанных с модулем непрерывности дробного порядка (1.5.2),

установлен С.Тихоновым [134].

В этом параграфе приводим обобщение и развитие некоторых результа-

тов работ [160, 165] на случай модуля непрерывности произвольного поряд-

ка β > 0 для классов дифференцируемых в смысле Вейля функций в про-

странстве L2. Найдены некоторые точные неравенства между наилучшими

приближениями периодических дифференцируемых в смысле Вейля функ-

ций тригонометрическими многочленами и усреднёнными с весом модулями

непрерывности произвольного дробного порядка, вычислены точные значе-

ния различных n-поперечников некоторых классов функций, принадлежа-

щих пространству L2.

Рассмотрим для функции f ∈ L2 с рядом Фурье (1.1.1) производную

порядка α ≥ 0 в смысле Вейля [49], определённую равенством
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f (α)(x) =
∞∑
k=1

kα
{
ak(f) cos

(
kx+

απ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

απ

2

)}
.

Через L(α)
2 (α ≥ 0, L

(0)
2 ≡ L2) обозначим множество функций f, у ко-

торых существует производная в смысле Вейля f (α) ∈ L2 (f (0) ≡ f). Если

Sn−1(f
(α);x) (α ≥ 0) – частичная сумма порядка n−1 ряда Фурье функ-

ции f (α), то легко доказать, что наилучшее приближение функции f (α) ∈ L2

тригонометрическими полиномами Tn−1 степени не выше n−1 имеет вид

En−1(f
(α)) ≡ E

(
f (α);ℑ2n−1

)
= inf

{
∥f (α) − Tn−1∥ : Tn−1 ∈ ℑ2n−1

}
=

= ∥f (α) − Sn−1(f
(α))∥ =

( ∞∑
k=n

k2αρ2k

)1/2

, (1.5.3)

где, по-прежнему, ρ2k := ρ2k(f) = a2k(f) + b2k(f), k ≥ n. Следуя работам [160,

165], введём в рассмотрение следующую аппроксимационную характеристику

χβ,α,n,p(φ;h) = sup
f∈L(α)

2

En−1(f) h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
, (1.5.4)

где n ∈ N, β > 0, α ≥ 0, 0 < p ≤ 2, φ(t) – весовая функция на отрезке [0, h],

причём в (1.5.4), ради удобства, условно полагаем 0/0
def
= 0.

Сформулируем основной результат этого пункта.

Теорема 1.5.1. Пусть β > 0, α ≥ 0, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, n ∈ N,

φ(t) – неотрицательная измеримая суммируемая на отрезке [0, h] функция,

не эквивалентная нулю. Тогда справедливо неравенство{
Aα,β

n,p (φ, h)
}−1

≤ χβ,α,n,p(φ;h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Aα,β
k,p (φ, h)

}−1

, (1.5.5)

где

Aα,β
k,p (φ, h) = 2β/2

kαp h∫
0

(1− cos kt)βp/2φ(t)dt

1/p

, k ≥ n, k ∈ N.

101



Доказательство. Непосредственным вычислением легко доказать, что

для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 имеет место соотношение

ω2
β(f

(α); t) = 2β sup

{ ∞∑
k=1

k2αρ2k (1− cos ku)β : |u| ≤ t

}
≥

≥ 2β
∞∑
k=n

k2αρ2k (1− cos kt)β . (1.5.6)

Воспользуясь далее схемой рассуждения теоремы 1.2.1, из неравенства

(1.2.5), учитывая (1.5.6), получаем

 h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p

≥

≥


h∫

0

[
2β

∞∑
k=n

k2αρ2k

(
1− cos kt

)β]p/2
φ(t)dt


1/p

≥

≥


∞∑
k=n

ρ2k 2
β/2

kαp h∫
0

(1− cos kt)βp/2 φ(t)dt

2/p


1/2

=

=

( ∞∑
k=n

ρ2k

{
Aα,β

k,p (φ, h)
}2
)1/2

≥ En−1(f) inf
n≤k<∞

Aα,β
k,p (φ, h), (1.5.7)

откуда и следует оценка сверху в неравенстве (1.5.5). Оценку снизу, справед-

ливую при всех 0 < h ≤ π/n, получаем для функции f0(x) = cosnx ∈ L
(α)
2 ,

для которой En−1(f0) = 1, ωβ(f
(α)
0 ; t) = 2β/2(1 − cosnt)β/2nα, а потому, со-

гласно определению величины (1.5.4), имеем

χβ,α,n,p(φ;h) ≥
En−1(f0) h∫

0

ωp
β(f

(α)
0 ; t)φ(t)dt

1/p
=
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=
1

2β/2

nαp h∫
0

(1− cosnt)βp/2φ(t)dt

1/p
=
{
Aα,β

n,p (φ, h)
}−1

. (1.5.8)

Требуемое двойное неравенство (1.5.5) вытекает из сопоставления оценки

сверху (1.5.7) и снизу (1.5.8), чем и завершаем доказательство теоремы 1.5.1.

Возвращаясь снова к выражению Aα,β
k,p (φ, h), введённому в формулировке

теоремы 1.5.1, выясним, какими дифференциальными свойствами должна

обладать весовая функция φ, чтобы выполнялось равенство

inf
n≤k<∞

Aα,β
k,p (φ, h) = Aα,β

n,p (φ, h). (1.5.9)

Справедливо следующее утверждение

Теорема 1.5.2. Пусть β > 0, α ≥ 0, φ(t) ≥ 0 – заданная на отрезке

[0, h] непрерывно дифференцируемая функция. Если при некоторых α ∈ R+,

0 < p ≤ 2 и любых t ∈ [0, h] выполнено дифференциальное неравенство

(αp− 1)φ(t)− tφ′(t) ≥ 0, (1.5.10)

то при всех n ∈ N и 0 < h < π/n справедливы равенства

sup
f∈L(α)

2

2βnαEn−1(f) h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

−1/p

. (1.5.11)

Доказательство. Так как

Aα,β
k,p (φ, h) = 2β/2

kαp h∫
0

(1− cos kt)βp/2φ(t)dt

1/p

,

то достаточно доказать, что при сделанных предположениях относительно
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функции φ(t) и указанных параметрах функция

ψ(y) = yαp
h∫

0

(1− cos yt)βp/2φ(t)dt (1.5.12)

в области Qn = {x : x ≥ n} является строго возрастающей, а потому

min {ψ(k) : k ≥ n} = ψ(n) = nαp
h∫

0

(1− cosnt)βp/2φ(t)dt. (1.5.13)

Поступая точно так же, как мы доказали неравенство (1.2.18), получаем

ψ′(y) = αpyαp−1

h∫
0

(1− cos yt)βp/2φ(t)dt+ yαp−1

h∫
0

d

dt
(1− cos yt)βp/2tφ(t)dt =

= yαp−1

{
(1−cos yh)βp/2hφ(h)+

h∫
0

(1−cos yt)βp/2 [(αp− 1)φ(t)− tφ′(t)] dt

}
≥ 0,

откуда и вытекают равенство (1.5.13) и (1.5.9).

Тем самым, из неравенства (1.5.7) с учётом выполнения неравенства

(1.5.10) и равенства (1.5.13) получаем

 h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p

≥

≥ 2β/2nα

 h∫
0

(1− cosnt)βp/2φ(t)dt

1/p

En−1(f) =

= 2βnα

 h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

1/p

En−1(f). (1.5.14)

Из (1.5.14) для произвольной f ∈ L
(α)
2 вытекает неравенство
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2βnαEn−1(f) h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
≤

 h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

−1/p

. (1.5.15)

Оценку снизу величины, стоящей в левой части (1.5.11), справедливую при

всех 0 < h ≤ π/n, получаем для функции f0(x) = sinnx ∈ L
(α)
2 , для которой

En−1(f0) = 1, ωβ(f
(α)
0 ; t) = 2βnα

(
sin

nt

2

)β

, 0 < nt ≤ π. (1.5.16)

Учитывая равенства (1.5.16) и определение величины (1.5.4), имеем:

sup
f∈L(α)

2

2βnαEn−1(f) h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
≥ 2βnαEn−1(f0) h∫

0

ωp
β(f

(α)
0 ; t)φ(t)dt

1/p
=

=
2βnα · 1

2βnα

 h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

−1/p

. (1.5.17)

Требуемое равенство (1.5.11) получаем из сопоставления неравенств (1.5.15)

и (1.5.17), чем и завершаем доказательство теоремы 1.5.2.

Пусть φ(t) – весовая функция на отрезке [0, h]. Через Wβ(f
(α);φ, h)p,

β > 0, α > 0, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π обозначим среднее в p-ой степени

значение модуля непрерывности порядка β от функции f (α) с весом φ(t) :

Wβ(f
(α);φ, h)p =

 h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

, (1.5.18)

а через L(α)
2 (β, p, h, φ) обозначим множество функций f ∈ L

(α)
2 , для кото-

рых Wβ(f
(α);φ, h)p ≤ 1. Очевидно, что в силу свойства монотонности модуля
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непрерывности ωβ(f
(α); t) для произвольной суммируемой весовой функции

φ(t) ≥ 0, 0 < t ≤ h из (1.5.18) вытекает неравенство

Wβ(f
(α);φ, h)p ≤ ωβ(f

(α);h).

Полученное неравенство указывает на то, что в задачах теории аппрокси-

мации функций f ∈ L
(α)
2 усреднённое значение модуля непрерывности (1.5.18)

предпочтительнее, чем функционал Джексона – Стечкина ωβ(f
(α);h).

Пусть

χβ,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2,ℑN

)
= sup

{
E(f,ℑN)

ωβ(f (α);h)
: f ∈ L

(α)
2

}
– наименьшая константа в неравенстве Джексона – Стечкина с модулем неп-

рерывности ωβ(f
(α);h), а

χβ,α,p,h,φ

(
L
(α)
2 , L2,ℑN

)
= sup

{
E(f,ℑN)

Wβ(f (α);φ, h)p
: f ∈ L

(α)
2

}
(1.5.19)

– наименьшая константа в неравенстве Джексона – Стечкина с усреднённым

модулем непрерывности. Очевидно, что

χβ,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2,ℑN

)
= inf

φ
χβ,α,p,h,φ

(
L
(α)
2 , L2,ℑN

)
.

Величина χβ,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2,ℑN

)
очень сложная, а величина (1.5.19) более про-

стая и её удаётся вычислить для широкого класса функций φ, удовлетворя-

ющих условию (1.5.10).

Следуя Н.П.Корнейчуку [81, с.385], для этого класса фунций φ приведём

решение задачи о минимизации величины (1.5.19) по всем подпространствам

размерности N, то есть вычислим значения инфимума величины (1.5.19) от-

носительно всего множества приближающих подпространств ℑN ⊂ L2 раз-

мерности N :

χN,β,α,p,h,φ

(
L
(α)
2 , L2

)
= inf

{
χβ,α,p,h,φ

(
L
(α)
2 , L2,ℑN

)
: ℑN ⊂ L2

}
=

= inf

{
sup

{
E(f,ℑN)

Wβ(f (α);φ, h)p
: f ∈ L

(α)
2

}
: ℑN ⊂ L2

}
.
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Положим также

En−1

(
L
(α)
2 (β, p, h, φ)

)
= sup

{
∥f − Sn−1(f)∥ : f ∈ L

(α)
2 (β, p, h, φ)

}
.

Теорема 1.5.3. Пусть α ≥ 0, 0 < p ≤ 2, β ∈ R+, N ∈ N, 0 < h ≤ π.

Тогда имеет место равенство

χN,β,α,p,h,φ

(
L
(α)
2 ;L2

)
= dN

(
L
(α)
2 (β, p, h, φ);L2

)
.

Доказательство теоремы 1.5.1 повторяет схему доказательства теоремы

1.4.1, а потому мы его опускаем.

Обозначим через W (α)
p,h,φH

ω
β – класс функций f ∈ L

(α)
2 таких, что для

0 ≤ t ≤ h, 0 < h ≤ π/n выполняется условие

Wβ(f
(α);φ, h)p =

 h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

≤ ω(h),

где ω(t) – заданный модуль непрерывности, то есть неотрицательная неубы-

вающая полуаддитивная на [0, h] (0 ≤ h ≤ π) функция такая, что ω(0) = 0.

В принятых обозначениях справедлива следующая

Теорема 1.5.4. Пусть α, β > 0, 0 < h ≤ π/n и выполнено неравенство

(1.5.10). Тогда справедливы равенства

δ2n−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
= δ2n

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
=

= En−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β

)
=

1

2βnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt



1/p

ω(h),

где δk(·) – любой из k-поперечников Бернштейна bk(·), Гельфанда dk(·), Кол-

могорова dk(·), линейного λk(·), проекционного πk(·). Все n-поперечники реа-

лизуются частичными суммами Фурье Sn−1(f ; t) порядка n−1 ряда Фурье

функции f ∈ L
(α)
2 .
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Доказательство. Для получения оценки сверху воспользуемся нера-

венством (1.5.15) и для произвольной f ∈ L
(α)
2 запишем

En−1(f)2 ≤
1

2βnα



h∫
0

ωp
β(f

(α); t)φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt



1/p

.

Отсюда, учитывая определение класса W (α)
p,h,φH

ω
β для произвольной функции

f ∈ W
(α)
p,h,φH

ω
β , приходим к неравенству

En−1(f)2 ≤
Wβ(f

(α);φ, h)p
2βnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt



1/p

≤

≤ 1

2βnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt



1/p

ω(h). (1.5.20)

Переходя к верхним граням по всем функциям f ∈ W
(α)
p,h,φH

ω
β в неравенстве

(1.5.20), имеем

En−1(W
(α)
p,h,φH

ω
β )2 ≤

1

2βnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt



1/p

ω(h),

откуда сразу получаем оценку сверху для проекционного n-поперечника
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π2n

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
≤ π2n−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
≤ En−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β

)
2
≤

≤ 2−βn−α


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt


−1/p

ω(h). (1.5.21)

С целью получения оценки снизу бернштейновского n-поперечника клас-

са W (α)
p,h,φH

ω
β введём в рассмотрение шар

S2n+1 =

{
Tn ∈ ℑ2n+1 :

∥Tn∥ ≤ 2−βn−α

 h∫
0

φ(t)dt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

−1/p

ω(h)

}

в (2n+ 1)-мерном подпространстве ℑ2n+1 тригонометрических полиномов.

Покажем, что S2n+1 ∈ W
(α)
p,h,φH

ω
β . Воспользовавшись рассуждениями ра-

боты [126], легко доказать, что для любого полинома Tn ∈ S2n+1∩ℑ2n+1 имеет

место неравенство

ωβ(T
(α)
n , t) ≤ 2βnα

(
sin

nt

2

)β

∥Tn∥, 0 < nt ≤ π. (1.5.22)

Используя определение класса W (α)
p,h,φH

ω
β и неравенство (1.5.22), получаем

Wβ(T
(α)
n ;φ, h)p =



h∫
0

ωp
β

(
T (α)
n ; t

)
φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

≤
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≤ 2βnα



h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

· ∥Tn∥ ≤ ω(h),

а потому S2n+1 ∈ W
(α)
p,h,φH

ω
β . Теперь, воспользуясь определением бернштейнов-

ского n-поперечника, запишем оценку снизу

b2n−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
≥ b2n

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
≥ b2n (S2n+1;L2) =

= 2−βn−α


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
sin

nt

2

)βp

φ(t)dt


−1/p

ω(h). (1.5.23)

Сопоставляя оценку сверху (1.5.21) и оценку снизу (1.5.23), с учётом соотно-

шения (1.1.21) завершаем доказательство теоремы 1.5.4.

Следствие 1.5.1. При всех β ≥ 1, α ≥ 0, 0 < h ≤ π/n, p = 2/β,

φ∗(t) = cos(πt/2h) справедливы равенства

δ2n−1

(
W

(α)
2/β,h,φ∗

Hω
β ;L2

)
= δ2n

(
W

(α)
2/β,h,φ∗

Hω
β ;L2

)
=

= En−1

(
W

(α)
2/β,h,φ∗

Hω
β

)
=

1

2βnα



h∫
0

cos
πt

2h
dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)2

cos
πt

2h
dt



β/2

ω(h) =
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=
2β

nα


(
π sin

nh

2

)2

− 2(nh)2

π2 − 4(nh)2


β/2

ω(h).

В частности, при nh = π,

δ2n−1

(
W

(α)
2/β,π/n,φ∗

Hω
β ;L2

)
= δ2n

(
W

(α)
2/β,π/n,φ∗

Hω
β ;L2

)
=

= En−1

(
W

(α)
2/β,π/n,φ∗

Hω
β

)
=

2β

nα

(
1

3

)β/2

ω
(π
n

)
.

Имеет место также следующая теорема, обобщающая теорему 1.5.3.

Теорема 1.5.5. Пусть β, α > 0, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n и выполняется

неравенство (1.5.10). Тогда справедливы равенства

χ2n,β,α,p,h,φ(L
(α)
2 ;L2) = χ2n−1,β,α,p,h,φ(L

(α)
2 ;L2) =

= δ2n−1

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
= δ2n

(
W

(α)
p,h,φH

ω
β ;L2

)
,

где δn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников.
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ГЛАВА II

ТОЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ СРЕДНИХ ν-ПОПЕРЕЧНИКОВ

НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

Начало исследований, связанных с аппроксимацией функций на прямой

R = (−∞,+∞), было положено в работах С.Н.Бернштейна, использовавшего

для этого в качестве аппарата приближения пространства целых функций ко-

нечной степени. В дальнейшем этой проблематике было посвящено много ра-

бот, из которых укажем фундаментальные работы Н.Винера, Н.И.Ахиезера,

М.Г.Крейна, С.М.Никольского, А.Ф.Тимана, Р.Боаса, И.И.Ибрагимова и др.

(см., напр., монографии [8, 23, 67, 100, 129] и приведённую в них литерату-

ру). В восьмидесятых годах прошлого столетия появились работы [66,94,103]

по приближению функций суммируемыми с квадратом на всей оси целыми

функциями, в которых найдены точные константы и сравнительно недав-

но опубликованные работы, в которых вычислены точные значения сред-

них ν-поперечников для различных классов целых функций (см., напри-

мер, [32, 89, 90, 151, 156] и приведённую там литературу). Отметим, что тео-

рия поперечников в их традиционном определении освещена в монографиях

В.М.Тихомирова [132, гл. IV, с.217-264], Н.П.Корнейчука [81, гл. VIII, с.340-

390], а также в специально посвященной этой теории монографии А.Пинкуса

[104], где подробно изложены почти все результаты о поперечниках, получен-

ные до конца восьмидесятых годов прошлого века.

Определение средних ν-поперечников (по Колмогорову, Бернштейну,

Гельфанду и линейных) дано Г.Г.Магарил-Ильяевым [89, 90] и им же вы-

числены точные значения этих величин для соболевских классов функций

на R, а также указаны соответствующие экстремальные подпространства и

операторы.
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§2.1. Наилучшее приближение целыми функциями
экспоненциального типа

В этом параграфе приведём необходимые определения, обозначения об-

щего характера, постановки задач и известные результаты, имеющие непо-

средственное отношение к исследуемой теме.

Всюду далее под Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ будем понимать пространство изме-

римых на всей оси R = (−∞,+∞) функций f : R → R с конечной нормой

∥f∥p := ∥f∥Lp(R) =

∫
R

|f(x)|pdx

1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

∥f∥∞ := ∥f∥L∞(R) = ess sup
{
|f(x)| : x ∈ R

}
.

Через L
(r)
p (R) (1 ≤ p ≤ ∞; r ∈ N) обозначим множество функций

f ∈ Lp(R), у которых (r−1)–я производная f (r−1) локально абсолютно непре-

рывна и f (r) ∈ Lp(R). Символом Bσ,p (0 < σ < ∞; 1 ≤ p ≤ ∞) обозначим

сужение на R множества всех целых функций экспоненциального типа σ,

принадлежащих пространству Lp(R). Величину

Aσ(f)p := inf
{
∥f − gσ∥p : gσ ∈ Bσ,p

}
, 1 ≤ p ≤ ∞

называют наилучшим приближением функции f ∈ Lp(R) элементами мно-

жества Bσ,p. Модулем непрерывности m-го порядка функции f ∈ Lp(R) на-

зывают величину

ωm(f, t)p
def
= sup

{
∥∆m

h f(·)∥Lp(R) : |h| ≤ t
}

(0 ≤ t < +∞),

где

∆m
h f(x) =

m∑
k=0

(−1)m−kCk
mf(x+ kh)

— m-я разность функции f в точке x с шагом h.

Будем рассматривать одну экстремальную задачу для установления

неулучшаемых неравенств Джексона – Стечкина, связывающих наилучшие
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приближения функции f ∈ L2(R) посредством целых функций gσ ∈ Bσ,2 с

модулями непрерывности высших порядков указанных функций или их про-

изводных.

Известно [67, с.64-70], что любая функция вида

f(z) =
1√
2π

σ∫
−σ

eizuφ(u)du, φ(u) ∈ L2(−σ; σ)

принадлежит пространству Bσ,2, причём ∥f∥L2(R) = ∥φ∥L2(−σ;σ), а также из-

вестно [66,103], что если

F (f ;x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(t)eixtdt

– преобразование Фурье функции f ∈ L2(R), то целая функция

Fσ(f ; x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

eixtχσ(t)F (f ; t)dt =
1√
2π

σ∫
−σ

eixtF (f ; t)dt,

где F (f ; t) – преобразование Фурье функции f, а χσ(t) – характеристическая

функция интервала (−σ, σ), принадлежит классу Bσ,2 и наименее отклоняет-

ся от f в смысле метрики L2(R). При этом

Aσ(f)2 = ∥f − Fσ(f)∥L2(R) =

 ∫
|t|≥σ

|F (f ; t)|2dt


1/2

. (2.1.1)

Из (2.1.1) и соответствующего обратного преобразования Фурье

f(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

F (f ; t)e−ixtdt

следует, что для любого f ∈ L
(r)
2 (R)

Aσ(f
(r))2 =

 ∫
|t|≥σ

|F (f ; t)|2t2rdt


1/2

≥ σrAσ(f)2.
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В [103] доказано, что если f ∈ L2(R), то имеет место равенство

ω2
m(f ; t)2 = 2m sup

|h|≤t

+∞∫
−∞

|F (f ; x)|2(1− coshx)mdx. (2.1.2)

При решении экстремальных задач теории приближения f ∈ L2(R) це-

лыми функциями иногда удобнее использовать следующую характеристику

гладкости

Ωm(f ; t)p =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∆m
h
f(·)∥pLp(R)dh1 · · · dhm


1/p

, (2.1.3)

где 0 < t <∞, h = (h1, . . . , hm), ∆
m
h
= ∆1

h1
◦ · · · ◦∆1

hm
,

∆1
hj
f = f(·+ hj)− f(·), j = 1, 2, . . . ,m.

Впервые характеристика гладкости (2.1.3) для решения ряда задач кон-

структивной теории функций в пространстве 2π-периодических функций,

принадлежащих Lp[0, 2π] (0 < p < 1), была использована К.В.Руновским

[105], который доказал, что при всех 0 < p < ∞ имеет место соотношение

слабой эквивалентности Ωm(f ; t)p ≍ ω(f ; t)p.

В случае m = 1 ранее характеристика Ω1(f ; t)p была использована

Э.А.Стороженко, В.Г.Кротовым и П.Освальдом [116] для изучения поведе-

ния наилучшего приближения функций полиномами по системе Хаара в про-

странстве Lp (0 < p < 1).

В задачах аппроксимации функций f ∈ Lp(R) целыми функциями

gσ ∈ Bσ,p, указанная характеристика нашла применение в ряде работ

С.Б.Вакарчука [32, 42, 43], С.Б.Вакарчука и В.Г.Доронина [40]. В работе [32]

С.Б.Вакарчук, в частности, доказал, что

Ξσ,r,m(t)
def
= sup

f∈L(r)
2 (R)

σrAσ(f)2
Ωm(f (r); t/σ)2

=

{
2

(
1− sin t

t

)}−m/2

. (2.1.4)
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Если полагать

Θσ,r,m(ψ;h)
def
= sup


2mA2

σ(f)2
h∫

0

Ω2
m(f

(r); t)ψ(t)dt

: f ∈ L
(r)
2 (R)


,

где m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+ и 0 < h ≤ 3π/4, ψ(t) ≥ 0 – суммируемая не

эквивалентная нулю функция на отрезке [0, h], то основной результат работы

[40] заключается в следующем утверждении.

Теорема А. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < h ≤ 3π/4 и ψ – некото-

рая неотрицательная измеримая суммируемая на отрезке [0, h] функция,

тождественно не равная нулю. Тогда выполняются следующие неравенства{
Dσ,r,m(ψ;h)

}−1

≤ Θσ,r,m(ψ;h) ≤
{

inf
σ≤t<∞

Dt,r,m(ψ;h)
}−1

, (2.1.5)

где

Dt,r,m(ψ;h) = t2r
h∫

0

(
1− sin tτ

tτ

)m

ψ(t)dt.

Отметим, что неравенство (2.1.5) является своеобразным обобщением извест-

ного неравенства А.А.Лигуна [85], доказанного для наилучшего полиноми-

ального приближения множеств 2π-периодических функций f ∈ L
(r)
2 [0, 2π],

на случай наилучшего приближения функций f ∈ L
(r)
2 (R) целыми функция-

ми gσ ∈ Bσ,2.

Наша цель в данной главе состоит в обобщении неравенства (2.1.5) и

получении ряда более общих результатов в этом направлении.

С этой целью введём в рассмотрение следующую экстремальную аппрок-

симационную характеристику вида

χσ,m,r,q(ψ;h) = sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2Aσ(f)2 h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 ψ(t)dt

1/q
, (2.1.6)
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гдеm ∈ N; r ∈ Z+; 0 < q ≤ 2; σ, h ∈ R+ и ψ(t) – весовая функция на [0, h], т.е.

неотрицательная, суммируемая, не эквивалентная нулевой функции на [0, h].

Основным результатом данного параграфа является

Теорема 2.1.1. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < h ≤ π/σ, 0 < q ≤ 2

и ψ(t) – весовая функция на отрезке [0, h]. Тогда выполняются следующие

неравенства{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

≤ χσ,m,r,q(ψ;h) ≤
{

inf
σ≤t<∞

Bm,r,q(ψ;h, t)

}−1

, (2.1.7)

где

Bm,r,q(ψ;h, t) =

trq h∫
0

(
1− sin tx

tx

)mq/2

ψ(x)dx

1/q

, t ≥ σ. (2.1.8)

Доказательство. Выше мы отметили, что для произвольной функции

f ∈ L2(R) существует только одна целая функция Fσ(f, x) ∈ Bσ,2, которая

наименее уклоняется от f в метрике L2(R) и имеет вид

Fσ(f ; x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

eixtχσ(t)F (f ; t)dt =
1√
2π

σ∫
−σ

eixtF (f ; t)dt,

где F (f ; t) – преобразование Фурье функции f, а χσ(t) – характеристическая

функция интервала (−σ, σ). Поскольку

∆1
hj
f(x) = f(x+ hj)− f(x) =

1√
2π

+∞∫
−∞

(
eithj − 1

)
F (f ; t)eixtdt, (j = 1,m),

то мы имеем

∆m
h
f(x) =

1√
2π

+∞∫
−∞

m∏
j=1

(
eithj − 1

)
F (f ; t)eixtdt. (2.1.9)

Из равенства (2.1.9), используя свойства преобразования Фурье и равен-

ство Парсеваля, получаем

∥∥∆m
h
f(·)

∥∥2
L2(R)

= 2m

∥∥∥∥∥F (f ; ·)
m∏
j=1

(1− cos(·)hj)1/2
∥∥∥∥∥
2

L2(R)

=
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= 2m
+∞∫

−∞

|F (f ; t)|2
m∏
j=1

(1− cos thj) dt. (2.1.10)

Для фиксированного τ, 0 < τ ≤ π/(2σ), используя соотношение (2.1.10),

находим

Ω2
m(f

(r); τ)2 =

(
2

τ

)m
+∞∫

−∞

t2r |F (f ; t)|2


m∏
j=1

τ∫
0

(1− cos thj) dhj

 dt =

= 2m
+∞∫

−∞

t2r |F (f ; t)|2
(
1− sin tτ

tτ

)m

dt.

Из полученного равенства следует, что при любом |t| ≥ σ справедливо нера-

венство

Ω2
m(f

(r); τ)2 ≥ 2m
∫

|t|≥σ

t2r |F (f ; t)|2
(
1− sin tτ

tτ

)m

dt. (2.1.11)

Воспользуясь далее континуальным аналогом неравенства Минковского,

приведённым в [144, с.32]:
h∫

0

 ∫
|t|≥σ

|φ(t, τ)|2dτ


q/2

dt


1/q

≥

 ∫
|t|≥σ

 h∫
0

|φ(t, τ)|qdt

2/q

dτ


1/2

,

(2.1.12)

где 0 < q ≤ 2, с учётом неравенство (2.1.11), получаем h∫
0

Ωq
m(f

(r); τ)2 ψ(τ)dτ

1/q

≥

≥


h∫

0

2m ∫
|t|≥σ

t2r|F (f ; t)|2
(
1− sin τt

τt

)m

dt


q/2

ψ(τ)dτ


1/q

=

=


h∫

0

2m ∫
|t|≥σ

t2r|F (f ; t)|2
(
1− sin τt

τt

)m (
ψ(τ)

)2/q
dt


q/2

dτ


1/q

≥
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≥ 2m/2

 ∫
|t|≥σ

 h∫
0

trq|F (f ; t)|q
(
1− sin τt

τt

)mq/2

ψ(τ)dτ

2/q

dt


1/2

=

= 2m/2

 ∫
|t|≥σ

|F (f ; t)|2
trq h∫

0

(
1− sin τt

τt

)mq/2

ψ(τ)dτ

2/q

dt


1/2

=

= 2m/2

 ∫
|t|≥σ

|F (f ; t)|2
{
B2
m,r,q(ψ;h, t)

}
dt


1/2

≥

≥ 2m/2
{

inf
σ≤t<∞

Bm,r,q(ψ;h, t)
} ∫

|t|≥σ

|F (f ; t)|2dt


1/2

=

= 2m/2Aσ(f)2

{
inf

σ≤t<∞
Bm,r,q(ψ;h, t)

}
.

Из последнего неравенства сразу следует, что

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2Aσ(f)2 h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)ψ(t)dt

1/q
≤
{

inf
σ≤t<∞

Bm,r,q(ψ;h, t)
}−1

(2.1.13)

и, так как неравенство (2.1.13) выполняется для произвольной f ∈ L
(r)
2 (R),

то отсюда вытекает требуемая оценка сверху

χσ,m,r,q(ψ;h) ≤
{

inf
σ≤t<∞

Bm,r,q(ψ;h, t)

}−1

. (2.1.14)

Для установления оценки снизу экстремальной характеристики (2.1.6)

вводим в рассмотрение целую функцию экспоненциального типа σ + ε :

gε(x) =

√
2

π

{
sin(σ + ε)x

x
− sinσx

x

}
, 0 < ε ≤ σ∗,
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где σ∗ := min(σ, 1). Поскольку преобразование Фурье функции

φ(x) =
sin ax

x
(a > 0)

равно

F (φ;x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

eixtφ(x)dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

sin ax

x
eixtdx =

=



√
π

2
, если |x| < a;

1

2

√
π

2
, если |x| = a;

0, если |x| > a,

то преобразование Фурье функции gε(x) имеет вид

F (gε;x) =

√
2

π
· 1√

2π

+∞∫
−∞

eixtgε(t)dt =
1

π

+∞∫
−∞

{
sin(σ + ε)t

t
− sinσt

t

}
eixtdt =

=


1, если σ < |x| < σ + ε

1

2
, если |x| = σ + ε или |x| = σ

0, если |x| > σ + ε или |x| < σ.

(2.1.15)

Из (2.1.1) следует, что

A2
σ(gε)2 =

∫
|t|≥σ

|F (gε; t)|2dt =

=

−σ∫
−(σ+ε)

|F (gε; t)|2dt+
σ+ε∫
σ

|F (gε; t)|2dt = 2ε. (2.1.16)

Очевидно, что gε ∈ L
(r)
2 (R) и так как функция sin x/x на отрезке (0, π]

является монотонно убывающей и имеет место формула

F (g(r)ε ; x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

(it)rgε(t)e
ixtdt = (ix)rF (gε;x),
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то, используя это равенство, запишем

Ω2
m(g

(r)
ε ; τ)2 = 2m

+∞∫
−∞

∣∣∣F (g(r)ε ; t)
∣∣∣2(1− sin tτ

tτ

)m

dt =

= 2m
+∞∫

−∞

t2r |F (gε; t)|2
(
1− sin tτ

tτ

)m

dt =

= 2m
−σ∫

−(σ+ε)

t2r
(
1− sin tτ

tτ

)m

dt+ 2m
σ+ε∫
σ

t2r
(
1− sin tτ

tτ

)m

dt =

= 2m+1

σ+ε∫
σ

t2r
(
1− sin tτ

tτ

)m

dt ≤

≤ 2m+1ε(σ + ε)2r
{
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

}m

=

= 2m+1ε(σ + ε)2r
{
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

}m

. (2.1.17)

С учётом равенства (2.1.16) из неравенства (2.1.17) имеем

Ω2
m(g

(r)
ε ; τ) ≤ 2mA2

σ(gε)2(σ + ε)2r
{
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

}m

. (2.1.18)

Возведя обе части неравенства (2.1.18) в степень q/2 (0 < q ≤ 2), умножив

на неотрицательную неэквивалентную нулю функцию ψ и интегрируя от

τ = 0 до τ = h, будем иметь h∫
0

Ωq
m(g

(r)
ε ; τ)ψ(τ)dτ

1/q

≤

≤ 2m/2Aσ(gε)2(σ + ε)r

 h∫
0

{
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

}mq/2

ψ(τ)dτ

1/q

.
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Откуда
2m/2Aσ(gε)2 h∫

0

Ωq
m(g

(r)
ε ; τ)ψ(τ)dτ

1/q
≥

≥

(σ + ε)rq
h∫

0

{
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

}mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

. (2.1.19)

Правая сторона (2.1.19) при ε → 0 монотонно возрастает и ограничи-

вается сверху числом
{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

. Вычислим верхнюю грань по всем

ε ∈ (0, σ∗) от выражения, содержащегося в правой части неравенства (2.1.19).

Очевидно, что указанная верхняя грань не будет превышать левую часть со-

отношения (2.1.13). Поскольку для любого сколь угодно малого числа δ > 0

можно подобрать число ε∗ := ε(δ) ∈ (0, σ∗) так, что

(σ + ε∗)
−r

 h∫
0

(
1− sin τ(σ + ε∗)

τ(σ + ε∗)

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

>

>

σrq h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

− δ,

то из определения верхней грани множества имеем

sup
0<ε≤σ∗

(σ + ε)−r

 h∫
0

(
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q
 =

=

σrq h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

. (2.1.20)
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Таким образом, из соотношений (2.1.19) и (2.1.20) получаем

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2Aσ(f
(r))2 h∫

0

Ωq
m(f

(r); τ)ψ(τ)dτ

1/q
≥ sup

0<ε≤σ∗

2m/2Aσ(g
(r)
ε )2 h∫

0

Ωq
m(g

(r)
ε ; τ)ψ(τ)dτ

1/q
=

= sup
0<ε≤σ∗

(σ + ε)−r

 h∫
0

(
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q
 =

=

σrq h∫
0

(
1− sin τσ

τσ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

=
{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

. (2.1.21)

Сравнивая оценку сверху (2.1.14) и оценку снизу (2.1.21), получаем тре-

буемое неравенство (2.1.7), чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.1.

Из доказанной теоремы 2.1.1 в свою очередь вытекает

Теорема 2.1.2. Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.1. Тогда при

любом 0 < h ≤ 3π/(4σ) справедливы равенства

χσ,m,r,q(ψ;h) =
{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

:=

:=

σrq h∫
0

(
1− sin τσ

τσ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

. (2.1.22)

Доказательство. Для доказательства (2.1.22) достаточно показать, что

при t ≥ σ, 0 < τ ≤ h, 0 < h ≤ 3π/(4σ) имеет место неравенство

trq
(
1− sin tτ

tτ

)mq/2

≥ σrq
(
1− sinστ

στ

)mq/2

.

Последнее неравенство эквивалентно следующему
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(
t

σ

)2r/m(
1− sin tτ

tτ

)
≥ 1− sinστ

στ
,

которое в свою очередь будет вытекать из неравенства

1− sin tτ

tτ
≥ 1− sinστ

στ
,

или
sinστ

στ
≥ sin tτ

tτ
. (2.1.23)

Докажем неравенство (2.1.23). Имеем στ ≤ σh ≤ 3π/4 и

sinστ

στ
≥

sin
3π

4
3π

4

=
2
√
2

3π
>

1

2π
. (2.1.24)

Если στ ≤ tτ ≤ π, то неравенство (2.1.23) вытекает из убывания
sin x

x

на [0, π]. Пусть tτ > π. Так как локальные максимумы
sin x

x
при x > π

убывают и первый локальный максимум достигается в точке γ ∈ (2π, 3π), то

согласно (2.1.24)

sin tτ

tτ
≤ sin γ

γ
≤ sin γ

2π
≤ 1

2π
<

sinστ

στ
.

Тем самым неравенство (2.1.23) и вместо с ним равенство (2.1.22) доказаны.

Теорему 2.1.2, справедливую для всех ψ ≥ 0 и 0 < h ≤ 3π/(4σ), допол-

ним следующим утверждением.

Теорема 2.1.2 ′. Пусть m,∈ N, r ∈ Z+, σ > 0, 0 < h ≤ π/σ, 0 < q ≤ 2 и

ψ(t) – неотрицательная, непрерывно дифференцируемая на [0, h] функция,

для которой

(rq − 1)ψ(t)− tψ′(t) ≥ 0.

Тогда

χσ,m,r,q(ψ;h) =
{
Bm,r,q(ψ;h, σ)

}−1

.
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Доказательство теоремы 2.1.2 ′ аналогично доказательству теоремы 1.2.2,

а потому мы его опускаем.

Отметим два наиболее важных частных случая равенства (2.1.22), кото-

рые играют ключевую роль при вычислении значений средних поперечников:

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr−1/q Aσ(f)2 h∫
0

Ωq
m(f

(r); τ) dτ

1/q
=

 σh∫
0

(
1− sin τ

τ

)mq/2

dτ

−1/q

. (2.1.25)

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr−2/q Aσ(f)2 h∫
0

τΩq
m(f

(r); τ) dτ

1/q
=

 σh∫
0

τ

(
1− sin τ

τ

)mq/2

dτ

−1/q

. (2.1.26)

В равенстве

Bm,r,q(ψ;h, t) =

trq h∫
0

(
1− sin tτ

tτ

)mq/2

ψ(τ)dτ

1/q

,

полагая h = a/σ (0 < a < π) и ψ(τ) = g(στ), имеем

Bm,r,q

(
g(σ·); a/σ, t

)
=

trq a/σ∫
0

(
1− sin tτ

tτ

)mq/2

g(στ)dτ


1/q

=

= σr−1/q

( t
σ

)rq
a∫

0

(
1− sin(tτ/σ)

(tτ/σ)

)mq/2

g(τ)dτ

1/q

,

где σ ≤ t <∞. Таким образом, из полученного равенства следует, что

inf
σ≤t<∞

Bm,r,q(ψ;h, t) = σr−1/q inf
x≥1

Dm,r,q(g; a, x), (2.1.27)

где ради удобства положено

Dm,r,q(g; a, x) =

xrq a∫
0

(
1− sin xτ

xτ

)mq/2

g(τ)dτ

1/q

. (2.1.28)
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Из равенств (2.1.27) и (2.1.28) непосредственно вытекают следующие

Следствие 2.1.1. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < q ≤ 2 и g(τ) – некоторая

неотрицательная измеримая суммируемая на отрезке [0, a] функция, где

0 < a < π. Тогда справедливы неравенства{
Dm,r,q(g; a, 1)

}−1

≤ sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr−1/q Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) g(τ)dτ

1/q
≤

≤
{
inf
x≥1

Dm,r,q(g; a, x)
}−1

. (2.1.29)

Очевидно, что если

inf
x≥1

Dm,r,q(g; a, x) = Dm,r,q(g; a, 1), (2.1.30)

то имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr−1/q Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) g(τ)dτ

1/q
=

1

Dm,r,q(g; a, 1)
.

Следствие 2.1.2. Пусть g∗(t) = trq−1g1(t) (0 < q ≤ 2, r ∈ N) – неот-

рицательная суммируемая на отрезке [0, a], 0 < a < π функция, g1(t) –

невозрастающая на [0, a] функция. Тогда имеет место (2.1.30) и справед-

ливо равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σr Aσ(f)2 a∫
0

Ωq
m(f

(r); τ/σ) τ rq−1g1(τ)dτ

1/q
=

1

Dm,r,q(g∗; a, 1)
. (2.1.31)

Доказательство. Чтобы установить равенство (2.1.31), с учётом нера-

венств (2.1.29), достаточно доказать равенство (2.1.30). Полагаем

g∗(t) :=
{
g1(t), если 0 < t ≤ a; g1(a), если a ≤ t <∞

}
.

Для любых x ≥ 1 имеем:
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Dm,r,q(g
∗; a, x) =

xrq a∫
0

(
1− sin xτ

xτ

)mq/2

τ rq−1g1(τ)dτ

1/q

=

=

 a∫
0

(
1− sin xτ

xτ

)mq/2

(xτ)rq−1g1(τ)d(xτ)

1/q

=

=

 ax∫
0

(
1− sin τ

τ

)mq/2

τ rq−1g∗(τ/x)dτ

1/q

≥

≥

 ax∫
0

(
1− sin τ

τ

)mq/2

τ rq−1g∗(τ)dτ

1/q

≥

≥

 a∫
0

(
1− sin τ

τ

)mq/2

τ rq−1g1(τ)dτ

1/q

= Dm,r,q(g
∗; a, 1),

откуда и вытекает равенство (2.1.30) и тем самым равенство (2.1.31) доказа-

но.

Хорошо известно [17, с.236], что если f (r) ∈ L2(R), то все промежуточ-

ные производные f (r−s) ∈ L2(R) (s = 1, 2, . . . , r − 1), а потому было бы

интересно отыскать значение величины (2.1.6), когда в этом соотношении

вместо величины наилучших приближений Aσ(f)2 вводится в рассмотрение

Aσ(f
(r−s)) (s = 1, 2, . . . , r − 1) – наилучшее приближение промежуточных

производных f (r−s) элементами gσ ∈ Bσ,2 в норме пространства L(r)
2 (R).

Справедлива следующая

Теорема 2.1.3. Пусть m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2, σ ∈ R+, 0 < h ≤ 3π/(4σ),

ψ(τ) – весовая функция на отрезке [0, h] функция. Тогда имеют место ра-

венства

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σsAσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ωq
m(f

(r); τ)ψ(τ)dτ

1/q
=

 h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

,

(2.1.32)
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где s = 0, 1, 2, . . . , r. Если, в частности, m, r ∈ N, q = 2/m, 0 < h ≤ 3π/(4σ),

σ ∈ R+, s = 0, 1, 2, . . . , r и ψ(τ) ≡ 1, то

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σs−m/2Aσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ω2/m
m (f (r); τ) dτ

m/2
=
(
σh− Si(σh)

)−m/2

. (2.1.33)

где Si(t) =
t∫

0

sinx

x
dx – интегральный синус.

Если же, m, r ∈ N, q = 2/m, 0 < h ≤ 3π/(4σ), σ ∈ R+, s = 0, 1, 2, . . . , r

и ψ(τ) ≡ τ, то имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2 (R)

σs−mAσ(f
(r−s))2 h∫

0

τΩ2/m
m (f (r); τ) dτ

m/2
=
[
(σh)2 − 2(1− cosσh)

]−m/2

. (2.1.34)

Доказательство. Наилучшее приближение промежуточных производ-

ных посредством целых функций экспоненциального типа σ представим в

следующем виде

A2
σ(f

(r−s))2 =

∫
|t|≥σ

t2(r−s)|F (f ; t)|2dt =
∫

|t|≥σ

|F (f ; t)|2(1−s/r)t2(r−s)|F (f ; t)|2s/rdt.

Применяя к правой части полученного равенства неравенство Гёльдера

для интегралов, получаем

A2
σ(f

(r−s))2 ≤

 ∫
|t|≥σ

|F (f ; t)|2t2rdt


1−s/r ∫

|t|≥σ

|F (f ; t)|2dt


s/r

=

=
(
Aσ(f

(r))2

)2(1−s/r) (
Aσ(f)2

)2s/r
. (2.1.35)
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Теперь заметим, что из равенства (2.1.22) вытекает неравенство

Aσ(f)2 ≤

≤

2mq/2σrq
h∫

0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q h∫
0

Ωq
m(f

(r); τ)ψ(τ)dτ

1/q

,

(2.1.36)

из которого при r = 0 имеем

Aσ(f)2 ≤

2mq/2

h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q h∫
0

Ωq
m(f ; τ)ψ(τ)dτ

1/q

.

Заменяя в этом неравенстве f на f (r), запишем

Aσ(f
(r))2 ≤

≤

2mq/2

h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q h∫
0

Ωq
m(f

(r); τ)ψ(τ)dτ

1/q

.

(2.1.37)

Используя приведённые неравенства (2.1.36) и (2.1.37), из (2.1.35) для

произвольной функции f ∈ L
(r)
2 (R) получим оценку сверху

2m/2 σsAσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ωq
m(f

(r); τ)ψ(τ)dτ

1/q
≤

 h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

. (2.1.38)

Для получения соответствующей оценки снизу снова вводим в рассмот-

рение функцию gε(t) ∈ L2(R), использованную нами при получения анало-

гичной оценки при доказательстве теоремы 2.1.1.

В самом деле, учитывая соотношения (2.1.15) и (2.1.16), согласно теоре-
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ме о среднем значение интеграла, для 0 ≤ η ≤ ε получаем

Aσ(g
(r−s)
ε ) =

 ∫
|t|≥σ

|F (gε; t)|2t2(r−s)dt


1/2

=

=

2

σ+ε∫
σ

t2(r−s)dt

1/2

=
(
2ε(σ + η)2(r−s)

)1/2
≥

√
2ε σr−s. (2.1.39)

Из неравенства (2.1.17), с учётом (2.1.39) имеем: h∫
0

Ωq
m(g

(r)
ε ; τ)ψ(τ)dτ

1/q

≤

≤ 2m/2
√
2ε (σ + ε)r

 h∫
0

(
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

)mq/2

ψ(τ)dτ

1/q

≤

≤ 2m/2Aσ(g
(r−s)
ε )2 σ

s−r
√
2ε (σ + ε)r

 h∫
0

(
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

)mq/2

ψ(τ)dτ

1/q

.

Откуда

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σsAσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ωq
m(f

(r); τ)ψ(τ)dτ

1/q
≥

≥ sup
0<ε≤σ∗

2m/2 σsAσ(g
(r−s)
ε )2 h∫

0

Ωq
m(g

(r)
ε ; τ)ψ(τ)dτ

1/q
=

= sup
0<ε≤σ∗

(
σ

σ + ε

)r
 h∫

0

{
1− sin τ(σ + ε)

τ(σ + ε)

}mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

=

=

 h∫
0

(
1− sinστ

στ

)mq/2

ψ(τ)dτ

−1/q

. (2.1.40)
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Сравнивая оценку сверху (2.1.38) и оценку снизу (2.1.40), получаем тре-

буемое равенство (2.1.32), чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.3.

Следствие 2.1.3. Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.3. Тогда

при всех s = 0, 1, 2, . . . , r; ψ(τ) ≡ 1 и ψ(τ) ≡ τ соответственно имеют

место равенства

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σs−1/q Aσ(f
(r−s))2 h∫

0

Ωq
m(f

(r); τ)dτ

1/q
=

 σh∫
0

(
1− sin τ

τ

)mq/2

dτ

−1/q

, (2.1.41)

sup
f∈L(r)

2 (R)

2m/2 σs−2/q Aσ(f
(r−s))2 h∫

0

τΩq
m(f

(r); τ)dτ

1/q
=

 σh∫
0

τ

(
1− sin τ

τ

)mq/2

dτ

−1/q

. (2.1.42)

Отметим, что равенства (2.1.25) и (2.1.26) вытекают из соответствующих

равенств (2.1.41) и (2.1.42) при значении s = r, а при q = 2/m, m ∈ N из

(2.1.41) и (2.1.42) вытекают равенства (2.1.33) и (2.1.34).

131



§2.2. Точные значения средних ν-поперечников некото-
рых классов функций, определённых на всей оси

Прежде чем привести полученные нами результаты в этом направле-

нии, приведём нужные нам в дальнейшем определения и обозначения общего

характера из работ Г.Г.Магарил-Ильяева [89,90].

Общеизвестно, что до недавнего времени подпространство Bσ,p (0 < σ <

∞; 1 ≤ p ≤ ∞) было в некотором смысле единственным аппаратом при-

ближения в Lp(R) и только лишь с конца прошлого века все чаще в ка-

честве аппроксимирующего множества используются сплайны (см., напри-

мер, [60, 91, 117, 118]). Если рассматривать задачу приближения f ∈ Lp(R),

то целые функции и сплайны являются бесконечномерными образованиями

и величины, характеризующие соответствующие приближения, выражаются

в терминах, отражающих внутреннюю структуру аппарата аппроксимации,

например: степень целой функции экспоненциального типа, плотность рас-

пределения узлов сплайна. Возникает естественный вопрос: как сравнивать

между собой подобные способы приближения?

Введение Г.Г.Магарил-Ильяевым [89, 90] определения средней размер-

ности, являющейся определенной модификацией соответствующего поня-

тия, данного ранее В.М.Тихомировым [133], позволило определить асимп-

тотические характеристики подпространств, подобные поперечникам, где

роль размерности играет средняя размерность. В результате этого ока-

залось возможным сравнить аппроксимативные свойства подпространства

Bσ,p, 1 ≤ p ≤ ∞ с аналогичными характеристиками иных подпространств

из Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ той же размерности и решать в Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞
экстремальные задачи теории аппроксимации вариационного содержания.

Пусть BLp(R) = {φ ∈ Lp(R) : ∥φ∥Lp(R) ≤ 1} – единичный шар в Lp(R);

Lin(Lp(R)) является совокупностью всех линейных подпространств в Lp(R);

Linn(Lp(R))
def
=
{
J ∈ Lin(Lp(R)) : dimJ ≤ n

}
, n ∈ Z+;
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d(M,N, Lp(R))
def
= sup

{
inf{∥f − φ∥p : φ ∈ N} : f ∈ M

}
– наилучшее приближение множества M ⊂ Lp(R) множеством N ⊂ Lp(R).

Под NT , T > 0 понимаем сужение множества N ⊂ Lp(R) на отрезок

[−T, T ], а через LinC(Lp(R)) обозначим совокупность таких подпространств

J ∈ Lin(Lp(R)), для которых множество (J ∩ BLp(R))T предкомпактно в

Lp([−T, T ]) при любом T > 0. Если J ∈ LinC(Lp(R)) и T, ε > 0, то суще-

ствуют такие n ∈ Z+ и M ∈ Linn(Lp([−T, T ]), для которых

d((J ∩ BLp(R))T ,M, Lp([−T, T ])) < ε.

Пусть

Dε(T,J , Lp(R))
def
=

def
= min{n ∈ Z+ : ∃M ∈ Linn(Lp([−T, T ])),

d((J ∩ BLp(R))T ,M, Lp([−T, T ])) < ε}.

В [89] доказано, что данная функция не убывает по T и не возрастает по

ε. Величину

dim(J , Lp(R))
def
= lim{lim inf{Dε(T,J , Lp(R))/(2T ) : T → ∞} : ε→ 0},

где J ∈ LinC(Lp(R)), называют средней размерностью подпространства J в

Lp(R). В работах [89,90] доказано, что

dim(Bσ,p;Lp(R)) = σ/π, (1 ≤ p ≤ ∞).

Пусть M – центрально-симметричное подмножество из Lp(R) и ν > 0

– произвольное число. Тогда под средним ν-поперечником по Колмогорову

множества M в Lp(R) понимают величину

dν(M, Lp(R))
def
=

def
= inf

{
sup{inf

{
∥f − φ∥p : φ ∈ J } : f ∈ M

}
:

J ∈ Linc(Lp(R)), dim(J , Lp(R)) ≤ ν
}
.
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Подпространство, на котором достигается внешняя нижняя грань, на-

зывают экстремальным. Средним линейным ν-поперечником множества M в

Lp(R) называют величину

δν(M, Lp(R))
def
= inf{sup{∥f − Λf∥ : f ∈ M} : (X,Λ)},

где нижняя грань берется по всем парам (X,Λ) таким, что X есть нор-

мированное пространство, непрерывно вложенное в Lp(R); M ⊂ X; Λ :

X −→ Lp(R) является непрерывным линейным оператором, для которого

ImΛ ∈ LinC(Lp(R)) и dim(ImΛ, Lp(R)) ≤ ν. Пару (X∗,Λ∗), на которой до-

стигается нижняя грань, называют экстремальной.

Величину

bν(M, Lp(R))
def
=

def
= sup

{
sup
{
ρ > 0 : J∩ρ BLp(R) ⊂ M

}
: J ∈ LinC(Lp(R), dim(J , Lp(R)) > ν,

dν(J ∩ BLp(R), Lp(R)) = 1
}

называют средним ν-поперечником по Бернштейну множества M в Lp(R).

Последнее условие, налагаемое на J при вычислении внешней точной верх-

ней грани, означает, что рассматриваются только те пространства, для кото-

рых верен аналог теоремы В.М.Тихомирова о поперечнике шара [81, с.341].

В [89,90] доказывается, что указанному требованию удовлетворяет, например,

пространство Bσ,p, если σ > νπ.

Между вышеперечисленными экстремальными характеристиками мно-

жества M в гильбертовом пространстве L2(R) выполняются неравенства

[32,90]

bν(M, L2(R)) ≤ dν(M, L2(R)) ≤ δν(M, L2(R)). (2.2.1)

Всюду далее наилучшее приближение класса M ⊂ L2(R) подпростран-

ством Bσ,2 в метрике L2(R) обозначим

Aσ(M)2 := sup
{
Aσ(f)L2(R) : f ∈ M

}
.
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Для пары (L
(r)
2 (R),Λ), где Λ : L

(r)
2 (R) → L2(R) – непрерывный линей-

ный оператор, для которого ImΛ ∈ LinC(Lp(R)) и dim(ImΛ, Lp(R)) ≤ ν,

полагаем

Eν(M; (L2(R),Λ))
def
= sup

{
∥f − Λf∥ : f ∈ M

}
.

Отметим, что точные значения и асимптотически точные значения сред-

них поперечников для некоторых классов функций вычислены Г.Г.Магарил-

Ильяевым [89,90], С.Б.Вакарчуком [32] и в работах [151,156].

Другое направление исследования теории приближения в L2(Rn) целыми

функциями экспоненциального сферического типа развита в недавно опубли-

кованных работах Д.В.Горбачева [50,51].

Рассматриваемые в данной работе классы функций определяются сле-

дующим образом.

Пусть по-прежнему ψ – весовая функция на [0, h]. Через W (r)
q (Ω;ψ), где

m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < q ≤ 2, обозначим множество функций f ∈ L
(r)
2 (R) при

любом h ∈ (0, π], удовлетворяющих условию
h∫

0

Ωq
m(f

(r); t)2 ψ(t)dt ≤ 1.

Пусть Φi(t) (i = 1, 2, 3) (t ≥ 0) – произвольные непрерывные возраста-

ющие функции такие, что Φi(0) = 0. Символом W
(r)
q (Ωm; Φ1), где r ∈ Z+,

m ∈ N, 0 < q ≤ 2, обозначим множество функций f ∈ L
(r)
2 (R), r-тые произ-

водные которых удовлетворяют условию h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 dt

1/q

≤ Φ1(h)

для любого h ∈ (0, π]. Аналогичным образом для r ∈ Z+, m ∈ N, 0 < q ≤ 2,

0 < h ≤ π, через W (r)
q (Ωm; Φ2) определим класс функций f ∈ L

(r)
2 (R), r-тые

производные которых удовлетворяют ограничению1

h

h∫
0

Ωq
m(f

(r); t)2 dt

1/q

≤ Φ2(h).
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Наконец, для любых m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < q ≤ 2 и h ∈ R+ полагаем

W (r)
q (Ωm; Φ3) =

 f ∈ L
(r)
2 (R) :

2

h2

h∫
0

tΩq
m(f

(r), t)2 dt ≤ Φq
3(h)

 .

При выполнении ряда ограничений относительно параметров r, q, h и

мажоранты Φi (i = 1, 2, 3) найдены точные значения вышеперечисленных

средних поперечников классов W (r)
q (Ωm; Φ1), W

(r)
q (Ωm; Φ2) и W

(r)
q (Ωm; Φ3) в

гильбертовом пространстве L2(R) и указаны соответствующие экстремаль-

ные подпространства. Следуя работам [32,36,157], полагаем

(
1− sin x

x

)
∗
:=


1− sinx

x
, если 0 < x < t∗;

1− sin t∗
t∗

, если x ≥ t∗,

(2.2.2)

где через t∗ обозначена величина аргумента x ∈ (0,∞) функции sin x/x,

при котором она достигает своего наименьшего значения. Очевидно, что t∗
есть наименьший из положительных корней уравнения x = tg x. Простые

вычисления показывают, что 4, 49 < t∗ < 4, 51.

В формулировке нижеследующих теорем через πν(·) обозначим любой

из средних поперечников: бернштейновский bν(·), колмогоровский dν(·) или

линейный δν(·).
Теорема 2.2.1. Если для всех µ > 0, 0 < h ≤ π, m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2

мажоранта Φ1(u) удовлетворяет условию

Φq
1

(
h

µ

) µπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt ≤ Φq

1(h)

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt, (2.2.3)

то для любого ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ1))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1(1/ν). (2.2.4)
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При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)).

Доказательство. Из результатов работы [89] следует, что

dim(Bνπ,2;L2(R)) = ν.

Из неравенства (2.1.14) для произвольного f ∈ L2(R) имеем

Aσ(f) ≤

≤ 2−m/2σ−r

 h∫
0

Ωq
m(f

(r), t)2dt

1/q h∫
0

(
1− sinσt

σt

)mq/2

dt

−1/q

. (2.2.5)

Полагая в правой части (2.2.5) h = π/σ и используя определение класса

W
(r)
q (Ωm; Φ1), получаем оценку сверху среднего линейного поперечника

δν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)) ≤ Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ1))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ1); (L2(R),Λνπ))L2(R) ≤

≤ 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1(1/ν). (2.2.6)

Получим оценку снизу для среднего ν-поперечника по Бернштейну клас-

са W
(r)
q (Ωm; Φ1).Для этого положим σ1

def
= νπ(1+ε), где ε > 0 – произвольное

число, и рассмотрим шар

Sσ1,ρ1
def
= Bσ1,2 ∩ ρ1 BL2(R) =

{
gσ1

∈ Bσ1,2 : ∥gσ1
∥ ≤ ρ1

}
радиуса

ρ1 = 2−m/2σ−r
1

 π/σ1∫
0

(
1− sinσ1t

σ1t

)mq/2

dt


−1/q

Φ1(π/σ1).
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При этом, как вытекает из результатов работы [89,90],

dν(Bσ1,2 ∩ BL2(R), L2(R)) = 1.

Согласно теореме Винера – Пэли [67, с.66], произвольный элемент gσ1
∈ Bσ1,2

представим в следующем виде:

gσ1
(x) =

1√
2π

σ1∫
−σ1

eixtφ(t)dt.

Имеет место равенство

∥gσ1
∥2 =

σ1∫
−σ1

|φ(t)|2dt := ∥φ∥2L2[−σ1,σ1]
.

Поскольку

∆m
h
(gσ1

, x) =
1√
2π

σ1∫
−σ1

eixt
m∏
j=1

(eihjt − 1)φ(t)dt,

то мы получаем

∥∆m
h
gσ1

(·)∥2 = 2m
σ1∫

−σ1

m∏
j=1

(1− coshjt)|φ(t)|2dt. (2.2.7)

Из (2.2.7), согласно определению величины (2.1.3) с учётом равенства

(2.2.2), имеем

Ωm(gσ1
, u)2 =

2m

um

σ1∫
−σ1

 m∏
j=1

u∫
0

(1− coshjt)dhj

 |φ(t)|2dt


1/2

=

= 2m/2


σ1∫

−σ1

(
1− sinut

ut

)m

|φ(t)|2dt


1/2

≤

≤ 2m/2

(
1− sinσ1u

σ1u

)m/2

∥gσ1
∥2. (2.2.8)

Используя известное неравенство [100, с.137]

∥g(r)σ1
∥ ≤ σr1∥gσ1

∥,
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верное для любого gσ1
∈ Bσ1,2, из (2.2.8) получаем

Ωm(g
(r)
σ1
, u)2 ≤ 2m/2σr1

(
1− sinσ1u

σ1u

)m/2

∗
∥gσ1

∥. (2.2.9)

Покажем, что шар Sσ1,ρ1 принадлежит классу W (r)
q (Ωm; Φ1). С этой це-

лью обе части неравенства (2.2.9) возведём в степень q (0 < q ≤ 2) и проин-

тегрируем по u в пределах от 0 до h :

h∫
0

Ωq
m(g

(r)
σ1
, u)2du ≤ 2mq/2σrq1 ∥gσ1

∥q
h∫

0

(
1− sinσ1u

σ1u

)mq/2

∗
du. (2.2.10)

Учитывая, что gσ1
∈ Sσ1,ρ1, из (2.2.10) получаем

h∫
0

Ωq
m(g

(r)
σ1
, u)2du ≤

h∫
0

(
1− sinσ1u

σ1u

)mq/2

∗
du

π/σ1∫
0

(
1− sinσ1u

σ1u

)mq/2

du

Φq
1

(
π

σ1

)
. (2.2.11)

Сделаем в правой части (2.2.11) замену переменной σ1u = v :

h∫
0

Ωq
m(g

(r)
σ1
, u)2du ≤

σ1h∫
0

(
1− sin v

v

)mq/2

∗
dv

π∫
0

(
1− sin v

v

)mq/2

dv

Φq
1

(
π

σ1

)
. (2.2.12)

Полагая π/hσ1 = 1/µ, из (2.2.12) и ограничения (2.2.3) получаем

h∫
0

Ωq
m(g

(r)
σ1
, u)2du ≤

µπ∫
0

(
1− sin v

v

)mq/2

∗
dv

π∫
0

(
1− sin v

v

)mq/2

dv

Φq
1

(
h

µ

)
≤ Φq

1(h),

а это означает, что Sσ1,ρ1 ⊂ W
(r)
q (Ωm; Φ1). Воспользовавшись определением

ν-поперечника по Бернштейну, запишем

bν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)) ≥ bν(Sσ1,ρ1, L2(R)) ≥
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≥ Φ1(1/ν(1 + ε))(ν(1 + ε))−r

2m/2πr

 1/(ν(1+ε))∫
0

(
1− sin νπ(1 + ε)t

νπ(1 + ε)t

)mq/2

dt


1/q
. (2.2.13)

Левая часть неравенства (2.2.13) не зависит от ε > 0, которое в силу наше-

го выбора является произвольным числом. Устремляя ε к нулю, из (2.2.13)

имеем

bν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)) ≥

≥ 2−m/2(πν)−r

 1/ν∫
0

(
1− sin νπt

νπt

)mq/2

dt


−1/q

Φ1

(
1

ν

)
=

= 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1

(
1

ν

)
. (2.2.14)

Сопоставляя неравенства (2.2.6) и (2.2.14), с учётом соотношений (2.2.1)

получаем равенство (2.2.4). Теорема 2.2.1 доказана.

Условие (2.2.3) теоремы 2.2.1 выглядит неестественным. Однако это не

так. Покажем, что среди степенных функций Φ∗
1(u) = uα/q, возрастающих на

положительной полуоси, существует та, для которой выполняется неравен-

ство (2.2.3) при любых значениях µ > 0, h ∈ (0, π], m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2.

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.2.2. Для того, чтобы неравенство (2.2.3) имело место с

любыми заданными µ > 0, 0 < h ≤ π, m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2, необходимо и

достаточно, чтобы число α = α(m, q) определялось по формуле

α = π


π∫

0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

. (2.2.15)

Доказательство. Покажем, что функция Φ∗
1(t) = tα/q, где α определя-

ется из (2.2.15), удовлетворяет ограничению (2.2.3).
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Для нахождения границы числа α := α(m, q) воспользуемся следующим

элементарным неравенством [106, с.129,132](
t

π

)mq

≤
(
1− sin t

t

)mq/2

≤
(
t

π

)mq/2

, (2.2.16)

верным для всех 0 ≤ t ≤ π, Используя левую часть неравенства (2.2.16), с

одной стороны имеем

α =
π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

≤ π
π∫

0

(
t

π

)mq

dt

=
1

1∫
0

tmqdt

= mq + 1,

а с другой стороны, пользуясь правой частью (2.2.16), получаем

α =
π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

≥ π
π∫

0

(
t

π

)mq/2

dt

=
1

1∫
0

tmq/2dt

=
mq

2
+ 1,

откуда
mq

2
+ 1 ≤ α ≤ mq + 1. (2.2.17)

Подставляя Φ∗
1 в (2.2.3), получим следующее неравенство:

µα ≥
µπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1

. (2.2.18)

С учётом (2.2.15), неравенство (2.2.18) примет вид

π

α
µα ≥

µπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt, 0 ≤ µ < +∞.

Рассмотрим вспомогательную функцию

φ(µ) =
π

α
µα −

µπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt (2.2.19)
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и покажем, что для всех µ ∈ [0,+∞) функция φ(µ) ≥ 0. Рассуждения про-

ведём для трёх случаев: 0 ≤ µ ≤ 1, 1 < µ ≤ t∗/π, t∗/π < µ < +∞.

Пусть сначала 0 ≤ µ ≤ 1. В силу первого замечательного предела усло-

вимся, что при t = 0 функция sin t/t принимает значение, равное 1.

Запишем функцию φ в окрестности нуля

φ(µ) =
π

α
µα

[
1−

(
π2

6

)mq/2

· 2

mq + 1
O(µmq+1−α)

]
. (2.2.20)

Из (2.2.20) в связи с неравенством (2.2.17) следует, что в бесконечно малой

окрестности нуля функция φ является положительной. Покажем, что на ин-

тервале (0, 1) функция φ знакопостоянна. Рассуждая методом от противного,

предположим, что существует точка ξ ∈ (0, 1), в которой функция φ меняет

знак. Поскольку из (2.2.19) следует, что φ(0) = φ(1) = 0, в силу теоремы

Ролля заключаем, что производная

φ′(µ) = π

[
µα−1 −

(
1− sin πµ

πµ

)mq/2
]

(2.2.21)

должна иметь не менее двух различных нулей на интервале (0, 1) и, кроме

того, φ′(0) = φ′(1) = 0. Ясно, что столько же нулей, как следует из (2.2.21)

на интервале (0, 1), имеет функция

φ∗(µ) = µ2(α−1)/mq − 1 +
sinµπ

πµ
:=

1

πµ
φ1(µ), (2.2.22)

или, что то же,

φ1(µ) = πµ2(α−1)/mq+1 − πµ+ sin πµ. (2.2.23)

С учётом вышесказанного из (2.2.23) имеем φ1(0) = φ1(1) = 0. Следо-

вательно, функция φ1 должна иметь на интервале (0, 1) не менее четырёх

разделённых нулей. Но тогда, из той же теоремы Ролля следует, что произ-

водная

φ′
1(µ) = π[2(α− 1)/mq + 1]µ2(α−1)/mq − π + π cos πµ (2.2.24)
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на интервале (0, 1) должна иметь не менее трёх нулей и, как следует из

(2.2.24) и левой части неравенства (2.2.17), ещё φ′
1(0) = 0. Но это значит,

что вторая производная

φ′′
1(µ) = π[2(α− 1)/mq + 1](2(α− 1)/mq)µ2(α−1)/mq−1 − π2 sin πµ (2.2.25)

обязана обращаться в нуль на интервале (0, 1) не менее, чем в трёх различных

точках и так как из левой части неравенства (2.2.17) вытекает, что

2(α− 1)/(mq)− 1 > 0,

то имеем также φ′′(0) = 0, а потому производная третьего порядка

φ′′′
1 (µ) = π[2(α− 1)/(mq) + 1](2(α− 1)/mq)[2(α− 1)/(mq)− 1]µ2(α−1)/(mq)−2−

−π3 cos πµ (2.2.26)

внутри интервала (0, 1) обязана иметь не менее трёх разделённых нулей. Из

формулы (2.2.26) следует, что производная φ′′′
1 (µ) на интервале (0, 1) явля-

ется разностью двух функций, первая из которых принимает лишь положи-

тельные значения и является выпуклой вверх, а вторая является убывающей

и выпуклой вверх и положительной на интервале (0, 1/2) и отрицательной

и выпуклой вниз на интервале (1/2, 1). Из геометрических соображений яс-

но, что вторая производная φ′′
1(µ) на интервале (0, 1) не может иметь более

двух нулей. Полученное противоречие доказывает справедливость соотноше-

ния (2.2.18) в случае a).

Переходя к рассмотрению случая б), заметим, что, как следует из

(2.2.25), при µ ∈ (1, t∗/π], функция φ′′
1(µ) на этом интервале принимает толь-

ко положительное значение, а следовательно, φ′
1(µ) – монотонно возрастаю-

щая функция на (1, t∗/π]. Поскольку в силу (2.2.24)

φ′
1(1) = π(2(α− 1)/mq − 1) > 0,

то φ′
1(µ) > 0 для любого µ ∈ [1, t∗/π]. Из равенства (2.2.23) имеем φ1(1) = 0,

что и означает неотрицательность функции φ1(µ) на отрезке [1, t∗/π]. Учиты-

вая соотношения (2.2.21) – (2.2.23), заключаем, что производная φ′(µ) ≥ 0,
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когда 1 ≤ µ ≤ t∗/π. Так как φ(1) = 0, то в рассматриваемом случае φ(µ) ≥ 0

на всём отрезке [1, t∗/π], что и означает выполнение неравенства (2.2.18) в

случае б).

Наконец, пусть t∗/π ≤ µ < +∞. Используя соотношение (2.2.2), из

(2.2.19) получаем

φ(µ) =
π

α
µα −

t∗∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt− (µπ − t∗)

(
1− sin t∗

t∗

)mq/2

.

Отсюда имеем

φ′(µ) = π

[
µα−1 −

(
1− sin t∗

t∗

)mq/2
]
> 0, µ ∈ [t∗/π; +∞).

Это означает, что на рассматриваемом множестве точек t∗/π ≤ µ < +∞
неравенство (2.2.18) также выполняется. Теорема 2.2.2 полностью доказана.

Из доказанной теоремы 2.2.1 вытекает

Следствие 2.2.1. Если для всех µ > 0, 0 < h ≤ π, m ∈ N мажоранта

Φ1(u) удовлетворяет условию(
Φ1(h)

Φ1(h/µ)

)2/m

≥ (π − Si(π))−1

µπ∫
0

(
1− sin t

t

)
∗
dt, (2.2.27)

где Si(t) =
t∫

0

sin x

x
dx – интегральный синус, то при всех m, r ∈ N, r ≥ m/2

и ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; Φ1))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
2/m(Ωm; Φ1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+m/2 (π − Si(π))−m/2Φ1(1/ν).

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),
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(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ1), L2(R)).

Множество мажорант, удовлетворяющих ограничению (2.2.27), не пу-

сто. Условию (2.2.27) удовлетворяет, например, функция

Φ∗
1(h) = hαm/2, m ∈ N, α = π/(π − Si(π)).

Отметим, что доказанная теорема 2.2.1 может быть обобщена следую-

щим образом.

Теорема 2.2.3. Если для любого λ ∈ (0, 1] и для всех µ > 0, 0 < h ≤ π,

m, r ∈ N, 0 < q ≤ 2 мажоранта Φ1(u) удовлетворяет условию

Φq
1

(
λ

µ
h

) µπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt ≤ Φq

1(h)

λπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt,

то для любого ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ1))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+1/q

 λπ∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1(λ/ν).

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; Φ1), L2(R)).

Доказательство теоремы 2.2.3 не приводим, поскольку в идейном отно-

шении повторяет схему доказательства аналогичной теоремы 2.2.1.
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Теорема 2.2.4. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < q ≤ 2 и мажоранта

Φ2(u) при любых значениях h ∈ R+ удовлетворяет условию(
Φ2(h)

Φ2(π/σ)

)q

≥ π

σh


σh∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt




π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

.

(2.2.28)

Тогда для любого ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ2))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ2); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2(1/ν). (2.2.29)

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)).

Доказательство. Доказательство теоремы 2.2.4 в общих чертах повто-

ряет схему доказательство теоремы 2.2.1, а потому мы приводим основные

отличительные моменты доказательства. Из неравенства (2.1.14) для произ-

вольного f ∈ L2(R) имеем

Aσ(f)2 ≤ 2−m/2σ−r

1

h

h∫
0

Ωq
m(f

(r), t)2dt

1/q1

h

h∫
0

(
1− sinσt

σt

)mq/2

dt

−1/q

.

Отсюда, учитывая определение класса W (r)
q (Ωm; Φ2), при h = π/σ получаем

оценку сверху на указанном классе функций

Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ2); (L2(R),Λνπ))L2(R) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ2))L2(R) ≤
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≤ 2−m/2σ−r

σ
π

π/σ∫
0

(
1− sinσt

σt

)mq/2

dt


−1/q

Φ2(π/σ) =

= 2−m/2σ−r

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2(π/σ). (2.2.30)

Так как согласно [89] средняя размерность

dim(Bνπ,2;L2(R)) = ν,

то из (2.2.30), где σ = νπ, с учётом определения класса W (r)
q (Ωm; Φ2) полу-

чаем оценку для всех ν-поперечников

πν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; Φ2); (L2(R),Λνπ))L2(R) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; Φ2))L2(R) ≤

≤ 2−m/2(νπ)−r

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2(1/ν). (2.2.31)

Установим оценку снизу рассматриваемой характеристики, использовав

соотношения между ν-поперечниками (2.2.1) и оценив снизу бернштейнов-

ский ν-поперечник bν(W
(r)
q (Ωm; Φ2); L2(R)). С этой целью, положив σ1 :=

νπ(1 + ε), где ε > 0 – произвольное число, вводим в рассмотрение шар

S∗
σ1,ρ∗

:= Bσ1,2 ∩ ρ∗ BL2(R) =
{
gσ1

∈ Bσ1,2 : ∥gσ1
∥ ≤ ρ∗

}
радиуса

ρ∗ = 2−m/2σ−r
1

σ1
π

π/σ1∫
0

(
1− sinσ1t

σ1t

)mq/2

dt


−1/q

Φ2(π/σ1) =

= 2−m/2(νπ(1 + ε))−r

ν(1 + ε)

1/ν(1+ε)∫
0

(
1− sin νπ(1 + ε)t

νπ(1 + ε)t

)mq/2

dt


−1/q

·
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·Φ2

(
1

ν(1 + ε)

)
:= ρ∗(ε).

Как и при доказательстве теоремы 2.2.1, проделав все необходимые выклад-

ки, для любого gσ1
∈ Bσ1,2 получаем

Ωm(g
(r)
σ1
, t)2 ≤ 2m/2σr1

(
1− sinσ1t

σ1t

)m/2

∗
∥gσ1

∥. (2.2.32)

Из (2.2.32) и условия (2.2.28) будем иметь

1

h

h∫
0

Ωq
m(g

(r)
σ1
, t)2dt ≤ 2mq/2σrq1 ∥gσ1

∥q 1
h

h∫
0

(
1− sinσ1t

σ1t

)mq/2

∗
dt =

= 2mq/2σrq1 ∥gσ1
∥q 1

σ1h

σ1h∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt ≤

≤ π

σ1h

σ1h∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

∗
dt


π∫

0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

Φq
2

(
π

σ1

)
≤ Φq

2(h),

которое означает, что S∗
σ1,ρ∗

⊂ W
(r)
q (Ωm; Φ2). Используя определение берн-

штейновского ν-поперечника, запишем

bν(W
(r)
q (Ωm; Φ2), L2(R)) ≥ bν(S

∗
σ1,ρ∗

, L2(R)) ≥

≥ sup
{
ρ∗(ε) : ε > 0

}
= ρ∗(0)

def
=

def
= 2−m/2(νπ)−r

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2(1/ν). (2.2.33)

Сравнивая соотношения (2.2.31) и (2.2.33), получаем требуемые равен-

ства (2.2.29). Покажем, что существует мажорантная функция, удовлетворя-

ющая условию (2.2.28). Положим

Φ∗
2(t) = tα/q, где α = π


π∫

0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt


−1

− 1.
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Очевидно, что mq/2 ≤ α ≤ mq, m ∈ N, 0 < q ≤ 2. Тот факт, что функ-

ция Φ2(t) удовлетворяет ограничениям (2.2.28), получаем повторением ана-

логичного факта неравенства (2.2.18) с заменой α на α+1, чем и завершаем

доказательство теоремы 2.2.4.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.2.5. Если для всех µ > 0, 0 < h < π, q = 2/m, m ∈ N

мажоранта Φ3 удовлетворяет условию{
Φ3(h)

Φ3(h/µ)

}2/m

≥ 8

π2 − 8
· 1

µ2

µπ/2∫
0

t

(
1− sin t

t

)
∗
dt, (2.2.34)

то для любого r ∈ Z+, ν > 0 имеют место равенства

πν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; Φ3))L2(R) =

= Eν
(
W

(r)
2/m(Ωm; Φ3); (L

(r)
2 (R),Λ)

)
=

= 2−m/2(νπ)−r
(
π2/(π2 − 8)

)m/2
Φ3 (1/(2ν)) . (2.2.35)

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·)

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция

интервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попе-

речника δν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3), а пространство Bνπ,2 является экстремальным

для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3).

Доказательство. Для произвольной f ∈ L
(r)
2 из равенства (2.2.11) вы-

текает неравенство

2m/2Aσ(f)2 h∫
0

tΩq
m(f

(r); t)dt

1/q
≤ σ−r

 h∫
0

t

(
1− sinσt

σt

)mq/2

dt

−1/q

,
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или, что тоже самое,

Aσ(f)2 ≤

 h∫
0

tΩq
m(f

(r); t)dt

1/q

2m/2σr

 h∫
0

t

(
1− sinσt

σt

)mq/2

dt

1/q
=

=

 2

h2

h∫
0

tΩq
m(f

(r); t)dt

1/q

2m/2σr

 2

(σh)2

σh∫
0

t

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

1/q
.

Откуда, с учётом определения класса W (r)
q (Ωm; Φ3), получаем

Aσ(W
(r)
q (Ωm; Φ3))2 ≤ 2−m/2σ−r

 2

(σh)2

σh∫
0

t

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ3(h).

В этом неравенстве, полагая σh = π/2, q = 2/m, m ∈ N, будем иметь

Aσ(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3))2 ≤ 2−m/2σ−r

 8

π2

π/2∫
0

t

(
1− sin t

t

)
dt


−m/2

Φ
( π
2σ

)
=

= 2−m/2σ−r

(
π2

π2 − 8

)m/2

Φ3

( π
2σ

)
. (2.2.36)

Имея ввиду, что dim(Bνπ,2;L2(R)) = ν [89], из (2.2.36) при σ = νπ, с учётом

определения класса W (r)
2/m(Ωm; Φ3), получаем оценку сверху среднего линей-

ного поперечника

δν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3);L2(R)) ≤ Eν

(
W

(r)
2/m(Ωm; Φ3); (L

(r)
2 (R),Λ)

)
=

150



= Aνπ(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3))L2(R) ≤

≤ 2−m/2(νπ)−r
(
π2/(π2 − 8)

)m/2
Φ3 (1/(2ν)) . (2.2.37)

Получим оценку снизу для среднего ν-поперечника по Бернштейну клас-

саW (r)
2/m(Ωm; Φ3). Для этого положим σ1

def
= νπ(1+ε), где ε > 0 – произвольное

число, и рассмотрим шар

Sσ1,ρ∗1

def
= Bσ1,2 ∩ ρ∗1 BL2(R) =

{
gσ1

∈ Bσ1,2 : ∥gσ1
∥ ≤ ρ∗1

}
радиуса

ρ∗1 = 2−m/2σ−r
1

(
π2

π2 − 8

)m/2

Φ3

(
π

2σ1

)
.

Из результатов работ [89,90] вытекает, что

dν(Bσ1,2 ∩ BL2(R), L2(R)) = 1.

Рассмотрим произвольный элемент gσ1
∈ Bσ1,2, который представим в

виде

gσ1
(x) =

1√
2π

σ1∫
−σ1

eixtφ(t)dt.

Используя неравенство

Ωm(g
(r)
σ1
, τ)2 ≤ 2m/2σr1

(
1− sinσ1τ

σ1τ

)m/2

∗
∥gσ1

∥, (2.2.38)

доказанное нами в работе [163], покажем, что шар Sσ1,ρ∗1 принадлежит классу

W
(r)
2/m(Ωm; Φ3). С этой целью обе части неравенства (2.2.38) возведём в степень

2/m, умножив на τ и проинтегрировав по τ от 0 до h, получим
h∫

0

τΩ2/m
m (g(r)σ1

, τ)dτ ≤ 2σ
2r/m
1 ∥gσ1

∥2/m2

h∫
0

τ

(
1− sinσ1τ

σ1τ

)
∗
dτ. (2.2.39)

Учитывая, что gσ1
∈ Sσ1,ρ∗1, из (2.2.39) имеем

2

h2

h∫
0

τΩ2/m
m (g(r)σ1

; τ)dτ ≤
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≤ 2

h2

(
π2

π2 − 8

)
Φ

2/m
3

(
π

2σ1

) h∫
0

τ

(
1− sinσ1τ

σ1τ

)
∗
dτ. (2.2.40)

Произведя замену переменной σ1u = t в правой части (2.2.40), находим

2

h2

h∫
0

τΩ2/m
m (g(r)σ1

; τ)dτ ≤

≤ 2

(σ1h)2

(
π2

π2 − 8

)
Φ

2/m
3

(
π

2σ1

) σ1h∫
0

t

(
1− sin t

t

)
∗
dt. (2.2.41)

Полагая σ1h = µπ/2, из неравенства (2.2.41) и ограничения (2.2.34) получаем

2

h2

h∫
0

τΩ2/m
m (g(r)σ1

; τ)dτ ≤

≤ 1

µ2

(
8

π2 − 8

)
Φ

2/m
3

(
h

µ

) µπ/2∫
0

t

(
1− sin t

t

)
∗
dt ≤ Φ

2/m
3 (h),

а это означает, что Sσ1,ρ∗1 ⊂ W
(r)
2/m(Ωm; Φ3). Воспользовавшись определением

ν-поперечника по Бернштейну, запишем

bν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3);L2(R)) ≥ bν(Sσ1,ρ∗1;L2(R)) ≥

≥ 2−m/2(πν(1 + ε))−r

(
π2

π2 − 8

)m/2

Φ3

(
1

2ν(1 + ε)

)
. (2.2.42)

Так как левая часть неравенства (2.2.42) не зависит от ε > 0, то, устремляя

ε к нулю, из (2.2.42) будем иметь

bν(W
(r)
2/m(Ωm; Φ3);L2(R)) ≥ 2−m/2(νπ)−r

(
π2

π2 − 8

)m/2

Φ3

(
1

2ν

)
. (2.2.43)

Сопоставляя неравенства (2.2.37) и (2.2.43), с учётом соотношений

(2.2.1) получаем требуемое равенство (2.2.35). Элементарное вычисление по-
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казывает, что функция Φ∗
3(t) = tαm/2, где α = 4(4− π)/(π2 − 8), удовлетворя-

ет ограничению (2.2.34) при любом σ > νπ, чем и завершаем доказательство

теоремы 2.2.5.

Приведём одно общее утверждение для класса функций W
(r)
q (Ωm;ψ),

зависящее от произвольной суммируемой не эквивалентной нулю на (0, π]

(0 < h < π) функции ψ.

Теорема 2.2.6. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, σ ∈ R+, 0 < q ≤ 2 и число

h (0 < h ≤ 3π/4) удовлетворяет условию σh ∈ t∗. Тогда для любого ν > 0

имеют место равенства

πν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
q (Ωm; ψ))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; ψ); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

ψ(t/πν)dt

−1/q

. (2.2.44)

При этом пара (L2(R),Λ∗
νπ), где Λ∗

νπ определяется из условия

F (Λ∗
νπf, ·) = χνπ(·)F (f, ·),

(F – преобразование Фурье в L2(R), χνπ – характеристическая функция ин-

тервала (−νπ, νπ)), будет экстремальной для среднего линейного попереч-

ника δν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)), а пространство Bνπ,2 является экстремаль-

ным для среднего поперечника по Колмогорову dν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)).

Доказательство. Из равенства (2.1.22) для произвольной функции f ∈
L2(R) и 0 < h ≤ 3π/4 будем иметь неравенство

Aσ(f)2 ≤

≤ 2−m/2σ−r

 h∫
0

Ωq
m(f

(r), t)2 ψ(t)dt

1/q h∫
0

(
1− sinσt

σt

)mq/2

ψ(t)dt

−1/q

.

(2.2.45)
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Учитывая определение класса W (r)
q (Ωm; ψ), из неравенства (2.2.45) получаем

оценку сверху для всех перечисленных выше ν-поперечников

πν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)) ≤ Aνπ(W

(r)
q (Ωm; ψ))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
q (Ωm; ψ); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) ≤

≤ 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

ψ(t/πν)dt

−1/q

. (2.2.46)

С целью получения оценки снизу средних ν-поперечников классаW (r)
q (Ωm; ψ)

введём в рассмотрение шар

S∗
σ,ρ0

def
= Bσ,2 ∩ ρ0 BL2(R) =

{
gσ ∈ Bσ,2 : ∥gσ∥ ≤ ρ0

}
радиуса

ρ0 = 2−m/2σ−r

 h∫
0

(
1− sinσt

σt

)mq/2

ψ(t)dt

−1/q

.

При этом

dν(Bπν,2 ∩ BL2(R), L2(R)) = 1.

Проделав все необходимые выкладки как и в предыдущих теоремах, для

любого gσ ∈ Bσ,2 в силу ограничения σh ≤ t∗ получаем

Ωm(g
(r)
σ , τ)2 ≤ 2m/2σr

(
1− sinστ

στ

)m/2

∥gσ∥. (2.2.47)

Пользуясь неравенством (2.2.47), легко показать, что S∗
σ,ρ0

⊂ W
(r)
m (Ωm;ψ).

Возведя обе части неравенства (2.2.47) в степень q (0 < q ≤ 2) и умножая

на неотрицательную суммируемую функцию ψ, затем проинтегрировав по

переменному t в пределах от t = 0 до t = h, получаем

h∫
0

Ωq
m(g

(r)
σ ; t)2 ψ(t)dt ≤ 2mq/2σrq

h∫
0

(
1− sinσt

σt

)mq/2

ψ(t)dt ∥gσ∥q2 ≤ 1.
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Последнее неравенство означает, что S∗
σ,ρ0

⊂ W
(r)
q (Ωm; ψ), а потому, согласно

определению ν-поперечника Бернштейна, запишем

bν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)) ≥ bν(S

∗
σ,ρ0

, L2(R)) =

= 2−m/2(πν)−r

 h∫
0

(
1− sin νπt

νπt

)mq/2

ψ(t)dt

−1/q

.

В последнем неравенстве, полагая h = π/σ, σ = πν, получаем

bν(W
(r)
q (Ωm; ψ), L2(R)) ≥

= 2−m/2(πν)−r+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

ψ(t/πν)dt

−1/q

. (2.2.48)

Сравнивая неравенства (2.2.46) и (2.2.48), получаем требуемое равенство

(2.2.44). Теорема 2.2.6 доказана.

Следствие 2.2.2. При выполнении всех условий теоремы 2.2.6, когда

ψ(t) ≡ 1 и ψ(t) ≡ t, соответственно при r ≥ m/2, m ∈ N имеют место

равенства

πν(W
(r)
2/m(Ωm; 1), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; 1))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
2/m(Ωm; 1); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= 2−m/2(πν)−r−m/2
(
νπh− Si(νπh)

)−m/2

,

πν(W
(r)
2/m(Ωm; t), L2(R)) = Aνπ(W

(r)
2/m(Ωm; t))L2(R) =

= Eνπ(W (r)
2/m(Ωm; t); (L2(R),Λ∗

νπ))L2(R) =

= (πν)−r−m
[
(νπh)2 − 2(1− cos νπh)

]−m/2

.
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В завершение этого параграфа рассмотрим задачу отыскания точных

значений верхних граней наилучших приближений Aσ(f
(r−s))L2(R) (r ∈ N,

s = 0, 1, . . . , r) на рассмотренных классах функций W (r)
q (Ωm; Φi) (i = 1, 2, 3),

определяемых заданными мажорантными функциями Φi (i = 1, 2, 3).

Теорема 2.2.7. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.1, r ∈ N,

ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r. Тогда имеют место равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ1)

}
=

= 2−m/2(πν)−s+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1

(
1

ν

)
. (2.2.49)

Доказательство. Полагая в равенстве (2.2.5) h = π/σ и подбирая чис-

ло ν ∈ R+ так, чтобы имело место σ = νπ, с учётом определения класса

W
(r)
q (Ωm; Φ1) получаем оценку сверху

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ1)

}
≤

≤ 2−m/2(πν)−s+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1

(
1

ν

)
. (2.2.50)

Нам остаётся получить аналогичную оценку снизу для выражения, за-

данного в левой части равенства (2.2.49). С этой целью рассмотрим функцию

gε∗(x) =

√
2

π

{
sin(σ + ε∗)x

x
− sinσx

x

}
, ε∗ > 0

экспоненциального типа σ+ε∗, рассмотренную нами при доказательстве тео-

ремы 2.1.1. Если полагать ε∗ = νπε, то мы имеем

σ + ε∗ = νπ(1 + ε) = σ∗. (2.2.51)

Поскольку по тереме Винера – Пэли

∥gε∗∥2L2(R) = 2

σ+ε∗∫
σ

|F(gε∗; τ)|2dτ = 2ε∗, (2.2.52)
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то, как следует из равенства

ρ∗ = 2−m/2σ−s
∗

 σ∗h∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1(h) (2.2.53)

и формул (2.2.51) и (2.2.52), целая функция

g̃ε∗(x) :=
ρ∗√
2ε∗

gε∗(x) (2.2.54)

является элементом шара

Bσ∗(ρ∗) =
{
gε∗ ∈ Bσ,2 : ∥gε∗∥L2(R) ≤ ρ∗

}
,

который, как легко проверить, принадлежит классу W (r)
q (Ωm; Φ1).

Используя неравенство

Aσ(g
(r−s)
ε )L2(R) ≥

√
2ε σr−s,

доказанное нами в параграфе 2.1 (формула (2.1.39) и (2.2.54), сразу получаем

Aσ(g̃
(r−s)
ε∗

)L2(R) ≥ ρ∗(πν)
r−s. (2.2.55)

Учитывая неравенство (2.2.55), равенства (2.2.53) и (2.2.51), имеем

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ1)

}
≥ Aνπ(g̃

(r−s)
ε∗

)L2(R) ≥

≥ 2−m/2(πν)−s+1/q

(1 + ε)

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1

(
1

ν

)
. (2.2.56)

В неравенстве (2.2.56) от ε зависит только правая часть. Поэтому, вычисляя

верхнюю грань по всем ε > 0, от её правой части, будем иметь

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ1)

}
≥

≥ 2−m/2(πν)−s+1/q

 π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ1

(
1

ν

)
. (2.2.57)

Сопоставляя оценку сверху (2.2.50) и оценку снизу (2.2.57), приходим к тре-

буемому равенству (2.2.49). Теорема 2.2.7 доказана.
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Следствие 2.2.3. В условиях теоремы 2.2.7 имеют место равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W
(r)
2/m(Ωm; Φ1)

}
=

= 2−m/2 π−sν−s+m/2

(
1− Si(π)

π

)−m/2

Φ1

(
1

ν

)
.

По вышеприведённой схеме доказательства теоремы 2.2.7 также доказы-

ваются следующие утверждения.

Теорема 2.2.8. При выполнении всех условий теоремы 2.2.4, для любых

r ∈ N, ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r справедливы равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ2)

}
=

= 2−m/2(πν)−s

1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mq/2

dt

−1/q

Φ2

(
1

ν

)

и, в частности, при q = 2/m, имеем

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W
(r)
2/m(Ωm; Φ2)

}
=

= 2−m/2(πν)−s

(
1− Si(π)

π

)−m/2

Φ2

(
1

ν

)
.

Теорема 2.2.9. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.5. Тогда для

любых r ∈ N, ν ∈ R+ и s = 0, 1, . . . , r выполняются равенства

sup
{
Aνπ(f

(r−s))L2(R) : f ∈ W (r)
q (Ωm; Φ3)

}
=

= 2−m/2(νπ)−s

(
π2

π2 − 8

)m/2

Φ3

(
1

2ν

)
.
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ГЛАВА III

ПОПЕРЕЧНИКИ МНОЖЕСТВ АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ

ФУНКЦИЙ И НАИЛУЧШИЕ ЛИНЕЙНЫЕ МЕТОДЫ

ПРИБЛИЖЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ ХАРДИ

К настоящему времени в задаче отыскания точных значений n-попереч-

ников классов аналитических в круге функций в различных банаховых про-

странствах получен ряд окончательных результатов. Следует отметить, что

первые результаты, связанные с вычислением точных значений колмогоров-

ских n-поперечников в пространстве Харди Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, принадле-

жат В.М.Тихомирову [131] (случай q = ∞) и Л.В.Тайкову [121] (случай

1 ≤ q < ∞). Работы В.М.Тихомирова и Л.В.Тайкова базируются на осно-

вополагающего результата К.И.Бабенко [14], в котором был получен линей-

ный метод аппроксимации одного класса функций, аналитических в единич-

ном круге функций, пригодный для оценок n-поперечников сверху и, исполь-

зованный позднее многими другими математиками. Развивая эту тематику,

Л.В.Тайков [122, 124], Н.Айнуллоев и Л.В.Тайков [5] получили точные зна-

чения колмогоровских n-поперечников в метрике пространства Харди для

некоторых классов аналитических в единичном круге функций, граничные

значения которых представлены свёрткой, либо усреднённые модули непре-

рывности или гладкости их граничных значений мажорируются заданны-

ми функциями. Эти идеи стали очень плодотворными и в дальнейшем ука-

занная тематика развивалась в работах М.З.Двейрина [56], М.З.Двейрина

и И.В.Чебаненко [57], Ю.А.Фаркова [138, 139], С.Д.Фишера и М.И.Стесина

[142], A.Pinkus [104], С.Б.Вакарчука [25], С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [37],

С.Б.Вакарчука и М.Ш.Шабозова [39], М.Ш.Шабозова и О.Ш.Шабозова [150]

и других.

Аналогичные вопросы в пространстве Бергмана изучались сравнительно

недавно в работах С.Б.Вакарчука [26], М.Ш.Шабозова [152], М.Ш.Шабозова

и О.Ш.Шабозова [153,154], М.Ш.Шабозова и М.Р.Лангаршоева [155,166].
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Особый интерес представляет построение наилучших линейных методов

приближения как ранее изученных, так и изучаемые новых классов ана-

литических функций и связанных с этим задач вычисления точных значе-

ний различных n-поперечников, в частности, отыскания точных значений

гельфандовских и линейных n-поперечников. В этом направлении исследо-

ваний уже получен ряд окончательных результатов в работах Л.В.Тайкова

[120], J.T.Scheick [170], В.И.Белого [18], В.И.Белого и М.З.Двейрина [19],

М.З.Двейрина [55], К.Ю.Осипенко [101, 102], С.Б.Вакарчука [26, 27, 30, 31],

С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [37], С.Б.Вакарчука и М.Ш.Шабозова [39],

в которых найдены наилучшие линейные методы приближения различных

классов аналитических в круге функций. Тем не менее ещё для многих клас-

сов аналитических функций даже в пространстве Hq,ρ, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1

значения n-поперечников и наилучшие линейные методы приближения не

найдены.

Целью настоящей главы является изложение новых результатов, связан-

ных с вычислением точных значений различных n-поперечников классов ана-

литических в единичном круге функций, и построение наилучших линейных

методов приближения рассматриваемых классов.
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§3.1. Наилучшее приближение аналитических в
единичном круге функций

3.1.1. Наилучшее полиномиальное приближение аналитических
функций в Hq, q ≥ 1

Приведём необходимые определения и обозначения, используемые нами

в дальнейшем. Как и в предыдущих главах, обозначим: N – множество на-

туральных чисел, Z+ = N ∪ {0}, C – множество комплексных чисел, R+

– множество неотрицательных чисел вещественной оси, A(Uρ) – множество

функций комплексного переменного f(z), аналитических в круге

Uρ :=
{
z ∈ C : |z| < ρ

}
(0 < ρ ≤ 1, U1 = U).

Через Hq (1 ≤ q ≤ ∞) обозначим банахово пространство Харди, состоя-

щее из функций f ∈ A(Uρ), для которых конечна норма

∥f∥q := ∥f∥Hq
= lim

{
Mq(f, ρ) : ρ→ 1− 0

}
,

где

Mq(f, ρ) =

 1

2π

2π∫
0

|f(ρeit)|qdt


1/q

.

Хорошо известно, что норма функции f ∈ Hq реализуется на её угловых

граничных значениях F (t) := f(eit), которые существуют почти для всех

t ∈ [0, 2π]. В случае q = ∞ дополнительно будем предполагать функцию

f(z) непрерывной в замкнутом круге Ūρ = {z ∈ C : |z| ≤ ρ}.
Символом Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1, Hq,1 = Hq) обозначим банахово

пространство Харди функций f ∈ A(Uρ), для которых

∥f(z)∥Hq,ρ

def
= ∥f(ρz)∥Hq

<∞.

Через f (r)a (z) (r ∈ N, f (0)a (z) ≡ f(z)) обозначим производную r-го поряд-

ка f ∈ A(Uρ) по аргументу t комплексного переменного z = ρ exp(it) :

f (1)a (z) =
∂f(z)

∂t
=
df

dz
· ∂z
∂t

= f ′(z)zi,
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f (r)a (z) :=
{
f (r−1)
a (z)

}′

a
(r ≥ 2, r ∈ N),

а обычную r-ую производную по переменному z обозначим

f (r)(z) :=
drf(z)

dzr
, r ∈ N.

Под H(r)
q,a (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, H

(0)
q,a ≡ Hq,a) будем понимать класс функ-

ций f ∈ A(U), у которых f (r)a принадлежит пространству Hq (1 ≤ q ≤ ∞).

Аналогичным образом H
(r)
q (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, H

(0)
q ≡ Hq) означает класс

функций f ∈ A(U), у которых f (r) ∈ Hq (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞).

Через Pn обозначим множество комплексных алгебраических полино-

мов степени не выше n, а символом

En−1(f)q := E(f,Pn−1) = inf
{
∥f − pn−1∥q : pn−1 ∈ Pn−1

}
– наилучшее приближение функции f ∈ Hq элементами подпространства

Pn−1 в пространстве Hq.

Всюду далее структурные свойства функции f ∈ Hq (1 ≤ q ≤ ∞) будем

характеризовать скоростью убывания к нулю модуля непрерывности гранич-

ных значений r-ых производных F (r)
a (t) (или F (r)(t), r ∈ N):

ω(F (r)
a ; t)q := sup

{∥∥∥∥F (r)
a

(
x+

h

2

)
− F (r)

a

(
x− h

2

)∥∥∥∥
q

: |h| ≤ t

}
,

(
ω(F (r); t)q := sup

{∥∥∥∥F (r)

(
x+

h

2

)
− F (r)

(
x− h

2

)∥∥∥∥
q

: |h| ≤ t

})
,

или модуля гладкости граничных значений указанных производных

ω2(F
(r)
a ; 2t)q := sup

{
∥F (r)

a (x+ h)− 2F (r)
a (x) + F (r)

a (x− h)∥q : |h| ≤ t
}
,(

ω2(F
(r); 2t)q := sup

{
∥F (r)(x+ h)− 2F (r)(x) + F (r)(x− h)∥q : |h| ≤ t

} )
,

задавая скорость убывания посредством мажоранты некоторой усреднённой

величины, содержащей ω(F (r)
a ; t)q (ω(F

(r); t)q) или ω2(F
(r)
a ; 2t)q (ω2(F

(r); 2t)q).
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3.1.2. Описание классов аналитических функций в Hq

Пусть Φi(u) и Ψi(u) (i = 1, 2; u ≥ 0) – произвольные возрастающие

непрерывные функции такие, что Φi(0) = Ψi(0) = 0. Используя функции

Φi(u) и Ψi(u) в качестве мажоранты, введём в рассмотрение следующие клас-

сы аналитических функций.

Через W (r)
a Hq(Φ1) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) обозначим класс функций f ∈

H
(r)
q,a , при любом h ∈ R+, удовлетворяющих условию

1

h

h∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)q dt ≤ Φ1(h),

а через W (r)Hq(Φ2) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) – класс функций f ∈ H
(r)
q , для

которых при любом h ∈ R+ выполняется условие

1

h

h∫
0

ω(F (r); 2t)q dt ≤ Φ2(h).

Аналогичным образом через W (r)
a Hq(Ψ1) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) обозначим

класс функций f ∈ H
(r)
q,a , для которых

1

h

h∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)q dt ≤ Ψ1(h),

а W (r)Hq(Ψ2) соответствующий класс функций f ∈ H
(r)
q , удовлетворяющих

условию

1

h

h∫
0

ω2(F
(r); 2t)q dt ≤ Ψ2(h).

Положим также

(sin t)∗ :=
{
sin t, если 0 < t ≤ π/2; 1, если t ≥ π/2

}
, (3.1.1)

(1− cos t)∗ :=
{
1− cos t, если 0 < t ≤ π; 2, если t ≥ π

}
. (3.1.2)
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3.1.3. Определение тригонометрического n-поперечника

В пункте 1.1.4 параграфа 1.1 мы привели определения колмогоровского,

линейного, проекционного, гельфандовского и бернштейновского n-попереч-

ников. К этой серии n-поперечников добавим ещё один, так называемый три-

гонометрический n-поперечник, введённый в 1974 г. Р.С.Исмагиловым [72].

Пусть X – банахово пространство функций, аналитических в единичном

круге U = {z ∈ C : |z| < 1}. Величину

dTn (M, X) = inf
{mk}nk=1

sup
f∈M

inf
{ck}nk=1

∥∥∥∥∥f(z)−
n∑

k=1

ckz
mk

∥∥∥∥∥
X

,

где m1 < m2 < . . . < mn, mk ∈ Z+, k = 1, n, называют тригонометрическим

n-поперечником компакта M в банаховом пространстве X. При вычислении

тригонометрического n-поперечника мы опираемся на следующее утвержде-

ние, которое легко вытекает из одного результата, приведённого в [57, с.66].

Лемма 3.1.1. Пусть m0, m1, m2, . . . , mn – произвольные неотрица-

тельные целые числа, mi ̸= mj при i ̸= j. Тогда имеет место равенство

inf

{∥∥∥zm0 −
n∑

k=1

akz
mk

∥∥∥
Hq,ρ

: ai ∈ C

}
=
∥∥∥zm0

∥∥∥
Hq,ρ

, (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Учитывая определение тригонометрического n-поперечника и того фак-

та, что [31]

dn(M, X) ≤ dTn (M, X) ≤ λn(M, X),

соотношения (1.1.20) между n-поперечниками запишем в следующем удобном

для дальнейшего нам виде

bn(M, X) ≤ dn(M, X)
dn(M, X)

≤ dTn (M, X) ≤ λn(M, X). (3.1.3)
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3.1.4. Наилучшее полиномиальное приближение аналитических в
единичном круге функций в пространстве Харди Hq

Наши дальнейшие исследования об отыскании наилучших линейных ме-

тодах приближения изучаемых нами классов функций основаны на сле-

дующих известных результатах Л.В.Тайкова [122, 124], Н.Айнуллоева и

Л.В.Тайкова [5], Н.Айнуллоева [4] и некоторых их обобщениях.

В работе [122] доказано, что для произвольной функции f(z) ∈ H
(r)
q,a∩H(r)

q

(1 ≤ q ≤ ∞, r ≥ 1, r ∈ N) имеют место точные неравенства

En−1(f)q ≤
1

2nr−1

π/(2n)∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)qdt, (3.1.4)

En−1(f)q ≤
n− r

2αn,r

π/2(n−r)∫
0

ω(F (r); 2t)qdt, n > r, n ∈ N, (3.1.5)

а в [124] указана зависимость между наилучшим приближением функции

f(z) ∈ H
(r)
q,a ∩ H

(r)
q (1 ≤ q ≤ ∞, r ≥ 1, r ∈ N) и усреднённым значений

модулей гладкости производных r-ых порядков:

En−1(f)q ≤
1

(π − 2)nr−1

π/(2n)∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)qdt, (3.1.6)

En−1(f)q ≤
n− r

2αn,r

π/2(n−r)∫
0

ω2(F
(r); 2t)qdt, (3.1.7)

где в (3.1.5) и (3.1.7) введено обозначение

αn,r = n(n− 1) · · · (n− r + 1), n > r; n, r ∈ N,

причём все неравенства (3.1.4) – (3.1.7) обращаются в равенства для функции

f0(z) = azn ∈ H(r)
q,a ∩H(r)

q , a ∈ C, n, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞.

Отметим, что для некоторых классов функций, усреднённые модули

непрерывности и гладкости которых мажорируются значением заданных
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функций в некоторой фиксированной системе точек, в работах [4, 5, 122, 124]

найдены только точные значения лишь колмогоровского n-поперечника. На-

ша цель в этой главе – вычисление точных значений всех вышеперечислен-

ных в неравенстве (3.1.3) n-поперечников для классов функций, введённых

в пункте 3.1.2, и указание наилучших линейных методов приближения этих

классов функций.
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§3.2. Наилучшие линейные методы приближения и
точные значения поперечников классов W

(r)
a Hq(Φ1)

и W (r)Hq(Φ2) в пространстве Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1)

Будем придерживаться следующей схеме изложения. Начнём с того, что

при некотором ограничении на мажорант Φi (i = 1, 2) сначала вычислим точ-

ные значения n-поперечников bn(·), dn(·) и dTn (·) для классовW (r)
a Hq(Φ1) (тео-

рема 3.2.1) иW (r)Hq(Φ2) (теорема 3.2.4) в пространствеHq, затем распростра-

ним полученные результаты на пространство Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1)

(теоремы 3.2.2 и 3.2.5). Благодаря найденным наилучшим линейным мето-

дам (теоремы 3.2.3 и 3.2.6), распространим результаты теорем 3.2.2 и 3.2.5 на

гельфандовские и линейные n-поперечники. Справедлива следующая

Теорема 3.2.1. Пусть r ∈ Z+, n ∈ N и мажоранта Φ1 при любом

h ∈ R+ удовлетворяет условию

Φ1(h)

Φ1(π/(2n))
≥ π

2nh

nh∫
0

(sin t)∗dt. (3.2.1)

Тогда имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq

=
π

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.2)

Множество функций {Φ1} , удовлетворяющих условию (3.2.1), не пусто.

Доказательство. Учитывая определение класса W (r)
a Hq(Φ1), из нера-

венства (3.1.4) для произвольной f(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1) имеем

En−1(f)q ≤
1

2nr−1

π/(2n)∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)qdt =

=
π

4nr

2n

π

π/(2n)∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)qdt

 ≤ π

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.3)
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Воспользовавшись соотношением (3.1.3), из неравенства (3.2.3) получа-

ем оценку сверху для указанных n-поперечников

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
≤ dn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
≤ dTn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq

≤ π

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.4)

С целью получения оценки снизу указанных n-поперечников, равной

правой части неравенства (3.2.4), во множестве Pn ∩Hq рассмотрим шар

σn+1 :=
{
pn ∈ Pn : ∥pn∥q ≤

π

4nr
Φ1

( π
2n

)}
и покажем, что шар σn+1 ⊂ W

(r)
a Hq(Φ1). Для этого используем неравенство [5]

ω(p(r)n,a; 2t)q ≤ 2nr(sinnt)∗∥pn∥q, (3.2.5)

справедливое для произвольного полинома pn ∈ Pn. Из (3.2.5), учитывая

определение класса W (r)
a Hq(Φ1), для любого pn ∈ σn+1 и произвольного числа

h ∈ R+, в силу неравенство (3.2.1), получаем

1

h

h∫
0

ω(p(r)n,a; 2t)qdt ≤ 2nr∥pn∥q ·
1

h

h∫
0

(sinnt)∗dt ≤

≤ 2nr · π
4
n−r Φ1

( π
2n

)
· 1

nh

nh∫
0

(sin t)∗dt =

= Φ1

( π
2n

)
· π

2nh
·

nh∫
0

(sin t)∗dt ≤ Φ1(h),

откуда и следует, что σn+1 ⊂ W
(r)
a Hq(Φ1). Согласно определению бернштей-

новского n-поперечника, имеем оценку снизу

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq

)
≥ bn (σn+1;Hq) ≥

π

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.6)

Сравнивая оценки сверху (3.2.4) и снизу (3.2.6), получаем равенство (3.2.2).

Приводим пример функции, удовлетворяющей условию (3.2.1).Положим

Φ∗
1(t) = tα, где

α =
π

2
− 1 ≈ 0.57, (3.2.7)
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и покажем, что функция Φ∗
1 удовлетворяет ограничению (3.2.1). Подставляя

Φ∗
1 в (3.2.1), получаем следующее неравенство(

2nh

π

)α

≥ π

2nh

nh∫
0

(sin t)∗dt,

или, что то же, (
2nh

π

)α+1

≥
nh∫
0

(sin t)∗dt, (3.2.8)

которое ещё требуется доказать. Полагая 2nh = µπ, 0 ≤ µ <∞ и учитывая

равенство (3.1.1), из (3.2.8) получаем эквивалентное неравенство

µα+1 ≥

1− cos
µπ

2
, если 0 ≤ µ ≤ 1,

1 +
π

2
(µ− 1), если 1 ≤ µ <∞.

(3.2.9)

Исходя из первого неравенства в (3.2.9), для µ ∈ [0, 1] вводим в рассмот-

рение вспомогательную функцию

φ(µ) = µα+1 − 1 + cos
µπ

2
(3.2.10)

и докажем, что φ(µ) ≥ 0 для 0 ≤ µ ≤ 1. Заметим, что в достаточно малой

окрестности нуля при µ→ 0+0 функция φ положительна, поскольку в силу

равенства (3.2.7)

φ(µ) = µα+1
[
1− π2

8
·O(µ1−α)

]
> 0,

и докажем, что при всех µ ∈ [0, 1] функция φ является таковой. Если предпо-

ложить смену знака φ(µ) на интервале (0, 1), то существует точка η ∈ (0, 1)

такая, что φ(η) = 0 и, кроме того, из (3.2.10) очевидно, что φ(0) = φ(1) = 0.

Следовательно, по теореме Ролля существуют точки η1 и η2, 0 < η1 < η <

η2 < 1 такие, что для производной первого порядка

φ′(µ) = (α + 1)µα − π

2
sin

µπ

2
:= (α+ 1)

(
µα − sin

µπ

2

)
в силу выбора α из (3.2.7) выполняются равенства φ′(η1) = φ′(η2) = 0 и,

кроме того, φ′(0) = φ′(1) = 0. Но тогда производная второго порядка

φ′′(µ) = (α + 1)
[
αµα−1 − π

2
cos

µπ

2

]
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на интервале (0, 1) имеет не менее трёх нулей, но это невозможно, поскольку

функция

αµα−1 − π

2
cos

µπ

2

представлена разностью между выпуклой вниз и выпуклой вверх функций

и по этой причине не может иметь больше двух нулей на интервале (0, 1).

Таким образом первое неравенство в (3.2.9) имеет место для всех µ ∈ [0, 1].

Введя в рассмотрение функцию

φ∗(µ) = µα+1 − 1− π

2
(µ− 1)

для значений µ ∈ [1,+∞), получаем

φ′
∗(µ) = (α+ 1)µα − π

2
:=

π

2
(µα − 1) ≥ 0. (3.2.11)

Так как φ∗(1) = 0, то из (3.2.11) следует, что φ∗(µ) ≥ 0 для 1 ≤ µ < ∞ и

тем самым второе неравенство в (3.2.9) имеет место, чем и завершаем дока-

зательство теоремы 3.2.1. Из доказанной теоремы вытекает

Следствие 3.2.1. В условиях теоремы 3.2.1 справедливы равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ
∗
1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ
∗
1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Φ
∗
1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ
∗
1)
)
Hq

=
1

2

(π
2

)π/2
n−(r−1)−π/2.

Полученные результаты в теореме 3.2.1 для бернштейновского и кол-

могоровского n-поперечников распространим на более общий случай Hq,ρ

(1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Теорема 3.2.2. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Φ1 при любом h ∈ R+

удовлетворяет условию (3.2.1). Тогда при любых 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1

справедливы равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq,ρ

=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.12)
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Доказательство. Оценку сверху для указанных в теореме n-поперечни-

ков с учётом неравенства [55, с.49]

En−1(f)Hq,ρ
≤ ρnEn−1(f)Hq

(3.2.13)

получаем из (3.2.4). В самом деле, переходя к верхней грани по всем функ-

циям f ∈ W
(r)
a Hq(Φ1) из (3.2.13) и (3.2.4) получаем

En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq,ρ

≤ ρnEn−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq

≤ πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
,

откуда сразу получаем оценку сверху

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
≤ dn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
≤ dTn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq,ρ

=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.14)

Для получения оценки снизу в множестве Pn ∩Hq,ρ введём в рассмотрение

(n+ 1)-мерный шар полиномов

σ∗n+1 :=

{
pn ∈ Pn : ∥pn∥Hq,ρ

≤ πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)}
и докажем включение σ∗n+1 ⊂ W

(r)
a Hq(Φ1).

В работе [5] доказано, что для произвольного полинома pn ∈ Pn имеет

место неравенство

ω((pn)
(r)
a ; 2t)Hq

≤ 2(sinnt)∗ n
r∥pn∥Hq

. (3.2.15)

Из неравенства (3.2.15), учитывая, что (см., например, [104, с.255])

∥pn∥Hq
≤ ρ−n∥pn∥Hq,ρ

, (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1),

для произвольной pn ∈ Pn ∩ σ∗n+1 запишем

ω((pn)
(r)
a ; 2t)Hq

≤ 2(sinnt)∗ n
rρ−n∥pn∥Hq,ρ

. (3.2.16)

Из (3.2.16) для произвольного полинома pn ∈ σ∗n+1 имеем

ω((pn)
(r)
a ; 2t)Hq

≤ π

2
Φ1

( π
2n

)
(sinnt)∗.
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Таким образом, согласно определению класса W
(r)
a Hq(Φ1) и условию

(3.2.1), получаем

1

h

h∫
0

ω((pn)
(r)
a ; 2t)q dt ≤

π

2
Φ1

( π
2n

)
· 1
h

h∫
0

(sinnt)∗dt =

= Φ1

( π
2n

) π

2nh

nh∫
0

(sin t)∗ dt ≤ Φ1(h),

откуда и следует включение σ∗n+1 ⊂ W
(r)
a Hq(Φ1). Из доказанного включения,

соотношения (3.1.3) и определения бернштейновского n-поперечника вытека-

ет оценка снизу

dn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
≥ bn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
≥

≥ bn (σ
∗
n+1;Hq,ρ) ≥

πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.17)

Сопоставляя оценку сверху (3.2.14) и оценку снизу (3.2.17), приходим к тре-

буемым равенствам (3.2.12), чем и завершаем доказательство теоремы 3.2.2.

Далее докажем, что результат (3.2.12) справедлив и для гельфандовско-

го и линейного n-поперечников. С этой целью для каждой функции

f(z) =
∞∑
k=0

ck(f)z
k ∈ A(U)

сопоставим в соответствие линейный полиномиальный оператор (n−1)-й сте-

пени

Λn−1,r−1,ρ(f ; z) := Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1, z) = c0 +
n−1∑
k=1

λk,r−1,ρ ck(f)z
k,

где

λk,r−1,ρ = 1−
(

k

2n− k

)r−1

ρ2(n−k)

[
1− nµk

(
1−

(
k

2n− k

)2
)]

, k = 1, n− 1;

µk =

π/(2n)∫
0

cos kx cosnxdx.
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Справедливо следующее утверждение.

Лемма 3.2.1. Пусть f(z) – произвольная функция из класса

W
(r)
a Hq(Φ1), r ∈ N. Тогда для любого числа n ∈ N выполняется неравен-

ство ∥∥∥f − Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1)
∥∥∥
Hq,ρ

≤ πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
, 0 < ρ ≤ 1. (3.2.18)

Если мажорирующая функция Φ1 при любых h ∈ R+ и n ∈ N удовле-

творяет ограничению (3.2.1), то неравенство (3.2.18) точно в том смысле,

что существует функция f0(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1), обращающая его в равенство.

Доказательство. В работе [31] доказано, что для произвольной функ-

ции f ∈ H
(r)
q,a , r ∈ N, 0 < ρ ≤ 1 выполняется неравенство

∥∥∥f − Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1)
∥∥∥
Hq,ρ

≤ ρn

4nr−1

π/n∫
0

ω(F (r)
a ;x)q dx. (3.2.19)

Учитывая определение класса W
(r)
a Hq(Φ1), из правой части (3.2.19) будем

иметь

ρn

4nr−1

π/n∫
0

ω(F (r)
a ;x)q dx =

ρn

2nr−1

π/(2n)∫
0

ω(F (r)
a ; 2x)q dx =

=
πρn

4nr

2n

π

π/(2n)∫
0

ω(F (r)
a ; 2x)q dx

 ≤ πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.20)

Таким образом, из неравенств (3.2.19) и (3.2.20) вытекает (3.2.18). До-

кажем существование функции f0(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1), для которой неравенство

(3.2.18) обращается в равенство. Рассмотрим функцию

f0(z) =
π

4
(in)−rΦ1

( π
2n

)
zn

и покажем, что f0(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1). При доказательстве теоремы 3.2.2 мы

ввели в рассмотрение (n+ 1)-мерный шар полиномов

σ∗n+1 :=

{
pn ∈ Pn : ∥pn∥Hq,ρ

≤ πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)}
,
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который содержится в классе W (r)
a Hq(Φ1). Так как в нашем случае f0 ∈ σ∗n+1

и

∥f0∥Hq
=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
,

то f0(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1). Следовательно,∥∥∥f0 − Λn−1,r−1,ρ(f0;Pn−1)

∥∥∥
Hq,ρ

= ∥f0∥Hq,ρ
=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
,

чем и завершаем доказательство леммы 3.2.1.

Теорема 3.2.3. Если мажоранта Φ1 удовлетворяет условию (3.2.1),

то при любых n, r ∈ N и 0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

δn

(
W (r)

a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1)
)
Hq,ρ

=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1); Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1)
)
Hq,ρ

:=

:= sup
{
∥f − Λn−1,r−1,ρ(f)∥ : f ∈ W (r)

a Hq(Φ1)
}
=
πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
, (3.2.21)

где δn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
dTn (·) или λn(·).

Доказательство. Используя неравенство (3.2.18), определения линей-

ного и тригонометрического n-поперечников, запишем следующие оценки

сверху
dTn

(
W

(r)
a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
λn

(
W

(r)
a Hq(Φ1);Hq,ρ

)
 ≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1); Λn−1,r−1,ρ(f ;Pn−1)
)
Hq,ρ

≤ πρn

4nr
Φ1

( π
2n

)
. (3.2.22)

Сопоставив полученную оценку сверху (3.2.22) с аналогичными оцен-

ки снизу (3.2.17) и учитывая неравенства (3.1.3) между различными n-

поперечниками, получим соотношение (3.2.21). Теорема 3.2.3 доказана.

174



Докажем аналоги теоремы 3.2.1 – 3.2.3 для класса функций W (r)Hq(Φ2)

в пространстве Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1), доказательство которых прово-

дится по приведённой выше схеме и в идейном отношении аналогично дока-

зательству теорем 3.2.1 – 3.2.3.

Всюду далее, введём обозначение

αn,r = n(n− 1) · · · (n− r + 1), n > r; n, r ∈ N.

Теорема 3.2.4. Если при любых n, r ∈ N, n > r ≥ 1 мажоранта Φ2 для

любого h ∈ R+ удовлетворяет условию

Φ2(h)

Φ2(π/2(n− r))
≥ π

2(n− r)h

(n−r)h∫
0

(sin t)∗ dt, (3.2.23)

то

bn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
= dn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
= dTn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq

=
π

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
, (3.2.24)

Множество функций {Φ2} , удовлетворяющих условию (3.2.23), не пусто.

Доказательство. Из неравенства (3.1.5), пользуясь определением клас-

са W (r)Hq(Φ2), имеем

En−1(f)q ≤
n− r

2αn,r

π/2(n−r)∫
0

ω(F (r); 2t)q dt =

=
π

4αn,r

2(n− r)

π

π/2(n−r)∫
0

ω(F (r); 2t)q dt

 ≤ π

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
,

откуда с учётом соотношения (3.1.3) сразу запишем

bn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
≤ dn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
≤ dTn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
≤

≤ En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
≤ π

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
. (3.2.25)
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Для получения оценки снизу введём в рассмотрение (n+1)-мерный шар

полиномов

Mn+1 :=

{
pn ∈ Pn : ∥pn∥Hq

≤ π

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)}
и докажем включение Mn+1 ⊂ W (r)Hq(Φ2).

Используя схему рассуждений Л.В.Тайкова [5, с.345; 124, c.293], для про-

извольного полинома pn =
n∑

k=0

ckz
k из подпространства Pn получаем нера-

венство 
2π∫
0

∣∣∣p(r)n

(
ρei(x+t/2)

)
− p(r)n

(
ρei(x−t/2)

)∣∣∣q dx


1/q

≤

≤ 2

(
sin

n− r

2
t

)
∗


2π∫
0

∣∣∣p(r)n

(
ρeix

)∣∣∣q dx


1/q

, 0 < ρ ≤ 1. (3.2.26)

Воспользовавшись неравенством С.Н.Бернштейна для полиномов [155, с.9]

∥p(r)n ∥Hq
≤ αn,r∥pn∥Hq

,

определением норм в пространстве Hq, 1 ≤ q ≤ ∞ и определением модуля

непрерывности, из (3.2.26) получим неравенство

ω((pn)
(r); 2t)Hq

≤ 2αn,r(sin(n− r)t)∗ ∥pn∥Hq
, (3.2.27)

верное для любого полинома pn ∈ Pn, а также учитывая определение класса

W (r)Hq(Φ2) и ограничение (3.2.23), для произвольной pn ∈ Mn+1 получаем

1

h

h∫
0

ω((pn)
(r); 2t)q dt ≤ 2αn,r∥pn∥Hq

· 1
h

h∫
0

(sin(n− r)t)∗dt ≤

≤ Φ2

(
π

2(n− r)

)
π

2(n− r)h

(n−r)h∫
0

(sin t)∗dt ≤ Φ2(h),

означающее выполнение включения Mn+1 ⊂ W (r)Hq(Φ2). Отсюда, используя

определение бернштейновского n-поперечника, получаем оценку снизу

bn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq

)
≥ bn (Mn+1;Hq) ≥

π

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
. (3.2.28)

176



Сравнивая неравенства (3.2.25) и (3.2.28) приходим к равенствам

(3.2.24). Легко убедиться, что ограничение (3.2.23) удовлетворяет, например,

функция Φ∗
2(t) = tπ/2−1, чем и завершаем доказательство теоремы 3.2.4.

Теорема 3.2.5. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Φ2 при любом

h ∈ R+ удовлетворяет ограничению (3.2.23). Тогда при любых 1 ≤ q ≤ ∞,

0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

bn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq,ρ

=
πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
. (3.2.29)

Поскольку доказательство теоремы 3.2.5 повторяет схему доказательства

теоремы 3.2.2, поэтому мы её здесь не приводим. Отметим лишь, что при по-

лучении оценки снизу бернштейновского n-поперечника вместо неравенства

(3.2.16) нужно воспользоваться неравенством (3.2.27).

Распространим результат теоремы 3.2.5 на гельфандовский и линейный

n-поперечники. Для этой цели, следуя схеме доказательства леммы 3.2.1,

каждой функции f(z) ∈ A(U) сопоставим в соответствие линейный поли-

номиальный оператор (n− 1)-й степени

Λn−1,r,ρ(f ; z)
def
=

r−1∑
k=0

ck(f)z
k+

+
n−1∑
k=r

{
1 +

ρ2(n−k)αk,r

α2n−k,r

[
γk,r

(
1−

(
k − r

2n− k − r

)2
)

− 1

]}
ck(f)z

k,

где ck(f) – коэффициенты Тейлора функции f(z), а числа γk,r определены

равенством

γk,r = (n− r)

π/(2(n−r))∫
0

cos(k − r)t cos(n− r)tdt, k ≥ r, k ∈ N.
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Лемма 3.2.2. Пусть f – произвольная функция из класса W (r)Hq(Φ2),

1 ≤ q ≤ ∞, r ∈ N, n – любое натуральное число, больше r и 0 < ρ ≤ 1.

Тогда справедливо неравенство∥∥∥f − Λn−1,r,ρ(f)
∥∥∥
q,ρ

≤ πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
. (3.2.30)

Если мажорирующая функция Φ2 при любом h ∈ R+ удовлетворяет

ограничению (3.2.23), то неравенство (3.2.30) неулучшаемо в том смысле,

что существует функция f0 ∈ W (r)Hq(Φ2), r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, для которой

обращается в равенство.

Доказательство. Введём следующее обозначение

Kn,r(ρ, t) :=
1

2αn,r
+

∞∑
j=1

ρj

αn+j,r
cos jt. (3.2.31)

Функция Kn,r(ρ, t) является неотрицательной и интегрируемой (см., напри-

мер, [104, лемма 2.3, с.251]). Полагаем

Ln−1,r,ρ(f ; z)
def
=

r−1∑
k=0

ck(f)z
k +

n−1∑
k=r

(
1− ρ2(n−k)αk,r

α2n−k,r

)
ck(f)z

k.

Для произвольного элемента f ∈ W (r)Hq(Φ2) запишем равенство

f(ρz)− Ln−1,r,ρ(f ; ρz) =

=
ρnzr−1

π

2π∫
0

f (r−1)(ze−it)ei(n−r)tKn,r(ρ, t)dt, z ∈ U, (3.2.32)

которое проверяется непосредственным вычислением путём разложения про-

изводной f (r−1) в ряд Тейлора и последующим почленным интегрированием

подынтегрального выражения с учётом вида ядра (3.2.31).

С целью получения оценки сверху величины наилучшей полиномиальной

аппроксимации функций f ∈ H
(r)
q Л.В.Тайков [122] использовал в качестве

промежуточного приближения специальный экстремальный оператор, кото-

рый в нашем случае имеет вид

g(f (r−1); z) =
n− r

2

π/2(n−r)∫
0

{
f (r−1)(zeit)+f (r−1)(ze−it)

}
cos(n− r)tdt. (3.2.33)
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Предложенная функция (3.2.33) принадлежит пространству Hq, по-

скольку её можно представить в виде следующего ряда Тейлора

g(f (r−1); z) =
∞∑

k=r−1

γk,r−1 αk,r−1 ck(f) z
k−r+1 =

=
∞∑
k=0

γk+r−1,r−1 αk+r−1,r−1 ck+r−1(f) z
k, z ∈ U. (3.2.34)

Для произвольной функции f ∈ Hq полагаем

Vn−r−1,2(f ; z) =
n−r−1∑
k=0

(
1−

(
k

2(n− r)− k

)2
)
ckz

k

и учитывая вид функции (3.2.34) запишем

Vn−r−1,2

(
g(f (r−1)); z

)
=

=
n−r−1∑
k=0

γk+r−1,r−1 αk+r−1,r−1 ck+r−1(f)

(
1−

(
k

2(n− r)− k

)2
)
zk.

Полагаем

H(s)
q,a =

{
φ ∈ A(U) : φ(s)

a ∈ Hq

}
,

где через φ(s)
a (z) обозначена s-я производная функции φ по аргументу t ком-

плексного числа z = ρ exp(it). При этом φ
(s)
a (z) =

∂φ

∂t
=
dφ

dz
· dz
dt

= φ′(z)zi

и для s ≥ 2 φ
(s)
a (z) =

{
φ
(s−1)
a (z)

}′

a
. Непосредственным вычислением можно

убедиться, что для произвольной функции φ ∈ H
(2)
q,a имеет место равенство

φ(z)− Vn−r−1,2(φ; z) = −1

π

2π∫
0

φ(2)
a (ze−it) ei(n−r)tG2,n−r(t)dt, (3.2.35)

где

G2,n−r(t) =
1

2(n− r)2
+

∞∑
k=n−r+1

cos(k − n+ r)t

k2
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– неотрицательная интегрируемая функция [104, лемма 2.2, с.251].

Из равенства (3.2.35) применением обобщённого неравенства Минков-

ского получаем ∥∥∥φ− Vn−r−1,2(φ)
∥∥∥
q
≤ 1

(n− r)2
∥φ(2)

a ∥q. (3.2.36)

Для произвольной функции f ∈ W (r)Hq(Φ) построим линейный полино-

миальный оператор

Ωn−1,r−1,ρ(f ; z) =

=
n−1∑

k=r−1

γk,r−1 ·
αk,r−1

α2n−k,r−1
ρ2(n−k)

(
1−

(
k − r + 1

2n− k − r + 1

)2
)
ck(f)z

k

и, учитывая соотношения (3.2.31) и (3.2.33), непосредственным подсчётом

убедимся в интегральном представлении

Ωn−1,r−1,ρ(f ; ρz) =

=
ρnzr−1

π

2π∫
0

Vn−r−1,2

(
g(f (r−1)); ze−it

)
ei(n−r)tKn,r−1(ρ, t)dt. (3.2.37)

Теперь, полагая

Ln−1,r−1,ρ(f ; z)
def
= Vn−1,r−1,ρ(f ; z) + Ωn−1,r−1,ρ(f ; z),

с учётом (3.2.32) и (3.2.37) имеем

f(ρz)− Ln−1,r−1,ρ(f ; z) =

=
ρnzr−1

π

2π∫
0

{
f (r−1)(ze−it)− Λn−r−1,2

(
g(f (r−1)); ze−it

)}
ei(n−r)tKn,r(ρ, t)dt.
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Отсюда в силу обобщённого неравенства Минковского получаем∥∥∥f − Ln−1,r−1,ρ(f)
∥∥∥
q,ρ

≤

≤ ρn(n− r)

αn,r

{∥∥∥f (r−1) − g(f (r−1))
∥∥∥
q
+
∥∥∥g(f (r−1))− Λn−r−1,2

(
g(f (r−1))

)∥∥∥
q

}
.

(3.2.38)

Первое слагаемое в правой части неравенства (3.2.38), следуя [122, с.80], оце-

ним сверху следующим образом

∥∥∥f (r−1) − g(f (r−1))
∥∥∥
q
≤ 1

2

π/2(n−r)∫
0

ω(F (r); 2t)q(1− sin(n− r)t)dt. (3.2.39)

Полагая z = eit и учитывая, что норма в пространстве Hq реализуется

на угловых граничных значениях функции ради упрощения записи, введём

обозначение

F (x± t) := f (r−1)(ze±it).

Приступая к оценке второго слагаемого в правой части неравенства

(3.2.38), следуя рассуждением [5], будем считать, что f (r−1), а значит, и F

есть алгебраический полином некоторой степени m, поскольку совокупность

всех полиномов всюду плотна в пространстве Hq. При этом можно одновре-

менно осуществить приближение функции и её производной в Hq, а потому

можно полагать, что F (s) ∈ Hq, где s = 1, 2.

Используя неравенство (3.2.36) и обобщённое неравенство Минковского,

запишем∥∥∥g(f (r−1))− Λn−r−1,2

(
g(f (r−1))

)∥∥∥
q
≤ 1

(n− r)2

∥∥∥g(f (r−1))(2)a

∥∥∥
q
. (3.2.40)

Продифференцировав дважды обе части равенства (3.2.33) по аргументу z

и подставляя внутри нормы в правой части неравенства (3.2.40), перепишем

его в виде ∥∥∥g(f (r−1))− Λn−r−1,2

(
g(f (r−1))

)∥∥∥
q
≤
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≤ 1

2(n− r)

∥∥∥∥∥∥∥
π/2(n−r)∫

0

{
F (2)(x+ t) + F (2)(x− t)

}
cos(n− r)tdt

∥∥∥∥∥∥∥
q

.

Выполнив интегрирование по частям внутри нормы, продолжим оценку

(3.2.40) :

· · · ≤ 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
π/2(n−r)∫

0

{
F ′(x+ t)− F ′(x− t)

}
sin(n− r)tdt

∥∥∥∥∥∥∥
q

≤

≤ 1

2

π/2(n−r)∫
0

ω(F (r); 2t)q sin(n− r)tdt. (3.2.41)

Объединяя обе оценки (3.2.39) и (3.2.41), из (3.2.38) получаем

∥∥∥f − Vn−1,r−1,ρ(f)
∥∥∥
q,ρ

≤ ρn(n− r)

2αn,r

π/2(n−r)∫
0

ω(F (r); 2t)qdt. (3.2.42)

Учитывая определение класса W (r)Hq(Φ2), из (3.2.42) имеем

∥∥∥f − Vn−1,r−1,ρ(f)
∥∥∥
q,ρ

≤ πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
, n > r, n, r ∈ N. (3.2.43)

Очевидно, что функция

f0(z) =
πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
zn, z ∈ U

принадлежит классу W (r)Hq(Φ2) и для этой функции

∥∥∥f0 − Vn−1,r−1,ρ(f0)
∥∥∥
q,ρ

= ∥f0∥q,ρ =
πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
,
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чем и завершаем доказательство леммы 3.2.2.

Теорема 3.2.6. Пусть мажоранта Φ2(h) при любом h ∈ R+ удовле-

творяет условию (3.2.23). Тогда для всех n, r ∈ N, n > r, при 0 < ρ ≤ 1

справедливы равенства

δn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)Hq(Φ2)

)
Hq,ρ

=

= En−1

(
W (r)Hq(Φ2);Ln−1,r−1,ρ,Pn−1

)
Hq,ρ

=
πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
, (3.2.44)

где δn(·) – любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dTn (·), dn(·) или λn(·).
Доказательство. Из соотношений (3.1.3) между n-поперечниками и

неравенством (3.2.43) следует, что при выполнении ограничения (3.2.23) на

мажоранту Φ2 выполняются соотношения

dn
(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
≤ λn

(
W (r)Hq(Φ2);Hq,ρ

)
≤

≤ En−1

(
W (r)Hq(Φ2);Ln−1,r−1,ρ,Pn−1

)
Hq,ρ

≤ πρn

4αn,r
Φ2

(
π

2(n− r)

)
. (3.2.45)

Сопоставляя оценки сверху (3.2.45) с равенствами (3.2.29) приходим к

требуемым соотношениям (3.2.44). Теорема 3.2.6 доказана.
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§3.3. Наилучшие линейные методы приближения и
точные значения поперечников классов W

(r)
a Hq(Ψ1)

и W (r)Hq(Ψ2) в пространстве Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1)

Теорема 3.3.1. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Ψ1 при любом h ∈ R+

удовлетворяет условию

Ψ1(h)

Ψ1

(
π/(2n)

) ≥ π

π − 2
· 1

nh

nh∫
0

(1− cos t)∗dt. (3.3.1)

Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
Hq

=
π

2(π − 2)
· 1

nr
Ψ1

( π
2n

)
. (3.3.2)

Множество функций {Ψ1} , удовлетворяющих условию (3.3.1), не пусто.

Доказательство. Из неравенства (3.1.6) сразу получаем оценку свер-

ху для наилучших приближений класса W (r)
a Hq(Ψ1) множеством полиномов

Pn :

En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
q
= sup

{
En−1(f)q : f ∈ W (r)

a Hq(Ψ1)
}
≤

≤ π

2(π − 2)
· 1

nr
sup


2n

π

π/(2n)∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)dt

 : f ∈ W (r)
a Hq(Ψ1)

 ≤

≤ π

2(π − 2)
· 1

nr
Ψ1

( π
2n

)
.

Отсюда, в силу соотношения (3.1.3) между указанными n-поперечника-

ми, получаем оценку сверху

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
≤ dn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
≤ dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
Hq

≤ π

2(π − 2)
· 1

nr
Ψ1

( π
2n

)
. (3.3.3)
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Для получения оценки снизу бернштейновского n-поперечника вводим в

рассмотрение шар

Dn+1 :=

{
pn ∈ Pn : ∥pn∥ ≤ π

2(π − 2)
· 1

nr
Ψ1

( π
2n

)}
и докажем, что шар Dn+1 содержится внутри класса W (r)

a Hq(Ψ1).

Пусть pn(t) – граничное значение произвольного полинома pn(z) ∈ Pn.

В работе [124, с.293] доказано, что для любого полинома pn(z) ∈ Pn выпол-

няется неравенство∥∥∥pn(x+ t)− 2pn(x) + pn(x− t)
∥∥∥
Hq

≤ 2(1− cosnt)∗

∥∥∥pn∥∥∥
Hq

. (3.3.4)

Из неравенства (3.3.4) вытекает, что∥∥∥(pn(x+t))(r)a −2(pn(x))
(r)
a +(pn(x−t))(r)a

∥∥∥
Hq

≤ 2(1−cosnt)∗

∥∥∥(pn)(r)a

∥∥∥
Hq

. (3.3.5)

Если воспользоваться неравенством С.Н.Бернштейна ( [155] случай R = 1)∥∥∥(pn)(r)a

∥∥∥
Hq

≤ nr
∥∥∥pn∥∥∥

Hq

,

то из (3.3.5) при 0 < nt ≤ π сразу вытекает соотношение

ω2((pn)
(r)
a ; 2t)q ≤ 2(1− cosnt)∗∥(pn)(r)a ∥Hq

≤ 2nr(1− cosnt)∗∥pn∥Hq
. (3.3.6)

Учитывая условие (3.3.1) и определение класса W (r)
a Hq(Ψ1) для любого

полинома pn(z) ∈ Dn+1, из соотношения (3.3.6) получаем

1

h

h∫
0

ω2((pn)
(r)
a ; 2t)dt ≤ 2nr

π

2(π − 2)
· 1

nr
Ψ1

( π
2n

) 1

h

h∫
0

(1− cosnt)∗dt ≤

≤ π

π − 2
Ψ1

( π
2n

) 1

nh

nh∫
0

(1− cos t)∗dt ≤ Ψ1(h).

Последнее неравенство означает, что Dn+1 ⊂ W
(r)
a Hq(Ψ1). Из этого вклю-

чения и определения бернштейновского n-поперечника следует оценка снизу

bn(W
(r)
a Hq(Ψ1), Hq) ≥ bn(Dn+1, Hq) ≥

π

2(π − 2)
· 1

nr
Ψ1

( π
2n

)
. (3.3.7)
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Сопоставляя оценку сверху (3.3.3) и оценку снизу (3.3.7), получаем тре-

буемые равенства (3.3.2). Приступая к доказательству второй части теоремы,

покажем, что функция Ψ∗
1(t) = tα, где

α =
2

π − 2
(1 < α < 2) (3.3.8)

удовлетворяет условию (3.3.1). Конкретизируя Ψ∗
1 в (3.3.1), будем иметь нера-

венство (
2nh

π

)α

≥ π

π − 2
· 1

nh

nh∫
0

(1− cos t)∗dt, (3.3.9)

которое ещё предстоит доказать. Как и выше, полагая 2nh = uπ (0 ≤ u <

∞), с учётом определения подынтегральной функции из (3.1.2), перепишем

неравенство (3.3.9) в эквивалентном виде

uα+1 ≥ π

π − 2

u−
2

π
sin

πu

2
, если 0 ≤ u ≤ 2,

2(u− 1), если 2 ≤ u <∞.
(3.3.10)

На отрезке [0, 2] введём в рассмотрение функцию

ψ(u) = uα+1 − π

π − 2

(
u− 2

π
sin

πu

2

)
и докажем, что для значений u ∈ [0, 2] функция ψ(u) ≥ 0. Сначала установим

этот факт на отрезке [0, 1]. Так как при u→ 0 + 0

ψ(u) = uα+1

[
1− π3

24(π − 2)
O(u2−α)

]
,

то в достаточно малой окрестности нуля ψ(u) > 0, и если бы ψ(u) сменила

знак в некоторой точке ξ ∈ [0, 1], то, учитывая равенства ψ(0) = ψ(1) = 0,

пришли бы к выводу, что производная первого порядка

ψ′(u) = (α + 1)uα − π

π − 2

(
1− cos

πu

2

)
:= (α+ 1)

[
uα − 1 + cos

πu

2

]
имеет на интервале (0, 1) два различных нуля и ещё ψ′(0) = ψ′(1) = 0. Но

тогда вторая производная

ψ′′(u) = (α + 1)
[
αuα−1 − π

2
sin

πu

2

]
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имеет на интервале (0, 1) не менее трёх нулей и, кроме того, ψ′′(0) = 0 в силу

равенства (3.3.8). Отсюда следует существование трёх различных нулей на

интервале (0, 1) производной третьего порядка

ψ′′′(u) = (α+ 1)

[
α(α− 1)uα−2 −

(π
2

)2
cos

πu

2

]
.

Но это невозможно, поскольку функция (3.3.9) представляет собой разность

выпуклой вниз и выпуклой вверх функций. Из геометрических соображений

ясно, что функция (3.3.9) не может иметь более двух нулей, а потому в случае

0 ≤ u ≤ 1 неравенство (3.3.8) выполняется.

Если 1 < u ≤ 2, то из условий ψ(1) = ψ′(1) = 0 и ψ′′(u) > 0 сразу

следует, что ψ(u) ≥ 0 и, таким образом, для значений 0 ≤ u ≤ 2 первое

неравенство в (3.3.8) имеет место.

Пусть 2 ≤ u < ∞. Исходя из второго неравенства (3.3.10), введём в

рассмотрение функцию

ψ1(u) = uα+1 − 2π

π − 2
(u− 1)

и докажем, что ψ1(u) ≥ 0 при всех 2 ≤ u <∞. Так как в силу (3.3.8)

ψ′
1(u) = (α + 1)uα − 2π

π − 2
= (α + 1)(uα − 2) ≥ 0

и ψ1(2) = 2α+1 − 2π

π − 2
> 0, то ψ1(u) > 0 при любом 2 ≤ u < ∞. Но это

означает, что второе неравенство в (3.3.10) на множестве точек u ∈ [2,∞)

также имеет место. Теорема 3.3.1 полностью доказана.

Из доказанной теоремы 3.3.1 вытекает

Следствие 3.3.1. В условиях теоремы 3.3.1 имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ
∗
1);Hq

)
= (π/2)π/(π−2) (π − 2)−1 n−r−2/(π−2).

Используя схему рассуждений теоремы 3.2.2, распространим результат

теоремы 3.3.1 на пространства Харди Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).
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Теорема 3.3.2. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ1 при любом

h ∈ R+ удовлетворяет условию (3.3.1). Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1

имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
Hq,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
. (3.3.11)

Доказательство. Используя соотношение (3.2.13), из неравенства

(3.1.6), учитывая определения класса W (r)
a Hq(Ψ1) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞), имеем

En−1(f)Hq,ρ
≤ πρn

2(π − 2)nr

2n

π

π/(2n)∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)qdt

 ≤ π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
.

Из полученного неравенства, в силу соотношения (3.1.3), запишем

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
≤ dn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
≤ dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1)
)
Hq,ρ

≤ π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
, 0 < ρ ≤ 1. (3.3.12)

С целью получения оценки снизу в множество Pn ∩ Hq,ρ введём в рас-

смотрение (n + 1)-мерный шар полиномов радиуса, равного правой части

неравенства (3.3.12) :

M ∗
n+1 :=

{
pn ∈ Pn : ∥pn∥Hq,ρ

≤ π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)}
, (3.3.13)

и докажем включение M ∗
n+1 ⊂ W

(r)
a Hq(Ψ1). Воспользовавшись неравенства-

ми (§3.2.) и (3.3.6) запишем

ω2((pn)
(r)
a ; 2x)q ≤ 2nrρ−n(1− cosnx)∗∥pn∥Hq,ρ

. (3.3.14)

Если теперь предположить, что pn ∈ M ∗
n+1, то, учитывая определение класса

W
(r)
a Hq(Ψ1) и ограничение (3.3.1), из неравенства (3.3.14) имеем

1

h

h∫
0

ω2((pn)
(r)
a ; 2x)qdx ≤ 2nrρ−n∥pn∥Hq,R

· 1
h

h∫
0

(1− cosnx)∗dx ≤
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≤ Ψ1

( π
2n

) π

π − 2
· 1

nh

nh∫
0

(1− cos t)∗dt ≤ Ψ1(h),

откуда следует включение M ∗
n+1 ⊂ W

(r)
a Hq(Ψ1). Из доказанного включения и

определения бернштейновского n-поперечника сразу получаем оценку снизу

bn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
≥ bn (M

∗
n+1;Hq,ρ) ≥

π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
. (3.3.15)

Требуемые равенства (3.3.11) получаем из сопоставления оценки сверху

(3.3.12) и оценки снизу (3.3.15), чем и завершаем доказательству 3.3.2.

Далее рассмотрим вопрос о построении наилучшего линейного метода

приближения класса W (r)
a Hq(Ψ1). Имеет место следующая

Теорема 3.3.3. Если мажоранта Ψ1 при любых n ∈ N и h ∈ R+ удо-

влетворяет условию (3.3.1), то для любых n, r ∈ N, n ≥ r, 1 ≤ q ≤ ∞ и

0 < ρ ≤ 1 справедливы равенства

dn
(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
= λn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Ln−1,r,ρ,Pn−1

)
Hq,ρ

=
πρn

2(π − 2)nr
Ψ1

( π
2n

)
. (3.3.16)

Доказательство. Очевидно, чтобы доказать равенства (3.3.16), в силу

соотношения между n-поперечниками (3.1.3) достаточно построить наилуч-

ший линейный метод приближения функций из класса W
(r)
a Hq(Ψ1) в про-

странстве Hq,ρ. Заметим, что для произвольной функции f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k ∈

A(U), принадлежащей классу W
(r)
a Hq(Ψ1), выполняется следующее инте-

гральное представление [26]

f(ρz)− Vn−1,r(f ; ρz) =
ρni−r

2π

2π∫
0

f (r)a (ze−it) eintGn,r(ρ, t)dt, (3.3.17)

где

Vn−1,r(f ; ρz) = c0 +
n−1∑
k=0

λk,rckz
k,
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λk,r = 1−
(

k

2n− k

)r

ρ2(n−k), k = 1, 2, . . . , n− 1

и

Gn,r(t) = n−r + 2
∞∑

k=n+1

ρk−nk−r cos(k − n)t ≥ 0. (3.3.18)

В справедливости равенства (3.3.17) можно убедиться, если разложить

подынтегральную функцию f
(r)
a (ze−it) в степенной ряд Тейлора и после умно-

жения на ряд (3.3.18) почленно проинтегрировать. Неотрицательность ядра

(3.3.18) следует из [104, леммы 2.2, с.251].

При нахождении точной оценки наилучшего полиномиального прибли-

жения аналитических в круге функций посредством усреднённых зна-

чений модулей гладкости Н.Айнуллоевым [4] на основе разработанного

Л.В.Тайковым [124] подхода в процессе промежуточного приближения ис-

пользовался специальный оператор, который в нашем случае имеет следую-

щий вид:

Fu(f, z) =

=
π

2u(π − 2)

u∫
0

{
f(zeit) + f(ze−it)

}(
1− sin

πt

2u

)
dt, u > 0, z ∈ U. (3.3.19)

В частности, полагая в (3.3.19) u = π/(2n) и подставляя вместо функции

f её разложение в ряд Тейлора, получаем

F (f, z) := Fπ/(2n)(f, z) =

=
2n

π − 2

π/(2n)∫
0

{
f(zeit) + f(ze−it)

}
(1− sinnt) dt =

∞∑
k=0

βk,nckz
k, (3.3.20)

где

βk,n =
n

π − 2

π/(2n)∫
0

cos kt (1− sinnt) dt,

причём согласно разложению (3.3.20) функция F (f, z) ∈ Hq. Заменив в ра-

венстве (3.3.20) функцию f на f (r)a , будем иметь

F (f (r)a , z) =
∞∑
k=1

(ik)rβk,n ck(f)z
k.
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Построим следующий вспомогательный линейный оператор

Λn−1,r(f ; ρz) =
ρn

2πir

2π∫
0

Vn−1,2

(
F (f (r)a , ze−it)

)
eintGn,r(ρ, t)dt =

=
n−1∑
k=1

(
k

2n− k

)[
1−

(
k

2n− k

)2
]
ρ2(n−k) βk,n ck(f)z

k. (3.3.21)

Полагая

Ln−1,r,ρ(f, z) = Vn−1,r(f, z) + Λn−1,r(f ; z)

и используя (3.3.17), (3.3.21) и обобщённое неравенство Минковского, имеем∥∥∥f − Ln−1,r,ρ(f)
∥∥∥
q,ρ

≤

≤ ρn

nr

{∥∥∥f (r)a − F (f (r)a )
∥∥∥
q
+
∥∥∥F (f (r)a )− Vn−1,2(F (f (r)a ))

∥∥∥
q

}
. (3.3.22)

Учитывая вид оператора (3.3.20) и определение модуля гладкости

ω2(f, t) и применяя снова упомянутое неравенство Минковского для первого

слагаемого в правой части (3.3.22), получаем следующую оценку сверху

∥∥∥f (r)a − F (f (r)a )
∥∥∥
q
≤ n

π − 2

π/(2n)∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)q(1− sinnt)dt. (3.3.23)

Приступая к оценке второго слагаемого в правой части неравенства

(3.3.22), в соответствии с принятыми соглашениями из [124, с.289], будем счи-

тать, что для некоторого m ∈ N функция f является полиномом некоторой

степени m. Поскольку множество всех полиномов всюду плотно в простран-

стве Hq, то можно одновременно осуществить приближение функции и её

производной по аргументу в Hq, причём все осуществляемые математические

операции будут корректными. При этом в силу равенства (3.3.17)∥∥∥F (f (r)a )− Vn−1,2(F (f (r)a ))
∥∥∥
q
≤

≤ n−2
∥∥∥(F (f (r)a ))(2)a

∥∥∥
q
:= n−2

∥∥∥F (f (r+2)
a )

∥∥∥
q
. (3.3.24)
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Но так как

F (f (r+2)
a ; eix) =

=
n

π − 2

π/(2n)∫
0

{
f (r+2)
a (x+ t) + f (r+2)

a (x− t)
}
(1− sinnt) dt, (3.3.25)

то, выполнив дважды интегрирование по частям в правой части (3.3.25),

получаем

F (f (r+2)
a ; eix) =

=
n3

π − 2

π/(2n)∫
0

{
f (r)a (x+ t)− 2f (r)a (x) + f (r)a (x− t)

}
sinntdt. (3.3.26)

Из равенства (3.3.26) применением неравенства Минковского, с учётом

определения модуля гладкости, имеем

1

n2

∥∥∥F (f (r+2)
a ; eix)

∥∥∥
q
≤ n

π − 2

π/(2n)∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)q sinntdt. (3.3.27)

Теперь в силу неравенств (3.3.23), (3.3.24) и (3.3.27) для произвольной

функции f ∈ W
(r)
a Hq(Ψ1) из (3.3.22) будем иметь

∥∥∥f − Ln−1,r,ρ(f)
∥∥∥
q,ρ

≤ ρn

(π − 2)nr−1

π/(2n)∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)qdt ≤

≤ πρn

2(π − 2)nr

2n

π

π/(2n)∫
0

ω2(F
(r)
a ; 2t)qdt

 ≤ π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
. (3.3.28)

Докажем, что неравенство (3.3.28) на классе W
(r)
a Hq(Ψ1) является

точным. В самом деле, при доказательстве теоремы 3.3.2 мы показали,

что (n + 1)-мерная сфера полиномов (3.3.13) радиуса
π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
содержится внутри классаW (r)

a Hq(Ψ1). Рассмотрим экстремальную функцию

f0(z) =
π

2(π − 2)
(in)−rΨ1

( π
2n

)
zn, z ∈ U.
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Поскольку

∥f0∥q,ρ =
π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
,

то f0 принадлежит сфере M ∗
n+1, а значит и классу W (r)

a Hq(Ψ1), причём, как

легко проверить, функция Ψ удовлетворяет ограничению (3.3.1). Кроме того,

для этой функции Ln−1,r,ρ(f0) ≡ 0. Следовательно, имеет место равенство

∥f0 − Ln−1,r,ρ(f0)∥q,ρ = ∥f0∥q,ρ =
π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
. (3.3.29)

Из неравенства (3.3.28), равенства (3.3.29) и соотношений (3.1.3) между

n-поперечниками с учётом выполнения условия (3.3.1) для мажоранты Ψ1

получаем

dn
(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
≤ λn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
≤ dTn

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Hq,ρ

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Ψ1);Ln−1,r,ρ,Pn−1

)
Hq,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

nr
Ψ1

( π
2n

)
.

Сопоставляя полученное неравенство с равенствами (3.3.2), получаем

требуемые равенства (3.3.16). Этим мы доказали, что линейный метод

Ln−1,r,ρ(f ; z) =

= c0 +
n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r

ρ2(n−k)

[
βk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]}
ckz

k,

где

βk,n =
n

π − 2

π/(2n)∫
0

(1− sinnt) cos ktdt,

является наилучшим линейным методом приближения функций класса

W
(r)
a Hq(Ψ1) в метрике пространства Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1). Этим

доказательство теоремы 3.3.3 завершается.
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Приведённые теоремы допускают обобщение на классе функций

W (r)Hq(Ψ2). Сформулируем полученные результаты в этом направлении.

Теорема 3.3.4 Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ2 при любом

h ∈ R+ удовлетворяет ограничению

Ψ2(h)

Ψ2(π/2(n− r))
≥ π

π − 2
· 1

(n− r)h

(n−r)h∫
0

(1− cos t)∗dt. (3.3.30)

Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ и 0 < ρ ≤ 1 имеют место равенства

bn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= dTn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2)

)
Hq,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
. (3.3.31)

Доказательство теоремы 3.3.4 опускаем, поскольку оно повторяет схе-

му доказательства теоремы 3.3.2. В продолжение этого параграфа, с целью

вычисления точных значений гельфандовского и линейного n-поперечников

класса W (r)Hq(Ψ2) для произвольной функции f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k ∈ A(U),

введём в рассмотрение следующий полиномиальный оператор [37, с.324]

Λ∗
n−1,r,ρ(f ; z)

def
=

r−1∑
k=0

ck(f)z
k+

+
n−1∑
k=r

{
1+

αk,r

α2n−k,r
ρ2(n−k)

[
βk,n,r

(
1−
(

k − r

2n− k − r

)2
)
−1

]}
ck(f)z

k, (3.3.32)

где

βk,n,r
def
=

(n− r)

π − 2

π/2(n−r)∫
0

(1− sin(n− r)x) cos(k− r)xdx, n > k ≥ r, n, k, r ∈ N.

Теорема 3.3.5. Пусть n, r ∈ N, n > r и мажоранта Ψ2 удовлетворяет

условию (3.3.30). Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞ и 0 < ρ ≤ 1 справедливы

равенства

δn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2)

)
Hq,ρ

=
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= En−1

(
W (r)Hq(Ψ2); Λ

∗
n−1,r,ρ;Pn−1

)
q,ρ

=

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
, (3.3.33)

где δn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dTn (·),
dn(·) либо λn(·). При этом полиномиальный оператор (3.3.32) является наи-

лучшим линейным методом приближения класса W (r)Hq(Ψ2) в простран-

стве Hq,ρ.

Доказательство. Для доказательства теоремы 3.3.5 нам понадобится

следующая лемма.

Лемма 3.3.1. Пусть f – произвольная функция из класса W (r)Hq(Ψ2)

(r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1). Тогда при любых n, r ∈ N, n > r справедливо

неравенство∥∥∥f − Λ∗
n−1,r,ρ(f)

∥∥∥
q,ρ

≤ π

2(π − 2)
· ρ

n

αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
. (3.3.34)

Если мажорирующая функция Ψ2 при любом h ∈ R+ удовлетворяет

условию (3.3.30), то неравенство (3.3.34) является точным в том смысле,

что существует функция f1 ∈ W (r)Hq(Ψ2), для которой (3.3.34) обращает-

ся в равенство.

Доказательство. В работе [38] доказано, что для произвольной функ-

ции f ∈ H
(r)
q (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞) выполняется неравенство

∥f − Λ∗
n−1,r,ρ(f)∥Hq,ρ

≤ ρn(n− r)

(π − 2)αn,r

π/2(n−r)∫
0

ω2(F
(r); 2t)qdt. (3.3.35)

Если теперь предположить, что f ∈ W (r)Hq(Ψ2) (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞),

то, учитывая определение класса W (r)Hq(Ψ2), из правой части неравенства

(3.3.35) имеем

ρn(n− r)

(π − 2)αn,r

π/2(n−r)∫
0

ω2(F
(r); 2t)qdt ≤
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≤ πρn

2(π − 2)αn,r

2(n− r)

π

π/2(n−r)∫
0

ω2(F
(r); 2t)qdt

 ≤

≤ πρn

2(π − 2)αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
, 0 < ρ ≤ 1, n > r, n, r ∈ N. (3.3.36)

Из неравенств (3.3.35) и (3.3.36) следует (3.3.34). Покажем, что функция

f1(z) =
π

2(π − 2)αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
zn; n > r; z ∈ U, (3.3.37)

где функция Ψ2 удовлетворяет ограничению (3.3.30), принадлежит классу

W (r)Hq(Ψ2). Заметим, что функция f1(z) ∈ Pn. Покажем, что (n+1)-мерная

сфера полиномов

D∗
n+1 :=

{
pn ∈ Pn : ∥pn∥Hq,ρ

≤ πρn

2(π − 2)αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)}
принадлежит классу W (r)Hq(Ψ2). Заменяя в неравенстве (3.3.4) полинома

pn(z) на p(r)n (z) будем иметь∥∥∥p(r)n (x+ t)− 2p(r)n (x) + p(r)n (x− t)
∥∥∥
Hq

≤ 2(1− cos(n− r)t)∗

∥∥∥p(r)n

∥∥∥
Hq

,

или, что тоже,

ω2(p
(r)
n ; 2t)q ≤ 2(1− cos(n− r)t)∗ ∥p(r)n ∥Hq

. (3.3.38)

Пользуясь тем, что для произвольного полинома pn ∈ Pn имеет место

обобщённое неравенство С.Н.Бернштейна [155, с.9]

∥p(r)n ∥Hq,ρ
≤ αn,r ρ

n∥pn∥Hq
(1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1),

из (3.3.38) имеем

ω2(p
(r)
n ; 2t)q ≤ 2(1− cos(n− r)t)∗ αn,r ρ

−n∥pn∥Hq,ρ
, n > r. (3.3.39)
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Учитывая определение класса W (r)Hq(Ψ2), для любого h ∈ R+ в силу ограни-

чения (3.3.30) для произвольного полинома pn ∈ D∗
n+1, из (3.3.39) получаем

1

h

h∫
0

ω2(p
(r)
n ; 2t)q dt ≤ 2αn,rρ

−n∥pn∥Hq,ρ
· 1
h

h∫
0

(1− cos(n− r)t)∗ dt ≤

≤ 2αn,rρ
−n · πρn

2(π − 2)αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
· 1

(n− r)h

(n−r)h∫
0

(1− cos t)∗ dt =

=
π

π − 2
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
· 1

(n− r)h

(n−r)h∫
0

(1− cos t)∗ dt ≤ Ψ2(h).

Последнее неравенство означает, что D∗
n+1 ⊂ W (r)Hq(Ψ2). Теперь заме-

тим, что для нормы экстремальной функции (3.3.37) имеет место равенство

∥f1∥Hq,ρ
=

πρn

2(π − 2)αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
, n > r,

то есть f1 ∈ D∗
n+1 и, тем более, f1 ∈ W (r)Hq(Ψ2). Поскольку для этой функции

Λ∗
n−1,r,ρ(f1) ≡ 0, то мы имеем

∥f1 − Λ∗
n−1,r,ρ(f1)∥Hq,ρ

= ∥f1∥Hq,ρ
=

πρn

2(π − 2)αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
. (3.3.40)

Равенство (3.3.40) означает, что линейный полиномиальный опера-

тор (3.3.32) является наилучшим линейным методом приближения класса

W (r)Hq(Ψ2) в пространстве Харди Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1). Лемма 3.3.1

доказана.

Теперь из неравенства (3.3.34) и равенства (3.3.40) получаем оценку

сверху для гельфандовского и линейного n-поперечников

dn
(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
≤ λn

(
W (r)Hq(Ψ2);Hq,ρ

)
≤

≤ En−1

(
W (r)Hq(Ψ2); Λ

∗
n−1,r,ρ;Pn−1

)
q,ρ

=
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= sup
{
∥f − Λ∗

n−1,r,ρ(f)∥Hq,ρ
: f ∈ W (r)Hq(Ψ2)

}
=

= ∥f1 − Λ∗
n−1,r,ρ(f1)∥Hq,ρ

=
π

2(π − 2)
· ρ

n

αn,r
Ψ2

(
π

2(n− r)

)
,

сопоставление которой с соотношениями (3.3.31) приводит к требуемым ра-

венствам (3.3.33), чем и завершаем доказательство теоремы 3.3.5.
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§3.4. Некоторые обобщения результатов параграфа 3.2
для классов функций, определяемых модулями
непрерывности от производных по аргументу

Пусть Φ1(x) (x ≥ 0) – произвольная возрастающая непрерывная функ-

ция такая, что Φ1(0) = 0. Используя функцию Φ1(x) в качестве мажоранты,

введём в рассмотрение следующий класс аналитических функций

W (r)
a Hq(Φ1;µ) =

=

f(z) ∈ H(r)
q,a :

1

h

h∫
0

ω(F (r)
a ; 2t)q

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

]
dt ≤ Φ1(h)

 ,

где h ∈ R+, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞ и µ ∈ R+ (µ ≥ 1) – произвольное фиксиро-

ванное число. Очевидно, что при µ = 1 имеем W
(r)
a Hq(Φ1; 1) ≡ W

(r)
a Hq(Φ1).

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 3.4.1. Если при заданном µ ≥ 1 и любых n ∈ N, h ∈ R+

мажоранта Φ1 удовлетворяет условию

Φ1(h)

Φ1(π/(2µn))
≥ π

2µ

1∫
0

(sinnht)∗

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt, (3.4.1)

то при любых r ∈ N справедливы равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
Hq

=
π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.2)

Множество мажорант {Φ1}, удовлетворяющих ограничению (3.4.1),

не пусто.

Доказательство. В [5] доказано, что для любой функции f(z) ∈ Hq, у

которой f ′a(z) ∈ Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, при любом u ∈ (0, π/(2n)], n ∈ N, наилучшее

приближение функции f(z) элементами pn−1(z) ∈ Pn−1 оценивается точным
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неравенством

En−1(f)q ≤
1

2

u∫
0

ω(F ′
a, 2t)q

{
1 +

[( π

2nu

)2
− 1

]
sin

πt

2u

}
dt (3.4.3)

и знак равенства в (3.4.3) достигается на функции f0(z) = azn, a ∈ C, n ∈ N.

Если положить π/(2nu) = µ (1 ≤ µ <∞), то неравенство (3.4.3) примет

вид

En−1(f)q ≤
1

2

π/(2µn)∫
0

ω(F ′
a, 2t)q

{
1 + (µ2 − 1) sinµnt

}
dt. (3.4.4)

Воспользовавшись доказанным в [124] неравенством

En−1(f)q ≤ n−r+1En−1(f
(r−1)
a )q, (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞),

в качестве следствия из (3.4.4) для произвольного f(z) ∈ H
(r)
q,a имеем

En−1(f)q ≤
1

2nr−1

π/(2µn)∫
0

ω(F (r)
a , 2t)q

{
1 + (µ2 − 1) sinµnt

}
dt. (3.4.5)

Учитывая определение класса W
(r)
a Hq(Φ1;µ) для произвольной функции

f(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1;µ), из неравенства (3.4.5) получаем

En−1(f)q ≤
π

4µnr

2µn

π

π/(2µn)∫
0

ω(F (r)
a , 2t)q

{
1 + (µ2 − 1) sinµnt

}
dt

 ≤

≤ π

4µnr
Φ

(
π

2µn

)
(1 ≤ µ <∞, n, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞). (3.4.6)

Из (3.4.6), учитывая неравенства (3.1.3), для бернштейновских и колмогоров-

ских n-поперечников запишем оценку сверху

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq

)
≤ dn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
Hq

≤ π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.7)
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Для получения оценки снизу, равной правой части (3.4.7), в множестве

Pn ∩Hq введём в рассмотрение (n+ 1)-мерную сферу полиномов

Sn+1 :=

{
pn ∈ Pn : ∥pn∥q =

π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)}
и докажем включение Sn+1 ⊂ W

(r)
a Hq(Φ1;µ). С этой целью, умножая нера-

венство (3.2.5) умножим на функцию h−1
[
1 + (µ2 − 1) sin(πt/2h)

]
и проин-

тегрируем по переменной t в пределах от 0 ≤ t ≤ h, затем заменим норму

полинома радиусом сферы и положим t = τh. В итоге, после выполнения всех

этих преобразований, с учётом ограничения (3.4.1), приходим к неравенству

1

h

h∫
0

ω((pn)
(r)
a , 2t)q

{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

}
dt ≤

≤ 2nr∥pn∥q ·
1

h

h∫
0

(sinnt)∗

{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

}
dt =

=
π

2µ
Φ1

(
π

2µn

) 1∫
0

(sinnht)∗

{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

}
dt ≤ Φ1(h),

откуда и следует включение Sn+1 ⊂ W
(r)
a Hq(Φ1;µ). Из этого включения и

определения бернштейновского n-поперечника получаем оценки снизу

dn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq

)
≥ bn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq

)
≥

≥ bn (Sn+1;Hq) ≥
π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.8)

Требуемое равенство (3.4.2) следует из сопоставления оценки сверху (3.4.7) и

оценки снизу (3.4.8). Покажем далее, что множество мажорант, удовлетворя-

ющих условию (3.4.1), не пусто. Для этого определим те значения α = α(µ)

(1 ≤ µ < ∞), при которых мажоранта Φ∗
1(h) = hα удовлетворяет соотноше-

нию (3.4.1). Конкретизируя условие (3.4.1) для функции Φ∗
1, получаем(

2µnh

π

)α

≥ π

2µ

1∫
0

(sinnhτ)∗

{
1 + (µ2 − 1) sin

πτ

2

}
dτ
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или, что то же самое,(
2µnh

π

)α+1

≥ nh

1∫
0

(sinnhτ)∗

{
1 + (µ2 − 1) sin

πτ

2

}
dτ. (3.4.9)

Последнее неравенство при всех µ ∈ [1,∞) для значений

α(µ) + 1
def
= β(µ) = 1 +

(
π

2µ

)2
1∫

0

t cos
πt

2µ

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt

доказано в работе Н.Айнуллоева и Л.В.Тайкова [5, с.346], а это значит, что в

нашем случае неравенство (3.4.9) имеет место для

α
def
= α(µ) =

(
π

2µ

)2
1∫

0

t cos
πt

2µ

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt.

В частности, α(1) = (π/2)−1, lim
µ→∞

α(µ) = 1 и для всех µ ∈ [1,∞) имеем

(π/2)− 1 ≤ α(µ) ≤ 1, чем и завершаем доказательство теоремы 3.4.1.

Результат, полученный в теореме 3.4.1, распространим на более общее

пространство Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Теорема 3.4.2. Пусть n, r ∈ N и мажоранта Φ1(h) при любом h ∈ R+

удовлетворяет ограничению (3.4.1). Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1 и

µ ∈ R+ (µ ≥ 1) имеют место равенства

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
=

= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
Hq,ρ

=
πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.10)

При этом: а) L∗
n+1 = span{1, z, · · · , zn} есть оптимальное подпро-

странство для бернштейновского n-поперечника bn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
;

б) L∗
n является экстремальным подпространством для колмогоровского

n-поперечника dn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
.

202



Доказательство. Переходя к верхним граням по всем функциям f(z) ∈
W

(r)
a Hq(Φ1;µ), из неравенства (3.2.13) получаем

En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
Hq,ρ

≤ ρnEn−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
Hq

(1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1),

откуда в силу неравенств (3.1.3) и (3.4.7) имеем

bn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
≤ dn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
Hq,ρ

≤ πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.11)

С целью получения оценки снизу во множестве Pn ∩Hq,ρ введём в рассмот-

рение (n+ 1)-мерный шар полиномов

S∗
n+1 =

{
pn ∈ Pn : ∥pn∥Hq,ρ

≤ πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)}
и докажем включение S∗

n+1 ⊂ W
(r)
a Hq(Φ1;µ). Из неравенства (3.2.16) для

произвольного полинома pn(z) ∈ Pn и любых n, r ∈ N, h ∈ R+, с учётом

ограничения (3.4.1), получаем

1

h

h∫
0

ω((pn)
(r)
a , 2t)q

{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

}
dt ≤

≤ 2nrρ−n∥pn∥q,ρ

1∫
0

(sinnht)∗

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt ≤

≤ π

2µ
Φ1

(
π

2µn

) 1∫
0

(sinnht)∗

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt ≤ Φ1(h).

Последнее соотношение означает, что S∗
n+1 ⊂ W

(r)
a Hq(Φ1;µ), а потому, со-

гласно соотношению (3.1.3) и определению бернштейновского n-поперечника,

имеем

dn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
≥ bn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
≥

≥ bn (S
∗
n+1;Hq,ρ) ≥

πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.12)
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Требуемые равенства (3.4.10) следуют из сопоставления неравенств (3.4.11)

и (3.4.12).

Справедлива следующая

Теорема 3.4.3. Если при заданном µ ≥ 1 и любых n ∈ N, h ∈ R+ мажо-

ранта Φ1(h) удовлетворяет ограничению (3.4.1), то и при любых n, r ∈ N,

0 < ρ ≤ 1, 1 ≤ q ≤ ∞ справедливы равенства

δn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
= En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ); Λ̃n−1,r−1,ρ;Pn

)
Hq,ρ

:=

:= sup
{∥∥∥f − Λ̃n−1,r−1,ρ(f)

∥∥∥
Hq,ρ

: f ∈ W (r)
a Hq(Φ1;µ)

}
=

=
πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.13)

Здесь δn(·) – любой из n-поперечников dn(·), λn(·); линейный полиномиаль-

ный оператор Λ̃n−1,r−1,ρ(f) определяется равенством

Λ̃n−1,r−1,ρ(f ; z)
def
= c0+

+
n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r−1

ρ2(n−k)

[
γk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]}
ckz

k, (3.4.14)

где

γk,n
def
= nµ

π/(2µn)∫
0

cos kt cos(µnt)dt.

При этом: а) линейный полиномиальный оператор (3.4.14) является

наилучшим линейным методом приближения класса W (r)
a Hq(Φ1;µ) в мет-

рике пространства Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1);

б) Ln
∗ = {f ∈ Hq,ρ : f (k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1} является экс-

тремальным подпространством коразмерности n для гельфандовского n-

поперечника dn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
;
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в) Подпространство L∗
n = span{1, . . . , zn−1} является экстремальным

для линейного n-поперечника λn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
.

Доказательство. Для доказательства в силу неравенств (3.1.3) доста-

точно построить наилучший линейный метод приближения функций класса

W
(r)
a Hq(Φ1;µ) в пространстве Hq,ρ, чтобы оценить линейный n-поперечник

сверху. В работе [30, с.669] доказано, что для произвольной функции f(z) ∈
H

(r)
q,a выполняется неравенство

∥f − Λ̃n−1,r−1,ρ(f)∥Hq,ρ
≤

≤ ρn

2nr−1

π/(2µn)∫
0

ω(F (r)
a , 2t)q

[
1 + (µ2 − 1) sin(µnt)

]
dt. (3.4.15)

Заметим, что если функция f(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1;µ), то из правой части (3.4.15)

имеем

ρn

2nr−1

π/(2µn)∫
0

ω(F (r)
a , 2t)q

[
1 + (µ2 − 1) sin(µnt)

]
dt =

=
πρn

4µnr

2µn

π

π/(2µn)∫
0

ω(F (r)
a , 2t)q

[
1 + (µ2 − 1) sin(µnt)

]
dt

 ≤

≤ πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
, (n, r ∈ N, µ ≥ 1, 0 < ρ ≤ 1). (3.4.16)

Из неравенств (3.4.15) и (3.4.16) следует, что для произвольной функции

f(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1;µ) имеет место неравенство

∥f − Λ̃n−1,r−1,ρ(f)∥Hq,ρ
≤ πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.17)

Покажем, что если мажоранта Φ1 удовлетворяет ограничению (3.4.1), то

в классеW (r)
a Hq(Φ1;µ) существует функция, для которой неравенство (3.4.17)

обращается в равенство. С этой целью рассмотрим функцию

g0(z) =
π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
zn
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и покажем, что g0(z) ∈ W
(r)
a Hq(Φ1;µ). При доказательстве теоремы 3.4.2,

мы установили, что шар S∗
n+1 принадлежит классу W (r)

a Hq(Φ1;µ). Так как в

нашем случае

∥g0∥Hq,ρ
=

πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
,

то g0(z) ∈ S∗
n+1. Следовательно, g0(z) ∈ W

(r)
a Hq(Φ1;µ). При этом из представ-

ления (3.4.14) следует, что Λ̃n−1,r−1,ρ(g0) ≡ 0, а потому

∥g0 − Λ̃n−1,r−1,ρ(g0)∥Hq,ρ
= ∥g0∥Hq,ρ

=
πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.18)

Из неравенств (3.1.3) и равенства (3.4.18) вытекает, что при выполнении

ограничения (3.4.1) на мажоранту Φ1 имеют место соотношения

δn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ); Λ̃n−1,r−1,ρ;Pn−1

)
Hq,ρ

≤ πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.19)

Из (3.4.18) и (3.4.19) следует, что линейный оператор Λ̃n−1,r−1,ρ есть наилуч-

ший линейный метод приближения для класса W (r)
a Hq(Φ1;µ) в пространстве

Hq,ρ, (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1).

Оценим теперь сверху гельфандовский n-поперечник. Согласно опре-

делению гельфандовского n-поперечника для произвольного элемента f ∈
W

(r)
a Hq(Φ1;µ) ∩ Ln

∗ в силу (3.4.14), (3.4.17) и соотношений

ck(f) =
f (k)(0)

k!
= 0, k = 0, 1, . . . n− 1,

имеем

dn
(
W (r)

a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
≤ sup

{
∥f∥Hq,ρ

: f ∈ W (r)
a Hq(Φ1;µ) ∩ Ln

∗

}
≤

≤ πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.20)
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Сопоставляя неравенства (3.4.12), (3.4.19) и (3.4.20), убеждаемся в том, что

подпространство

Ln
∗ = {f : f ∈ Hq,ρ, f

(k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1}

коразмерности n будет экстремальным для гельфандовского n-поперечника

dn
(
W

(r)
a Hq(Φ1;µ);Hq,ρ

)
, чем и завершаем доказательство теоремы 3.4.3.

Результат, полученный в теореме 3.4.3, обеспечивает возможность вы-

числения точных верхних граней модулей коэффициентов Тейлора cn(f) на

классах функций W (r)
a Hq(Φ1;µ), а именно имеет место следующая

Теорема 3.4.4. Для любых n, r ∈ N, µ ∈ R+ (µ ≥ 1) и 1 ≤ q ≤ ∞
справедливы равенства

ℑn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
=

= sup
{
|cn(f)| : f ∈ W (r)

a Hq(Φ1;µ)
}
=

π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.21)

Доказательство. В самом деле, используя линейный оператор (3.4.14),

коэффициенты Тейлора cn(f) произвольной функции f ∈ A(U) представим

в виде

cn(f) =
1

2πi

∫
|ζ|=ρ

f(ζ)ζ−n−1dζ =

=
1

2πρn

2π∫
0

[
f(ρeit)− Λ̃n−1,r−1,ρ(f ; ρe

it)
]
e−intdt.

Отсюда, применяя неравенство Гёльдера и соотношение (3.4.13), для

произвольной функции f ∈ W
(r)
a Hq(Φ1;µ) получаем

|cn(f)| ≤
1

ρn
En−1

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ); Λ̃n−1,r−1,ρ;Pn−1

)
≤ π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.
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Из полученного неравенства сразу вытекает, что

ℑn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
≤ π

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.22)

Для получения соответствующей оценки снизу рассмотрим введённую

нами при доказательстве теоремы 3.4.3 функцию

g0(z) =
πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
zn ∈ W (r)

a Hq(Φ1;µ),

для которой, согласно определению величины Ln(W
(r)
a Hq(Φ1;µ)), получаем

ℑn

(
W (r)

a Hq(Φ1;µ)
)
≥ |cn(g0)| =

πρn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
. (3.4.23)

Равенства (3.4.21) вытекают из сопоставления оценки сверху (3.4.22) и оцен-

ки снизу (3.4.23), чем и завершаем доказательство теоремы 3.4.4.
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