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на диссертаци:о }Фсушова [улзорхона Амиртпоевича
<Ёекоторь1е вопрось| наилуч[!1их приблих<ений

и значения поперечников функциона'1ьнь1х классов>'
представленну|о на соискание уненой степе!1и доктора физико-математичес|{их наук

т1о специальности 01.01.01 - <.Бещественньтй, комплекснь:й и функциона,/|ьнь1й анализ>

?ематика диссертации [улзорхот*а Амиртпоевича }Фсупова - изучение ра3личнь!х клас-
сов гладких функций, пери0дических' определеннь1х на всей вещественной оси 

'| 
аъ\али-

тических в единичном круге. }1зутатотся экстрема./|ьт{ь1е задачи в простр€|,1{стве !:2 о ско-
рости шриблих<епия кдасс0в гладких функций соответственно тригонометрическими поли-
номами' цель1ми функциями экспоненциа"'1ьного типа' алгебраинескими многочлепами. Бь:-
числя1отся поперечпики' вкл1очая поперечники Бернтптейна, 1(олмогорова, [елфанда. Ас-
след/|отся структур}1ь!е и конструктивнь:е свойства функцттй из соответству1ощих клас-
сов. 8 этой тематике работали многие известнь!е математики: €.Ё.Берн:штейтт, {.!,х<ексон,
А.}1.!(олмогоров' €.й.Ёикольский, €.Б.6тенкин, А.Ф.1иман, }(.Фавар, Ё.14.Ахиезер,
1!1.|.1{рейн, Б.&1.?ихомиров' Ё.|{.1(орнейнук, [1.!'1.9ерньтх, Б.1'1.Бердь::шев, Б.А.}Фдин,
Б.1(.фядь:к, .[[.Б.?айков, Б.Б.){ук, А.А..[1игут:, Б.1'1.1,1ванов' ||.А.|16ратимов' Ф.[.Ёасибов,
Б.}Ф.|[опов' Б.Б.Бердь:1шева' {.3.[орбанев, Б.6.Бакарнук, \4.111.1[1а6озов, 6.Ё.Басильев,
А.}1.1(озко, А.Б.Рох<дественский, Б.€.Ба"глагапскутй и многие другие. ?ем не менее' эта темати_
ка и на ньтнеш:ний день остается актуальной ввидг фундаментального характера самих экстре-
ма,.]1ьнь1х задач' идей и методов' со3даваемь1х и исполь3у|ощихся при их ре1пении. Результатьт
и методь1 теории при6лих<ения ока3ь1ва|отся весьма полезнь|ми в других областях математики
и ее прило)кений, по3воляя практикам оптима^)1ьнь1м образом ре1пать вопрось1' чем и как с
тре6уемой точность1о аппроксимировать нух(нь1е им объектьт. Аппроксимация в пространстве

}ральского федера^гльного у11иверситета



[:2 имеет осо6енности. 6 одной сторовь1) наил)д{1пее приб"тпах<ение функции линейньтм под-
пространством в 12 легко н€!,ходится' а именно' наилуч1пее приблшкение да!от сум1у1ь1 Фурье.
Фднако задачи д]| ! к.,1асс0в функций явля}отс'! у)ке далеко 1{етривиа.'1ьнь|ми. ?ак (тонпое)
перавенство 

'{х<ексотта 
д'|я нал!луч1]|и)( прибли:кений 2т-шериодическто( фушкциа трипоно!!'ег-

рическим полинома"ь{п в [,2, дока3ашное Ё.[.9ерньтх (1967)' оказа'1ось да.]1еко негривиаг|ь}1ь1м
и 6ьтло г|олучено с привлечением новьо( тонк!о( идей. Фсновная часть ре3у]1ьтатов диссерта-
ции [.А.}Фсупова как р€}з и от}1осится к а|1проксима.|\ии в прострад{ствах.0,2. |{олутеннь:е в ней

результать| име|оц похсаг:уй, на !1ь1не1шт:ий день самьтй общий хара}(тер; о1!и шовь1е' топкие и
глубокие. ||6 ця,тпем} мшепи1о' темагика диссертации [.А.}Фсупова весьма акц|а-;1ьна'|.

.(иссерталця |.А.10супова о6ъемом 229 стра.ттиц состо.ит из введения' трех глав и сшиска
литературь|' содер)ка!цего 200 наименова::ий. {аддм обзор ре:}ультатов диссерта1ц{и.

Б первой гдаве рассматрива,е1гс'! круг вопросов' связанньп( с наил)д{1пим приблих<ени-
ем 8',_1(/)2 периодическ!о( футп<тщй в метрике 12 т}игонометрически1\ди ]10.'1иномами лто6ого

фиксированного поряд}<а п _ 1. ?ермин <нер€!,венства {х<ексона* €те.шсин&> автор прп}1еняет
ко всем оценкам сверху ве.,1ичи1! наищ/ч1шего шриблих<е|1ия в лтобом лишейттодл |1ормирова,1-
ном пространстве 2т-перподпческ[{х функций конечномер}{ь|ми подпрострал1ства,1!!и чере3 раз-
лич1{ь1е количественнь[е характеристики гладкости щ>и6ли:кае:иьтх фунтсцй. Б диссертации
рассматрива!отся по фль:пей части средне-&зве|шеннь1е степени классическ!п( модглей непрФ-

рь1вности ?и-го порядка футгкции или |/п( производ|{ь!х типа

(|'^ ''''') 'с)р(с) '')'',
Фтметим, что впервь1е точ1{ь1е нера,вепства !,х<ексона-€течкитга в |,2 в термивах срецтте5
в3ве1пенньтх (степени Р : 2 с конкрегнь|ми веса,}у1и р) первого и стар'|1их модглей !{ещ)ерь1в_

ности бьтли уста.:тов.]1е}1ь1 Ё.}1.9ерньпс (1967).
в $ 1.1 вводятся обозначения' определе11|4п' а так)ке приводятФ! резу.'1ьвать1 предществип_

ников' име}ощие цепосредствет1шое от1!о1пение к 1{3учаемой теме.
в $ 1.2 ре1ша|отся задачи о т0чньг,х оценках Б"_т$)э чере3 усред!1еш{ь1е мод$|ли непрерь1в-

ности порядка гп. Б этом параграф наиболее интересен' на на|п взгляд' результац щредстав*
ленньтй в теореме |.2.2, тде опреде.т|ен тпирокий к',т&сс весовь1х функций 9(*) (см. (1.2.12))' д"т:я

которь!х вь|числень1 точнь1е констаять1 в неравенстве

Б'-т(!)э 
= " (/'^ ын*(7@),с)р(с) а')'/' а,

для 0 < ь < т| пи нат)ра^,1ьньтх г. }(л:очевь1м моментом дока3атедьства этог0 ре3ульт&та явля-
ется применение дифференциа^,1ьного то)кдества (см. (1.2.17) и предпеству|о1щ.1о ей вьтделтен-

ну:о формулу), позволив1шего з€|,1!{енить под интегра'1ом прои3водну1о ффктщи (\_созп[,)по/э
г{о шеременной п на производпу1о г]о переменной интегрирования *. 3 каче1тве следствий ука-
занньтй ре3ультат содер)кит ре3у]|ьтать1 нескольких пред1пественников - от "]-{.Б.?айкова до
€.Б.Бакарчука и м.1ш.1шабозова. Бь:ло 6ьт интересно получить ана.'1огичньтй резул:ьтат и д.'ш{

случа'[ г:0, чт0) во3мох(но' помогло бьл продвинуть исследование точньп( }1еравенств {>кек-
сона для классическ[п( модглей гладдости цтя !ъ 1 т| п.

в $ 1.3 вслед 3а "[[.Б.]айковь:м 14' [{.Айнулоевьтм введень{ кл&ссь! функций,
расслаива1ощие классические к.11ассь1 |4/; при (знанении параметра интегра"]1ьно-

го усреднепия) р : 2 таа более у3кие подклассь|' опреде.}1яемьте с помощь}о мо-

дглей непрерь1в1{ости г-х производ}{ь|х функций. Ёаифлее прямь1м оФбщением



классов'у;яв]тя|отсяклассьт0!,]@*,р),вкоторь1хогра1{ичение!!/(.)!!<

заменено на ограничение |,' ',*('., ,ф9$) 4[ < 1 при лто6ом фиксированном Ё € (0,').

8 теореме 1.3.1 ($ 1.3) вьтнислень! поперечники таких 1сг:ассов порядка 2п _ | ш 2п прп
п 3 т|7 в случае р([) : зл,1 #[ при некоторь1х р'? и натур€ш|ьньтх г' вк.,11очая колмого-

ровские' берн:штейновские и гельфандовские поперечники. Бьтбор веса более общий, тем
у Б.Б.111а,глаева, &|.[|}.|1[абозова, €.Б.Бакарчука' и их результать| становятся следствием
теоремь1 1.3.1 и ее с.]|едствия 1.3.1. Автор формулирует результат т€оре|у{ьт 1.3.1, акцентируя
внимание на том' что он справедлив для всех |а с (0,т|п].\отя, конечно' естественг!ее для
ках{дого фиксировал!1ого к.]1асса функций изучать скорости приблих<ения' поперечники для
ра3нь!х т'' что фактивески и сделан0 в теореме 1.3.1. |!ри ках(дом п, для ка;кдого класса
'||'р,ь Б|€ перечисленнь|е именнь1е поперечники' а такх(е линейньтй проекцдо1|нь|й и линейньтй
поперечники оказа.]|ись одинаковь1ми.

Б теореме 1.3.3 рассматрива|отся классь| по структуре существенно отлич}1ь]е от |$|ассов
'!г|$,1(ш^'р), поскольку у функций / из класса'||''(ш*,р,Ф) унить1ва€тся пе только сред1{Ф.

степенное с весом Р значе}1ие мод/ля ы*(7(') 
'*), 

но и скорость убь:вания сл*(!,*) при 1 -+ 0, а
именно в класс й'('',,р, Ф) объединя1отся функции, у которь1х Рсред1{ее 3начет'ие

г!ъ

! '%(!(о ,ф9(ф ас
,]о

при & } 0 у6ь:вает }1е мед']ен1{ее' чем р-ая степень зада|{ной возрасталощей непрерь:вной функ-
ции Ф(й), удовлетворя1ощей условито Ф(0) : 0. Б теореме 1.3.3 для таких к.]тассов г{ри специ_
а'1ьньп( р (таклс, как в теореме 1.2.2) вьтнислень| все ука3ал{нь|е вь1|пе поперечники в случае'
когда <функционал>

имеет минимум в единственттой точке Ё € (0, 1]. [оказано имен!!о это )дгверх(дение (с легко
устранимой неточность1о в доказательстве). [1о, к сожа]те}!и1о' символ }а, попа.лт как в определе-
ние класса (||$1(ш*,р, Ф) вместо \$(ш*,р' Ф)) так в формулировку теоремь1. Бозмо>кно, это
прои3о1шло и3-3а компь!отерного набора, при котором нача^г|ьнь1е символь] класса |[$,7(о'''9),
определяемого д"11я каждого фиксированного й, по оп:ибке бь:ли скопирова'т{ь1 в т|ача"т[ьну|о

часть <<имени>> |!ового к.,|асса. 3та теорема (при правильном прочте1{ии) о6о6щает и усиливает
соответствуощий результат Ё.Айнулоева. Аналогична'| неточность с использовалтием символа
&. бь:ла перенесена на следствие 1.3.2 и теорему 1.3.5.

в $ 1.4 шо существу рассматривается вог1рос в д/хе 1(олмогорова о во3мох(ности умень!пе-
ния наилучтшей констат'ть| в неравенстве .[,хсексона-6течки1{а' установленного в $ 1.2 (теор+'
ма|.2.2), за счет 3амень| при6лих<а:ощего подпростра!{ства 7э'_т тригонометрических полино-
мов д)угим подпространством такой х(е ра3мерности. }'1счерпь]ва1ощий (отрицательньтй) ответ
дает теоретаа |.4.2..{анньй результат дополняет известнь1е ре3ультаты--]з этом напр€!,влении'

уст&новленнь1е ранее [.|!.1(орнейвуком и Ё.А. Бара6оппкиной.
Б последнем $ 1.5 первой главь1 1{екоторь]е результать| предь1д/щих параграфов перенесень1

на слунай д>обньтх производньтх и их <дробных> мод/лей непрерь:вности' определеннь1х ранее
другими авторами. 3 частности' в этом направлении обобщенатеорема 1.2.1 об оценке точной
константь1 в неравенствах для г{аилуч1пих при6лих<енттй Р^-{|)2 нерез усредне}{нь]е мод/ли
непрерь1вности и 11есколько результатов, подобньтх получе!1!1ь|м в $$ |.2-1-.4 на ее основе.

Бторая глява посвящена вопросам приблих<ения функтщй из пространства дэ(к) на чис-
ловой 0си мнох(еством ф,2 {ельтх функций экспоненциа^/[ьного типа о ) 0, принадлех(ащих

Ф(^ф|{^" (,'" *)^" *;,{ас



прострад{ству д2(к). !{роме т0го' в гл. 11 рассматрива[отся задачи о точньгх 3наче1{иях средних
и-поперечников классов футгкций. |'1спользуемое в д|1ссертации определение средней размер
ности бьлло введено [.[.&1агарил-!{льяевь:м (1990), которое явдяется модификацией соответ*
ству1ощего по1{ятия' введенного ра,}|ее Б.[.?ихомировь1м ( 1980).

|!од>о6пее. в $ 2.1 (теорема 2.|.2) ре|ше1{а задача о точной константе в нераве}1стве .{':кек-
сона_6течкина мех(д/ величиной А"$)э наилуч|шего при6лих<е:тия функции / из [2(|&") мно-
)кеством Бо,2 и величиной

/ !1 \1/с
( [ ,нст,);с)2ф(фас| ,

\/ 

'''0\о 
"''' 

)

где 0 < 0 42,0 < а <3т|(4о)' ф - весовая функция на [0,7а],

9''-(р;'), : 
{ 
# ! ! ,'*,,..',ь491!2ь"1к14ь'''' ё!ъ*}"',

\7ь'...1,*): А|' ' "'' А}*, 
^'',у@) 

: 9(п + п) _ 9@).

в $ 2.2 для произвольнь|х фиксирован11ь1х значений параметров гп с А[' г € %1., ( с (0' 2]

рассматрива|отся четь|ре к.,|асса тм[')(п*;ф),'у[')$1-;Фт), '0[')(о*'Ф2;, т4г,(')1о-;Фз) фу"*-
цпй ! "з л|')1к;, 3адав&емьп( соотвегственно с помоп{ь|о след/1ощкх 1{еравенств:

/,, *'1'.);*)2ф([)6,[ < |,

ь

/ 'д1,'' 
[)2 0,[ <Ф1(/,),

0

ь

* / "'*"');ь)2ё[< 
Ф{(ь),

0
# | '*'*'{Ф,!)> 

а[ < Ф3Ф),

справедливь!х сра3у для всех /а с (0,т]. 3десь Фэ 0 : 1,2,3) * произвольнь1е непрерь|в|1ьте

возраста'ощие функции) принималощие }{улевое значение при [, : 0; ф - весова'{ функция
(т. е. неотрицатель1{ая суммируемая и неэквива.,1ентна'{ нулто функция на [0' ь]). Фтметим, тто
третий класс сводится ко второму с помощь|о за,1у|ень1 ьФ3(ьр: Ф1(ь). Бо втором парагра-
фе главьт 1! исследгтотся среддие и-поперечт1ики этих классов в метрике пространства [э(]Р),
а именно средние 

'/*попереч}1ики 
по !{олмогорову, Бернтптейну и линейньпе. }казаннь1е по-

*речники ттайденьт (теоремьт 2.2.\, 2.2.4, 2.2.5, 2.2.6) при дополшительнь1х ограничениях на
мах(оранть1 Фт, Фэ, Ф3, а.т{а"]1огичнь|е тем' которь|е использова"]1ись в период,1ческом сл)гчае в
третьем параграфе первой главь!.

Результать:' !!олучен!1ьте во второй главе' обо6ща:от 1{екоторь1е резулытать1' установленнь!е
ранее А.А."|!игуном, €. Б.3акарчуком' Б. [.{оронинь|м и Б. 14. 3абутной.

Б третье главе изуча!отся аппроксимативнь|е свойства а1!а.'|итических в еди!1ич1{ом круге
функций. Б частности' рассматрива}отся 3адачи о точнь1х 3начениях г}-поперечников некото-

рь1х классов функций как в метрике классического пространства !арди [|, (слуяай единич-
ного круга), так и в метрике пространства [арди !|,,' (слуяай круга радиуса р < |).3десь
1 < 4 < оо. }помянутьте классь1 функций зада1отся с помощь}о мах(орант усредненньтх (с

единичнь!м весом) по отрезку [0,|а] модулей непрерьтвности (первого или второго порядка)
по аргументу * комплексного переменното 2 : |э|еа| граничнь1х значений дибо о6ьтчной г-й



прои3водной /(г)(2), лрт6о т-й прои3водноп !Р)Р) [о аргуменчг 1 комшлексного переменно-
[о 2 : |а|е''. Ёаидень1 условия 11а упомянуть1е ма)коранть1' при которь1х удается вь!числить
точпь1е 3начения г1оперечников по 1(олмогорову' Берн:'птейну, [елфандг, а такх(е линейньте

и тригонометрические поперечники ука3аннь1х классов функций (теоремь: 3.2.1_3.2.6' 3.3.1*

3.3.5' 3.4.1-3.4.3). ||олуненньте результать1 яв.,!,п}отся усилением результатов' установленньгх
ра,|тее "[|.Б.?айковь:м, }{.Айнулоевь1м и д)угими математиками.

3амечания. |[омимо замечания' сдела}.н0го вь1|пе к теореме 1.3.3' у нас есть еще несколько

задсечаний.
о 3 следствии 1.2.3 слутай т : 8: 0 нух<но иск.'1|очить' поскольку в этом случае для ве-

совой функции р(|) = 1 дифференциа.'!ьное неравенство (1.2.12) не имеет места. Аналогичное
замеча|{ие относится и к следстви:о 1.2.6.

о Б с"т:едствиях 1.2.4, 1.2.5 не ука3ань1 ограл{ичения на шарамФР |, а в условиях следствия
1.4.| - на парамегрьх $,!ь.

о Ёа стр. 26 в условиях теоремьт А ограниче}{ия на парамегр Ё долхгньт бь:ть такими:
0 < ь 3т/о; кроме того' в утвер)кде}1ии этой теоремь| в интегра,.т!е' оттределя|ощем величину
0*,,",*(ф;}а), вместо ф([,)а[ дол)кно 6ьтхь ф(т)4т.

о Ёа стр. 36 и 153 в условиях теоремь1 2.2.6 вместо ограничения !ъ 13т|4 дол>кно бьтть

ограличение А { 3т | (4о), а вместо усповия о!ъ € [* дол)кно 6ь:ть условие о?ъ : |,*.

о $а стр. 40 и 161 в определении прострат1ства {арди ф вместо | с А({]) дол:кно 6ьтть

| с А((]).
о Б формулировках некоторьгх утверх(дений условие принад'|Фкности некоторь1х парамет-

ров пощ/оси |&'4 сле.[ет 3аменить на условие поло)китель1{ости ука3а'1{нь1х параметров (по-

скольку в случае' когда параметрь| ра,внь1 нул1о' }|екоторь1е утверх(дения теря}от смьтсл).
о 3 диссертащии имеется ряд негочностей, относящихся к оформленито работь:. Бпротем,

все пегочности очевиднь1 и не ме|ша}от прочтени1о ра,ботьт.
||еретисленнь|е замечану!я) пе явля!отся существеннь|ми' о1{и легко устраня1отся и не вли-

я1от 11а достоверность и значимость полученнь!х результатов.
Бсе полуне|{}1ь1е в диссертации [.А.}Фсупова ре3у]1ьтать| явля|отся новь1ми' они име!от вах{-

н0е теоретическое 3начение. ?ема исследовадтий является шерспективной и актуальной. Б дис-
сертации получень1 интереснь|е, глубокие ре3ультать|' которь|е в совокупности г!редставля1от

собой существенньтй вклад в теори!о приблиясений. |!роделана крошотливая' трудоемкая и со-

дерх(ательная рбота. Фсновттьте результать1 диссертации опу6ликовань1 в 31 печатной работе
автора' и3 них 23 статьи опу6ликовань1 в изданиях' входящих в перечень БА1{ России, а 8 ста-

тьей - в трудах ме)кд/народнь:х конференций. Автореферат правильно отрах(ает содер)кание

диссертащии. Автор хоро1шо зна€т состояние исследований в тематике диссертации' аккуратно
и полно цитирует результать1 предд1ественников.

Результать: диссертации могут 6ь:ть использовал{ьт в орга,ни3ациях' научнь|х ит1ститутах'

заяима!ощихся проблемами теории шриблих<ения фугткций, в 9астности' в }1нституте матема-
тики и меха1{ики им. $.[.1(расовского )['ральского отделения РАЁ, в 1!1атематическом Ансти-
туте им. Б.А.€теклова РАЁ, |'1нституте математики 6ибирского Фтделения РАЁ, 1,1нститу-

те математики им. А..{:кураева АЁ Республики 1адх<икистан, в унебном процессе шри чте-

нии спецкурсов в ]у{осковском государственном-у1{иверситете им. &1.Б..[1омоносова, €аратов-
ском государственном университете им. Ё.Р.9ерньт!шевского' €анкт-|1етер6ургском государ-

ственном университете, )/ральском федер€ш|ьном университете им. первого |[резидента России
Б.Ё.Бльцина, 1ад:кикском национа"'[ьном )гниверситете' {,огорском государственном унивеР
ситеге им. 1у1.Ёазар|шоева и д)угих.

!,иссертацио!{ная ра6ота }Фсупова [улзорхона Амиршлоевича <.Ёекоторь|е вопрось1 наилуч-



1п|,гх приблих(ений и 3начен14п, поперечников функциона^]1ьнь!х классов> является 3аконченнь1м
н&учнь1м исследовакием и соотвегствует всем требовал1иям <<поло)кени'! о порядке присух(дФ.
ни'! учень1х степеней> вАк РФ, предъявляемь1м к диссертациям 1{а соискакие уненой степени

доктора физико-математических наук' а ее автор' }Фсупов |улзорхон Амирп:оевич' заслух(и-
вает присух(дения ему уненой степени доктора физико-математических на),к по специа"]1ьности

01.01.01 - вещественнь:й, комплекс}1ьтй и функциона.,1ьнь1й анализ.
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