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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы

Данная работа посвящена двумерным сингулярным интегральным

уравнениям по ограниченной области, которые рассматриваются в лебего-

вых пространствах функций.

Основным объектом исследования является действующий в простран-

стве Lpβ−2/p(D)(1 < p < ∞, 0 < β < 2) простейший двумерный интеграль-

ный оператор Михлина-Калдерона-Зигмунда [1]-[5]

(Smf)(z) =
m(−1)m

π

∫∫
D

e−2imθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , θ = arg(ζ − z), (1)

где D - ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ которой

состоит из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова Γ, не

пересекающихся между собой, m 6= 0 - целое число.

Интегральные уравнения, содержащие операторы Sm, S−m и их различ-

ные комбинации, при m = 1, встречаются во многих задачах теории обоб-

щённых аналитических функций (И.Н.Векуа [6],[7]), теории квазиконформ-

ных отображений (Л.Альфорс [8], М.Шиффер [9]), теории дифференциаль-

ных уравнений с частными производными (Б.Боярский [10], А.Д.Джураев

[11]-[15], В.Н.Монахов [16]) и другие. Впервые такие уравнения рассмат-

ривал И.Н.Векуа [6] методом сжимающих отображений. А.Д.Джураев [11]

исследовал двумерные сингулярные интегральные уравнения в простран-
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ствах Lp(D), 2 < p < ∞, при помощи редукции к краевым задачам для

обобщёных аналитических функций. И.И.Комяк [17]-[20] применил при

изучении двумерных уравнений в пространствах Lp(D), 1 < p < ∞ ме-

тоды теории банаховых алгебр.

Разработанная Р.В.Дудучавой [21],[22] Lp - теория, 1 < p < ∞, мно-

гомерных сингулярных интегральных уравнений на многообразиях с кра-

ем даёт возможность свести исследование нётеровых свойств уравнений,

содержащих операторы Sm, S−m и их различные комбинации, к фактори-

зации соответствующих рациональных матриц-функций, а точнее, к на-

хождению их частных индексов. При этом представляет интерес устано-

вить критерий нётеровости рассматриваемого двумерного сингулярного

интегрального уравнения в виде явных условий на его коэффициенты.

Для широкого класса интегральных уравнений это проделано в работах

Г.Джангибекова (см. напр.[23]-[27]), К.Х.Бойматова и Г.Джангибекова [28].

При этом указанные сингулярные интегральные операторы, как правило,

имели характеристики одинакового порядка.

Цель работы

1. Получить в лебеговых пространствах с весом эффективные необходи-

мые и достаточные условия нётеровости и формулы для подсчёта индекса

некоторых классов двумерных сингулярных интегральных операторов с

чётной характеристикой по ограниченной области.

2. Построить нётеровую теорию некоторых классов систем интеграль-

ных уравнений, содержащих двумерные сингулярные операторы и опера-

торы Бергмана.

5



Метод исследования

При обосновании полученных в диссертации результатов используются

методы комплексного анализа, методы функционального анализа, включая

теорию банаховых алгебр, метод факторизации операторов.

Научная новизна исследований

а) Для некоторых классов двумерных сингулярных интегральных опера-

торов с чётной характеристикой разного порядка по ограниченной области

в лебеговом пространстве с весом получены эффективные необходимые и

достаточные условия нётеровости и формулы для подсчёта индекса.

б) Построена нётеровая теория некоторых классов систем интегральных

уравнений, содержащих двумерные сингулярные операторы по ограничен-

ной области и операторы Бергмана.

Практическая ценность

Результаты, полученные в диссертации, имеют теоретическое значение

и могут быть применены при исследовании различных краевых задач для

дифференциальных уравнений с частными производными.

Апробация работы

Материалы диссертации докладывались на Международной научной

конференции, посвящённой 80-летию академика АН РТ А.Д.Джураева

(Душанбе, 07-08 декабря 2012г.), на Международной научной конферен-

ции, посвящённой 85-летию академика АН РТ Л.Г.Михайлова (Душанбе,

17-18 июля 2013г.), на Международной научной конференции, посвящён-

ной 20-летию Конституции РТ (Худжанд, 28-29 июня 2014 г.), а также на

семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных урав-
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нений Таджикского национального университета.

Публикации

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [67]-[74]. В

совместных работах [67]–[71] научным руководителям Г. Джангибекову и

М. Илолову принадлежат постановка задач и выбор метода доказатель-

ства.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, шести разделов, списка литературы

из 74 наименований и занимает 94 страницы машинописного текста, на-

бранного на LaTeXе. Для удобства в диссертации применена сквозная ну-

мерация теорем, лемм, следствий и формул. Они имеют двойную нумера-

цию, в которой первый номер совпадает с номером раздела, второй указы-

вает на порядковый номер теорем, лемм, следствий или формул в данном

параграфе.

Краткое содержание работы

Работа состоит из шести разделов. Раздел 1 носит вспомогательный ха-

рактер. В нём описаны используемые в работе пространства функций и

приводятся основные понятия и факты теории нётеровых операторов в ба-

наховых пространствах.

В разделах 2-4 в пространстве Lpβ−2/p(D):

Lpβ−2/p(D) = {f(z) : |z|β−2/pf(z) = F (z) ∈ Lp(D), ||f ||Lpβ−2/p = ||F ||Lp},

(1 < p <∞, 0 < β < 2), рассматривается следующее интегральное уравне-

ние:

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) + c(z)(Snf)(z) + d(z)(Smf)(z) = g(z), (2)
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где D - ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ которой

состоит из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова Γ, не пе-

ресекающихся между собой,m > n 6= 0 - целые числа, a(z), b(z), c(z), d(z)-

непрерывные в D = D
⋃

Γ комплекснозначные функции, Sm - двумерный

сингулярный интегральный оператор из (1).

Ранее исследованию уравнения (2) был посвящён ряд работ различных

авторов. Так, ещё в 1959 г. И.Н.Векуа в известной монографии [6] в связи

с применением к теории обобщённых аналитических функций рассмотрел

оператор

A1 = a(z)I + d(z)SK , (3)

(т.е., когда b = c ≡ 0,m = −1 ) при условии |a(z)| > |d(z)|, z ∈ D и на

основе принципа сжатых отображений показал, что оператор A1 из (3) име-

ет ограниченный обратный оператор в Lp(D) при значении p, достаточно

близкому к двум.

Далее в 1971 г. А.Джураев в работе [30] в предположении a(z), d(z) ∈

C1(D) ∩ Cα(D), z ∈ D показал, что условия |a(z)| 6= |d(z)|, z ∈ D; a(t) 6=

0, t ∈ Γ достаточны для нётеровости оператора A1 в Lp(D), 2 < p < ∞ и

что индекс оператора A1 равен

κ = −2indΓa(t).

В случае, когда D - круговая область, а коэффициенты a(z), d(z) лишь

непрерывны, И.И. Комяк в работе [17] показал, что указанные выше усло-

вия необходимы и достаточны для нётеровости оператора A1 в простран-

стве Lp(D), 1 < p <∞.

Случай n = −m = 1 изучен в работе К.Х. Бойматова и Г. Джангибекова
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[28], где получены эффективные необходимые и достаточные условия нёте-

ровости в Lp(D), 1 < p < ∞ и найдена формула для вычисления индекса.

Результаты для уравнения (2) при n = −m > 1 содержатся в работе Г.

Джангибекова [31].

В разделе 2 настоящей работы изучается трёхкомпонентное интеграль-

ное уравнение (2) в случае, когда b(z) ≡ 0, n = 1, то есть, когда оператор

A имеет вид

(Af)(z) = a(z)f(z) + c(z)(Sf)(z) + d(z)(Smf)(z) = g(z). (4)

Доказана следующая

Теорема 2.1. Для нётеровости оператора A из (4) в пространстве

Lpβ−2/p(D) (1 < p < ∞, 0 < β < 2) необходимо и достаточно, чтобы

выполнялось одно из условий:

|a(z)| > |c(z)|+ |d(z)|, ∀z ∈ D, (5)

|c(z)| > |a(z)|+ |d(z)|, ∀z ∈ D, a(τ) · d(τ) 6= 0, ∀τ ∈ Γ, (6)

|d(z)| > |a(z)|+ |c(z)|, ∀z ∈ D, a(τ) 6= 0, ∀τ ∈ Γ. (7)

При этом, если выполнено условие (5), то оператор A обратим, если вы-

полнено условие (6), то индекс оператора A равен

κ = 2(mIndΓa(t) + IndΓd(τ)),

а если выполнено условие (7), то индекс оператора A равен

κ = 2mIndΓa(τ).
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В разделе 3 изучается уравнение (2) в случае n = 1, то есть. когда

оператор A имеет вид:

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) + c(z)(Sf)(z) + d(z)(Smf)(z) = g(z). (8)

Введём обозначения:

∆1(z) = |a(z)|2 − |b(z)|2,∆2(z) = |d(z)|2 − |c(z)|2, z ∈ D,

M(z) = max
|t|=1

Re
(
b(z)d(z)tm − a(z)c(z)t

)
,

−m(z) = min
|t|=1

Re
(
b(z)d(z)tm − a(z)c(z)t

)
,

χ(z) =


M(z), если 4j(z) > 0

m(z), если 4j(z) < 0, j = 1, 2.

Теорема 3.2. Для нётеровости оператора A из (8) в пространстве

Lpβ−2/p(D) (1 < p < ∞, 0 < β < 2) необходимо и достаточно, чтобы

выполнялось одно из условий

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D, (9)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D,

b(t)(c(t))m + (−1)md(t)(a(t))m 6= 0, ∀t ∈ Γ. (10)

При этом, если выполнено условие (9), то индекс оператора A равен нулю,

а если выполнено условие (10), то индекс оператора A равен

κ = 2IndΓ{b(t)(c(t))m + (−1)md(t)(a(t))m}. (11)

В разделе 4 для сингулярного интегрального уравнения (2) с разными

характеристиками в общем случае доказана
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Теорема 4.1. Для нётеровости оператора A из (2) в пространстве

Lpβ−2/p(D) (1 < p < ∞, 0 < β < 2) необходимо и достаточно, чтобы

выполнялось одно из условий:

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D, (12)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D,

(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m 6= 0, ∀τ ∈ Γ. (13)

При этом, если выполнено условие (12), то индекс оператора A равен

нулю, а если выполнено условие (13), то индекс оператора A равен

κ = 2IndΓ{(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m}, (14)

где введены обозначения:

M(z) = max
|t|=1

Re
(
b(z)d(z)tm − a(z)c(z)tn

)
,

−m(z) = min
|t|=1

Re
(
b(z)d(z)tm − a(z)c(z)tn

)
,

χ(z) =


M(z), если 4j(z) > 0

m(z), если 4j(z) < 0, j = 1, 2.

В разделе 5 изучается четырёхкомпонентное сингулярное интегральное

уравнение с операторами Sn и SmK вида.

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) + c(z)(Snf)(z) + d(z)(Smf)(z) = g(z), (15)

где m > n ≥ 1. При m = n, оператор (15) включается в класс операторов,

изученных в работе [24], для которых получены необходимые и достаточ-

ные условия нётеровости в Lp(D), 1 < p <∞ и формулы для вычисления

индекса.
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Теорема 5.1. Для нётеровости оператора A из (15) в пространстве

Lpβ−2/p(D) (1 < p < ∞, 0 < β < 2) необходимо и достаточно, чтобы

выполнялось одно из условий:

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D, (16)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D,

(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m 6= 0, ∀τ ∈ Γ. (17)

При этом, если выполнено условие (16), то индекс оператора A равен

нулю, а, если выполнено условие (17), то индекс оператора A равен

κ = −2IndΓ(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m, ∀τ ∈ Γ (18)

где введены обозначения:

M(z) = max
|t|=1

Re
(
b(z)d(z)tm − a(z)c(z)tn

)
,

−m(z) = min
|t|=1

Re
(
b(z)d(z)tm − a(z)c(z)tn

)
.

В разделе 6 изучается некоторый класс систем интегральных уравнений,

содержащих сумму двумерных сингулярных операторов Sm и операторы

Бергмана по ограниченной односвязной области D с гладкой границей Γ.

Пусть B(z, ζ) обозначает керн-функцию Бергмана области D

(см.[32],[33] ), представимую в виде

B(z, ζ) =
ω′(z)ω′(ζ)

π(1− ω(z)ω(ζ))2
,

где ω(z) - однолистное комформное отображение области D на единичный

круг, штрих обозначает производную, а черта над функцией - комплексное
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сопряжение; B и B - интегральные операторы соответственно с ядрами

B(z, ζ), B(z, ζ) :

(Bf)(z) =

∫∫
D

B(z, ζ)f(ζ)dsζ , (Bf)(z) =

∫∫
D

B(z, ζ)f(ζ)dsζ ;

Sm - двумерный сингулярный интегральный оператор с чётной экспонен-

циальной характеристикой порядка m.

Рассматривается система уравнений

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) +
N∑
m=1

bm(z)(Smf)(z)+

+c(z)(Bf)(z) + d(z)(Bf)(z) + δ(z)(Bf)(z) = g(z), z ∈ D, (19)

где N - натуральное число, a(z), bm(z), c(z), d(z), δ(z) - непрерывные в D,

квадратные матрицы - функции порядка n,f(z) и g(z) - соответствен-

но, искомая и известная вектор-функции размерности n, принадлежащие

Lp(D), 1 < p < ∞; действие матрицы на вектор понимается в смысле ска-

лярного умножения строк матрицы на этот вектор.

Отметим, что В.С.Виноградовым в работе [34] рассмотрена частная си-

стема (19) при N = 1, c ≡ d ≡ δ ≡ 0, a ≡ E в связи с исследованием

граничной задачи для дифференциальных уравнений и построены регуля-

ризаторы для (19) в Lp(D) при значении p, близкому к двум, и показано,

что индекс системы равен нулю.

Система (19) может быть отнесена к общим многомерным сингулярным

интегральным уравнениям, для которых в [21] даны необходимые и доста-

точные условия нётеровости в Lp(D), 1 < p < ∞, содержащие требование

равенства нулю частных индексов матрицы - символа в точках Γ. В [35]
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изучен случай, когда δ(z) ≡ 0, где получены необходимые и достаточные

условия нётеровости в Lp(D), p > 1 и найдена формула для подсчёта ин-

декса.

Лемма 6.1. Для оператора A из (19) в пространстве Lp(D), 1 < p <

∞, справедливо равенство

Af = (aI + cB)
(
I + a−1

N∑
m=1

bmSm

)(
I + a−1dB + a−1δBK

)
f + T2,

где K - оператор перехода к комплексно-сопряжённым значениям, T2−

вполне непрерывный оператор.

Теорема 6.1. Для нётеровости системы (19) в Lp(D), 1 < p < ∞,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) det{a(z) +
N∑
m=1

ζmbm(z)} 6= 0 при z ∈ D, |ζ| ≤ 1;

2) det{a(t) + c(t)} 6= 0 при t ∈ Γ;

3) det{a(t) + d(t)} 6= 0 при t ∈ Γ.

При этом индекс системы равен

κ = 2IndΓ det{a(t) + d(t)} − 2IndΓ det{a(t) + c(t)}.

Замечание 1. В теореме 6.1. вместо непрерывности матриц-функций

c(z), d(z) и δ(z) в D достаточно потребовать, чтобы их элементы были

измеримыми ограниченными функциями, имеющими на Γ равномерно до-

стижимые предельные значения, которые образуют непрерывные функции.

Замечание 2. Изложенные в теореме 6.1. результаты (по крайней мере,

применительно к L2(D) ) остаются в силе и в том случае, когда N = ∞,

если потребовать, например, чтобы сходился ряд из норм матриц bm(z).
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1 Описание пространств функций и некоторые

вспомогательные сведения

Определение 1.1. Простую замкнутую гладкую кривую Γ назовём

кривой Ляпунова, если она удовлетворяет следующему условию: касатель-

ная к кривой образует с постоянным направлением угол, удовлетворяющий

условию Гёльдера относительно дуги s кривой Γ.

1.1 Описание используемых пространств функций

Пусть D - конечная односвязная область комплексной плоскости, огра-

ниченная простой замкнутой кривой Ляпунова Γ, и содержащая внутри

точку z = 0.

Пространство Lpβ−2/p(D) - это множество комплекснозначных изме-

римых в D функций f(z), для которых функция F (z) = |z|β−2/pf(z) сум-

мируема с p - ой степенью, где 1 < p < ∞, 0 < β < 2. Норма в Lpβ−2/p(D)

вводится по формуле

||f(z)||Lpβ−2/p =

∫∫
D

|F (z)|pdsz

1/p

= ||F ||Lp.

Пространство Lpβ−2/p(D) является банаховым пространством, ибо оно ли-

нейно изометрично полному нормированному пространству Lp(D).
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1.2 Нётеровы операторы и основные их свойства

В этом пункте приводятся основные понятия и факты теории нётеровых

операторов в банаховых пространствах, которыми мы будем пользоваться в

работе. Доказательства всех приводимых здесь утверждений можно найти

например в монографии [36].

Пусть X - банахово пространство, A - линейный ограниченный опера-

тор, действующий в X, A∗ - сопряжённый к нему оператор, действующий в

сопряжённом пространстве X∗. Множество KerA всех решений уравнения

Ax = 0 (1.1)

называется множеством нулей или ядром оператора A. Множество KerA

является подпространством пространстваX. Размерность подпространства

KerA, т.е. число линейно независимых решений уравнения (1.1), будем обо-

значать через αA = dimKerA. Через KerA∗ обозначим подпространства

нулей оператора A∗, т.е. множество всех решений уравнения

A∗x = 0 (1.2)

называется ядром оператора A∗ и, наконец, βA = αA∗ = KerA∗. Числа

αA, βA называются дефектными числами оператора A. Если хотя бы одно

из чисел αA и βA - конечное, то их разность называется индексом оператора

A и обозначается через IndA,

IndA = αA − βA.

Очевидно, IndA конечен тогда, и только тогда, когда обе размерности αA

и βA - конечны.
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Определение 1.2. Оператор A называется нормально разрешимым

в смысле Хаусдорфа, если неоднородное уравнение Ax = y разрешимо

тогда, и только тогда, когда её правая часть y ортогональна всем решениям

сопряжённого однородного уравнения (1.2).

Известна следующая теорема Хаусдорфа: для того, чтобы оператор был

нормально разрешимым, необходимо и достаточно, чтобы его область зна-

чений была замкнутой.

Определение 1.3. Оператор A называется нётеровым в X, если он

нормально разрешим и числа αA, βA конечны.

Определение 1.4. Индексом IndA нётерова оператора A называется

целым число IndA = αA − βA.

Следующее определение из всего множества нётеровых операторов вы-

деляет подмножество фредгольмовых операторов:

Определение 1.5. Нётеров оператор, индекс которого равен нулю, на-

зывается фредгольмовым.

Свойство 1.1. (теорема о композиции). Если A и B нётеровы опера-

торы в X, то их композиция AB также нётерова в X, причём IndAB =

IndA+IndB.

Свойство 1.2. Если A нётеров в X, то и A∗ нётеров в X∗, причём

IndA∗=−IndA.

Свойство 1.3. (возмущение вполне непрерывным оператором). Если A

нётеров, а T вполне непрерывен в X, то A+ T также нётеров в X, причём

Ind(A+ T ) = IndA.

Свойство 1.4. (возмущение малым по норме оператором). Если A нё-
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теров в X, то существует такое ε = ε(A), что для всех операторов B таких,

что ||B|| < ε, оператор A+B нётеров в X и Ind(A+B) = IndA.

Говорят, что оператор A допускает левую (правую) регуляризацию, если

существует линейный ограниченный оператор R такой, что произведение

RA (AR) является оператором Фредгольма. Оператор R в этом случае

называется левым (правым) регуляризатором оператора A.

Свойство 1.5. Для того, чтобы операторA был нётеровым, необходимо

и достаточно, чтобы у него существовали левый и правый регуляризаторы.

Определение 1.6. Нётеровы операторы A и B называются гомотоп-

ными, если существует семейство нётеровых операторов A(t), t ∈ [0, 1],

которое равномерно непрерывно по норме на сегменте [0, 1] по любому за-

данному ε > 0 можно найти такое δ = δ(ε) > 0, что, если |t1 − t2| < δ, то

||A(t1)− A(t2)|| < ε, и A(0) = A, A(1) = B.

Свойство 1.6. Если операторы A и B гомотопны, то

IndA = IndB.

Пусть Γ - простая замкнутая кривая, разбивающая комплексную плоскость

переменной z на две области-внутреннюю D+(3 0) и внешнюю (беско-

нечную) D−(3 ∞). На Γ задана непрерывная невырожденная матрица-

функция G(t) размера n× n.

Определение 1.7. Говорят, что неособенная матрица-функция G(t)

размера n × n допускает левую стандартную факторизацию на Γ, если

справедливо следующее представление для G(t) :

G(t) = G+(t)B(t)G−(t), t ∈ Γ,
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где G±(t) - непрерывные на Γ матрицы-функции, аналитически продолжи-

мы в области D± и обратимы там, соответственно; B(t) = {tκ1, · · · , tκn} -

диагональная матрица-функция порядка n × n, κ1 ≥ κ2 ≥ · · · ≥ κn -

частные индексы (целые числа),

κ = IndΓG(t) =
1

2π
[arg detG(t)]Γ =

n∑
j=1

κj−суммарный индекс матрицы G.

Аналогичным образом определяется правая стандартная факторизация.

Стандартная факторизация называется канонической, если все частные

индексы матрицы G(t) равны нулю. Очевидно, что каждая правая (левая)

факторизация матрицы G(t) порождает левую (правую) факторизацию об-

ратной матрицы G−1(t).

Факторизация матриц-функций является основным звеном теории век-

торной краевой задачи Римана для аналитических функций. Основопола-

гающие результаты по этому направлению получены в известных работах

Ф.Д.Гахова [37], Н.И.Муcхелишвили [38], Н.П.Векуа [39], Н.Б.Симоненко

[40],[41]

1.3 Локальная нётеровость операторов

Определение 1.8. Существенной нормой оператора A называется вели-

чина

|||A||| = inf
K
||A−K||,

где K пробегает множество всех вполне непрерывных операторов. Если

|||A||| = 0, то оператор является вполне непрерывным, и наоборот.

Операторы A и B называются эквивалентными, если |||A − B||| = 0 и

коротко это записывается так: A ∼ B.
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Определение 1.9. Если M - измеримое множество, то PM означает

оператор, действующий по правилу:

(PMf)(x) =


f(x), если x ∈M,

0, если x 6∈M.

Определение 1.10. Оператор A называется оператором локального

типа, если для любых двух замкнутых непересекающихся множеств F1 и

F2 оператор PF1
APF2

вполне непрерывен.

Определение 1.11. Операторы A и B называются эквивалентными в

точке x0, если по любому ε > 0 найдётся такая окрестность u точки x0, что

|||APu −BPu||| < ε и |||PuA− PuB||| < ε.

Сокращённо это пишется как A ∼ B.

Следующие понятия являются локальным аналогом понятий регуляри-

затора оператора нётера.

Определение 1.12. Говорят, что оператор RΛ(RΠ) - является локаль-

ным левым (правым) регуляризатором оператора A в точке x0, если най-

дётся такая окрестность u точки x0, что RΛAPu ∼ Pu(RΠAPu ∼ Pu) .

Определение 1.13. Оператор A называется локальным оператором

Нётера в точке x0, если он обладает левым и правым локальными регуля-

ризаторами в точке x0.

Имеются теоремы, устанавливающие связь между понятиями локальной

нётеровости и эквивалентности в точке (см.[42]-[44]).

Теорема 1.1. Если A,B - операторы действующие из Lp(D) в Lp(D),

и A ∼ B, то операторы A и B одновременно обладают локальным левым
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регуляризатором в точке x0 (локальный правый регуляризатор в точке

x0) либо не обладают. В этих условиях операторы A и B одновремен-

но либо являются локально нётеровыми в точке x0, либо не являются

локально нётеровыми в точке x0.

Теорема 1.2. Для того чтобы оператор A локального типа, действу-

ющий из Lp(D) в Lp(D), был оператором Нётера, необходимо и достаточ-

но, чтобы в каждой точке z ∈ D оператор A был локальным оператором

Нётера.

Теорема 1.3. Если оператор A локального типа, действующий из

Lp(D) в Lp(D), в каждой точке z ∈ D обладает правым (левым) локаль-

ным регуляризатором локального типа, то оператор A обладает правым

(левым) регуляризатором.
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2 Теория нётера некоторых трёхэлементных урав-

нений с сингулярными интегральными операторами

S и SmK

Пусть D - ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ ко-

торой состоит из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова, не

пересекающихся между собой, I - тождественный оператор,m-целое число,

a(z), c(z), d(z)-непрерывные в D = D
⋃

Γ комплекснозначные функции.

В пространстве Lpβ−2/p(D), 1 < p < ∞, 0 < β < 2 рассмотрим следующее

интегральное уравнение:

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + c(z)(Sf)(z) + d(z)(Smf)(z) = g(z), (2.1)

где

(Smf)(z) =
(−1)mm

π

∫∫
D

e−2imθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , θ = arg(ζ − z),

Sm = KSmK = S−m, S = S1, (Kf)(z) = f(z),

(2.2)

черта над функцией означает переход к комплексно-сопряжённым значе-

ниям, m > 0 - целое число, dsζ - элемент плоской меры лебега, интеграл

понимается в смысле главного значения по Коши, то есть как предел по

норме в Lpβ−2/p(D)(1 < p <∞) (см.[2]-[5]):

v.p.
(−1)mm

π

∫∫
D

e−imθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ = lim

ε→0

(−1)mm

π

∫∫
D\Dε(z)

e−imθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ ,

Dε(z) - круг радиуса ε с центром в точке z : Dε(z) = {z : |ζ − z| < ε},

β - вещественное число удовлетворяющее условию 0 < β < 2. Последнее
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условие появляется как условие ограниченности оператора Sm в весовом

пространстве Lpβ−2/p(D) (см.[45]).

Раннее исследованию уравнения (2.1) был посвящен ряд работ различ-

ных авторов. Так, ещё в 1959 г. И.Н.Векуа в известной монографии [6] в

связи с применением к теории обобщённых аналитических функций рас-

смотрел оператор

A1 = a(z)I + d(z)SK , (2.3)

(то есть, когда в (2.1) c(z) ≡ 0, m = −1 ) при условии |a(z)| > |d(z)|, z ∈ D

и на основе принципа сжатых отображений показал, что оператор A1 из

(2.2) имеет ограниченный обратный в Lp(D) при p достаточно близких к

двум.

Далее, в 1971 г. А.Джураев в работе [30] в предположении a(z), d(z) ∈

C1(D) ∩ Cα(D), z ∈ D показал, что условия |a(z)| 6= |d(z)|, z ∈ D; a(t) 6=

0, t ∈ Γ достаточны для нётеровости оператора A1 в Lp(D), 2 < p < ∞ и,

что индекс оператора A1 равен

κ = −2indΓa(t).

В случае, когда D - круговая область, а коэффициенты a(z), d(z) лишь

непрерывны, И.И.Комяк в работе [17] показал, что указанные выше усло-

вия необходимы и достаточны для нётеровости оператора A1 в простран-

стве Lp(D), 1 < p <∞.

Случай c(z) ≡ 0,m = 1 включается в класс операторов для кото-

рых в [28] получены необходимые и достаточные условия нётеровости в

Lp(D), 1 < p <∞ и формулы для вычисления индекса. При c(z) ≡ 0,m > 1

оператор A изучался в работе [24], где построена алгебра таких операторов.
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Прежде всего заметим, что уравнение (2.1) наряду с искомой функции

f(z) также содержит комплексно сопряженную функцию f(z) и уравнения

такого вида можно непосредственно свести к системе двух сингулярных

уравнений с двумя неизвестными функциями f(z) и f(z), если присоеди-

нить к данному уравнению, другое полученное переходом к комплексно

сопряженным значениям. Для этого в векторном пространстве

L2
p(D) = {(f1, f2) : f1, f2 ∈ Lp(D)}, 1 < p <∞

рассмотрим оператор

U =

a(z)I + c(z)S d(z)Sm

d(z)Sm a(z)I + c(z)S

 .

Лемма 2.1. Нетеровость оператора A : Lp(D) −→ Lp(D) эквивалентна

нетеровости оператора U : L2
p(D) −→ L2

p(D).

Действительно, если функция f(z) является решением уравнения (2.1)

из Lp(D), то вектор F = (f, f) будет решением системы UF = Q из L2
p(D),

где Q = (g, g) и обратно, если вектор F = (f1, f2) является решением систе-

мы UF = q из L2
p(D), то вектор (f 2, f 1) также будет решением. Но тогда

решением системы UF = Q из L2
p(D) будет вектор

(f1+f2
2 , f2+f1

2

)
. Отсюда

следует, что функция f1+f2
2 будет решением уравнения (2.1) из Lp(D).

Далее, пусть k–число линейно-независимых решений однородного урав-

нения (2.1) над полем вещественных чисел, l–число линейно независимых

решений однородной системы UF = 0 над полем комплексных чисел. По-

кажем, что k = l. Пусть {fj(z)}, j = 1, 2, · · · k,–фундаментальная систе-

ма решений однородного уравнения (2.1).Тогда векторы Fj = (fj, f j) (j =

1, 2, · · · k) будут линейно-независимыми решениями уравнения UF = 0.
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Действительно, если
∑n

j=1 cjFj = 0, то
∑n

j=1 cjfj = 0,
∑n

j=1 cjf j = 0 или∑n
j=1 cjfj = 0 и

∑n
j=1 cjfj = 0.Отсюда

∑n
j=1(cj+cj)fj = 0,

∑n
j=1(cj−cj)fj =

0. Поэтому cj + cj = 0, cj − cj = 0, т.е. cj = 0. Таким образом, k ≤ l.

Совершенно аналогичным образом, как в ([39], стр.276) доказывается,

что k ≥ l.

Далее отметим, что поскольку всякий ограниченный функционал на ве-

щественном пространстве Lp(D) представим единственным образом в виде

(f, ψ) = Re

∫∫
D

f(z)ψ(z)dSz,

где ψ(z) ∈ Lq(D), 1
p + 1

q = 1, то в соответствии с этим сопряженным к

оператору A будет оператор

A∗ψ = aψ + Scψ + Smdψ,

где ψ ∈ Lq(D). Cовершенно аналогично доказывается,что однородное со-

пряженное уравнение A∗ψ = 0 в пространстве Lp(D) и соответствующая

система уравнений U ∗Ψ = 0 в векторном пространстве L2
p(D) имеют оди-

наковое число линейно независимых решений, определенным образом со-

ответствующих друг другу.

Из установленной выше соответствии между решениями неоднородного

уравнения Af = g и неоднородной системы UF = Q следует, что уравнение

Af = g и соответствующая система UF = Q нормально разрешимы лишь

одновременно. Лемма 2.1доказана.

Поскольку символ оператора Sm (см.[1]) равен (σσ)m (σ = σ1+iσ2 6= 0), то

согласно [21], для нётеровости операторной матрицы U в L2
p(D) необходи-

мо, чтобы detGA(z, t) 6= 0 для всех z ∈ D, |t| = 1, где GA(z, t)– непрерыв-
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ная при |t| = 1 рациональная матрица-символ оператора A (см.[1], гл.VI,4):

GA(z, t) =

a(z)I + c(z)t d(z)t
m

d(z)tm a(z) + c(z)t

 .

Лемма 2.2. Матрица GA(z, t) невырожденна для всех z ∈ D и |t| = 1

тогда, и только тогда, когда для ∀z ∈ D выполнено одно из неравенств:

|a(z)| > |c(z)|+ |d(z)|, (2.4)

|c(z)| > |a(z)|+ |d(z)|, (2.5)

|d(z)| > |a(z)|+ |c(z)|. (2.6)

Справедлива следующая

Теорема 2.1. Для нётеровости оператора A в пространстве

Lpβ−2/p(D) 1 < p <∞, 0 < β < 2 необходимо и достаточно, чтобы выпол-

нялось одно из условий:

|a(z)| > |c(z)|+ |d(z)|, ∀z ∈ D, (2.7)

|c(z)| > |a(z)|+ |d(z)|, ∀z ∈ D, a(τ) · d(τ) 6= 0, ∀τ ∈ Γ, (2.8)

|d(z)| > |a(z)|+ |c(z)|, ∀z ∈ D, a(τ) 6= 0, ∀τ ∈ Γ. (2.9)

При этом, если выполнено условие (2.7), то оператор A обратим, если

выполнено условие (2.8), то индекс оператора A равен

κ = 2(mIndΓa(t) + IndΓd(τ)),

если выполнено условие (2.9), то индекс оператора A равен

κ = 2mIndΓa(τ).
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Доказательство: а) Пусть выполнено условие (2.8). Тогда оператор

A запишем в A = c(z)A2, где

A2 = q1(z)I + S + q2(z)SmK, (2.10)

q1(z) = a(z)/c(z), q2(z) = d(z)/c(z), причём для всех z ∈ D новые коэффи-

циенты удовлетворяют неравенству |q1(z)|+ |q2(z)| < 1. Символ оператора

A2 имеет вид:

GA2
(z, σ/σ) =

q1(z) + σ/σ q2(z)(σ/σ)m

q2(z)(σ/σ)m q1(z) + σ/σ

 .

По данному символу построим матрицы

ΩA2
(t) =

q1 + t q2t
m

q2/t
m q1 + 1/t

 ,

ΩA2
(1/t) =

q1 + 1/t q2/t
m

q2t
m q1 + t

 ,

где t =
σ1 − i
σ1 + i

, −∞ < σ1 <∞, а коэффициенты q1, q2 зависят от точки τ

контура Γ. Если мы теперь покажем, что матрицы ΩA2
(t),ΩA2

(1/t) факто-

ризуются с нулевыми частными индексами, то из [21] будет следовать, что

оператор A2 нётеров в Lp(D), 1 < p <∞.

Чтобы найти условие, при котором матрица ΩA2
(t) допускает канониче-

ское факторизация ΩA2
(t) = Ω−(t)Ω+(t), где Ω± - непрерывные при |t| = 1

матрицы-функции, аналитически продолжимы соответственно внутри и

вне единичного круга, будем решать следующую краевую задачу Римана
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для аналитических функции в единичном круга |t| < 1 :
Φ−1 (t) = (q1 + t)Φ+

1 (t) + q2t
mΦ+

2 (t)

Φ−2 (t) = (q2/t
m)Φ+

1 (t) + (q1 + 1/t)Φ+
2 (t).

. (2.11)

Здесь Φ+
1,2(t),Φ

−
1,2(t) неизвестные функции точки окружности |t| = 1, ана-

литически продолжимы по t соответственно внутри и вне единичного кру-

га.

Займемся решением задачи Римана (2.11). В первом равенстве системы

(2.11) слева стоит аналитически продолжимая вне единичного круга функ-

ция, а справа - аналитически продолжимая внутри единичного круга. По

теореме Лиувилля эта функция равна постоянной, т.е. Φ−1 (ζ) = c1. Тогда

Φ+
1 (ζ) =

c1

q1 + ζ
− q2ζ

m

q1 + ζ
Φ+

2 (ζ). (2.12)

Подставив значение Φ+
1 (t) во второе равенство системы (2.11), получим

Φ−2 (t) =
c1q2

tm(q1 + t)
+
|q1 + t|2 − |q2|2

q1 + t
Φ+

2 (t). (2.13)

Здесь |q1 + t|2 − |q2|2 = det ΩA2
(t). Положим det ΩA2

(t) =
F+(t)

F−(t)
, где

F+(t) 6= 0, F−(t) 6= 0 - аналитически продолжимые соответственно внут-

ри и вне единичного круга |t| = 1 функции. Используя эту факторизацию

det ΩA2
(t), функцию Φ−2 (t) можно представить в виде

Φ−2 (t) =
c1q2

tm(q1 + t)
+

F+(t)

F−(t)(q1 + t)
Φ+

2 (t).

Отсюда

F−(t)
(

Φ−2 (t)− c1q2

tm(q1 + t)

)
=
F+(t)

q1 + t
Φ+

2 (t).
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Левая часть последнего равенства аналитически продолжима вне единич-

ного круга, а правая - аналитически продолжимая внутри единичного кру-

га функция, за исключением точки ζ = −q1, где она имеет простой полюс,

поэтому из теоремы Лиувилля будет следовать:

F−(ζ)
(

Φ−2 (ζ)− c1q2

ζm(q1 + ζ)

)
=
F+(ζ)

q1 + ζ
Φ+

2 (ζ) ≡ c2 +
c3

q1 + ζ
,

т.е.

Φ−2 (ζ) =
c1q2

ζm(q1 + ζ)
+

1

F−(ζ)

(
c2 +

c3

q1 + ζ

)
, (2.14)

Φ+
2 (ζ) =

c3 + c2(q1 + ζ)

F+(ζ)
. (2.15)

Подставив выражение для Φ+
2 (t) в (2.12), получим

Φ+
1 (ζ) = −c2q2ζ

m

F+(ζ)
+

1

q1 + ζ

(
c1 −

c3q2ζ
m

F+(ζ)

)
.

Второе слагаемое последнего равенства в точке ζ = −q1 имеет простой

полюс и его необходимо устранить, для чего выражение в скобках прирав-

ниваем к нулю при ζ = −q1. Тогда получим c1 =
c3q2(−q1)

m

F+(−q1)
. Подставив

это значение c1 в выражение для Φ−1 (ζ) и в выражение (2.14) для Φ−2 (ζ),

получим

Φ−1 (ζ) = c1 =
c3q2(−q1)

m

F+(−q1)
,

Φ−2 (ζ) =
c3|q2|2(−q1)

m

F+(−q1)ζm(q1 + ζ)
+

1

F−(ζ)

(
c2 +

c3

q1 + ζ

)
.

Положив сначала c2 = 1, c3 = 0, а затем, наоборот c2 = 0, c3 = 1, найдем

элементы матрицы Φ−(ζ). Будем иметь

Φ−(ζ) =

 0
q2(−q1)

m

F+(−q1)
1

F−(ζ)

( |q2|2(−q1)
m

F+(−q1)ζm
+

1

F−(ζ)

) 1

q1 + ζ

 .
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В силу того, что q1(τ) 6= 0, q2(τ) 6= 0 при всех τ ∈ Γ, то det Φ−(ζ) 6= 0.

Аналогично находятся элементы матрицы Φ+(ζ) :

Φ+(ζ) =

−
q2ζ

m

F+(ζ)

q2

q1 + ζ

( (−q1)
m

F+(−q1)
− ζm

F+(ζ)

)
q1 + ζ

F+(ζ)

1

F+(ζ)

 .

Определитель этой матрицы det Φ+(ζ) =
q2(−q1)

m

F+(ζ)F+(−q1)
также отличен от

нуля.

Итак, мы имеем

Φ−(t) = ΩA2
(t)Φ+(t),

или

ΩA2
(t) = Φ−(t)[Φ+(t)]−1 (2.16)

где

[Φ+(t)]−1 =
F+(t)F+(−q1)

q2(−q1)m

−
1

F+(t)

q2

q1 + t

( (−q1)
m

F+(−q1)
− tm

F+(t)

)
q1 + t

F+(t)

q2t
m

F+(t)

 .

Рассуждая так же, как и выше, можно показать, что для матрицы ΩA2
(1/t)

справедливо представление

ΩA2
(1/t) = Φ−1 (t)[Φ+

1 (t)]−1 (2.17)

где

Φ−1 (t) =


1

F−(t)

(|q2|2(−q1)
m

F+(−q1)tm
+

1

F−(t)

) 1

q1 + t

0
q2(−q1)

m

F+(−q1)

 ,
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[Φ+(t)]−1 =
F+(t)F+(−q1)

q2(−q1)m

−
1

F+(t)

q2

q1 + t

( (−q1)
m

F+(−q1)
− tm

F+(t)

)
q1 + t

F+(t)

q2t
m

F+(t)

 .

Таким образом, в полученных для матриц ΩA2
(t) и ΩA2

(1/t) представле-

ниях соответственно (2.15) и (2.16) первые множители аналитически про-

должимы вне единичного круга, а вторые внутри, причём их определители

нигде в нуль не обращаются, т.е. матрицы ΩA2
(t) и ΩA2

(1/t) имеют нулевые

частные индексы. Следовательно оператор A2 нётеров, т.е. достаточность

граничного условия (2.8): a(t)c(t) 6= 0,∀t ∈ Γ доказана.

Необходимость условия a(t)c(t) 6= 0,∀t ∈ Γ доказывается от противного

с помощью локального метода (см.[42]).

Пусть A2 - оператор нётера в Lpβ−2/p(D), и в то же время существует

точка τ0 ∈ Γ такая, что имеет место одно из равенств a(τ0) = 0 или c(τ0) =

0.

Случай 10. Пусть a(τ0) = 0 и A2 нётеров. Очевидно, оператор A2 ло-

кального типа. Поскольку A2 нётеров, то он локально нётеров в каждой

точке z ∈ D. В точке τ0 ∈ Γ оператор A2 локально эквивалентен оператору

Aτ0 = S + q2(τ0)SmK,

Представим этот оператор в виде

Az0 = S(I + q2(τ0)Sm−1K),

где второй сомножитель локально обратимый оператор (см.[24]), а первый

сомножитель локально не нётеров, поэтому оператор Az0 не является ло-

кально нётеровым оператором. Полученное противоречие показывает, что
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если a(τ0) = 0, то оператор A2 не может быть нётеровым оператором в

Lp(D).

Случай 20. Пусть c(τ0) = 0, τ0 ∈ Γ. Тогда оператор A2 локально экви-

валентен локально ненётеровому оператору (см.[28])

Az0 = q1(τ0)I + S,

т.е. необходимость c(τ) 6= 0, τ ∈ Γ для нётеровости A2 доказан.

Теперь осталось доказать формулу для подсчёта индекса оператора A2.

Непосредственными вычислениями убеждаемся, что оператор A2 с точно-

стью до вполне непрерывного оператора можно представить в виде

A2 =
1

1− |q2|2
(I − |q2|2Bm−1)[q1I + (1− |q2|2)S− q1q2Sm−1K](1 + q2Sm−1K).

(2.18)

Поскольку для всех z ∈ D, |q1(z)| + |q2(z)| < 1, то из результатов работ

[25],[46] следует, что операторы I − |q2|2Bm−1, I + q2Sm−1K обратимы в

Lp(D), а средний оператор q1I + (1 − |q2|2)S − q1q2Sm−1K имеет вид ис-

ходного оператора A2 c пониженной на единицу характеристикой m − 1.

Продолжая указанный процесс факторизации оператора, по индукции по-

лучим то, что индекс среднего оператора из (2.17) равен

κ = 2IndΓq
m
1 q2 = 2mIndΓa(t) + 2IndΓc(t).

b) Пусть теперь выполнено условие (2.9) теоремы 2.1. Тогда представим

оператор A в виде A = c(z)A3, где

A3 = q1(z)I + q2S + SmK, (2.19)

q1(z) = a(z)/c(z), q2(z) = b(z)/c(z), причём для всех z ∈ D новые коэффи-

циенты удовлетворяют неравенству |q1(z)|+ |q2(z)| < 1. Символ оператора
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A3 имеет вид

GA3
(z, σ/σ) =

q1(z) + q2(z)σ/σ (σ/σ)m

(σ/σ)m q1(z) + q2(z)σ/σ

 .

По данному символу построим матрицы

ΩA3
(t) =

q1 + q2t tm

1/tm q1 + q2/t

 ,

ΩA2
(1/t) =

q1 + q21/t 1/tm

tm q1 + q2t

 .

Аналогично пункту а) показывается, что матрицы ΩA3
(t),ΩA3

(t) имеют

нулевые частные индексы. Например, для матрицы ΩA3
(t) в случае |q1(t)| >

|q2(t)|, t ∈ Γ имеет место следующее представление:

ΩA2
(t) = Φ−(t)[Φ+(t)]−1, (2.20)

где

[Φ+(t)]−1 =

 q1 + q2t tm(q2

q1

)m
F−(−q1/q2)

F+(t)

q1 + q2t
+
( tm

q1 + q2

)m(q2

q1

)m
F−(−q1/q2)

 ,

Φ−(t) =

 1 0

1

q1 + q2t

( 1

tm
−
(q2

q1

)mF−(−q1/q2)

F−(t)

)
1

F−(t)

 ,

причём в представлении (2.20) для матриц ΩA2
(t) функция [Φ+(t)]−1 ана-

литически продолжима внутри единичного круга, а функция Φ−(t) вне

единичного круга и их определители нигде в нуль не обращаются. Следо-

вательно, оператор A3 нётеров.
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Необходимость условия a(τ0) 6= 0, τ0 ∈ Γ следует из представления ло-

кально эквивалентного в точке τ0 оператора Aτ0 :

Aτ0 = S(q2(τ0)I + SK).

Вычислим теперь индекс оператора A3. Рассмотрим семейство нётеровых

операторов

Mτ = q1(z)I + τq2(z)S + SmK,

непрерывно по норме зависящих от параметра τ ∈ [0, 1]. Поскольку M0 =

q1(z)I+SmK, M1 = A3, то в силу результатов работы [46] индекс оператора

A3 равен

κ = 2mIndΓa(τ).

c) Пусть наконец выполнено условие (2.9) теоремы 2.1.. Тогда оператор A

представим в виде

A1 = I + q1(z)S + q2(z)Sm,

где q1(z) = b(z)/a(z), q2(z) = c(z)/a(z), причём коэффициенты оператора

A1 для всех z ∈ D удовлетворяют условию |q1(z)| + |q2(z)| < 1. В силу

этого, поскольку ||Sm||L2(D) = 1, то норма оператора q1(z)S + q2(z)Sm в

пространстве L2(D) будет меньше единицы, поэтому оператор A1 обратим

в L2(D). Если выполнено условие нётеровости в Lp(D) при p > 2, то об-

ратимость оператора A1 вытекает из того, что Lp(D) ⊂ L2(D) и индекс

оператора A1 равен нулю. Если же 1 < p < 2, то аналогичные рассуж-

дения применимы к сопряжённому оператору, которое следует рассматри-

вать в Lq(D), 2 < q < ∞. Утверждение относительно весового простран-

ства Lpβ−2/p(D)1 < p < ∞ следует из вложения пространства Lpβ−2/p в Lq1,
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где q1 > 1 и из того, что условия нётеровости и индекс оператора от p не

зависят.
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3 Теория нётера некоторых четырёхэлементных урав-

нений с сингулярными интегральными операторами

S и SmK

Пусть D - ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ ко-

торой состоит из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова, не

пересекающихся между собой, I - тождественный оператор, m-целое чис-

ло, a(z), b(z), c(z), d(z)-непрерывные в D = D
⋃

Γ комплекснозначные

функции. В пространстве Lpβ−2/p(D), 1 < p < ∞, 0 < β < ∞ рассмотрим

следующее интегральное уравнение:

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) + c(z)(Sf)(z) + d(z)(Smf)(z) = g(z), (3.1)

где Sm - двумерный сингулярный интегральный оператор из 2.2.

В работе [28], оператор A изучен в случае m = −1 и доказана

Теорема 3.1. Для нётеровости оператора A в пространстве Lp(D)

1 < p <∞ необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из условий

|41(z)| > |λ(z)|+ |µ(z)| ∀z ∈ D, (3.2)

|42(z)| > |λ(z)|+ |µ(z)| ∀z ∈ D и µ(t) 6= 0 ∀t ∈ Γ. (3.3)

При этом, если выполнено условие 3.2, то оператор A имеет ограничен-

ный обратный, а при выполнении условия 3.3 его индекс κ равен

κ = 2IndΓµ(t),

где

41(z) = |a(z)|2 − |b(z)|2, 42(z) = |d(z)|2 − |c(z)|2,

λ(z) = a(z)c(z)− b(z)d(z), µ(z) = a(z)d(z)− b(z)c(z).
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3.1 Построение матрицы - символа оператора A

Прежде всего, аналогично разделу 2, устанавливаем, что оператор A из

(3.1) будет нётеровым в пространстве Lp(D) тогда и только тогда, когда

нётеровым является операторная матрица

U =

 a(z)I + c(z)S b(z)I + d(z)Sm

b(z)I + d(z)Sm a(z)I + c(z)S


в векторном пространстве

Lp,2β−2/p(D) = {(f1, f2) : f1, f2 ∈ Lpβ−2/p(D)}, 1 < p <∞, 0 < β < 2.

Поскольку символ оператора Sm (см. [1]) равен (σ/σ)m (σ = σ1 + iσ2 6= 0),

то, согласно [21], для нётеровости операторной матрицы U в векторном про-

странстве L2
p(D) необходимо, чтобы detGA(z, t) 6= 0 для всех z ∈ D, |t| = 1,

где GA(z, t) - матрица символ оператора A (см.[47], гл. VI.4 ):

GA(z; t) =

 a(z) + c(z)t b(z) + d(z)tm

b(z) + d(z)t
m

a(z) + c(z)t

 . (3.4)

Непосредственным вычислением получим

detGA(z, t) = |a(z) + c(z)t|2 − |b(z) + d(z)tm|2 6= 0 (3.5)

для ∀z ∈ D, |t| = 1, где t = e−2iϕ =
σ

σ
. Вводя обозначения:

41(z) = |a(z)|2 − |b(z)|2, 42(z) = |d(z)|2 − |c(z)|2,

перепишем неравенство (3.5) в виде

41(z)−42(z)− 2Re(bdt
m − act) 6= 0. (3.6)
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Заметим, что если неравенство (3.6) выполнено для всех z ∈ D, |t| = 1, то

тогда 41(z)−42(z) 6= 0 для ∀z ∈ D, ибо тригонометрический полином

P2m(ϕ) = 2Re
(
b(z)d(z)e2miϕ − a(z)c(z)e2iϕ

)
свободного члена не имеет и поэтому обязательно обращается в нуль при

некотором ϕ: ϕ ∈ [0, 2π].

Введём обозначения:

M = max
|t|=1

Re(bdtm − act),

−m = min
|t|=1

Re(bdtm − act).

Очевидно, что неравенство (3.6) равносильно двум условиям:

41(z)−42(z) > 2M(z), ∀z ∈ D,

41(z)−42(z) < −2m(z), ∀z ∈ D,

где M(z) > 0, m(z) > 0.

Лемма 3.1. Матрица GA(z, t) - невырожденная для всех z ∈ D и

|t| = 1 тогда, и только тогда, когда выполнено одно из двух неравенств:

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), (3.7)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z) (3.8)

для всех z ∈ D, где

χ(z) =


M(z), если 4j(z) > 0

m(z), если 4j(z) < 0, j = 1, 2.
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В соответствии с результатами леммы 3.1, можно доказать, что для опе-

ратора A имеются два гомотопических класса, которые можно описать в

зависимости индекса двучлена a+ ct из (3.6), а именно:

τ = ind
|t|=1

(a(z) + c(z)t) = 0, либо τ = ind
|t|=1

(a(z) + c(z)t) = 1,

при этом, если коэффициенты оператора A удовлетворяют условие (3.7),

то τ = 0, а если выполнено условию (3.8), то τ = 1.

Теорема 3.2. Для нётеровости оператора A в пространстве

Lpβ−2/p(D) 1 < p < ∞, 0 < β < 2 необходимо и достаточно, чтобы

выполнялось одно из условий

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D, (3.9)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D,

b(t)(c(t))m + (−1)md(t)(a(t))m 6= 0, ∀t ∈ Γ. (3.10)

При этом, если выполнено условие (3.10), то индекс оператора A равен

нулю, а если выполнено условие (3.11), то индекс оператора A равен

κ = 2IndΓ{b(t)(c(t))m + (−1)md(t)(a(t))m}. (3.11)

3.2 Случай, когда детерминант матрицы - символа оператора A

положительный

а) Пусть выполнено условие (3.10). Тогда, как отмечено выше, ind
|t|=1

(a+ct) =

1 и выполнено условие (3.6). Здесь будем считать, что detGA(z, t) > 0, т.е.

имеет место

|a(z) + c(z)t| > |b(z) + d(z)tm|, ∀z ∈ D, t ∈ Γ.
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Тогда двучлен a + ct внутри единичного круга |t| = 1 имеет один нуль

t = −a
c

(|c| > |a|). Перепишем оператор A в виде

A = q1I + b1K + S + d1SmK, (3.12)

где q1 =
a

c
, b1 =

b

c
, d1 =

d

c
.

По символу данного оператора построим матрицы

Ω+
A(t) =

 q1 + t b1 + d1t
m

b1 + d1t
m

q1 + t

 ,

Ω−A(t) =

 q1 + t b1 + d1tm

b1 + d1t
m q1 + t

 ,

где t =
σ1 − i
σ1 + i

, −∞ < σ1 <∞, а коэффициенты q1, b1, d1 зависят от точки

z контура Γ. Если теперь мы покажем, что матрицы Ω±A(t) факторизуются

с нулевыми частными индексами, то из [21] будет следовать, что оператор

нётеров в Lp(D), 1 < p <∞. С этой целью для матрицы Ω±A(t) построим

задачу Римана для аналитических в единичном круге |t| < 1 функций

(Φ1(ξ),Φ2(ξ)) :
Φ−1 (t) = (q1 + t)Φ+

1 (t) + (b1 + d1t
m)Φ+

2 (t),

Φ−2 (t) = (b1 + d1
tm )Φ+

1 (t) + (q1 + 1
tm )Φ+

2 (t),

, (3.13)

где Φ+
1,2(t), Φ−1,2(t) - неизвестные функции точки окружности |t| = 1, ана-

литически продолжимые по t соответственно внутри и вне единичного

круга.
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Займёмся решением задачи Римана (3.13). В первом равенстве систе-

мы (3.13) слева стоит аналитически продолжимая вне единичного круга

функция, а справа аналитически продолжимая внутри единичного круга

функция. По теореме Лиувилля эта функция равна постоянной, то есть

Φ−1 (ζ) = c1. Тогда

Φ+
1 (ζ) =

c1

q1 + ζ
− b1 + d1ζ

m

q1 + ζ
Φ+

2 (ζ).

Поставив значение Φ+
1 (t) во второе равенство системы (3.13) и учитывая,

что detG+
A(t) = |q1 + t|2− |b1 + d1t|2, можно факторизовать в виде

F+(t)

F−(t)
,

где F+(t) 6= 0, F−(t) 6= 0 - аналитически продолжимые соответственно

внутри и вне единичного круга функции, получим

Φ−2 (t) =
(b1 + d1

tm )c1

q1 + t
+

F+(t)

F−(t)(q1 + t)
Φ+

2 (t). (3.14)

Отсюда

F−(t)
(

Φ−2 (t)−
(b1 + d1

tm )c1

q1 + t

)
=
F+(t)

q1 + t
Φ+

2 (t).

Левая часть последнего равенства аналитически продолжима вне единич-

ного круга функций, за исключением точки ζ = −q1, где она имеет простой

полюс, поэтому из теоремы Лиувилля будет следовать:

F−(t)
(

Φ−2 (t)−
(b1 + d1

tm )c1

q1 + t

)
=
F+(t)

q1 + t
Φ+

2 ≡ c2 +
c3

q1 + t
,

то есть

Φ−2 (ζ) =
(b1 + d1

ζm )c1

q1 + ζ
+

1

F−(ζ)
(c2 +

c3

q1 + ζ
), (3.15)
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Φ+
2 (ζ) =

c3 + c2(q1 + ζ)

F+(ζ)
.

Поставив выражения для Φ+
2 (ζ) в (3.11), получим

Φ+
1 (ζ) =

c1

q1 + ζ
− b1 + d1ζ

m

F+(ζ)(q1 + ζ)
(c3 + c2(q1 + ζ)) = − c2

F+(ζ)
(b1 + d1ζ

m)+

+
1

q1 + ζ

[
c1 −

b1 + d1ζ
m

F+(ζ)
c3

]
.

Функция Φ+
1 (ζ) в точке ζ = −q1 имеет простой полюс и его необ-

ходимо устранить, для чего потребуем, чтобы выражение в квадратной

скобке справа в точке ζ = −q1 обращалось в ноль. Тогда получим

c1 =
b1 + d1(−q1)

m

F+(−q1)
c3. Поставив это значение c1 в выражение для Φ−1 (ζ) и

в выражение Φ−2 (ζ) из (3.15), получим

Φ−1 (ζ) =
b1 + (−1)md1q

m
1

F+(−q1)
c3,

Φ−2 (ζ) =
(b1 + (−1)md1q

m
1 )(b1 + d1

ζm )c3

q1 + ζ
+

1

F−(ζ)
(c2 +

c3

q1 + ζ
).

Выбрав сначала c2 = 1, c3 = 0, а затем c2 = 0, c3 = 1, найдём элементы

матрицы Φ−(ζ) и Φ+(ζ)

Φ−(ζ) =

 0 b1+(−1)md1q
m
1

F+(−q1)

1
F−(ζ)

(b1+(−1)md1q
m
1 )(b1+

d1
ζm )

q1+ζ + 1
F−(ζ)(q1+ζ)

 ,

Φ+(ζ) =

−b1+d1ζ
m

F+(ζ)
1

q1+ζ

[
b1+(−1)md1q

m
1

F+(−q1) − b1+d1ζ
m

F+(ζ)

]
q1+ζm

F+(ζ)
1

F+(ζ)

 .
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При этом поскольку

det Φ−(ζ) =
b1 + (−1)md1q

m
1

F−(ζ)F+(−Q1)
,

то необходимо требовать, чтобы для всех t ∈ Γ выполнялось условие

b1(ζ) + (−1)md1(ζ)qm1 (ζ) 6= 0, где ζ ∈ Γ.

В силу сказанного,

det Φ+(ζ) = −b1(ζ) + (−1)md1(ζ)qm1 (ζ)

F+(ζ)F+(−q1)
6= 0 для ∀ζ ∈ Γ.

Таким образом, при выполнении условия

b(ζ)
(
c(ζ)

)m
+(−1)md(ζ)

(
a(ζ)

)m
6= 0 для ∀ζ ∈ Γ (3.16)

мы имеем

Φ−(ζ) = Ω+
A(ζ)Φ+(ζ)

или

Ω+
A(ζ) = Φ−(ζ)

(
Φ+(ζ)

)−1

. (3.17)

Аналогично доказывается, что при условии (3.16) имеет место представле-

ние

Ω−A(ζ) = Φ−∗ (ζ)
(

Φ+
∗ (ζ)

)−1

. (3.18)

В полученных для матрицы Ω±A(ζ) представлениях (3.17), (3.18) пер-

вые множители аналитически продолжимы вне единичного круга, а вторые

внутри, причём их определители нигде в нуль не обращаются, то есть мат-

рицы Ω±A(ζ) имеют нулевые частные индексы. Следовательно оператор A

нётеров, то есть достаточность граничного условия (3.11) доказана. Необхо-

димость условия (3.11) доказывается от противного с помощью локального

метода (см. [42]).
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3.3 Случай, когда детерминант матрицы-символа оператора A

отрицательный

Здесь будем считать, что detGA(z, t) < 0, т.е. выполнено неравенство:

|a(z) + c(z)t| < |b(z) + d(z)tm|, Ind
|t|=1

(b+ dtm) = m,

то есть |b| < |d|, и двучлен b + dtm внутри единичного круга имеет m

нулей tm = − b
d
. В этом случае оператор A перепишем в виде:

A = a2I + q2K + c2S + SmK,

где a2 =
a

d
, q2 =

b

d
, c2 =

c

d
.

По символу данного оператора построим матрицу Ω+
A(t) . Для матрицы

Ω+
A(t) построим задачу Римана для аналитических в единичном круге |t| =

1 функций (Φ1(ζ),Φ2(ζ)):


Φ−1 (t) = (a2 + c2t)Φ

+
1 + (q2 + tm)Φ+

2

Φ−2 (t) = (q2 + tm)Φ+
1 + (a2 + c2t)Φ

+
2

, (3.19)

В первом равенстве системы (3.19) слева стоит аналитически продолжи-

мая вне единичного круга функция, а справа аналитически продолжимая

внутри единичного круга функция. По теореме Лиувилля, эта функция

равна постоянной, то есть Φ−1 (ζ) = c1. Тогда

Φ+
2 (ζ) =

c1

q2 + tm
− a2 + c2t

q2 + tm
Φ+

1 (ζ).

Далее имеем

F−(t)
[
Φ−2 (t)−

c1(a2 + c2
t )

q2 + tm

]
=

F+

q2 + tm
Φ+

1 ,
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где левая часть аналитически продолжимая вне единичного круга, а правая

часть внутри единичного круга с m-полюсами в точках qjm:

qjm = m
√
|q2|e

i(ϕ+2jπ)
m , j = 1, 2, .....,m., ϕ = arg(−q2).

Поэтому эта функция по теореме Лиувилля является аналитической на

всей плоскости с m-полюсами в точках qjm (j = 1, 2, ....m). Тогда

Φ−2 (ζ) =
c1(a2 + c2

ζ )

q2 + ζm
+

1

F−(ζ)

[
c2 +

m∑
j=1

c2+j

ζ − q2j

]
,

Φ+
1 = −q2 + ζm

F+(ζ)

[
c2 +

m∑
j=1

c2+j

ζ − q2j

]
и далее

Φ+
2 (ζ) =

(a2 + c2ζ)

F+(ζ)
c2 +

c1

q2 + ζm
+
a2 + c2ζ

F+(ζ)

m∑
j=1

c2+j

ζ − qjm
.

Функция Φ+
2 (ζ) имеет в точках qjm (j = 1, 2, ...,m) полюса. Чтобы устра-

нить их, представим

q2 + ζm =
m∏
j=1

(ζ − qjm)

и потребуем от свободных констант c1, c2+j (j = 1, 2, ...,m), чтобы они удо-

влетворяли m требованиям:

c1∏
k 6=j

(qjm − qkm)
= −a2 + c2qjm

F+(qjm)
c2+j, j = 1, 2, 3, · · ·,m.

Теперь, предположив, что выполнены неравенства

a2 + c2qjm 6= 0 на Γ (j = 1, 2, ...,m) (3.20)

найдём константы c2+j через c1

c2+j = − F+(qjm)c1

(a2 + c2qjm)
∏
k 6=j

(qjm − qkm)
, j = 1, 2, ...,m.
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Заметим, что условия (3.20) можно записать в виде
m∏
j=1

(a2 + c2
m
√
|q2|ei

ϕ+2jπ
m ) 6= 0, ∀t ∈ Γ,

или же

(a2(t))
md(t) + (−1)m(c2(t))

mb(t) 6= 0, ∀t ∈ Γ. (3.21)

Таким образом, имеем

Φ−(ζ) =


0 1

1

F − (ζ)

a2

q2 + ζ
− 1

F − (ζ)

m∑
j=1

F+(qjm)

(a2 + c2qjm)
∏
k 6=j

(
qjm −

a2 + c2ζ

F t(ζ)

)


Φ+(ζ) =


−q2 + ζm

F+(ζ)

a2 + c2

F+(ζ)
q2 + ζm

F+(ζ)

m∑
j=1

c2+j

ζ − q1m

1

q2 + ζm
+
a2 + c2ζ

F+(ζ)

m∑
j=1

c2+j

ζ − qj


и в этом случае, также при выполнении граничного условия (3.10) матрицы

Ω+−
A (t) факторизуются с нулевыми частными индексами, то есть оператор

А нётеров Lp(D), 1 < p <∞.

Теперь остаётся доказать формулу для вычисления индекса (3.11).

Доказательство проведем по методу математической индукции по пара-

метру m.

Пусть в (1) m = 1, то есть оператор A из (3.12) имеет вид

A = q1(z)I + b1(z)K + S̄ + d1(z)S̄K,

тогда, как показано в работе [28], индекс оператора А равен

κ = 2IndΓ(b1(t)− d1(t)q1(t)) = 2IndΓ(b(t)c(t)− a(t)d(t)).
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Пусть теперь при m = n− 1 указанная формула для индекса оператора

А справедлива, то есть имеет место

κ = 2IndΓ(b1(t)+(−1)n−1d1(t)q
n−1
1 (t)) = 2IndΓ(b(t)cn−1(t)+(−1)n−1d(t)an−1(t)).

Покажем, что тогда для оператора А справедлива формула (3.12). Пред-

ставим оператор А в виде

A ≡ q1(z)I + b1(z)K + S̄ + d1(z)S̄n−1 =

= q1(z)I + b1(z)K + S̄(I + d1(z)S̄n−1K).
(3.22)

Поскольку |d1(z)| 6= 1, то, как известно [28], оператор

T1 = I − d1S̄n−1K

в пространстве Lpβ−2/p(D), (1 < p <∞, 0 < β < 2) обратим.

Умножив обе части (3.22) справа на обратный оператор T1 с точностью

до вполне непрерывного оператора, получим:

AT1 = (q1I + b1K)(I − d1S̄n−1K) + S̄(I + d1S̄n−1K)(I − d1S̄n−1K).

Воспользовавшись формулой композиций операторов

(Sn−1Sn−1f)(z) = f(z)−
∫∫
|ζ|<1

Bn−1(z, ζ)f(ζ)dsζ + T,

где Bn−1(z, ζ) - керн-функция Бергмана порядка n−1 (см.[24]), а T - вполне

непрерывный оператор, получим

AT1 = (q1I + b1K)(I − d1S̄n−1K) + S̄[(I − |d1|2) + |d1|2B̄n−1] =

= (q1I + b1K + S̄ − q1d1S̄n−1K)− b1d1Sn−1K − |d1|2S̄(I − B̄n−1).
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Оператор в первой скобке справа имеет вид оператора А с параметром n−1

и, следовательно, по предположению индукции его индекс равен:

κ = 2IndΓ(b1 + (−1)n−1q1q
n−1
1 d1) = 2IndΓ(b1 + (−1)n−1qn1d1).

Построив теперь семейство нётеровых операторов

Tλ = (q1I + b1K + S̄ − q1d1S̄n−1K)− λd1(b1Sn−1K)− d̄1S̄(I −Dn−1),

где 0 ≤ λ ≤ 1, мы сопоставим оператор AT1 нётревому оператору

A0 = q1I + b1K + S̄ − q1d1S̄n−1K

с индексом κ из (2.12). Формула для индекса доказана.

б) Пусть теперь выполнено условие (3.11) теоремы 3.1. Тогда по схеме

пункта a) доказывается, что матрицы-символы Ω±A(t) безусловно фактори-

зуются с нулевыми частными индексами. В этом случае индекс оператора

равен нулю, что доказывается с помощью гомотопии оператора.
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4 Теория нётера некоторых сингулярных интеграль-

ных уравнений с разными чётными характерист-

еками

Пусть D - ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ ко-

торой состоит из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова,

не пересекающихся между собой, I - тождественный оператор, m - целое

число, a(z), b(z), c(z), d(z) - непрерывные в D = D
⋃

Γ комплекснознач-

ные функции. В пространстве Lpβ−2/p(D), 1 < p < ∞, 0 < β < 2 будем

рассматривать уравнение

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) + c(z)(Snf)(z) + d(z)(Smf)(z) = g(z), (4.1)

где Sm - двумерный сингулярный интегральный оператор из 2.2.

Отметим, что результаты для оператора A из (4.1) в случае, когда n =

−m следуют из работы [31].

4.1 Построение матрицы - символа оператора A

Прежде всего устанавливаем, что оператор A будет нётеровым в простран-

стве Lp(D), 1 < p <∞ тогда, и только тогда, когда нётеровым является

U =

a(z)I + c(z)Sn b(z)I + d(z)Sm

b(z)I + d(z)Sm a(z)I + c(z)Sn


в векторном пространстве

Lp,2β−2/p(D) = {(f1, f2) : f1, f2 ∈ Lpβ−2/p(D)}, 1 < p <∞, 0 < β < 2.
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Поскольку символ оператора Sm равен
(σ
σ

)m
(σ = σ1 + iσ2 6=

0), то, согласно [21], для нётеровости операторной матрицы U необ-

ходимо, чтобы detGA(z, t) 6= 0 для всех z ∈ D, |t| = 1,

где GA(z, t) - матрица - символ оператора A

GA(z; t) =

a(z) + c(z)tn b(z) + d(z)tm

b(z) + d(z)t
m

a(z) + c(z)t
n

 .

Непосредственным вычислением получим

detGA(z, t) = |a(z) + c(z)tn|2 − |b(z) + d(z)tm|2 6= 0 (4.2)

для ∀z ∈ D, |t| = 1, где t = e2iϕ =
σ

σ
. Вводя обозначения

41(z) = |a(z)|2 − |b(z)|2, 42(z) = |d(z)|2 − |c(z)|2,

перепишем неравенство (4.2) в виде

41(z)−42(z)− 2Re(b(z)d(z)tm − a(z)c(z)tn) 6= 0. (4.3)

Заметим, что если неравенство (4.3) выполнено для всех z ∈ D, |t| = 1,

то тогда 41(z)−42(z) 6= 0 для ∀z ∈ D, ибо тригонометрический полином

P2m(ϕ) = 2Re
(
b(z)d(z)e2miϕ − a(z)c(z)e2niϕ

)
свободного члена не имеет и поэтому обязательно обращается в ноль при

некотором ϕ: ϕ ∈ [0, 2π].

Введём обозначения

M = max
|t|=1

Re(bdtm − actn),
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−m = min
|t|=1

Re(bdtm − actn).

Очевидно, что неравенство (6) равносильно двум условиям

41(z)−42(z) > 2M(z), ∀z ∈ D,

41(z)−42(z) < −2m(z), ∀z ∈ D,

где здесь M(z) > 0, −m(z) < 0.

Лемма 4.1. Матрица GA(z, t) - невырождена для всех z ∈ D и |t| = 1

тогда, и только тогда, когда выполнено одно из двух неравенств

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), (4.4)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z) (4.5)

для всех z ∈ D, где

χ(z) =


M(z), если 4j(z) > 0

m(z), если 4j < 0, j = 1, 2.

В соответствии с результатами леммы (4.1), легко устанавливается, что

для оператора A имеется два гомотопических класса, которые можно опи-

сать в зависимости индекса двучлена a+ ctn, а именно

τ = ind
|t|=1

(a(z) + c(z)tn) = 0, либо τ = ind
|t|=1

(a(z) + c(z)tn) = n,

при этом, если коэффициенты оператора A удовлетворяют условию (4.4),

то τ = 0, а если выполнено условие (4.5), то τ = n.

Теорема 4.1. Для нётеровости оператора A в пространстве

Lpβ−2/p(D) 1 < p < ∞, 0 < β < 2 необходимо и достаточно, чтобы
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выполнялось одно из условий

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D, (4.6)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D,

(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m 6= 0, ∀τ ∈ Γ. (4.7)

При этом если выполнено условие (4.6), то индекс оператора A равен

нулю, а если выполнено условие ( 4.7, то индекс оператора A равен

κ = 2IndΓ{(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m}. (4.8)

4.2 Случай, когда детерминант матрицы-символа оператора A

положительный

а) Пусть выполнено условие (4.7). Тогда, как отмечено выше, ind
|t|=1

(a+ctn) =

n и выполнено условие (4.2). Здесь будем считать, что

|a(z) + c(z)tn| > |b(z) + d(z)tm|, ∀z ∈ D, t ∈ Γ.

Тогда двучлен a+ ctn внутри единичного круга |t| = 1 имеет n - кратный

нуль tn = −a
c

(|c| > |a|). Перепишем оператор A в виде

A = q1I + b1K + Sn + d1SmK, (4.9)

где q1 = a
c , b1 = b

c , d1 = d
c . По символу данного оператора построим

матрицы
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Ω+
A(t) =

 q1 + tn b1 + d1t
m

b1 + d1t
m

q1 + t
n

 ,

Ω−A(t) =

 q1 + t
n

b1 + d1tm

b1 + d1t
m q1 + tn

 ,

где t =
σ1 − i
σ1 + i

, −∞ < σ1 <∞, а коэффициенты q1, b1, d1 зависят от точки

z контура Γ. Если теперь мы покажем, что матрицы Ω±A(t) факторизуются

с нулевыми частными индексами, то из [21] будет следовать, что оператор

нётеров в Lpβ−2/p(D), 1 < p < ∞, 0 < β < 2. С этой целью для матрицы

Ω±A(t) построим задачу Римана для аналитических в единичном круге |t| <

1 функций (Φ1(ξ),Φ2(ξ)) :
Φ−1 (t) = (q1 + tn)Φ+

1 (t) + (b1 + d1t
m)Φ+

2 (t),

Φ−2 (t) = (b1 + d1
tm )Φ+

1 (t) + (q1 + 1
tn )Φ+

2 (t),

(4.10)

где Φ+
1,2(t), Φ−1,2(t) - неизвестные функции точки окружности |t| = 1, ана-

литически продолжимые по t соответственно внутри и вне единичного

круга.

Займёмся решением задачи Римана (4.10). В первом равенстве систе-

мы (4.10) слева стоят аналитически продолжимая вне единичного круга

функция, а справа аналитически продолжимая внутри единичного круга

функция. По теореме Лиувилля эта функция равна постоянной, то есть

Φ−1 (ζ) = c1. Тогда

Φ+
1 (ζ) =

c1

q1 + ζn
− b1 + d1ζ

m

q1 + ζn
Φ+

2 (ζ). (4.11)
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Поставив значение Φ+
1 (t) во второе равенство системы (4.10), и учитывая,

что detG+
A(t) = |q1+tn|2−|b1+d1t

m|2, можно факторизовать в виде
F+(t)

F−(t)
,

где F+(t) 6= 0, F−(t) 6= 0 - аналитически продолжимые соответственно

внутри и вне единичного круга функции, получим

Φ−2 (t) =
(b1 + d1

tm )c1

q1 + tn
+

F+(t)

F−(t)(q1 + tn)
Φ+

2 (t). (4.12)

Отсюда

F−(t)
(

Φ−2 (t)−
(b1 + d1

tm )c1

q1 + tn

)
=

F+(t)

q1 + tn
Φ+

2 (t).

Левая часть последнего равенства аналитически продолжима вне единич-

ного круга функций, а правая часть внутри единичного круга, за исклю-

чением точек qjn:

qjn = n
√
|q1|e

i(ϕ+2jπ)
n , j = 1, 2, ....., n., ϕ = arg(−q1),

где она имеет n - кратный полюс ζn = −q1, поэтому из теоремы Лиувилля

будет следовать

F−(t)
(

Φ−2 (t)−
(b1 + d1

tm )c1

q1 + tn

)
=

F+(t)

q1 + tn
Φ+

2 (t) ≡
[
c2 +

n∑
j=1

c2+j

ζ − qjn

]
,

то есть

Φ−2 (ζ) =
(b1 + d1

ζm )c1

q1 + ζn
+

1

F−(ζ)

[
c2 +

n∑
j=1

c2+j

ζ − qjn

]
, (4.13)

Φ+
2 (ζ) =

(q1 + ζn)
[
c2 +

∑n
j=1

c2+j
ζ−qjn

]
F+(ζ)

.

Поставив выражения для Φ+
2 (ζ) в (4.11), получим

Φ+
1 (ζ) =

c1

q1 + ζn
−

(b1 + d1ζ
m)
[
c2 +

∑n
j=1

c2+j
ζ−qjn

]
F+(ζ)

.
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Функция Φ+
1 (ζ) в точке ζn = −q1 имеет полюс, который необходимо

устранить, для чего, представив

ζn + q1 =
n∏
j=1

(ζ − qjn),

где

qjn = n
√
|q1|ei

(ϕ+2jπ)
n ), j = 1, 2, . . . , n, ϕ = arg(−q1),

потребуем, чтобы выражения при полюсах ζ = qjn обращались в ноль,

т.е. чтобы свободные константы c1, c2+j (j = 1, 2, ..., n) удовлетворяли n

требованиям:

c1∏
k 6=j

(qjn − qkn)
= −

b1 + d1q
m
jn

F+(qjn)
c2+j, j = 1, 2, 3, · · ·, n.

Теперь, предположив, что b1 + d1q
m
jn 6= 0 на границе Γ области D, имеем

c2+j = − c1F
+(qjn)

(b1 + d1qmjn)
∏
k 6=j

(qjn − qkn)
, j = 1, 2, ..., n.

Заметим, что условия на границе Γ можно записать в виде

n∏
j=1

(b1(τ) + d1(τ) n
√
|q1(τ)|mei

m(ϕ+2jπ)
n ) 6= 0, ϕ = arg(−q1(τ)), ∀τ ∈ Γ,

или же

(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m 6= 0, ∀τ ∈ Γ.

Итак, для функции Φ±12(ζ) получили следующие выражения:

Φ−1 (ζ) = c1, Φ−2 (ζ) =
(b1 + d1

ζm )c1

q1 + ζn
+

1

F−(ζ)
(c2 +

n∑
j=1

c2+j

ζ − qjn
),
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Φ+
1 (ζ) =

c1

q1 + ζn
−

(b1 + d1ζ
m)
[
c2 +

∑n
j=1

c2+j
ζ−qjn

]
F+(ζ)

,

Φ+
2 (ζ) =

(q1 + ζn)
[
c2 +

∑n
j=1

c2+j
ζ−qjn

]
F+(ζ)

.

Теперь, выбрав сначала c1 = 0, c2 = 1, а затем c1 = 1, c2 = 0, найдем

элементы матрицы Φ−(ζ) и Φ+(ζ) :

Φ−(ζ) =

 0 1

1
F−(ζ)

b1+
d1
ζm

q1+ζn +

∑n
j=1

c2+j
ζ−qjn

F−(ζ)

 ,

Φ+(ζ) =

−b1+d1ζ
m

F+(ζ)
1

q1+ζn −
b1+d1ζ

m

F+(ζ)

∑n
j=1

c2+j
ζ−qjn

q1+ζn

F+(ζ)

(q1+ζn)
∑n
j=1

c2+j
ζ−qjn

F+(ζ)

 ,

(Φ+(ζ))−1 =

−(q1 + ζn)
∑n

j=1
c2+j
ζ−qjn

F+(z)
q1+ζn − (b1 + d1ζ

m)
∑n

j=1
c2+j
ζ−qjn

q1 + ζn b1 + d1ζ
m

 .

При этом

detΦ−(ζ) =
1

F−(ζ)
6= 0, detΦ+(ζ) = − 1

F+(ζ)
6= 0, для ∀ζ ∈ D.

Таким образом, при выполнении условия

(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m 6= 0, ∀τ ∈ Γ (4.14)

мы имеем

Φ−(ζ) = Ω+
A(ζ)Φ+(ζ),

или

Ω+
A(ζ) = Φ−(ζ)

(
Φ+(ζ)

)−1

. (4.15)
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Аналогично доказывается, что при условии (4.14) имеет место представле-

ние

Ω−A(ζ) = Φ−∗ (ζ)
(

Φ+
∗ (ζ)

)−1

. (4.16)

В полученных для матрицы Ω±A(ζ) представлениях (4.15), (4.16) первые

множители аналитически продолжимы вне единичного круга, а вторые-

внутри, причём их определители нигде в ноль не обращаются, то есть мат-

рицы Ω±A(ζ) имеют нулевые частные индексы. Следовательно, оператор A

нётеров, то есть достаточность граничного условия (10) доказана. Необхо-

димость условия (4.6) доказывается от противного с помощью локального

метода (см. [42]).

4.3 Случай, когда детерминант матрицы-символа оператора A

отрицательный

Здесь будем считать, что выполнено неравенство

|a(z) + c(z)tn| < |b(z) + d(z)tm|, Ind
|t|=1

(b+ dtm) = m,

то есть |b| < |d|, и двучлен b + dtm внутри единичного круга имеет m

нулей tm = − b
d
. В этом случае оператор A перепишем в виде

A = a2I + q2K + c2Sn + SmK,

где a2 =
a

d
, q2 =

b

d
, c2 =

c

d
.

По символу данного оператора построим матрицы Ω±A(t). Для матрицы

Ω+
A(t) построим задачу Римана для аналитических в единичном круге |t| =

1 функций (Φ1(ζ),Φ2(ζ)):
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Φ−1 (t) = (a2 + c2t

n)Φ+
1 + (q2 + tm)Φ+

2

Φ−2 (t) = (q2 + tm)Φ+
1 + (a2 + c2tn)Φ

+
2

, (4.17)

В первом равенстве системы (4.17) слева стоит аналитически продолжи-

мая вне единичного круга функция, а справа аналитически продолжимая

внутри единичного круга функция. По теореме Лиувилля, эта функция

равна постоянной, то есть Φ−1 (ζ) = c1. Тогда

Φ+
2 (t) =

c1

q2 + tm
− a2 + c2t

n

q2 + tm
Φ+

1 (t).

Далее имеем

F−(t)
[
Φ−2 (t)−

c1(a2 + c2
tn )

q2 + tm

]
=

F+

q2 + tm
Φ+

1 ,

где левая часть аналитически продолжимая вне единичного круга, а правая

часть-внутри единичного круга с m-полюсами в точках qjm:

qjm = m
√
|q2|e

i(ϕ+2jπ)
m , j = 1, 2, .....,m., ϕ = arg(−q2).

Поэтому эта функция по теореме Лиувилля является аналитической на

всей плоскости с m-полюсами в точках qjm (j = 1, 2, ....m). Тогда

Φ−2 (ζ) =
c1(a2 + c2

ζn )

q2 + ζm
+

1

F−(ζ)

[
c2 +

m∑
j=1

c2+j

ζ − q2j

]
,

Φ+
1 (ζ) = −q2 + ζm

F+(ζ)

[
c2 +

m∑
j=1

c2+j

ζ − q2j

]
и далее

Φ+
2 (ζ) =

(a2 + c2ζ
n)

F+(ζ)
c2 +

c1

q2 + ζm
+
a2 + c2ζ

n

F+(ζ)

m∑
j=1

c2+j

ζ − qjm
.
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Функция Φ+
2 (ζ) имеет в точках qjm (j = 1, 2, ...,m) полюс. Чтобы устра-

нить их, представим

q + ζm =
m∏
j=1

(ζ − qjm)

и потребуем от свободных констант c1, c2+j (j = 1, 2, ...,m), чтобы они удо-

влетворяли m требованиям:

c1∏
k 6=j

(gjm − gkm)
= −

a2 + c2q
n
jm

F+(qjm)
c2+j, j = 1, 2, 3, · · ·,m.

Теперь, предположив, что выполнены неравенства

a2 + c2q
n
jm 6= 0 на Γ, (j = 1, 2, ...,m), (4.18)

найдем константы c2+j через c1

c2+j = − F+(qjm)c1

(a2 + c2qnjm)
∏
k 6=j

(qjm − qkm)
, j = 1, 2, ...,m.

Заметим, что условия (4.18) можно записать в виде

m∏
j=1

(a2 + c2
m
√
|q2|nei

nϕ+2jπ
m ) 6= 0, ∀t ∈ Γ

или же

(a2(t))
m(d(t))n + (−1)nm(c2(t))

m(b(t))n 6= 0, ∀t ∈ Γ. (4.19)

Таким образом, имеем

Φ−(ζ) =

 0 1

1

F−(ζ)

a2

q2 + ζm
− 1

F−(ζ)

m∑
j=1

c2+j

ζ − qjm

 ,
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Φ+(ζ) =


−q2 + ζm

F+(ζ)

a2 + c2ζ
n

F+(ζ)

−q2 + ζm

F+(ζ)

m∑
j=1

c2+j

ζ − qjm
1

q2 + ζm
+
a2 + c2ζ

F+(ζ)

m∑
j=1

c2+j

ζ − qjm


и в случае 20 также при выполнении граничного условия (4.7) матрицы

Ω+−
A (t) факторизуются с нулевыми частными индексами, то есть, оператор

А нётеров Lp(D), 1 < p <∞.

Теперь остаёется доказать формулу для вычисления индекса (4.8).

Доказательство проведем по методу математической индукции по пара-

метру m > n.

Пусть в (1) m = n, то есть оператор A имеет вид

A = q1(z)I + b1(z)K + S̄m + d1(z)S̄mK,

тогда, как показано в работе [24], индекс оператора А равен

κ = 2mIndΓ(b1(t)− d1(t)q1(t)) = 2mIndΓ(b(t)c(t)− a(t)d(t)).

Пусть теперь при m = ν указанная формула для индекса оператора А

справедлива, то есть имеет место

κ = 2IndΓ(bn1(t) + (−1)nνdn1(t)qν1(t)) = 2IndΓ(bn(t)cν(t) + (−1)nνdn(t)aν(t)).

Покажем, что тогда для оператора А из 4.1

A = q1(z)I + b1(z)K + S̄n + d1(z) ¯Sn+νK,

справедлива формула (4.8). Представим оператор А в виде
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A ≡ q1(z)I + b1(z)K + S̄n + d1(z)S̄n+νK =

= q1(z)I + b1(z)K + S̄n(I + d1(z)S̄νK). (4.20)

Поскольку |d1(z)| 6= 1, то, как известно, оператор

V1 = I − d1S̄νK

в пространстве Lpβ−2/p(D), (1 < p <∞, 0 < β < 2) обратим.

Умножив обе части (4.20) справа на обратимый оператор V1, с точностью

до вполне непрерывного оператора, получим:

AV1 = (q1I + b1K)(I − d1S̄νK) + S̄(I + d1S̄νK)(I − d1S̄νK).

Воспользовавшись формулой композиций операторов

S̄νSν = I − B̄ν + T,

где B̄ν - обобщённый оператор Бергмана порядка ν , а T вполне непрерыв-

ный оператор, получим

AV1 = (q1I + b1K + S̄n − q1d1S̄νK)− b1d̄1SνK − |d1|2S̄n(I − B̄ν).

Оператор в первой скобке справа имеет вид оператора А с параметром ν

и, следовательно, по предположению индукции его индекс равен:

κ = 2IndΓ(bn1 + (−1)n(n+ν)qn+ν
1 dn1) = 2IndΓ(bncn+ν + (−1)n(n+ν)qn+ν

1 dn).

Построив теперь семейство нётеровых операторов

Tλ = (q1I + b1K + S̄n − q1d1S̄νK)− λd1(b̄1SνK + d1S̄n(I − B̄ν)),
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где 0 ≤ λ ≤ 1, мы сопоставим оператору AT1 нётеревый оператор

A0 = q1I + b1K + Sn − q1d1SνK

с индексом κ из (8). Формула для индекса доказана.

б) Пусть теперь выполнено условие (4.6) теоремы. Тогда по схеме пунк-

та а) доказывается, что матрицы-символы Ω±A(t) безусловно факторизуют-

ся с нулевыми частными индексами. В этом случае индекс оператора A

равно нулю.

Замечание 1. Если в операторе (1) n ≥ m ≥ 1, то достаточно от

оператора A перейти к оператору AK.
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5 Теория нётера интегральных уравнений с двумер-

ными сингулярными операторами Sn и SmK

Пусть D - ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ ко-

торой состоит из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова,

не пересекающихся между собой, I - тождественный оператор, m - целое

число, a(z), b(z), c(z), d(z) - непрерывные в D = D
⋃

Γ комплексно-

значные функции. В пространстве Lpβ−2/p(D), 1 < p < ∞, 0 < β < 2

рассмотрим следующий сингулярный интегральный оператор

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) + c(z)(Snf)(z) + d(z)(Smf)(z) = g(z), (5.1)

где Sm - двумерный сингулярный интегральный оператор из 2.2. При m =

n, оператор (5.1) включается в класс операторов, изученных в работе [24],

для которых получены необходимые и достаточные условия нётеровости в

Lp(D), 1 < p <∞ и формулы для вычисления индекса.

Прежде всего, аналогично [39], устанавливаем, что оператор A будет

нётеровым в пространстве Lpβ−2/p(D), 1 < p <∞, 0 < β < 2 тогда и только

тогда, когда нётеровым является матричный оператор

U =

a(z)I + c(z)Sn b(z)I + d(z)Sm

b(z)I + d(z)Sm a(z)I + c(z)Sn


в векторном пространстве L2,p

β−2/p(D). Поскольку символ оператора Sm ра-

вен (
σ

σ
)m (σ = σ1 + iσ2 6= 0), то, согласно [21], для нётеровости оператор-

ной матрицы U необходимо, чтобы detGA(z, t) 6= 0 для всех z ∈ D, |t| =
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1, где GA(z, t) - матрица символ оператора A (см.[47],гл.VI.4 )

GA(z; t) =

a(z) + c(z)t̄n b(z) + d(z)tm

b(z) + d(z)t
m

a(z) + c(z)tn

 .

Непосредственным вычислением получим

detGA(z, t) = |a(z) + c(z)t̄n|2 − |b(z) + d(z)tm|2 6= 0 (5.2)

для ∀z ∈ D, |t| = 1, где t = e−2iϕ =
σ

σ
. Вводя обозначения

41(z) = |a(z)|2 − |b(z)|2, 42(z) = |d(z)|2 − |c(z)|2,

перепишем неравенство (5.2) в виде

41(z)−42(z)− 2Re(b(z)d(z)tm − a(z)c(z)tn) 6= 0 (5.3)

Заметим, что если неравенство (5.3) выполнено для всех z ∈ D, |t| = 1,

то тогда 41(z)−42(z) 6= 0 для ∀z ∈ D, ибо тригонометрический полином

P2m(ϕ) = 2Re
(
b(z)d(z)e2miϕ − a(z)c(z)e2niϕ

)
свободного члена не имеет и поэтому обязательно обращается в нуль при

некотором ϕ: ϕ ∈ [0, 2π].

Введем обозначения

M = max
|t|=1

Re(bdtm − actn),

−m = min
|t|=1

Re(bdtm − actn).

Очевидно, что неравенство (5.3) равносильно двум условиям

41(z)−42(z) > 2M(z), ∀z ∈ D,
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41(z)−42(z) < −2m(z), ∀z ∈ D,

где здесь M(z) > 0, m(z) < 0.

Лемма 5.1. Матрица GA(z, t) - невырождена для всех z ∈ D и |t| = 1

тогда только тогда, когда выполнено одно из двух неравенств:

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), (5.4)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z) (5.5)

для всех z ∈ D, где

χ(z) =


M(z), если 4j(z) > 0

m(z), если 4j(z) < 0, j = 1, 2.

В соответствии с результатами леммы 5.1., можно доказать, что для

оператора A имеется два гомотопических класса, которые можно описать

в зависимости индекса двучлена a+ ct̄n из (2), а именно:

τ = ind
|t|=1

(a(z) + c(z)t̄n) = 0 либо τ = ind
|t|=1

(a(z) + c(z)t̄n) = −n,

при этом, если коэффициенты оператора A удовлетворяют условию (5.4),

то τ = 0, а если выполнено условие (5.5), то τ = −n.

Теорема 5.1. Для нётеровости оператора A в пространстве

Lpβ−2/p(D) 1 < p < ∞, 0 < β < 2 необходимо и достаточно, чтобы

выполнялось одно из условий

|41(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D, (5.6)

|42(z)| > χ(z) +
√
χ2(z) +41(z)42(z), ∀z ∈ D,

(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m 6= 0, ∀τ ∈ Γ.
(5.7)

65



При этом если выполнено условие (5.6), то индекс оператора A равен

нулю, а если выполнено условие (5.7), то индекс оператора A равен

κ = −2IndΓ(b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m 6= 0, ∀τ ∈ Γ (5.8)

5.1 Случай, когда детерминант матрицы-символа оператора A

положительный

а) Пусть выполнено условие (5.7). Тогда, как отмечено выше, ind
|t|=1

(a+ct̄n) =

−n и выполнено условие (5.2).

Здесь будем считать, что

|a(z) + c(z)t̄n| > |b(z) + d(z)tm|, ∀z ∈ D, t ∈ Γ.

Тогда двучлен a+ c
tn внe единичного круга |t| = 1 имеет n -кратный полюс

tn = − c
a (|c| > |a|). Перепишем оператор A в виде

A = q1I + b1K + Sn + d1SmK, (∗)

где q1 =
a

c
, b1 =

b

c
, d1 =

d

c
. По символу данного оператора построим

матрицы

Ω+
A(t) =

 q1 + t
n

b1 + d1t
m

b1 + d1t
m

q1 + tn

 ,

Ω−A(t) =

 q1 + tn b1 + d1t
m

b1 + d1t
m q1 + t

n

 ,

где t =
σ1 − i
σ1 + i

, −∞ < σ1 <∞, а коэффициенты q1, b1, d1 зависят от точки

z контура Γ. Если теперь мы покажем, что матрицы Ω±A(t) факторизуются
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с нулевыми частными индексами, то из 5.2 будет следовать, что оператор

нётеров в Lp(D), 1 < p <∞. С этой целью для матрицы Ω±A(t) построим

задачу Римана для аналитических в единичном круге |t| < 1 функций

(Φ1(ξ),Φ2(ξ)) :
Φ−1 (t) = (q1 + 1

tn )Φ+
1 (t) + (b1 + d1t

m)Φ+
2 (t),

Φ−2 (t) = (b1 + d1
tm )Φ+

1 (t) + (q̄1 + tn)Φ+
2 (t),

, (5.9)

где Φ+
1,2(t), Φ−1,2(t) - неизвестные функции точки окружности |t| = 1, ана-

литически продолжимые по t соответственно внутри и вне единичного

круга.

Займемся решением задачи Римана (5.9). В первом равенстве системы

(5.9) слева стоят аналитически продолжимая вне единичного круга функ-

ция, а справа аналитически продолжимая внутри единичного круга функ-

ция с n - кратным полюсом в точке t = 0. По теореме Лиувилля

Φ−1 (ζ) = c1 +
n∑
j=1

cj+1

ζj
,

Φ+
1 (ζ) =

c1 +
∑n

j=1
cj+1

ζj

q1 + 1
ζn

− b1 + d1ζ
m

q1 + 1
ζn

Φ+
2 (ζ). (5.10)

Поставив значение Φ+
1 (t) во второе равенство системы (5.9) и, учитывая,

что detG+
A(t) = |q1 + t̄n|2−|b1 +d1t

m|2, можно факторизовать в виде
F+(t)

F−(t)
где F+(t) 6= 0, F−(t) 6= 0 - аналитически продолжимые соответственно

внутри и вне единичного круга функции, получим

Φ−2 (t) =
(b1 + d1

tm )(c1 +
∑n

j=1
cj+1

tj )

q1 + 1
tn

+
F+(t)

F−(t)(q1 + 1
tn )

Φ+
2 (t). (5.11)

67



Отсюда

F−(t)
(

Φ−2 (t)−
(b1 + d1

tm )(c1 +
∑n

j=1
cj
tj )

q1 + 1
tn

)
=

F+(t)

(q1 + 1
tn )

Φ+
2 (t).

Правая часть последнего равенства аналитически продолжима внутри

единичного круга, а левая часть аналитически продолжима вне единичного

круга функций, за исключением точек ζj = 1
qjn

:

qjn = n
√
|q1|e

i(ϕ+2jπ)
n , j = 1, 2, ....., n., ϕ = arg(−q1),

где она имеет n - кратный полюс ζn = − 1
q1
, поэтому из теоремы Лиувилля

будет следовать

F−(t)
(

Φ−2 (t)−
(b1 + d1

tm )(c1 +
∑n

j=1
cj+1

tj )

q1 + 1
tn

)
=

F+(t)

q1 + 1
tn

Φ+
2 ≡

[
cn+2+

n∑
j=1

cn+2+j
1
t − qjn

]
,

то есть

Φ−2 (ζ) =
(b1 + d1

ζm )(c1 +
∑n

j=1
cj+1

ζj )

q1 + 1
ζn

+

1

F−(ζ)

[
cn+2 +

n∑
j=1

cn+2+j
1
ζ − qjn

]
,

(5.12)

Подставив выражения для Φ+
2 (ζ) в (5.10), получим

Φ+
1 (ζ) =

c1 +
∑n

j=1
cj+1

ζj

q1 + 1
ζn

− (b1 + d1ζ
m)

[
cn+2 +

∑n
j=1

cn+2+j
1
ζ−qjn

]
F+(ζ)

Функция Φ−2 (ζ) в точке ζ = − 1
q1

имеет n - кратный полюс и его

необходимо устранить, для чего представив

q +
1

ζn
=

n∏
j=1

(1

ζ
− qjn

)
,
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потребуем, чтобы выражения при полюсах ζ = 1
qjn

обращались в нуль,т.е.

чтобы константы c1, cn+1, cn+2+j (j = 1, 2, ..., n), удовлетворяли n требо-

ваниям:

cn+2+j = −
(b̄1 + d̄1q

m
jn)(c1 + cn+1qjn)∏

k 6=j
(gjn − gkn)F+(qmjn)

j = 1, 2, 3, · · ·, n,

где c1, cn+1 свободные константы, c2 = 0, c3 = 0, ..., cn = 0, а на границе

Γ области D предполагается, что выполнены неравенства b̄1 + d̄1q
m
j n 6=

0, (j = 1, 2, ..., n). Заметим, что условия на границе Γ можно записать в

виде

n∏
j=1

(b̄1 + d̄1
n
√
|q1|mei

m(ϕ+2jπ)
n ) 6= 0, ∀t ∈ Γ.

Итак для функции Φ±12(ζ) получили следующие выражения:

Φ−1 (ζ) = c1 +
cn+1

ζn
,

Φ−2 (ζ) =
(b1 + d1

ζm )(c1 + cn+1

ζn )

q1 + 1
ζn

+
1

F−(ζ)

[
cn+2 +

n∑
j=1

cn+2+j
1
ζ − qjn

]
,

Φ+
1 (ζ) =

c1 + cn+1

ζn

q1 + 1
ζn

− (b1 + d1ζ
m)

[
cn+2 +

∑n
j=1

cn+2+j
1
ζ−qjn

]
F+(ζ)

,

Φ+
2 (ζ) =

q1 + 1
ζn

F+(ζ)

[
cn+2 +

n∑
j=1

cn+2+j
1
ζ − qjn

]
.

Теперь, выбрав сначала c1 = 0, cn+1 = 1, а затем c1 = 1, cn+1 = 0, найдем

элементы матрицы Φ−(ζ) и Φ+(ζ)

Φ−(ζ) =

 1
ζn 1

(b1+
d1
ζm ) 1

ζn

q1+ 1
ζn

+ 1
F−(ζ)

∑n
j=1

c1n+2+j
1
ζ−qjn

b1+
d1
ζm

q1+ 1
ζn

+ 1
F−(ζ)

∑n
j=1

c2n+2+j
1
ζ−qjn

 ,
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Φ+(ζ) =


1
ζn

q1+ 1
ζn
− (b1 + d1ζ

m)

∑n
j=1

c1n+2+j
1
ζ
−qjn

F+(ζ)
1

q1+ 1
ζn
− (b1 + d1ζ

m)

∑n
j=1

c2n+2+j
1
ζ
−qjn

F+(ζ)

q1+ 1
ζn

F+(ζ)

∑n
j=1

c1n+2+j
1
ζ−qjn

q1+ 1
ζn

F+(ζ)

∑n
j=1

c2n+2+j
1
ζ−qjn

 .

При этом

det Φ−(ζ) =
b̄1 + d̄1q

m
jn∏

k 6=j
(gjn − gkn)F+(qmjn)F

−(ζ)
6= 0,

det Φ+(ζ) =
b̄1 + d̄1q

m
jn∏

k 6=j
(gjn − gkn)F+(qmjn)F

+(ζ)
6= 0, для ∀ζ ∈ D.

Таким образом, при выполнении условия(
b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m

)
6= 0, ∀t ∈ Γ, (5.13)

мы имеем

Φ−(ζ) = Ω+
A(ζ)Φ+(ζ).

или

Ω+
A(ζ) = Φ−(ζ)

(
Φ+(ζ)

)−1

. (5.14)

Аналогично, доказывается, что при условии(
b(τ))n(c(τ))m + (−1)nm(d(τ))n(a(τ))m

)
6= 0, ∀t ∈ Γ, (5.15)

имеет место представление

Ω−A(ζ) = Φ−∗ (ζ)
(

Φ+
∗ (ζ)

)−1

. (5.16)

В полученных для матрицы Ω±A(ζ) представлениях (5.14) и (5.16) пер-

вые множители аналитически продолжимы вне единичного круга, а вторые
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внутри, причём их определители нигде в ноль не обращаются, то есть мат-

рицы Ω±A(ζ) имеют нулевые частные индексы. Следовательно оператор A

нётеров, то есть достаточность граничного условия (5.7) доказана. Необхо-

димость условия (5.7) доказывается от противного с помощью локального

метода (см. [42]).

5.2 Вывод формулы для вычисления индекса оператора

Докажем формулу для вычисления индекса (5.8).

Доказательство проведём по методу математической индукции по пара-

метру m > n.

Пусть в (5.1) m = n, то есть оператор A имеет вид

A = q1(z)I + b1(z)K + Sm + d1(z)S̄mK,

тогда, как показано в работе [46], индекс оператора А равен

κ = 2mIndΓ(b1(t)− d1(t)q1(t)) = 2mIndΓ(b(t)c(t)− a(t)d(t)).

Пусть теперь при m = ν указанная формула для индекса оператора А

справедлива, то есть имеет место

κ = 2IndΓ(bn1(t) + (−1)nνdn1(t)qν1(t)) = 2IndΓ(bn(t)cν(t) + (−1)nνdn1(t)aν1(t)).

Покажем, что тогда для оператора А из (∗)

A = q1(z)I + b1(z)K + Sn + d1(z)S̄n+νK,

справедлива формула (5.8). Представим оператор А в виде

A ≡ q1(z)I + b1(z)K + Sn + d1(z)S̄n+νK =

= q1(z)I + b1(z)K + (I + d1(z)S̄νK)Sn.
(5.17)
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Поскольку |d1(z)| 6= 1, то, как известно, оператор

V2 = I − d1S̄νK

в пространстве Lpβ−2/p(D), (1 < p <∞, 0 < β < 2) обратим.

Умножив обе части (5.17) справа на обратимый оператор V, с точностью

до вполне непрерывного оператора, получим:

AV2 = (I − d1SνK)(q1I + b1K) + (I − d1S̄νK)(I + d1S̄νK)Sn.

Воспользовавшись формулой композиций операторов

S̄νSν = I − B̄ν + T,

где B̄ν - обобщённый оператор Бергмана порядка ν [48], а T вполне непре-

рывный оператор, получим

AV2 = (q1I + b1K + Sn − q̄1d1SνK)− b̄1d1Sν − |d1|2(I − B̄ν)Sn.

Оператор в первой скобке справа имеет вид оператора А с параметром ν

и, следовательно, по предположению индукции его индекс равен:

κ = 2IndΓ(bn1 + (−1)n(n+ν)qn+ν
1 dn1) =

= 2IndΓ(bncn+ν + (−1)n(n+ν)an+νdn).

Построив теперь семейство нётеровых операторов

Vλ = (q1I + b1K + Sn − q̄1d1SνK)− λd1(b̄1Sν + d̄1(I − B̄ν))Sn,

где 0 ≤ λ ≤ 1, мы сопоставим оператору AV1 нётеревый оператор

A0 = q1I + b1K + Sn − q̄1d1SνK
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с индексом κ из (5.8). Формула для индекса доказана.

б). Пусть теперь выполнено условие (5.6) теоремы. Тогда по схеме пунк-

та а) доказывается,что матрицы-символы Ω±A(t) безусловно факторизуются

с нулевыми частными индексами. В этом случае оператор А обратим.

Замечание 1. Если в операторе (5.1) n > m ≥ 1, то достаточно от

оператора A перейти к оператору AK :

AK = bI + aK + dSm + cSnK.
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6 Исследование одного класса систем интеграль-

ных уравнений, содержащих двумерные сингуляр-

ные операторы и операторы Бергмана

ПустьD - конечная односвязная область комплексной плоскости z, огра-

ниченная простой замкнутой кривой Ляпунова Γ;D = D
⋃

Γ, B(z, ζ) обо-

значает керн-функцию Бергмана области D (см.[32],[66]), представимую в

виде

B(z, ζ) =
ω′(z)ω′(ζ)

π(1− ω(z)ω(ζ))2
,

где ω(z) - однолистное комформное отображение области D на единичный

круг, штрих обозначает производную, а черта над функцией - комплексное

сопряжение; B и B - интегральные операторы соответственно с ядрами

B(z, ζ), B(z, ζ) :

(Bf)(z) =

∫∫
D

B(z, ζ)f(ζ)dsζ , (Bf)(z) =

∫∫
D

B(z, ζ)f(ζ)dsζ ;

Рассмотрим систему уравнений

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) +
N∑
m=1

bm(z)(Smf)(z)+

+c(z)(Bf)(z)+d(z)(Bf)(z) + δ(z)(Bf)(z) = g(z), z ∈ D,

(6.1)

где Sm - двумерный сингулярный интегральный оператор с чётной экспо-

ненциальной характеристикой порядка m из (2.2), N - натуральное число,

a(z), bm(z), c(z), d(z), δ(z) - непрерывные в D квадратные матрицы - функ-

ции порядка n,f(z) и g(z) - соответственно искомая и известная вектор-
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функции размерности n, принадлежащие Lp(D), 1 < p <∞; действие мат-

рицы на вектор понимается в смысле скалярного умножения строк матри-

цы на этот вектор.

При некоторых дополнительных требованиях гладкости коэффициентов

система (6.1) включается в класс систем двумерных сингулярных инте-

гральных уравнений в (см. [11]; так же см. [52]-[55]), где она редуцируется

к краевым задачам для эллиптических систем дифференциальных уравне-

ний.

Система (6.1) может быть отнесена также к общим многомерным сингу-

лярным интегральным уравнениям, для которых в [21] даны необходимые

и достаточные условия нётеровости в Lp(D), 1 < p < ∞, содержащие тре-

бование равенства нулю частных индексов матрицы - символа в точках

Γ.

В [35] изучен случай, когда δ(z) ≡ 0, где получены необходимые и до-

статочные условия нётеровости в Lp(D), p > 1 и найдена формула для

подсчёта индекса.

Нашей целью является получение для системы (6.1) эффективных

необходимых и достаточных условий нётеровости и нахождение формулы

для вычисления индекса. Под индексом здесь понимается разность меж-

ду числом линейно-независимых решений (над полем вещественных чи-

сел) однородной системы в Lp(D) и числом линейно-независимых реше-

ний однородной сопряжённой (транспонированной) системы в простран-

стве Lp′(D), 1
p + 1

p′ = 1.
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Прежде всего, использовав тождества

B = I − SS + T, B = I − SS + T,

где I - тождественный, а T - вполне непрерывные операторы, S = S1,

преобразуем (6.1) к виду, не содержащему операторы B и B :

(Af)(z) ≡
(
a(z) + c(z) + d(z)

)
f(z) + δ(z)f(z) +

N∑
m=1

bm(z)(Smf)(z)−

− c(z)(SSf)(z)− d(z)(SSf)(z)− δ(z)(SSf)(z) + T = g(z),

(6.2)

Введя новые функции ω1(z) = (Sf)(z), ω2(z) = (Sf)(z) и перейдя в

(6.2) к комплексно-сопряжённым значениям, напишем эквивалентную си-

стему уравнений:

(a+ c+ d)f +
N∑
m=1

bmSmf + δf − cSω1 − δSω1 − dSω2 + T = g,

δf + (a+ c+ d)f +
N∑
m=1

bmSmf − δSω1 − cSω1 − dSω2 + T = g,

− Sf + ω1 = 0,

− Sf + ω1 = 0,

− Sf + ω2 = 0,

− Sf + ω2 = 0.

(6.3)

Так же, как в ([39] стр. 274) устанавливается, что система (6.3) будет нё-

теровой тогда и только тогда, когда нётеровой является операторная мат-
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рица

A =



A11 δ(z)I −c(z)S −δ(z)S −d(z)S 0

δ(z)I A11 −δ(z)S −c(z)S 0 −d(z)S

−S 0 I 0 0 0

0 −S 0 E 0 0

−S 0 0 0 I 0

0 −S 0 0 0 I


, (6.4)

где A11 - оператор, имеющий вид

A11 =
(
a(z) + c(z) + d(z)

)
I +

N∑
m=1

bm(z)Sm.

Имеет место

Лемма 6.1. Если система (6.1) нётерова в Lp(D) 1 < p <∞, то

det a(z) 6= 0

для всех z ∈ D.

Доказательство. Выпишем соответствующий символ операторной

матрицы A (см.,[1] cтр.78):

Gz(σ) =



A11(σ) δ(z) −σ
σc(z) −σ

σδ(z) −σ
σd(z) 0

δ(z) A11(σ) −σ
σδ(z) −σ

σc(z) 0 −σ
σd(z)

−σ
σ 0 E 0 0 0

0 −σ
σ 0 E 0 0

−σ
σ 0 0 0 E 0

0 −σ
σ 0 0 0 E


, (6.5)
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где элемент A11(σ) имеет вид

A11(σ) = a(z) + c(z) + d(z) +
N∑
m=1

bm(z)
(σ
σ

)m
,

а E - единичная матрица порядка n.

Согласно [21], из нётеровости системы (6.1) вытекает, что detGz(σ) 6= 0

при z ∈ D и комплексных σ, 0 < |σ| <∞. Кроме того, нётеровость влечёт

равенство нулю при z ∈ Γ частных индексов матрицы Gz(x± i),−∞ < x <

∞;

Gz(x± i) =

=



A11(x± i) δ(z) −x∓i
x±ic(z) −x±i

x∓iδ(z) −x±i
x∓id(z) 0

δ(z) A11(x± i) −x∓i
x±iδ(z) −x±i

x∓ic(z) 0 −x∓i
x±id(z)

−x±i
x∓i 0 E 0 0 0

0 −x∓i
x±i 0 E 0 0

−x∓i
x±i 0 0 0 E 0

0 −x±i
x∓i 0 0 0 E


,

(6.6)

где

A11(x± i) = a(z) + c(z) + d(z) +
N∑
m=1

(x∓ i
x± i

)m
bm(z).

Поэтому для z ∈ Γ имеем Ind
−∞<x<∞

detGz(x± i) = 0. С помощью очевидных

преобразований матриц устанавливается, что

detGz(x± i) = det
{
a(z) +

N∑
m=1

(x∓ i
x± i

)m
bm(z)

}
.

Теперь из указанных фактов заключаем, что функция

Φ(ζ) = det
{
a(z) +

N∑
m=1

ζmbm(z)
}
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не обращается в ноль при |ζ| = 1 и z ∈ D, а для z ∈ Γ она не имеет

нулей также внутри круга |ζ| < 1. Отсюда, поскольку Ind|ζ|=1Φz(ζ) = const

для z ∈ D, вытекает, что Φz(ζ) 6= 0 при z ∈ D, |ζ| ≤ 1, в частности

Φz(0) 6= 0, при z ∈ D. После этого остаётся заметить, что Φz(0) = det a(z),

чем и завершается доказательство леммы 6.1..

Таким образом, исследуя систему (6.1) на нётеровость, можем считать

матрицу a(z) обратимой. Непосредственной проверкой с учётом свойств

композиций операторов Sm, B,B (см. [49],[50]) устанавливается

Лемма 6.2. В пространстве Lp(D), 1 < p <∞, справедливо равенство

Af = (aI + cB)
(
I + a−1

N∑
m=1

bmSm

)(
I + a−1dB + a−1δBK

)
f + T2,

где K - оператор перехода к комплексно-сопряжённым значениям, T2−

вполне непрерывный оператор.

Теорема 6.1. Для нётеровости системы (6.1) в Lp(D), 1 < p < ∞,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) det{a(z) +
N∑
m=1

ζmbm(z)} 6= 0 при z ∈ D, |ζ| ≤ 1;

2) det{a(t) + c(t)} 6= 0 при t ∈ Γ;

3) det{a(t) + d(t)} 6= 0 при t ∈ Γ.

При этом индекс системы равен

κ = 2IndΓ det{a(t) + d(t)} − 2IndΓ det{a(t) + c(t)}.

Доказательство. При выполнении условий теоремы каждый из трёх

операторов-сомножителей в представлении леммы 6.2. будет нётеровым. В
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самом деле, нётеровость оператора I + a−1
N∑
m=1

bmSm при выполнении усло-

вия 1) вытекает из [21]. Если выполнено условие 2) и det a(z) 6= 0, z ∈ D, то

оператор a−1I + c1B, где c1(z) - непрерывное продолжение внутрь области

D матрицы-функции [a(t) + c(t)]−1 − a−1(t), t ∈ Γ, является левым и пра-

вым регуляризатором для оператора aI+cB. Аналогично при выполнении

3) строится регуляризатор для оператора I + a−1dB + a−1δBK.

Необходимость условия 1) установлена в доказательстве леммы 6.1.

Идея доказательства необходимости условия 2) (а также 3) аналогична

[50]. Пусть det{a(t0)+c(t0)} = 0, t0 ∈ Γ и (y1, y2, ..., yn) - ненулевое решение

системы.

Y · {a(t) + d(t)} = 0,

Y =



y1 y1 ... y1

0 0 ... 0

. . .

. . .

. . .

0 0 ... 0


.

Тогда оператор Y B не вполне непрерывен, а

Y B{a(t0)I + c(t0)B} = 0, (6.7)

обозначим через At0 оператор A при значениях коэффициентов в точке

t0. Ясно, что оператор A локально эквивалентен оператору At0 в точке t0 .
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Следовательно, для этих операторов одновременно существуют или нет ло-

кальные регуляризаторы. Если допустить, что для At0 существует правый

локальный регуляризатор Rn, то будем иметь: с одной стороны, оператор

Y BAt0Rn не вполне непрерывен, а с другой стороны, учитывая 2), заклю-

чаем, что Y BAt0Rn вполне непрерывен. Полученное противоречие говорит

о том, что At0 а значит, и A не может иметь правого локального регуляри-

затора в точке t0, если det{a(t0) + c(t0)} = 0, что и доказывает необходи-

мость условия 2). Аналогично доказывается отсутствие левого локального

регуляризатора при нарушении условия 3).

Теперь остаётся вычислить индекс оператора A. Прежде всего из непре-

рывности по норме относительно τ семейства операторов

I + a−1
N∑
m=1

τmbmSm, 0 ≤ τ ≤ 1,

и нётеровости каждого из них при выполнении условия 1) следует, что

Ind{I + a−1
N∑
m=1

bmSm} = 0.

Для вычисления индекса оператора aI + cB используется известный

способ ( см., например, [10, с. 486-488]), позволяющий установить, что ис-

комый индекс равен

ν · IndΓ det[a(t) + c(t)],

где ν - некоторое постоянное целое число. Рассмотрение диагонального слу-

чая с учётом значения индекса скалярного оператора приводит к выводу,

что коэффициент пропорциональности ν равен минус единице. После этого

очевидно, что

Ind(I + a−1dB) = 2IndΓ det[a(t) + d(t)].
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Теперь на основе леммы 6.2 утверждение об индексе оператора A вытекает

из известных фактов теории линейных операторов.

Замечание 1. Вместо непрерывности матриц-функций c(z), d(z) и δ(z)

в D достаточно потребовать, чтобы их элементы были измеримыми огра-

ниченными функциями, имеющими на Γ равномерно достижимые предель-

ные значения, которые образуют непрерывные функции.

Замечание 2. В условиях нётеровости однородная система (6.1) име-

ет одни и те же решения во всех пространствах Lp(D), 1 < p < ∞, что

вытекает из независимости индекса от p и вложения Lp1(D) ⊂ Lp2(D) при

p1 > p2.

Замечание 3. Изложенные результаты (по крайней мере, примени-

тельно к L2(D) ) остаются в силе и в том случае, когда N = ∞, если

потребовать, например, чтобы сходился ряд из норм матриц bm(z).

Замечание 4. Методами теории операторов (см.напр.[57],[58]) мож-

но распространить полученные результаты на случай сингулярных инте-

гральных уравнений с ограниченными операторными коэффициентами в

комплексном банаховом пространстве.
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Заключения

В диссертации получены следующие основные результаты:

Для некоторых классов двумерных сингулярных интегральных опе-

раторов с чётной характеристикой по ограниченной области в лебеговом

пространстве с весом получены эффективные необходимые и достаточные

условия нётеровости и формулы для подсчёта индекса.

Построена нётеровая теория некоторых классов систем интегральных

уравнений, содержащих двумерные сингулярные операторы по ограничен-

ной области и операторы Бергмана.

Результаты, полученные в диссертации, имеют теоретическое значе-

ние и могут быть применены при исследовании различных краевых задач

для дифференциальных уравнений с частными производными.
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