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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы
Теория приближения функций является одним из наиболее успешно

развивающихся направлений современной математики, имеющим важное

приложение в прикладных задачах вариационного содержания. При

этом в качестве средства приближения используются алгебраические и

тригонометрические полиномы, целые функции, сплайны, вейвлет-функции,

конечные элементы и т.д.

В последнее время при решении задач наилучших приближений

периодических функций тригонометрическими полиномами в L2 часто

используют различные модификации классического модуля непрерывности.

Во многих случаях это обусловлено специфическими условиями

рассматриваемых задач, которого позволяют получать результаты,

раскрывающие содержательную сущность исследуемых проблем. Так,

например, различные обобщенные модули непрерывности рассматривались

в работах Б.Сендова и В.Попова [35], В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой [1],

К.В.Руновского [32], В.И.Иванова и О.И.Смирнова [20], А.Г.Бабенко,

Н.И.Черных, В.Т.Шевалдина [6], С.Н.Васильева [17], С.Б.Вакарчука [13],

М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [60] и многих других.

Экстремальные задачи теории приближений (точная константа в

неравенствах типа Джексона в различных нормированных пространствах)

привлекли внимание многих математиков. В этом направлении важные

результаты получены в работах Н.П.Корнейчука [25], Н.И.Черных [54],

В.И.Бердышева [7], В.В.Жука [19], А.А.Лигуна [29], А.Г.Бабенко [5],

С.Б.Вакарчука [12], М.Ш.Шабозова [57] и других математиков. Данная

работа развивает исследование указанных авторов в этом направлении.

Цель работы
Цель работы состоит в получение точные неравенства типа Джексона
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– Стечкина, связывающие наилучшие приближения дифференцируемых

периодических функций тригонометрическими полиномами и интегралами,

содержащими усреднённым с весом обобщенными модулями непрерывности,

а также вычисления точных значений различных поперечников классов

функций, определяемых обобщенными модулями непрерывности высших

порядков

Научная новизна
В диссертации получены следующие основные результаты:

• Найдены новые точные неравенства типа Джексона – Стечкина,

связывающие наилучшие приближения дифференцируемых

периодических функций тригонометрическими полиномами с

интегралами, содержащими усредненным с положительным весом

обобщенными модулями непрерывности.

• Вычислены точные значения различных n-поперечников для классов

функций, определяемых обобщенными модулями непрерывности

высших порядков r-тых производных функций.

Основные методы исследования
В диссертации используются современные методы теории приближения

оптимизационного содержания и методы решения экстремальных задач

теории функций и функционального анализа.

Теоретическая и практическая значимость
Работа носит теоретический характер. Полученные в ней результаты

могут быть использованы в теории приближений при исследовании

экстремальных задач для отыскании точных констант в других

функциональных пространствах, например в пространстве Lp, 1 ≤ p ≤ ∞.
Апробация работы
Основные результаты диссертации обсуждались на семинарах отдела

теории функций и функционального анализа Института математики

им. А.Джураева АН Республики Таджикистан (Душанбе, 2009-2016 гг.),

на семинарах кафедры высшей математики Таджикского технического

университета им. академика М.Осими (Душанбе, 2010-2016 гг.), на
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международной конференции «Сингулярные дифференциальные уравнения

и сингулярный анализ», посвященной 80-летию академика АН Республики

Таджикистан Л.Г.Михайлова (Душанбе, 2008 г.), на международной

конференции «Современные проблемы математического анализа и их

приложений» (Душанбе, 23-24 июня 2010 г.), на международной

конференции «Современные проблемы математики и ее приложений» (28-

29 июня 2011 г.), на международной конференции «Современные проблемы

математического анализа и теории функций» (Душанбе, 29-30 июня 2012

г.), на международной научной конференции «Современные проблемы теории

функций и дифференциальных уравнений» (Душанбе 17-18 июля 2013 г.), на

международной научной конференции «Современные проблемы математики

и её преподавания» (Худжанд, 28-29 июня 2014 г.), на международной

научной конференции «Современные проблемы функционального анализа

и дифференциальных уравнений» (Душанбе, 27-28 апреля 2015 г.), на

международной летней математической Школе-Конференции С.Б. Стечкина

по теории функций (Душанбе, 15-25 августа 2016 г.).

Публикации
Результаты диссертации опубликованы в 9 работах [44–52]. Из них 3

статьи опубликованы в изданиях, входящих в действующий перечень ВАК

Российской Федерации, а 6 статьи в трудах международных конференций.

Работ, написанных в соавторстве, нет.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, двух глав, списка литературы из 65

наименований и занимает 78 страниц машинописного текста, набранного на

LATEXе. Для удобства в диссертации применена сквозная нумерация теорем,

лемм, следствий и формул. Они имеют тройную нумерацию, в которой

первый номер совпадает с номером главы, второй указывает на номер

параграфа, а третий на порядковый номер теорем, лемм, следствий или

формулы в данном параграфе.

Краткое содержание работы

Приводим краткое содержание диссертации с указанием основных
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результатов. Во введении приводится краткая характеристика изучаемой

проблемы и основные результаты работы.

Пусть N – множество натуральных чисел; Z+ := N ∪ {0}, R+ =

[0,+∞) – множество положительных чисел. Рассмотрим пространство L2 :=

L2[0, 2π] 2π-периодических суммируемых с квадратом в смысле Лебега

действительных функций f(x) с конечной нормой

‖f‖ := ‖f‖L2
=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞.

Через L
(r)
2 (r ∈ N) обозначим множество 2π-периодических функций

f(x) ∈ L2, у которых производные (r − 1)-го порядка f (r−1)(x) абсолютно

непрерывны, а производные r-го порядка f (r)(x) ∈ L2. Через T2n−1 обозначим
подпространство всевозможных тригонометрических полиномов порядка ≤
n− 1 (размерности ≤ 2n− 1):

T2n−1 :=

{
Tn−1(x) : Tn−1(x) =

α0

2
+

n−1∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

}
.

Величину

En(f) := inf {‖f − Tn−1‖ : Tn−1(x) ∈ T2n−1}

назовем наилучшим приближением функции f(x) подпространством T2n−1.
Равенством

ωm(f, t) = sup {‖∆m
h f(·)‖ : |h| ≤ t} =

= sup

{∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

∥∥∥∥∥ : |h| ≤ t

}

определим модуль непрерывности порядка m функции f ∈ L2.

При решении некоторых экстремальных задач теории приближения

в L2 вместо обычного модуля непрерывности ωm(f, t) для оценки

наилучшего приближения 2π-периодических функций иногда используют так
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называемую обобщенную модуль непрерывности

Ωm(f, t)p =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

‖∆m
h
f(·)‖pL2

dh1 · · · dhm


1/p

,

где t > 0; h = (h1, h2, · · ·, hm), ∆m
h

= ∆1
h1
◦ · · · ◦∆1

hm
. Подобная усредненная

характеристика гладкости функции в ходе исследования важных вопросов

конструктивной теории функций в метрическом пространстве Lp(0 < p < 1)

рассматривалась К.В.Руновским [32] и Э.А.Стороженко, В.Г.Кротовым и

П.Освальдом [36], где также доказано, что Ωm(f, t)p � ωm(f, t)p, 0 < p ≤ ∞.
Во втором параграфе первой главы рассматривается следующая

аппроксимационная экстремальная характеристика

Mm,n,r(h) = sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr · En(f) 2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt

m/2
, (0.0.1)

где m,n ∈ N, r ∈ Z+, и h > 0 – произвольное число. Приводим основной

результат этого параграфа.

Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, и h > 0 – произвольное число,

удовлетворяющее условию 0 < h ≤ π/n. Тогда

Mm,n,r(h) =

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

.

Для произвольной 0 < h ≤ π имеют место неравенства

(1− sinch)−m/2 ≤ sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr · En(f)

Ωm

(
f (r), h/n

) ≤ {1−
(

2

h
sin

h

2

)2
}−m/2

.

Из этой теоремы непосредственно вытекает следующее

Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1 справедливы соотношения

Mm,n,r(π/n) =

(
π2

π2 − 4

)m/2
,
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1

2m/2
≤ sup

f∈L(r)
2

f(r) 6=const

nrEn(f)

Ωm

(
f (r), π/n

) ≤ 1

2m/2

(
π2

π2 − 4

)m/2
.

В третьем параграфе первой главы рассматривается обобщение

величины (0.0.1) в виде следующей аппроксимационной характеристики

Xm,n,r,p(h) = sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr · En(f) 2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt

1/p
,

где m,n ∈ N, r ∈ Z+, p > 0 и h > 0 – произвольное число.

Всюду далее полагаем sinc t :=
sin t

t
. Основным результатом этого

параграфа является следующая

Теорема 1.3.1. Пусть m,n, r ∈ N, 2/r < p < 2(r ≥ 2) и h –

произвольное число, удовлетворяющее условию 0 < h ≤ π/n. Тогда имеют

место равенства

Xm,n,r,p(h) =

 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt


−1/p

.

Из этой теоремы, в частности, при p = 2/m, m ∈ N вытекает следующее

Следствие 1.3.1. В утверждении теоремы 1.3.1 при любом

0 < h ≤ π/n справедливы равенства

Xm,n,r,2/m(h) =

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

:= Mm,n.r(h).

В четвертом параграфе дадим обобщение неравенства типа Н.И.Черных

[53,54].

Теорема 1.4.1. Пусть m,n, r ∈ N, 0 ≤ h ≤ π/n, 0 < ν ≤ rp − 1,

1/r < p ≤ 2, и ϕn(t) = sin
n

2
t +

1

2
sinnt. Тогда для любого ν ∈ N справедливо
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равенство

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m+1/p · nr−1/p · En(f)
h∫

0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

ν dt


1/p

=

=


nh/2∫
0

sinmp+ν t(1 + cos t)νdt


−1/p

.

Из этой теоремы при m = 1, r = 0, p = 2, ν = 1 в качестве следствия

получаем следующий результат Х.Юссефа [63].

Следствие 1.4.1. Для любой функции f(x) ∈ L2, любого натурального

n и 0 < h ≤ π/n справедливо неравенство

E2
n(f) ≤

h∫
0

ω2(f ; t)

(
sin

π

2h
t+

1

2
sin

π

h
t

)
dt

2

h∫
0

(1− cosnt)

(
sin

π

2h
t+

1

2
sin

π

h
t

)
dt

,

которое обращается в равенство для функции f(x) = cosnx при любых

0 < h ≤ π/n.

Вторая глава состоит из четырех параграфов, и в ней рассматривается

задача определения точных значений различных n-поперечников классов 2π-

периодических действительных функций, принадлежащих пространству L2.

Прежде чем сформулировать основные результаты второй главы, напомним

необходимые обозначения и определения, приведенные в первом параграфе

второй главы.

Пусть X – произвольное банахово пространство; S – единичный шар

в нем; M – некоторое выпуклое центрально-симметричное множество в X;

Ln ⊂ X-n – мерное линейное подпространство; Ln ⊂ X – подпространство

коразмерности n; L(X,Ln) – множество всех линейных ограниченных опе-

раторов, отображающих X в Ln; L⊥(X,Ln) – подмножество проекторов в

L(X,Ln).
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Приближение фиксированного множества M ⊂ X фиксированным под-

пространством Ln ⊂ X определяется величиной

En(M)X = E(M, Ln)X
def
= sup {inf {‖f − g‖X : g ∈ Λn} : f ∈M} . (0.0.2)

Величина

En(M)X = E(M,Λn)X
def
=

def
= inf{sup{‖f − A(f)‖X : f ∈M} : A ⊂ L(X,Λn)} (0.0.3)

характеризует наилучшее линейное приближение множества M элементами

подпространства Λn ⊂ X. Линейный оператор A∗(A∗ ⊂ L(X,Λn)), если он

существует и реализует в (0.0.3) точную нижнюю грань, является наилучшим

для M линейным методом приближения;

E⊥n (M)X = E⊥(M,Λn)X =

= inf{sup{‖f − Λf‖X : f ∈M} : Λ ⊂ L⊥(X,Λn)} (0.0.4)

– наилучшее приближение множества M ⊂ X проекторами в пространстве

X. Очевидно, что для величин (0.0.2)-(0.0.4), согласно определению,

выполняется соотношение

En(M)X ≤ En(M)X ≤ E⊥n (M)X . (0.0.5)

Величины

bn(M, X) = sup{sup{ε > 0 : εS ∩ Ln+1 ⊂M} : Ln+1 ⊂ X}, (0.0.6)

dn(M, X) = inf{sup{‖f‖X : f ∈M ∩ Ln} : Ln ⊂ X}, (0.0.7)

dn(M, X)
def
= inf{E(M,Λn)X : Λn ⊂ X}, (0.0.8)

δn(M, X) = inf{E(M,Λn)X : Λn ⊂ X}, (0.0.9)

πn(M, X) = inf{E⊥(M,Λn) : Λn ⊂ X} (0.0.10)

называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмого-

ровским, линейным и проекционным n-поперечниками.
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Если существует подпространство L∗n+1, на котором достигается точная

верхняя грань в (0.0.6), и существуют подпространства Λn, на которых

достигаются внешние точные нижние грани в (0.0.7) – (0.0.10), то

такие подпространства называют экстремальными для соответствующих n-

поперечников (0.0.6) – (0.0.10). Очевидно, что между величинами (0.0.6) –

(0.0.10) выполняются соотношения

bn(M, X) ≤ dn(M, X)
dn(M, X)

≤ δn(M, X) ≤ π(M, X)

и если X – гильбертово пространство, то

bn(M, X) ≤ dn(M, X) ≤ dn(M, X) = δn(M, X) = πn(M, X).

Введем классы функций, которые естественным образом появляются

из результатов о наилучшем приближении 2π-периодических функций в

параграфах 1.2-1.4 первой главы. Пусть Φ(t), t ≥ 0 – произвольная

возрастающая непрерывная функция, такая, что Φ(0) = 0. Исходя из

результатов второго параграфа, для m ∈ N, r ∈ Z+ и любого h > 0

определим класс функций

W (r)
m (h) =

f ∈ L(r)
2 :

2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt ≤ 1

 .

Через W (r)
m (Φ) := W

(r)
m (Φ, h), m ∈ N, r ∈ Z+ обозначим класс функций, для

которых при любом h > 0 выполняется неравенство

2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt ≤ Φ(h).

Через W (r)
m,p(h), m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 обозначим класс функций

f ∈ L(r)
2 , для которых при любом h ∈ R+ выполняется неравенство

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ 1.

11



По аналогии с классом W
(r)
m (Φ), через W (r)

m,p(Φ) := W
(r)
m,p(Φ, h), m ∈ N,

r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 – обозначим класс функций f ∈ L
(r)
2 , для которых при

любом h ∈ R+ выполняется неравенство

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ Φp(h).

Через F (r)
m,p(h) – обозначим класс функций f ∈ L(r)

2 , которые для любых

m,n ∈ N, r ∈ Z+, 1/r < p ≤ 2 и произвольного h (0 < h ≤ π/n)

удовлетворяют ограничению
h∫

0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

νdt ≤ 1, ϕn(t) = sin
nt

2
+

1

2
sinnt,

а через F (r)
m,p(Φ) = F (r)

m,p(h,Φ) обозначим аналогичный класс функций f ∈ L(r)
2 ,

которые для тех же значений указанных параметров удовлетворяют условию
h∫

0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

νdt ≤ Φp(h).

Во втором параграфе второй главы вычислены значения n-поперечников

2π-периодических функций, принадлежащих классам W
(r)
m (h) и W (r)

m (Φ).

Следуя С.Б.Вакарчуку [12], через t∗ обозначим величину аргумента

x ∈ (0,∞) функции sincx, при которой она достигает своего наименьшего

значения. Очевидно, t∗ есть наименьший из положительных корней

уравнения x = tg x (4, 49 < t∗ < 4, 51). При этом полагаем

(1− sincx)∗ := {1− sincx, если 0 < x ≤ t∗; 1− sinc t∗, если x ≥ t∗} .

Теорема 2.2.1. Пусть m,n, r ∈ N, h > 0 и выполнено условие nh ≤ t∗.

Тогда имеют место равенства

p2n−1

(
W (r)

m (h), L2

)
= p2n

(
W (r)

m (h), L2

)
=

= En

(
W (r)

m (h)
)
L2

= En
(
W (r)

m (h)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m (h)
)
L2

=

12



= 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

,

где pk(·) – любой из поперечников: бернштейновский bk(·), колмогоровский

dk(·), гельфандовский dk(·), линейный δk(·), проекционный πk(·),
En

(
W

(r)
m (h)

)
= sup

{
En(f) : f ∈ W (r)

m (h)
}

– наилучшее приближение клас-

са W (r)
m (h) ⊂ L2 подпространством тригонометрических полиномов T2n−1.
Теорема 2.2.2. Если мажоранта Φ(t) при любом t ∈ R+ удовлет-

воряет ограничению

Φ(t)

Φ(π/n)
≥ π2

π2 − 4
· 2

(nt)2

nt∫
0

τ (1− sinc τ)∗ dτ, (0.0.11)

то для любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ имеют место равенства

p2n−1

(
W (r)

m (Φ), L2

)
= p2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
= En

(
W (r)

m (Φ)
)
L2

=

= En
(
W (r)

m (Φ)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m (Φ)
)
L2

= 2−m/2n−r
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
,

где pk(·) – любой из k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·), δk(·) или πk(·).
Множество мажорант {Φ(t)}, удовлетворяющих условию (0.0.11), не

пусто.Следствие 2.2.2. В условиях теоремы 2.2.2 справедливы равенства

p2n−1

(
W (r)

m (Φ∗), L2

)
= p2n

(
W (r)

m (Φ∗), L2

)
= En

(
W (r)

m (Φ∗)
)
L2

=

= En
(
W (r)

m (Φ∗)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m (Φ∗)
)
L2

=

= 2−m/2πm+4m/(π2−4)(π2 − 4)−m/2n−r−4m/(π
2−4),

где pk(·) – любой из k-поперечников, перечисленных выше.

Следствие 2.2.3. Если выполнены условия теоремы 2.2.2, то имеют

место равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (Φ)
}

=
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= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m (Φ)
}

= 2−m/2nr
{

π2

π2 − 4
Φ
(π
n

)}m/2
.

Третий параграф второй главы посвящен вычислению точных значений

n-поперечников 2π-периодических функций принадлежащих классу W (r)
m,p(h)

и W (r)
m,p(Φ), где m, r ∈ N, 0 < p ≤ 2 h ∈ R+.

Теорема 2.3.1 Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 и nh ≤ t∗. Тогда

справедливы равенства

p2n

(
W (r)

m,p(h), L2

)
= p2n−1

(
W (r)

m,p(h), L2

)
= En

(
W (r)

m,p(h)
)
L2

=

= En
(
W (r)

m,p(h)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m,p(h)
)
L2

=

= 2−(m/2+1/p)n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

,

где pk(·) – любой из k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·), δk(·) или πk(·).
Теорема 2.3.2. Пусть m,n, r ∈ N; 0 < p ≤ 2. Если для любых t ∈ R+

мажоранта Φ(t) удовлетворяет условию

Φp(t)

Φp(π/n)
≥

≥
( π
nt

)2 nt∫
0

τ (1− sinc τ)mp/2∗ dτ


π∫

0

τ (1− sinc τ)mp/2 dτ


−1

, (0.0.12)

то при любых n ∈ N справедливы равенства

p2n

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
= p2n−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
= En

(
W (r)

m,p(Φ)
)
L2

=

= En
(
W (r)

m,p(Φ)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m,p(Φ)
)
L2

=

= 2−(m/2+1/p) n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
,

где pk(·)–любой из k-поперечников: бернштейновский bk(·), колмогоровский

dk(·), гельфандовский dk(·), линейный δk(·), проекционный πk(·). При этом
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множество мажорант, удовлетворяющих условию (0.0.12), не пусто.

Этому условию удовлетворяет, например, функция Φ∗∗(t) = tα/p, где

α =
π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt

− 2.

Из этой теоремы вытекают следующие

Следствие 2.3.2. Справедливы равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m,p(h)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m,p(h)
}

=

= 2−(m/2+1/p) n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

;

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m,p(Φ)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m,p(Φ)
}

=

= 2−(m/2+1/p) n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
.

Следствие 2.3.3. Пусть выполнены все условия теоремы 2.3.2. Тогда

справедливы следующие равенства

p2n−1

(
W

(r)
m,2/m(Φ), L2

)
= p2n

(
W

(r)
m,2/m(Φ), L2

)
=

= En

(
W

(r)
m,2/m(Φ)

)
L2

= En
(
W

(r)
m,2/m(Φ)

)
L2

= E⊥n
(
W

(r)
m,2/m(Φ)

)
L2

=

= 2−(m/2)n−r
(

π2

π2 − 4

)m/2
Φ
(π
n

)
.

Имеют место следующие утверждения и следствия из них.

Теорема 2.4.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+ и число h > 0 удовлетворяет

условию 0 < nh ≤ π. Тогда справедливы равенства

ρ2n−1

(
F (r)
m,p(h), L2

)
= ρ2n

(
F (r)
m,p(h), L2

)
=
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= En

(
F (r)
m,p(h), L2

)
L2

= En
(
F (r)
m,p(h), L2

)
L2

= E⊥n
(
F (r)
m,p(h), L2

)
L2

=

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt

−1/p =

= 2−(m+1/p)n−r+1/p

 nh/2∫
0

(sin t)mp+ν (1 + cos t)ν dt


−1/p

,

где ρk(·) – любой из k-поперечников Бернштейна bk(·), Гельфанда dk(·),
Колмогорова dk(·), линейного δk(·) и проекционного πk(·).

Из теоремы 2.4.1 вытекает следующее

Следствие 2.4.1. При выполнении условий теоремы 2.4.1 для любого

n, ν ∈ N имеют место равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ F (r)

m,p(h)
}

=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ F (r)

m,p(h)
}

=

= 2−(m+1/p)n−r+1/p

 nh/2∫
0

(sin t)mp+ν (1 + cos t)ν dt


−1/p

.

Одним из основных результатов четвертого параграфа является

Теорема 2.4.2. Пусть 1/r < p ≤ 2, r ∈ N и мажоранта Φ удовлет-

воряет условию
Φp(h)

Φp(π/n)
≥ J −1m,n,p,ν

(π
n

)
·

·


Jm,n,p,ν(h), если 0 < h ≤ π/n

Jm,n,p,ν(π/n) +
2

n

nh/2∫
π

sinν t (1 + cos t)ν dt, если h ≥ π/n,
(0.0.13)
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где

Jm,n,p,ν(h) =
2

n

nh/2∫
0

(sin t)mp+ν (1 + cos t)ν dt.

Тогда для любых чисел m,n, r ∈ N справедливы равенства

ρ2n−1

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ), L2

)
= ρ2n

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ), L2

)
=

= En

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

= En
(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

= E⊥n
(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

=

= 2−(m+ 1
p )n−r+

1
p

 π/2∫
0

(sin t)mp+ν(1 + cos t)νdt


−1/p

Φ
(π
n

)
.

Условию (0.0.13) удовлетворяет, например, функция Φ∗(h) = hα, где

α =
π

2p

 π/2∫
0

(sin t)mp+ν(1 + cos t)νdt


−1

.

Заметим, что теорема 2.4.2 в качестве следствия при p = 2, ν = 0, m ∈ N
содержит результат Л.В.Тайкова [39], а при 1/r < p ≤ 2, ν = 0,m ∈ N
результат М.Ш.Шабозова [57].
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ГЛАВА I

Наилучшие приближения дифференцируемых
периодических функций в метрике пространства L2

Среди экстремальных задач теории аппроксимации функций одной

из наиболее важных является задача вычисления точных констант в

неравенствах типа Джексона-Стечкина

En(f) ≤ χn−rUm

(
f (r), τ/n

)
; r ∈ Z+, τ > 0,

где Um – некоторая характеристика гладкости функций f ∈ L(r)
2 (L

(0)
2 ≡ L2),

например модуль непрерывности ωm или вводимый ниже обобщенный

модуль непрерывности Ωm, а χ – некоторая константа, зависящая от m, но

независящая от r и от функции f ∈ L(r)
2 .

В случае Um = ωm эту задачу в разное время исследовали Н.И.Черных

[53,54], Л.В.Тайков [37,39], А.А.Лигун [27,29], С.Б.Вакарчук [8], А.Г.Бабенко

[5], М.Ш.Шабозов [57] и многие другие (см., например, [47] и приведённую

там литературу), а в случае Um = Ωm – С.Б.Вакарчук [12], С.Б.Вакарчук и

В.И.Забутная [16], М.С.Саидусайнов [34], Г.А.Юсупов [65].

С целью оптимизации констант, то есть получения наименьшей

константы в неравенстве Джексона – Стечкина были введены в рассмотрение

различные аппроксимационные экстремальные характеристики [8, 59].

Использование других гладкостных характеристик 2π-периодических

функций, например тригонометрических модулей непрерывности в работе

А.Г.Бабенко, Н.И.Черных и В.Т.Шевалдина [6], позволило получить новые

содержательные результаты в теории аппроксимации функций, связанные с

дальнейшим исследованием неравенства типа Джексона – Стечкина. В этой

главе мы продолжим исследование указанных авторов в этом направлении.
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§1.1. Необходимые понятия и определения,
используемые в дальнейшем. Общие факты

Пусть N – множество натуральных чисел; Z+ := N ∪ {0}, R+ =

[0,+∞) – множество положительных чисел. Через L2 := L2[0, 2π] обозначим

пространство 2π-периодических суммируемых с квадратом в смысле Лебега

действительных функций f(x) с конечной нормой

‖f‖ := ‖f‖L2
=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞,

а через L(r)
2 (r ∈ N) – множество 2π-периодических функций f(x) ∈ L2, у

которых производные (r − 1)-го порядка f (r−1)(x) абсолютно непрерывны, а

производные r-го порядка f (r)(x) ∈ L2.

Пусть T2n−1 – подпространство всевозможных тригонометрических

полиномов порядка ≤ n− 1 (размерности ≤ 2n− 1):

T2n−1 :=

{
Tn−1(x) : Tn−1(x) =

α0

2
+

n−1∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

}
.

Из курса математического анализа хорошо известно, что для произвольной

f(x) ∈ L2, имеющей разложение в ряд Фурье

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), (1.1.1)

величина ее наилучшего приближения в метрике L2 подпространством T2n−1
равна

En(f) := inf {‖f − Tn−1‖ : Tn−1(x) ∈ T2n−1} =

= ‖f − Sn−1(f)‖ =

{ ∞∑
k=n

(a2k + b2k)

}1/2

, (1.1.2)

где

Sn−1(f, x) =
a0
2

+
n−1∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)
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– частная сумма порядка n − 1 ряда Фурье (1.1.1) функции f(x) ∈ L2.

Равенство (1.1.2) получается применением уравнения замкнутости

Парсеваля. В дальнейшем, полагая ρ2k = a2k + b2k, k ≥ n, соотношение

(1.1.2) запишем в более удобной форме

En(f) = ‖f − Sn−1(f)‖ =

{ ∞∑
k=n

ρ2k

}1/2

. (1.1.3)

Через

ωm(f, t) = sup {‖∆m
h f(·)‖ : |h| ≤ t} =

= sup

{∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

∥∥∥∥∥ : |h| ≤ t

}
(1.1.4)

обозначим модуль непрерывности порядка m функции f ∈ L2. Используя

равенство Парсеваля, легко доказать соотношение

‖∆m
h f(·)‖2 =

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f( ·+ (m− k)h)

∥∥∥∥∥
2

=

=
∞∑
k=1

ρ2k

(
2 sin

kh

2

)2m

= 2m
∞∑
k=1

ρ2k(1− cos kh)m.

Отсюда, согласно равенству (1.1.4), имеем:

ω2
m(f, t) = 2m sup

{ ∞∑
k=1

ρ2k(1− cos kh)m : |h| ≤ t

}
, (1.1.5)

В некоторых задачах теории аппроксимации вместо модуля

непрерывности (1.1.4) для оценки наилучших приближений 2π-

периодических функций f(x) ∈ L2 используют следующую усреднённую

характеристику гладкости (см., например, работы [10,14,26,55]:

Ωm(f, t) =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

‖∆m
h
f(·)‖2dh1 · · · dhm


1/2

, (1.1.6)
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где t > 0; h = (h1, h2, · · ·, hm), ∆m
h

= ∆1
h1
◦ · · · ◦∆1

hm
. Всюду далее полагаем

sinc t := sin t/t.

Заметим, что в ходе исследования важных вопросов конструктивной

теории функций в метрическом пространстве Lp (0 < p < 1) усредненная

характеристика гладкости функции, подобная (1.1.6), рассматривалась

К.В.Руновским [32] и Э.А.Стороженко, В.Г.Кротовым и П.Освальдом

[36]. Найдем приемлемый для применения вид обобщенного модуля

непрерывности m-го порядка (1.1.6), которую используем в дальнейшем.

Используя формулы Эйлера, представим ряд Фурье (1.1.1) функции f(x) ∈
L2 в комплексной форме

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

cke
ikx,

где ck и c−k – взаимно сопряженные числа.

Поскольку функции {eikx}, k = 0,±1,±2, · · ·, образуют на [0, 2π] орто-

гональную систему, используя равенство Парсеваля, запишем

‖∆m
h
f(·)‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑

k=−∞

ck∆
m
h
eik·

∥∥∥∥∥
2

= 2m
∞∑
k=1

ρ2k

m∏
ν=1

(1− cos khν). (1.1.7)

Подставляя (1.1.7) в правую часть равенства (1.1.6) и вычислив m-кратный

интеграл, имеем

Ω2
m(f, t) = 2m

∞∑
k=1

ρ2k (1− sinc kt)m . (1.1.8)

С целью оптимизации констант в неравенстве типа Джексона – Стечкина

En(f) ≤ Xn−rΩm

(
f (r), t/n

)
; r ∈ Z+, t > 0. (1.1.9)

С.Б.Вакарчук [10] ввёл в рассмотрение величину

Kn,r,m(t)
def
= sup

{
nrEn(f)

Ωm

(
f (r), t/n

) : f(x) ∈ L(r)
2 , f (r)(x) 6= const

}
,

и при любых m,n ∈ N и r ∈ Z+, 0 < t ≤ π/2 доказал справедливость

равенства

Kn,r,m(t) = {2 (1− sinc t)}−m/2 . (1.1.10)
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§1.2. Об одной экстремальной аппроксимационной
характеристике

В работе [53] Н.И.Черных заметил, что при отыскании точной константы

в неравенстве Джексона – Стечкина, вместо джексоновского функционала

ωm(f (r);h), 0 < h ≤ π/n, n ∈ N, иногда полезнее бывает функционал

Φm,r(ϕ;h) =

 h∫
0

ωpm(f (r), t)ϕ(t)dt

1/p h∫
0

ϕ(t)dt

−1/p ,
поскольку для произвольной суммируемой на отрезке [0, h] функции ϕ(t) > 0

(0 < t ≤ h) выполняется неравенство

Φm,r(f
(r);ϕ;h) ≤ ωm(f (r);h) (0 < h ≤ π/n, n ∈ N).

Исходя из этого, в этом параграфе с целью оптимизации констант в

неравенстве Джексона – Стечкина (1.1.9) вводим в рассмотрение следующую

аппроксимационную экстремальную характеристику

Mm,n,r(h) = sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nrEn(f) 2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt

m/2
, (1.2.1)

где m,n ∈ N, r ∈ Z+, r ≥ m и h > 0 – произвольное число. Имеет место

следующее утверждение.

Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, и h > 0 – произвольное число,

удовлетворяющее условию 0 < h ≤ π/n. Тогда

Mm,n,r(h) =

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (1.2.2)

Для произвольной 0 < h ≤ π имеют место неравенства

(1− sinch)−m/2 ≤ sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr · En(f)

Ωm

(
f (r), h/n

) ≤ {1−
(

2

h
sin

h

2

)2
}−m/2

. (1.2.3)
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В частности, из (1.2.3) при h = π имеем:

1 ≤ sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr · En(f)

Ωm

(
f (r), π/n

) ≤ (1− 4

π2

)−m/2
. (1.2.4)

Доказательство. Прежде всего заметим, что левая часть неравенств

(1.2.3) и (1.2.4) реализуется для функции f0(x) = cosnx ∈ L(r)
2 . Приступая к

доказательству равенства (1.2.2), заметим, что если f(x) ∈ L(r)
2 и

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

ρk cos(kx+ ϕk)

– ряд Фурье функции f(x), то, согласно (1.1.8),

Ω2
m

(
f (r), t

)
= 2m

∞∑
k=1

k2rρ2k (1− sinc kt)m , (1.2.5)

где ρ2k = a2k + b2k (ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f)), k = 1, 2, · · ·.
В силу неравенства Гельдера для сумм, при любом m ∈ N, пользуясь

соотношениями (1.2.5) и (1.1.3), будем иметь

E2
n(f)−

∞∑
k=n

ρ2k sinc kt =
∞∑
k=n

ρ2k (1− sinc kt) =

=
∞∑
k=n

ρ
2−2/m
k ρ

2/m
k (1− sinc kt) ≤

( ∞∑
k=n

ρ2k

)1−1/m( ∞∑
k=n

ρ2k (1− sinc kt)m
)1/m

≤

≤

( ∞∑
k=n

ρ2k

)1−1/m(
1

2m
· 2m

∞∑
k=n

(
k

n

)2r

ρ2k (1− sinc kt)m
)1/m

=

= E
2−2/m
n−1 (f) · 1

2n2r/m

(
2m

∞∑
k=n

k2rρ2k (1− sinc kt)m
)1/m

=
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= E
2−2/m
n−1 · 1

2n2r/m
· Ω2/m

m

(
f (r); t

)
.

Полученное неравенство запишем в виде

E2
n(f) ≤

∞∑
k=n

ρ2ksinc kt+ E2−2/m
n (f) · 1

2n2r/m
· Ω2/m

m

(
f (r); t

)
. (1.2.6)

Умножая обе части неравенства (1.2.6) на t > 0 и интегрируя в пределах

от t = 0 до t = h, получаем

h2

2
E2
n(f) ≤

≤
∞∑
k=n

ρ2k
1− cos kh

k2
+ (En(f))2−2/m

1

2n2r/m
·

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r); t

)
dt. (1.2.7)

Замечая, что

max
k≥n

1− cos kh

k2
=

1− cosnh

n2
,

неравенство (1.2.7) запишем в виде

1

n2
[
(nh)2 − 2(1− cosnh)

]
· (En(f))2/m ≤ 1

n2r/m
·

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r); t

)
dt.

Из последнего неравенства следует, что

En(f) ≤ n−(r−m)
[
(nh)2 − 2(1− cosnh)

]−m/2 h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r); t

)
dt

m/2

=

= 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2 2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r); t

)
dt

m/2

. (1.2.8)
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Используя определение величины (1.2.2), из (1.2.8) получаем оценку сверху

Mm,n,r(h) ≤

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (1.2.9)

Для получения оценки снизу достаточно рассмотреть функцию f0(x) =

cosnx, принадлежащую множеству L
(r)
2 , воспользоваться определением

величины (1.2.2.) и легко проверяемыми соотношениями

En−1(f0) = 1, Ωm

(
f
(r)
0 ; t

)
= 2m/2nr (1− sincnt)m/2 ,

 h∫
0

tΩ2/m
m

(
f
(r)
0 ; t

)
dt

m/2

= nrhm

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}m/2

. (1.2.10)

Учитывая равенства (1.2.10), получаем с учетом определения величины

(1.2.1), будем иметь

Mm,n,r(h) ≥ 2m/2nrEn(f0) 2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f
(r)
0 , t

)
dt

m/2
=

=

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (1.2.11)

Сравнивая неравенств (1.2.9) и (1.2.11), получаем требуемое равенство (1.2.2).

Чтобы доказать неравенство (1.2.3), заметим, что для произвольной функции

f(x) ∈ L(r)
2 из неравенства (1.2.8) получаем

En(f) ≤ 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

Ωm

(
f (r);h

)
.

25



Отсюда получаем нужную оценку сверху в неравенстве (1.2.3):

2m/2nrEn(f)

Ωm

(
f (r);h

) ≤ {1−
(

2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

,

или, что то же,

2m/2nrEn(f)

Ωm

(
f (r);h/n

) ≤ {1−
(

2

h
sin

h

2

)2
}−m/2

. (1.2.12)

Для рассмотренной выше экстремальной функции f0(x) = cosnx ∈ L(r)
2 ,

согласно определению константы Джексона, получаем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr · En(f)

Ωm

(
f (r), h/n

) ≥ 2m/2nr · En(f0)

Ωm

(
f
(r)
0 , h/n

) = (1− sinch)−m/2 . (1.2.13)

Двойное неравенство (1.2.3) вытекает из соотношений (1.2.12) и (1.2.13), чем

и завершаем доказательство теоремы 1.2.1. Из теоремы 1.2.1 вытекает

Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1 справедливы соотношения

Mm,n,r(π/n) =

(
π2

π2 − 4

)m/2
,

1

2m/2
≤ sup

f∈L(r)
2

f(r) 6=const

nr · En(f)

Ωm

(
f (r), π/n

) ≤ 1

2m/2

(
π2

π2 − 4

)m/2
.
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§1.3. Обобщение предыдущих результатов

В предыдущем параграфе из хода доказательства теоремы 1.2.1 стало

ясно, что введение экстремальной характеристики (1.2.1) обусловлено

неравенством (1.2.7), откуда вытекала оценка сверху и дело свелось к

получению аналогичной оценки снизу. Таким образом, задача свелась к тому,

чтобы среди функций класса L(r)
2 найти функцию, для которой оценка снизу

совпадала бы с оценкой сверху. Естественно, возникает задача об обобщении

полученных результатов. С этой целью вводим в рассмотрение следующие

экстремальные аппроксимационные характеристики

Xm,n,r,p(h) = sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr · En(f) 2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt

1/p
, (1.3.1)

где m,n ∈ N, r ∈ Z+, p > 0 и h > 0 – произвольное число. Отметим, что

аппроксимационные характеристики более общего вида для обычных

модулей непрерывности m-го порядка (1.1.5) рассмотрены в работах

М.Ш.Шабозова [56] и М.Ш.Шабозова, Г.А.Юсупова [59]. Используя

обобщенный модуль непрерывности (1.1.8) и вычислив верхнюю грань по

всем функциям f ∈ L
(r)
2 , мы определим точное значение величины (1.3.1).

Сформулируем основной результат этого параграфа.

Теорема 1.3.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p < 2 и h – произвольное

число, удовлетворяющее условию 0 < h ≤ π/n. Тогда имеют место

равенства

Xm,n,r,p(h) =

 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt


−1/p

.

Доказательство. При доказательстве теоремы 1.2.1 мы доказали, что

если функция f ∈ L(r)
2 имеет формальный ряд Фурье
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f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

то

Ω2
m

(
f (r), t

)
= 2m

∞∑
k=1

k2rρ2k (1− sinc kt)m , (1.3.2)

где ρ2k = a2k + b2k, k ≥ n. Воспользуясь следующим упрощенным вариантом

неравенства Минковского (см., например, [30, с.104]) h∫
0

( ∞∑
k=n

|fk(t)|2ϕ(t)

)p/2

dt

1/p

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

|fk(t)|pϕ(t)dt

2/p


1/2

,

0 < p ≤ 2, h > 0, равенством (1.3.2) и схемой рассуждения, приведенной при

доказательстве теоремы 1 работы М.Ш.Шабозова [56], получаем

 2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt

1/p

≥

≥

 2

h2

h∫
0

t

[
2m

∞∑
k=n

k2rρ2k (1− sinc kt)m
]p/2

dt

1/p

≥

≥ 2m/2

 h∫
0

(
2

h2

∞∑
k=n

k2rρ2k (1− sinc kt)m t2/p
)p/2

dt

1/p

≥

≥ 2m/2nr

 ∞∑
k=n

ρ2k

2krp

h2

h∫
0

t (1− sinc kt)mp/2 dt

2/p


1/2

. (1.3.3)

Таким образом, задача свелась к тому, что требуется доказать, что функция

натурального аргумента

F (k) = krp
h∫

0

t (1− sinc kt)mp/2 dt (1.3.4)
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в области Qk,n = {k : n ≤ k < ∞} является монотонно возрастающей

вследствие чего, имеет место соотношение

inf
n≤k<∞

F (k) = F (n). (1.3.5)

Рассмотрим непрерывный аналог равенство (1.3.4), полагая

F (y) = yrp
h∫

0

t (1− sinc yt)mp/2 dt.

Дифференцируя по y последнее равенство и замечая, что

d

dy
(1− sinc yt)mp/2 =

t

y
· d
dt

(1− sinc yt)mp/2

и применяя теорему о среднем значении интеграла, получаем

F
′
(y) = rpyrp−1

h∫
0

t (1− sinc yt)mp/2 dt+ yrp
h∫

0

d

dy
(1− sinc yt)mp/2 dt =

= rpyrp−1
h∫

0

t (1− sinc yt)mp/2 dt+ yrp−1
h∫

0

t2
d

dt
(1− sinc yt)mp/2 dt =

= rpyrp−1
h∫

0

t (1− sinc yt)mp/2 dt+

+yrp−1

(1− sincht)mp/2 h2 −
h∫

0

d

dt
(1− sinc yt)mp/2 d(t2)

 =

= rpyrp−1
h∫

0

t (1− sinc yt)mp/2 dt+

+yrp−1h2
{

(1− sincht)mp/2 h2 − (1− sinc ξy)mp/2
}
≥ 0,
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где ξ – произвольное число, удовлетворяющее неравенство 0 < ξ ≤ h. Таким

образом, мы доказали, что F ′(y) ≥ 0 для y ≥ n, а значит имеет место

равенство (1.3.5).

Таким образом, из (1.3.3) следует, что в этом случае справедливо

неравенство  2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt

1/p

≥

≥ 2m/2nr

 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt

1/p{ ∞∑
k=n

ρ2k

}1/2

=

= 2m/2nr

 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt

1/p

En(f),

или, что то же,

2m/2nrEn(f) 2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt

1/p
≤

 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt


−1/p

. (1.3.6)

Так как неравенство (1.3.6) справедливо для любой функции f(x) ∈ L(r)
2 , то

переходя к верхней грани по всем функциям, принадлежащим классу L(r)
2 ,

для которых f (r) 6= const, получаем

Xm,n,r,p(h) =

 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt


−1/p

. (1.3.7)

Чтобы получить оценку снизу, достаточно заметить, что для функции

g0(t) = sinnt ∈ L(r)
2 имеют место равенства

En(g0) = 1, Ωm

(
g
(r)
0 ; t

)
= 2m/2nr (1− sincnt)m/2 ,

и, согласно определению величины (1.3.1), получаем
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Xm,n,r,p(h) = sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nrEn(f) 2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt

1/p
≥

≥ 2m/2nrEn(g0) 2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
g
(r)
0 , t

)
dt

1/p
=

=

 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt


−1/p

. (1.3.8)

Утверждение теоремы 1.3.1 следует из сопоставления равенство (1.3.7) и

(1.3.8). Из доказанной теоремы при p = 2/m, m ∈ N вытекает

Следствие 1.3.1. В утверждении теоремы 1.3.1 при любом 0 < h ≤
π/n справедливы равенства

Xm,n,r,2/m(h) =

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

:= Mm,n.r(h).
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§1.4. Об обобщении некоторых результатов Н.И.Черных

В 1967 г., оценивая величину En(f) через ω
(
f (r), t

)
в пространстве L2.,

Н.И.Черных [53] доказал следующую теорему:

Для любой функции f(x) ∈ L
(r)
2 (r ∈ Z+) и любого n ∈ N справедливо

неравенство

En(f) ≤ 1√
2
· 1

nr

n2
π/n∫
0

ω2
(
f (r), t

)
sinntdt


1/2

. (1.4.1)

Равенство выполняется для функции f0(x) = cosnx.

Обобщая теорему Н.И.Черных, Н.Айнуллоев в работе [4] доказывает

следующую теорему:

Для любой функции f(x) ∈ L(r)
2 (r ≥ 1) и любых натуральных n,m ∈ N

и 0 < h ≤ π/n справедливо неравенство

E2
n(f) ≤

h∫
0

ω2
m

(
f (r), t

)
sin

π

h
tdt

2mn2r

h∫
0

(1− cosnt)m sin
π

h
tdt

. (1.4.2)

Для функции f0(x) = cosnx неравенство (1.4.2) обращается в равенство

при всех h ∈ (0, π/n].

В дальнейшем для произвольного модуля непрерывности ωm(f, t) в

той же работе Н.И.Черных, рассматривая неравенство вида (1.4.1) с весом

ϕn(t) = sin
n

2
t +

1

2
sinnt, с верхнем пределом интегрирования 2π/n, доказал

следующую теорему:

Для любой функции f(x) ∈ L2, любых n,m ∈ N справедливо нера-

венство

En(f) < (Cm
2m)−1/2

n4
2π/n∫
0

ω2
m(f, t)ϕn(t)dt


1/2

, (1.4.3)

причем константа (Cm
2m)−1/2 в этом неравенстве неулучшаема.
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Значение неравенства (1.4.3) состоит в том, что из него следует

неравенство типа Джексона – Стечкина с явной константой (Cm
2m)−1/2 для

любого m ∈ N :

En(f) < (Cm
2m)−1/2ωm

(
f ;

2π

n

)
.

При дополнительном ограничении о выпуклости вверх модуля

непрерывности ωm(f, t) Юссеф Хасан [63] доказал новое неулучшаемое

неравенство

En(f) < (Cm
2m)−1/2ωm

(
f ;

3π

4n

)
. (1.4.4)

Заметим, что неравенство (1.4.4) из (1.4.3) выводится применением нера-

венства Иенсена о выпуклых функциях. При этом указанная константа

(Cm
2m)−1/2 неулучшаема.

В настоящем параграфе мы дадим обобщение неравенства (1.4.3) и

докажем новые точные неравенства типа неравенств Н.И.Черных.

Теорема 1.4.1. Пусть m,n, r ∈ N, 0 ≤ h ≤ π/n, 0 < ν ≤ rp − 1,

1/r < p ≤ 2, и ϕn(t) = sin
n

2
t+

1

2
sinnt. Тогда для любого ν ∈ N справедливо

равенство

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m+1/p · nr−1/p · En(f)
h∫

0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

ν dt


1/p

=

=


nh/2∫
0

sinmp+ν t(1 + cos t)νdt


−1/p

. (1.4.5)

Доказательство. Снова применяя упрощённое неравенство

Минковского (см. напр. [30, c.104])
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 h∫
0

( ∞∑
k=n

|fk(t)|2ϕ(t)

)p/2

dt

1/p

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

|fk(t)|pϕ(t)dt

2/p


1/2

,

верное для 0 < p ≤ 2 и любом h > 0, получаем
h∫

0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

ν dt


1/p

≥

≥ 2m/2

 ∞∑
k=n

ρ2k

krp
h∫

0

(1− cos kt)mp/2 (ϕn(t))
ν dt


2/p


1/2

. (1.4.6)

Как и в предыдущем параграфе, нужно доказать, что если весовая функция

ϕn(t) = sin
n

2
t +

1

2
sinnt, 0 < t ≤ π/n на отрезке [0, h] при некоторых

r ∈ N, 1/r < p ≤ 2 и любых t ∈ (0, π/n] удовлетворяет дифференциальное

неравенство (см., напр. работу [60])

(rp− 1)ϕn(t)− tϕ′n(t) ≥ 0,

то для функции

F1(y) = yrp
h∫

0

(1− cos yt)mp/2(ϕn(t))
νdt

выполняется соотношение

inf{F1(y) : y ≥ n} = F1(n).

В самом деле, имеем

(rp− 1)ϕn(t)− tϕ′n(t) =

= (rp− 1)

(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
−

−t · νn
2

(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν−1
·
(

cos
nt

2
+ cosnt

)
=

(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν−1
×
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×
[
(rp− 1)

(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)
− νn

2
t

(
cos

nt

2
+ cosnt

)]
=

=

(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν (rp− 1)− νnt
2
·

cos
nt

2
+ cosnt

sin
nt

2
+

1

2
sinnt

 ≥

≥ [(rp− 1)− ν]

(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
≥ 0

согласно условиям теоремы 1.4.1, и, следовательно,

inf {F1(y) : y ≥ n} = F1(n) =

= nrp
h∫

0

(1− cosnt)mp/2 ·
(

sin
nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
dt,

а потому из (1.4.6) имеем:


h∫

0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

ν dt


1/p

≥

≥ 2m · nr · En(f) ·

 h∫
0

sinmp
nt

2
·
(

sin
nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
dt

1/p

=

= 2m · nr · En(f) ·

 h∫
0

sinmp+ν
nt

2
·
(

1 + cos
nt

2

)ν
dt

1/p

=

= 2m+1/p · nr−1/p · En(f) ·

 nh/2∫
0

sinmp+ν t · (1 + cos t)νdt


1/p

. (1.4.7)
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Из неравенства (1.4.7) для любого f ∈ L(r)
2 получаем

2m+1/p · nr−1/p · En(f)
h∫

0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

ν dt


1/p
≤

≤


nh/2∫
0

sinmp+ν t · (1 + cos t)νdt


−1/p

. (1.4.8)

Легко проверить, что для функции f0(x) = cosnx ∈ L(r)
2 неравенство (1.4.8)

обращается в равенство. В самом деле, так как

En(f0) = 1, ωm

(
f
(r)
0 , t

)
= 2m · nr ·

(
sin

nt

2

)m
, 0 < nt ≤ π,

то имеет место неравенство

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m+1/p · nr−1/p · En(f)
h∫

0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

ν dt


1/p
≥

≥ 2m+1/p · nr−1/p · En(f0)
h∫

0

ωpm

(
f
(r)
0 , t

)(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
dt


1/p

=

=


nh/2∫
0

sinmp+ν t(1 + cos t)νdt


−1/p

,

чем и завершаем доказательство теоремы 1.4.1. Из доказанной теоремы при

m = 1, r = 0, p = 2, ν = 1 получаем следующий результат Х.Юссефа [63]:
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Следствие 1.4.1. Для любой функции f(x) ∈ L2, любого натурального

n и 0 < h ≤ π/n справедливо неравенство

E2
n(f) ≤

h∫
0

ω2(f ; t)

(
sin

π

2h
t+

1

2
sin

π

h
t

)
dt

2

h∫
0

(1− cosnt)

(
sin

π

2h
t+

1

2
sin

π

h
t

)
dt

, (1.4.9)

которое обращается в равенство для функции f(x) = cosnx при всех

0 < h ≤ π/n.

Другим весьма важным следствием теоремы 1.4.1 является результат

Н.И.Черных [53], который получается при любых m,n ∈ N, r ∈ Z+, p = 2,

ν = 1, h = 2π/n и имеет вид (1.4.3):

En(f) < (Cm
2m)−1/2

n4
2π/n∫
0

ω2
m(f, t)ϕn(t)dt


1/2

,

причем, как мы отметили выше, константа (Cm
2m)−1/2 является неулучшаемой.
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ГЛАВА II

Поперечники классов функций в метрике
пространства L2

§2.1. Определение поперечников и классов функций

Основной целью исследования настоящей главы является вычисление

значения различных поперечников для классов функций, возникающих

естественным образом из результатов, полученных в параграфах 1.2-1.4.

Прежде чем сформулировать результаты о поперечниках, напомним

необходимые понятия и определения, используемые в дальнейшем. ПустьM –

некоторый класс функций из L2 и пусть Λn ⊂ L2 – некоторое подпространство

из L2 размерности n. Величину

En(M) = sup{En(f) : f ∈M} =

= sup{inf{‖f − g‖ : g ∈ Λn} : f ∈M} (2.1.1)

называют наилучшим приближением класса M подпространством Λn ⊂ L2

и она характеризует отклонение класса M от подпространства Λn в метрике

пространства L2. Если обозначить через L(L2,Λn) множество всех линейных

непрерывных операторов A : L2 → Λn, действующих из L2 в произвольное

заданное подпространство Λn ∈ L2 размерности n, то возникает задача:

найти величину

En(M) = inf{sup{‖f − Af‖ : f ∈M} : A ∈ L(L2,Λn)} (2.1.2)

и указать оператор A∗ ∈ L(L2,Λn), реализующий точную нижнюю грань:

En(M) = sup{‖f − A∗f‖ : f ∈M}.

Если в L(L2,Λn) выделить класс L⊥(L2,Λn) операторов A линейного

проектирования на подпространство Λn, то есть таких, что Af = f при

условии f ∈ Λn, то принято рассматривать величину

E⊥n (M) = inf{sup{‖f − Af‖ : f ∈M} : A ∈ L⊥(L2,Λn)}. (2.1.3)
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Напомним определения поперечников, значения которых будут вычислены в

этой главе для некоторых конкретных классов M функций.

Поперечником в смысле А.Н.Колмогорова [22] класса функций M

называется величина

dn(M) = inf{En(M) : Λn ⊂ L2} =

= inf{sup{inf{‖f − g‖ : g ∈ Λn} : f ∈M} : Λn ⊂ L2}, (2.1.4)

где нижняя грань рассматривается сначала по всем функциям g(x),

принадлежащим n-мерному подпространству Λn ⊂ L2, а затем по всем

подпространствам заданной размерности n.

Если исходить из наилучшего линейного приближения En(M), то

величину

δn(M) = inf{En(M) : Λn ⊂ L2} =

inf{inf{sup{‖f − Af‖ : f ∈M} : A ∈ L(L2,Λn)} : Λn ⊂ L2}. (2.1.5)

называют линейным поперечником. Рассматривают также проекционный

поперечник

Πn(M) = inf{inf{sup{‖f − Af‖ : f ∈M} : A ∈ L⊥(L2,Λn)} : Λn ⊂ L2}.

Величина

dn(M) = inf{sup{‖f‖ : f ∈M ∩ Ln} : Λn ⊂ L2}, (2.1.6)

где inf берется по всем подпространствам Λn коразмерности n, называется

n-поперечником по Гельфанду.

Пусть S – единичный шар в L2. Величина

bn(M) = sup{sup{M ∩ Λn+1 ⊃ εs ∩ Λn+1 : ε > 0} : Λn+1 ⊂ L2} (2.1.7)

называется n-поперечником по Бернштейну. Отметим свойства монотонности

поперечников, которые сразу вытекают из их определений:

Пусть pn(·) – любой из вышеуказанных поперечников. Тогда имеют место

следующие неравенства:

а) pn(M) ≥ pn+1(M) – монотонность по n.

б) pn(N) ≤ pn(M), если N ⊂M.
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Так как пространство L2 является гильбертовым, то имеют место

соотношения

bn(M) ≤ dn(M) ≤ dn(M) = δn(M) = Πn(M). (2.1.8)

Первое неравенство bn(M) ≤ dn(M) справедливо для любого банахова

пространства, и его можно найти в монографии А.Пинкуса [30, с.19], а все

остальное в книге В.М.Тихомирова [42, с.239].

При вычислении поперечников в любом банаховом пространстве

X(и в частности, при X = L2) весьма важным является следующая

фундаментальная

Теорема В.М.Тихомирова [42]: Пусть pn(M, X) – любой из

перечисленных выше поперечников класса M в пространстве X и пусть

d2n−1(M, X) ≤ R. Если шар S2n+1 = {x : ‖x‖X ≤ R} размерности не

меньше 2n + 1 содержится в классе M, S2n+1 ⊂ M, то при N = 2n − 1

и N = 2n, b2n−1(M, X) ≥ b2n(M, X) ≥ b2n(S2n+1, X) ≥ R, а потому

p2n−1(M, X) = p2n(M, X) = R.

Все полученные точные значения n-поперечников рассматриваемых

классов функций в этой главе основываются на фундаментальной теореме

Тихомирова, формулировка которой приведена выше.

Приводим теперь определение классов функций возникающих при

решении задач в параграфах 1.2–1.4. Для m ∈ N, r ∈ Z+ и любого h > 0

вводим в рассмотрение класс функций

W (r)
m (h) =

f ∈ L(r)
2 :

2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt ≤ 1

 .

Пусть Φ(t), t ≥ 0 – произвольная возрастающая функция, такая, что

Φ(0) = 0. Через W (r)
m (Φ) := W

(r)
m (Φ, h), m ∈ N, r ∈ Z+ обозначим класс

функций f ∈ L(r)
2 , для которых при любых h > 0 выполняется неравенство

2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt ≤ Φ(h),
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то есть

W (r)
m (Φ) =

f ∈ L(r)
2 :

2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt ≤ Φ(h)

 .

Аналогичным образом определим следующие классы функций:

Пусть W (r)
m,p(h), m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 – класс функций f ∈ L(r)

2 , для

которых при любом h ∈ R+ выполнено неравенство

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ 1.

Таким образом,

W (r)
m,p(h) =

f ∈ L(r)
2 :

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ 1

 .

Точно так же, по аналогии с классом W
(r)
m (Φ), через W (r)

m,p(Φ) := W
(r)
m,p(Φ, h),

m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 – обозначим класс функций f ∈ L(r)
2 , для которых

при любом h ∈ R+ выполняется неравенство

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ Φp(h),

где по-прежнему Φ(t), t ≥ 0 – произвольная непрерывная возрастающая

функция, такая, что Φ(0) = 0.

Следуя работе С.Б.Вакарчука [13], через t∗ обозначим величину

аргумента x ∈ R+ функции ϕ(x) = sincx, при котором она достигает своего

наименьшего значения:

ϕ(t∗) = min {ϕ(x) : x ∈ R+} = sinc t∗.

Очевидно, что t∗ есть наименьший из положительных корней уравнения

x = tg x (4.49 < t∗ < 4.51). При этом полагаем

(1− sincx)∗ :=

{
1− sincx, если 0 < x 6 t∗; 1− sinc t∗, если x > t∗

}
.
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Далее через F (r)
m,p(h) – обозначим класс функций f ∈ L(r)

2 , которые для

любых m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 и произвольного h (0 < h ≤ π/n)

удовлетворяют ограничению

h∫
0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

νdt ≤ 1, ϕn(t) = sin
nt

2
+

1

2
sinnt,

а через F (r)
m,p(Φ) = F (r)

m,p(h,Φ) обозначим аналогичный класс функций f ∈ L(r)
2 ,

которые для тех же значений указанных параметров удовлетворяют условию

h∫
0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

νdt ≤ Φp(h).

Положим также

(sin t)m∗ = {(sin t)m , если 0 ≤ t ≤ π/2; 1, если t > π/2} .
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§2.2. Значение поперечников классов W (r)
m (h) и W

(r)
m (Φ) в

пространстве L2

В этом параграфе, базируясь на результаты первого параграфа первой

главы (теорема 1.2.1), вычислим точное значение всех вышеперечисленных в

начале второй главы поперечников классов функций W (r)
m (h) и W (r)

m (Φ). При

этом полагаем

(1− sincx)∗ := {1− sincx, если 0 < x ≤ t∗; 1− sinc t∗, если x ≥ t∗} .

Теорема 2.2.1. Пусть m,n, r ∈ N, h > 0 и выполнено условие nh ≤ t∗.

Тогда имеют место равенства

p2n−1

(
W (r)

m (h), L2

)
= p2n

(
W (r)

m (h), L2

)
=

= En

(
W (r)

m (h)
)
L2

= En
(
W (r)

m (h)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m (h)
)
L2

=

= 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

, (2.2.1)

где pk(·) – любой из поперечников: бернштейновский bk(·), колмогоровский

dk(·), гельфандовский dk(·), линейный δk(·), проекционный πk(·),
En

(
W

(r)
m (h)

)
= sup

{
En(f) : f ∈ W (r)

m (h)
}

– наилучшее приближение клас-

са W (r)
m (h) ⊂ L2 подпространством тригонометрических полиномов T2n−1.
Доказательство. Воспользуемся неравенством (1.2.8):

En(f) ≤

≤ 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2 2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r); t

)
dt

m/2

.

Отсюда, используя определение классаW (r)
m (h), а также соотношения (2.1.8),
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запишем

ρ2n

(
W (r)

m (h), L2

)
≤ ρ2n−1

(
W (r)

m (h), L2

)
≤ d2n−1

(
W (r)

m (h), L2

)
≤

≤ En

(
W (r)

m (h)
)
L2

≤ En
(
W (r)

m (h)
)
L2

≤ E⊥n
(
W (r)

m (h)
)
L2

≤

≤ 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (2.2.2)

Для нахождения оценок снизу n-поперечников класса W
(r)
m (h)

рассмотрим в множестве T2n+1 ∩ L2 шар

B2n+1
def
=

Tn(x) ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤ 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2 ,

и покажем его принадлежность классу W (r)
m (h). Для этого убедимся, что для

любого полинома Tn(x) ∈ B2n+1 выполняется неравенство

2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt ≤ 1.

В работе С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [15] для произвольного тригоно-

метрического полинома Tn(x) ∈ B2n+1 доказано неравенство

Ωm(T (r)
n , t) ≤ 2m/2nr (1− sincnt)m/2∗ ‖Tn‖. (2.2.3)

Используя неравенство (2.2.3) для произвольного полинома Tn(x) ∈ B2n+1

при nh ≤ t∗ получим

2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
T (r)
n , t

)
dt ≤ 2n2r/m‖Tn‖2/m

2

h2

h∫
0

t (1− sincnt) dt =

= 2n2r/m2−1n−2r/m

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1

2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)∗ dt =
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=

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1

2

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t) dt =

=

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1

2

(nh)2

nh∫
0

(t− sin t) dt =

=

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1{

1−
(

2

nh
sin

nh

2

)2
}

= 1. (2.2.4)

Учитывая определение класса W
(r)
m (h) и неравенство (2.2.4), убедимся в

справедливости включения B2n+1 ∈ W
(r)
m (h). Используя определение берн-

штейновского n-поперечника, приходим к оценке снизу

p2n−1

(
W (r)

m (h), L2

)
≥ p2n

(
W (r)

m (h), L2

)
≥

≥ p2n(B2n+1, L2) ≥ 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (2.2.5)

Теперь требуемые равенства (2.2.1) следуют из сравнения между собой

неравенств (2.2.2) и (2.2.5), чем и завершаем доказательство теоремы 2.2.1.

Из доказанной теоремы вытекает интересное

Следствие 2.2.1. Если выполнены условия теоремы 2.2.1, то имеют

место равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}

=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}

=

= 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

,

где an(f) и bn(f) соответственно косинус—и синус—коэффициенты Фурье

функции f ∈ L(r)
2 .

45



Доказательство. Не уменьшая общности, приведем доказательство

для коэффициентов an(f). Учитывая ортогональность частичной суммы

Sn(f, x) ряда Фурье функции cosnx, запишем

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(x) cosnxdx =

=
1

π

2π∫
0

[f(x)− Sn(f, x)] cosnxdx (2.2.6)

и, используя неравенство Коши-Буняковского, а также неравенство

En

(
W (r)

m (h)
)
≤ 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

,

из (2.2.6) получим

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}
≤

≤

1

π

2π∫
0

cos2 nxdx

1/2

sup


1

π

2π∫
0

|f(x)− Sn(f ;x)|2dx

1/2

: f ∈ W (r)
m (h)

 =

= sup
{
‖f − Sn(f)‖ : f ∈ W (r)

m (h)
}

=

= En

(
W (r)

m (h)
)
L2

= 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (2.2.7)

Для нахождения оценки снизу рассмотрим функцию

f1(x) = 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

cosnx.
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Непосредственным вычислением убедимся, что функция f1(x) принадлежит

классу W (r)
m (h) и так как

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}
≥ |an(f1)| =

= 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

1

π

2π∫
0

cos2 nxdx =

= 2−m/2n−r

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (2.2.8)

Утверждение следствия 2.2.1 вытекает из сопоставлений неравенств (2.2.7) и

(2.2.8), чем и завершаем доказательство.

Непрерывную возрастающую на полусегменте [0,∞) функцию Φ такую,

что Φ(0) = 0, будем называть мажорантой.

Теорема 2.2.2. Если мажоранта Φ(t) при любом t ∈ R+ удовлет-

воряет ограничению

Φ(t)

Φ(π/n)
≥ π2

π2 − 4
· 2

(nt)2

nt∫
0

τ (1− sinc τ)∗ dτ, (2.2.9)

то для любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ имеют место равенства

p2n−1

(
W (r)

m (Φ), L2

)
= p2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
=

= En

(
W (r)

m (Φ)
)
L2

= En
(
W (r)

m (Φ)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m (Φ)
)
L2

=

= 2−m/2n−r
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
, (2.2.10)

где pk(·) – любой из k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·), δk(·) или
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πk(·). Множество мажорант {Φ(t)}, удовлетворяющих условию (2.2.9), не

пусто.

Доказательство. Полагая в неравенстве (1.2.8) h = π/n, для произ-

вольной функции f(x) ∈ W (r)
m (Φ) будем иметь

En(f) ≤ 2−m/2n−r
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
. (2.2.11)

Из неравенства (2.2.11), с учетом соотношения (2.1.8), между

перечисленными выше n-поперечниками получим оценку сверху

p2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≤ p2n−1

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≤

≤ d2n−1

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≤ En

(
W (r)

m (Φ)
)
L2

≤

≤ En
(
W (r)

m (Φ)
)
L2

≤ E⊥n
(
W (r)

m (Φ)
)
L2

≤

≤ 2−m/2n−r
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
. (2.2.12)

Для получения соответствующей оценки снизу бернштейновского n-

поперечника введем в рассмотрение (2n + 1)-мерной шар B̃2n+1 в множестве

T2n+1 ∩ L2 и покажем, что этот шар принадлежит классу W (r)
m (Φ) :

B̃2n+1 =

{
Tn(x) ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤ 2−m/2n−r

{
π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2}
.

Для этого нам нужно доказать, что для любого полинома Tn(x) ∈ B̃2n+1

выполняется неравенство 2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
T (r)
n , t

)
dt

m/2

≤ Φ(h), h ∈ R+. (2.2.13)
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Воспользуясь неравенством (2.2.3), верного для произвольной Tn(x) ∈ B̃2n+1,

будем иметь

2

h2

h∫
0

tΩ2/m
m

(
T (r)
n , t

)
dt ≤ 2n2r/m‖Tn‖2/m

2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)∗ dt ≤

≤ 2n2r/m2−1n−2r/m
π2

π2 − 4
Φ
(π
n

) 2

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t)∗ dt =

≤ π2

π2 − 4
Φ
(π
n

) 2

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t)∗ dt ≤ Φ(h). (2.2.14)

Из неравенства (2.2.14) следует включение B̃2n+1 ∈ W
(r)
m (Φ).

Используя соотношения (2.1.8) между n-поперечниками и определение

бернштейновского n-поперечника, запишем соответствующую оценку снизу

p2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≥ b2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≥

≥ b2n

(
B̃2n+1, L2

)
≥ 2−m/2n−r

{
π2

π2 − 4
Φ
(π
n

)}m/2
. (2.2.15)

Равенства (2.2.10) вытекают из сопоставления неравенств (2.2.12) и (2.2.15).

Докажем, что функция Φ∗(t) = tα, где α =
8

π2 − 4
(1, 31 < α < 1, 45),

удовлетворяет условию (2.2.9) теоремы 2.2.2. В самом деле, подставляя Φ∗(t)

в неравенство (2.2.9), получим(
nt

π

)α
≥ π2

π2 − 4
· 2

(nt)2

nt∫
0

τ (1− sinc τ)∗ dτ,

или, что то же, (
nt

π

)α+2

≥ 2

π2 − 4

nt∫
0

τ (1− sinc τ)∗ dτ. (2.2.16)
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Полагая nt = µπ, 0 ≤ µ < +∞, неравенство (2.2.16) запишем в виде

µα+2 ≥ 2

π2 − 4

µπ∫
0

τ (1− sinc τ)∗ dτ. (2.2.17)

Рассмотрим вспомогательную функцию

ϕ(µ) = µα+2 − 2

π2 − 4

µπ∫
0

τ (1− sinc τ)∗ dτ, 0 ≤ µ < +∞. (2.2.18)

Покажем, что при любых µ ∈ [0,+∞) всегда ϕ(µ) ≥ 0. Рассуждения

проведем для трех случаев:

а) 0 ≤ µ ≤ 1; б) 1 ≤ µ ≤ t∗/π; в) t∗/π ≤ µ < +∞.
Пусть сначала 0 ≤ µ ≤ 1. Учитывая определения функции (1− sincx)∗

и вычисляя интеграл в правой части (2.2.18), функцию ϕ(µ) представим в

виде

ϕ(µ) = µα+2 − 2

π2 − 4

µπ∫
0

(τ − sin τ)dτ =

= µα+2 − 2

π2 − 4

{
(µt)2

2
− 2 sin2 µπ

2

}
=

= µα+2 − (µt)2

π2 − 4

{
1−

(
2

µπ
sin

µπ

2

)2
}
. (2.2.19)

Написав функцию (2.2.19) в виде

ϕ(µ) = µα+2 − 1

π2 − 4

{
µ2π2 − 2(1− cosµπ)

}
и продифференцировав её, получаем

ϕ
′
(µ) = (α + 2)µα+1 − 1

π2 − 4

{
2π2µ− 2π sinµπ

}
=
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= (α + 2)µα+1 − 2π2

π2 − 4
µ+

2π

π2 − 4
sinµπ =

= (α + 2)µ(µα − 1) +
2π

π2 − 4
sinµπ ≥ 0 (2.2.20)

для всех значениях µ ∈ [0, 1].

Пусть теперь 1 ≤ µ ≤ t∗/π. Непосредственным вычислением из (2.2.20)

очевидно, что ϕ′(µ) > 0 для всех µ ∈ [1, t∗/π]. Этим неравенство (2.2.17) для

случаев а) и б) доказано.

Рассмотрим случай t∗/π ≤ µ < +∞. Используя снова определение функ-

ции (1− sincx)∗ , запишем

ϕ(µ) = µα+2 − 1

π2 − 4

[
t2∗ −

(
2 sin

t∗
2

)2

+ (1− sinc t∗)
(
(µπ)2 − t2∗

)]
.

Дифференцируя эту функцию при всех µ ∈ [t∗/π,+∞], имеем:

ϕ
′
(µ) =

π2

π2 − 4
µ
(
2µα+1 − 1 + sinc t∗

)
> 0,

чем и завершаем доказательство неравенства (2.2.17). Этим теорема 2.2.2

полностью доказана.

Следствие 2.2.2. В условиях теоремы 2.2.2 справедливы равенства

p2n−1

(
W (r)

m (Φ∗), L2

)
= p2n

(
W (r)

m (Φ∗), L2

)
= En

(
W (r)

m (Φ∗)
)
L2

=

= En
(
W (r)

m (Φ∗)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m (Φ∗)
)
L2

=

= 2−m/2πm+4m/(π2−4)(π2 − 4)−m/2n−r−4m/(π
2−4),

где pk(·) – любой из k-поперечников, перечисленных выше.
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Следствие 2.2.3. Если выполнены условия теоремы 2.2.2, то имеют

место равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (Φ)
}

=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m (Φ)
}

= 2−m/2n−r
{

n2

π2 − 4
Φ
(π
n

)}m/2
.

Доказательство следствия 2.2.3 повторяет схему доказательства след-

ствия 2.2.1, а потому мы его опускаем.
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§2.3. Точные значения n-поперечников классов
функций W

(r)
m,p(Φ)

Пусть W (r)
m,p(h), m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 – класс функций f ∈ L

(r)
2

(r ∈ Z+), для которых при любом h ∈ R+ выполнено неравенство

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ 1,

и аналогично W (r)
m,p(Φ) := W

(r)
m,p(Φ, h), m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2 – класс

функций f ∈ L(r)
2 , для которых при любом h ∈ R+ выполнено неравенство

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ Φp(h),

где Φ(t), t ≥ 0 – произвольная непрерывная возрастающая функция такая,

что Φ(0) = 0. В наших последующих рассуждениях основную роль будет

играть функция

(1− sincx)∗ := {1− sincx, если 0 < x < t∗; 1− sinc t∗, если x ≥ t∗} ,

где t∗ есть наименьший из положительных корней уравнения x = tg x

(4, 49 < t∗ < 4, 51). Этой функцией мы воспользовались при выводе основных

результатов предыдущего параграфа.

Теорема 2.3.1 Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, 1/r < p ≤ 2 и nh ≤ t∗.

Тогда справедливы равенства

p2n

(
W (r)

m,p(h), L2

)
= p2n−1

(
W (r)

m,p(h), L2

)
=

= En

(
W (r)

m,p(h)
)
L2

= En
(
W (r)

m,p(h)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m,p(h)
)
L2

=

= 2−m/2−1/pn−r

 1

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

, (2.3.1)

где pk(·) – любой из k-поперечников bk(·), dk(·), dk(·), δk(·) или πk(·).
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Доказательство. Оценку сверху для проекционного n-поперечника

получаем из неравенства (1.3.6) с учётом определения класса функций

W
(r)
m,p(h) :

π2n

(
W (r)

m,p(h), L2

)
≤ π2n−1

(
W (r)

m,p(h), L2

)
≤

≤ En

(
W (r)

m,p(h), L2

)
≤ En

(
W (r)

m,p(h)
)
L2

≤ E⊥n
(
W (r)

m,p(h)
)
L2

≤

≤ 2−m/2−1/pn−r

 1

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt


−1/p

=

= 2−m/2−1/pn−r

 1

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

. (2.3.2)

С целью получения оценки снизу бернштейновского n-поперечника,

введем в рассмотрение (2n+ 1)-мерный шар полиномов S2n+1 ∈ T2n+1 ∩ L2 :

S2n+1 =

Tn(x) : ‖Tn‖ ≤ 2−m/2−1/pn−r

 1

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p


и покажем его принадлежность классу W

(r)
m,p(h). Снова воспользуясь

неравенством (2.2.3), будем иметь

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
T (r)
n , t

)
dt ≤

≤ 2mp/2+1 · nrp · 2−mp/2 · n−rp · 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2∗ dt‖Tn‖p ≤

≤
nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1

= 1,
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откуда следует, что S2n+1 ⊂ W
(r)
m,p(h). По определению бернштейновского n-

поперечника получаем оценку снизу

b2n−1

(
W (r)

m,p(h), L2

)
≥ b2n

(
W (r)

m,p(h), L2

)
≥ b2n (S2n+1, L2) =

= 2−m/2−1/pn−r

 1

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

. (2.3.3)

Утверждение теоремы 2.3.1 вытекает из сопоставления неравенств (2.3.2) и

(2.3.3). Докажем более общее утверждение.

Теорема 2.3.2. Пусть m,n, r ∈ N; 1/r < p ≤ 2 и 0 < h ≤ π/n. Если

для любых t ∈ R+ мажоранта Φ(t) удовлетворяет условию

Φp(t)

Φp(π/n)
≥
( π
nt

)2 nt∫
0

τ (1− sinc τ)mp/2∗ dτ


π∫

0

τ (1− sinc τ)mp/2 dτ


−1

,

(2.3.4)

то при любых n ∈ N справедливы равенства

p2n

(
W (r)

m,p(Φ, h), L2

)
= p2n−1

(
W (r)

m,p(Φ, h), L2

)
=

= En

(
W (r)

m,p((Φ, h))
)
L2

= En
(
W (r)

m,p(Φ, h)
)
L2

= E⊥n
(
W (r)

m,p(Φ, h)
)
L2

=

= 2−m/2−1/pn−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
, (2.3.5)

где pk(·) – любой из k-поперечников: бернштейновский bk(·), колмогоровский
dk(·), гельфандовский dk(·), линейный δk(·), проекционный πk(·). При этом

множество мажорант, удовлетворяющих условию (2.3.4), не пусто.
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Доказательство. Как и в предыдущей теореме 2.3.1, с учетом

определения класса W
(r)
m,p(Φ, h), для произвольной f(x) ∈ W

(r)
m,p(Φ, h) при

h = π/n из неравенства

En(f) ≤

≤ 2−m/2n−r

 2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2 dt


−1/p 2

h2

h∫
0

tΩp
m(f (r), t)dt


1/p

=

= 2−(m/2+1/p)n−r

 1

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p 2

h2

h∫
0

tΩp
m(f (r), t)dt


1/p

получаем:

En(f) ≤ 2−(m/2+1/p)n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
,

откуда вследствие соотношений (2.1.8) запишем

p2n (Wm,p(Φ), L2) ≤ p2n−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≤

≤ 2−(m/2+1/p)n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
. (2.3.6)

Далее, с целью получения оценки снизу бернштейновского n-попереч-

ника, введем в рассмотрение шар полиномов

S̃2n+1 =

{
Tn(x) ∈ T2n+1 :

‖Tn‖ ≤ 2−m/2−1/pn−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt

−1/p · Φ(π
n

)}
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и докажем, что S̃2n+1 ∈ W
(r)
m,p(Φ). Из неравенства (2.2.3) с учетом условия

(2.3.4) имеем:

2

h2

h∫
0

tΩp
m

(
T (r)
n , t

)
dt ≤

≤ 2mp/2 · nrp · ‖Tn‖p ·
2

h2

h∫
0

t (1− sincnt)mp/2∗ dt ≤

≤ 2mp/2+1 · nrp · 2−mp/2−1 · n−rp
 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt

−1 ·
·

 1

(nh)2

nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2∗ dt

Φp
(π
n

)
=

= Φp
(π
n

)( π
nh

)2 nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2∗ dt·

·

 π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt

−1 ≤ Φp (h) .

Этим доказано, что шар S̃2n+1 принадлежит классу W (r)
m,p(Φ), а потому

согласно определению n-поперечника Бернштейна получаем оценку всех

вышеперечисленных поперечников снизу

p2n−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≥ p2n

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≥

≥ b2n

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≥ b2n

(
S̃2n+1, L2

)
=

= 2−m/2−1/pn−r

 1

π2

nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
, (2.3.7)
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где pk(·) – по-прежнему любой из вышеперечисленных k-поперечников.

Равенства (2.3.5) вытекают из оценки сверху (2.3.6) и оценки снизу (2.3.7).

Покажем, что функция Φ∗∗(t) = tα/p, где

α = π2

/ π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt− 2, (2.3.8)

удовлетворяет ограничению (2.3.4). Так как

π2

mp
≤

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt <
π2

2
,

то для границы значений число α := α(m, p) имеем:

0 < α < mp. (2.3.9)

Подставляя функцию Φ∗∗(t) в неравенство (2.3.4), имеем:

(
nh

π

)α+2

≥
nh∫
0

t (1− sinc t)mp/2∗ dt ·

 π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt

−1 , (2.3.10)

справедливость которого требуется еще доказать.

Полагая nh = πµ, 0 ≤ µ <∞, α+2 = β, перепишем неравенство (2.3.10)

в эквивалентном виде

µβ ≥
µπ∫
0

t (1− sinc t)mp/2∗ dt

 π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt

−1 . (2.3.11)

С учетом равенства (2.3.8) неравенство (2.3.11) примет вид

π2

α
µβ ≥

µπ∫
0

t (1− sinc t)mp/2∗ dt,

где 0 ≤ µ <∞. Рассмотрим вспомогательную функцию

ψ(µ) :=
π2

α
µβ −

µπ∫
0

t (1− sinc t)mp/2∗ dt. (2.3.12)

Рассуждения проведем для трех случаев:
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a) 0 ≤ µ < 1; б) 1 ≤ µ < t∗/π; в) t∗/π ≤ µ <∞.
В случае а) сначала покажем, что в бесконечно малой окрестности нуля

функция ψ(µ) является положительной. В самом деле из (2.3.12) с учетом

определения функции (1− sinc t)∗ получаем

ψ(µ) :=
π2

α
µβ −

µπ∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt =

= µβ
(
π2

2
− πmp+2

(3!)mp(mp+ 2)
· µmp+2−β

)
. (2.3.13)

Следовательно, при µ→ 0+ из (2.3.13) и (2.3.9) сразу следует, что ψ(µ) > 0.

Из (2.3.12) и (2.3.8) вытекает, что ψ(0) = ψ(1) = 0. Покажем, что на

интервале (0, 1) функция (2.3.12) является знакопостоянной. Предполагая от

противного, полагаем, что существует точка ξ ∈ (0, 1), в которой функция

ψ(µ) меняет знак. В силу теоремы Ролля производная первого порядка

функции ψ, то есть

ψ
′
(µ) = π2µ

[
µβ−2 − (1− sincµπ)mp/2

]
:= π2µγ(µ), (2.3.14)

должна иметь на интервале (0, 1) не менее двух различных нулей. Кроме

того, из (2.3.14) очевидно, что ψ′(0) = ψ
′
(1) = 0. Таким образом, функция

ψ
′
(µ) на отрезке (0, 1) имеет не менее четырех нулей и, в частности, из (2.3.14)

следует, что функция

γ(µ) = µβ−2 − (1− sincµπ)mp/2 (2.3.15)

имеет на интервале (0, 1) не менее трех нулей. Но функция (2.3.14)(в силу

(2.3.9) и неравенства 1/m < p ≤ 2, m ∈ N) является разностью двух

функций, одна из которых выпукла вниз, а другая выпукла вверх. Из

геометрических соображений очевидно, что на интервале (0, 1) функция

β(µ) не может иметь более двух различных нулей. Полученное противоречие

доказывает справедливость равенство (2.3.13) на отрезке 0 ≤ µ ≤ 1.

Пусть теперь 1 < µ ≤ t∗/π или что то же π < µπ ≤ t∗. В этом случае,

как следует из равенств (2.3.14) и (2.3.15), при любом µ ∈ (1, t∗/π) всегда

ψ
′
(µ) > 0, и таким образом неравенство (2.3.13) и в этом случае выполняется.
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Рассмотрим наконец случай t∗/π < µ < ∞. В этом случае, используя

определение функции (1− sincx)mp/2∗ , равенство (2.1.14) запишем в виде

ψ(µ) :=
π2

α
µβ −

t∗∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt−

−1

2
(µ2π2 − t2∗) (1− sinc t∗)

mp/2 .

Отсюда следует, что

ψ
′
(µ) = π2µ

[
µβ−2 − (1− sinc t∗)

mp/2
]
. (2.3.16)

Так как в силу (2.3.9)

ψ
′
(
t∗
π

)
= πt∗

[(
t∗
π

)β−2
− (1− sinc t∗)

mp/2

]
> 0,

то из (2.3.14) следует, что ψ′(µ) > 0 для любого µ ∈ [t∗/µ,∞). Это означает,

что на рассматриваемом промежутке равенства (2.3.13) также имеет место.

Теорема 2.3.2 полностью доказана. Из доказанной теоремы вытекает ряд

следствий.

Следствие 2.3.2. В условиях теоремы 2.3.2 справедливы равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m,p(Φ)
}

=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m,p(Φ)
}

=

= 2−(m/2+1/p)n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
.

Доказательство. Без умаления общности, доказательство проведем

для коэффициентов an(f). Воспользуемся очевидным равенством

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(x) cosnxdx =
1

π

2π∫
0

[f(x)− Sn−1(f, x)] cosnxdx (2.3.17)
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и, используя неравенство Коши-Буняковского, а также оценку

En

(
W (r)

m,p(Φ)
)

= n−r+2/p


π∫

0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
,

полученную в теореме 2.3.2 из (2.3.17), получим оценку сверху

sup
{
|an(f)| : f(x) ∈ W (r)

m,p(Φ)
}
≤

≤ sup
{
‖f − Sn−1(f)‖ : f ∈ W (r)

m,p(Φ)
}
≤

≤ En

(
W (r)

m,p(Φ)
)
L2

≤ En
(
W (r)

m,p(Φ)
)
L2

≤ E⊥n
(
W (r)

m,p(Φ)
)
L2

=

= n−r+2/p


π∫

0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
. (2.3.18)

Для получения оценки снизу рассмотрим функцию

f1(x) = n−r+2/p


π∫

0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
cosnx.

Легко проверить, что f1(x) принадлежит шару S̃2n+1, а потому является

элементом класса W (r)
m,p(Φ), а потому имеем:

sup
{
|an(f)| : f(x) ∈ W (r)

m,p(Φ)
}
≥ |an(f1)| =

1

2π

2π∫
0

f1(x) cosnxdx =

=
1

2π

2π∫
0

n−r+2/p


π∫

0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
cosnx

 cosnxdx =

= n−r+2/p

 π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
· 1

2π

2π∫
0

cos2 nxdx =
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= 2−(m/2+1/p)n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt

−1/p Φ
(π
n

)
. (2.3.19)

Сравнивая оценки сверху (2.3.18) и снизу (2.3.19), получаем

sup
{
|an(f)| : f(x) ∈ W (r)

m,p(Φ)
}

=

= 2−(m/2+1/p)n−r

 1

π2

π∫
0

t (1− sinc t)mp/2 dt


−1/p

Φ
(π
n

)
.

Следствие 2.3.3. Пусть выполнены все условия теоремы 2.3.2. Тогда

справедливы следующие равенства

p2n−1

(
W

(r)
m,2/m(Φ), L2

)
= p2n

(
W

(r)
m,2/m(Φ), L2

)
=

= En

(
W

(r)
m,2/m(Φ)

)
L2

= En
(
W

(r)
m,2/m(Φ)

)
L2

= E⊥n
(
W

(r)
m,2/m(Φ)

)
L2

=

= 2−(m/2)n−r
(

π2

π2 − 4

)m/2
Φ
(π
n

)
.
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§2.4. Точные значения n-поперечников классов функций
F (r)
m,p(h) и F (r)

m,p(h,Φ)

В параграфе 2.1 мы определили следующие классы функций. F (r)
m,p(h) –

класс функций f ∈ L(r)
2 , которые для любых m,n ∈ N, 1/r < p ≤ 2, r ∈ N и

произвольного h ∈ (0, π/n] удовлетворяют ограничению

h∫
0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

νdt ≤ 1,

где ν ≥ 0, ϕn(t) = sin
nt

2
+

1

2
sinnt.

F (r)
m,p(Φ) := F (r)

m,p(h,Φ) – аналогичный класс функций f ∈ L(r)
2 , которые

для любых m,n, r ∈ N, 1/r < p ≤ 2 и произвольного h ∈ (0, π/n]

удовлетворяют ограничению

h∫
0

ωpm

(
f (r), t

)
(ϕn(t))

νdt ≤ Φp(h), ν ≥ 0,

где Φ(t) – произвольная непрерывная возрастающая при t ≥ 0 функция

такая, что Φ(0) = 0. Положим также

(
sin

nt

2

)m
∗

=


(

sin
nt

2

)m
, если 0 ≤ t ≤ π/n;

1, если t > π/n

.

Имеют место следующие утверждения и следствия из них.

Теорема 2.4.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+ и число h > 0 удовлетворяет

условию 0 < nh ≤ π. Тогда справедливы равенства

ρ2n−1

(
F (r)
m,p(h), L2

)
= ρ2n

(
F (r)
m,p(h), L2

)
=

= En

(
F (r)
m,p(h), L2

)
L2

= En
(
F (r)
m,p(h), L2

)
L2

= E⊥n
(
F (r)
m,p(h), L2

)
L2

=

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt

−1/p ,
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где ρk(·)–любой из k–поперечников Бернштейна bk(·), Гельфанда dk(·),
Колмогорова dk(·), линейного δk(·) и проекционного πk(·).

Из теоремы 2.4.1 вытекает

Следствие 2.4.1. При выполнении условий теоремы 2.4.1 для любого

n, ν ∈ N имеют место равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ F (r)

m,p(h)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ F (r)

m,p(h)
}

=

= 2−mn−r

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt

−1/p ,
где an(f) и bn(f) соответственно косинус- и синус-коэффициенты Фурье

функции f ∈ L2.

Доказательство теоремы 2.4.1 и следствия 2.4.1 повторяет схему

рассуждений аналогичных теорем из предыдущего параграфа, поэтому мы

здесь эти доказательств не приводим. Впрочем, эти доказательства можно

вывести из доказательства более общего нижеследующего утверждения. Ради

простоты, введем обозначение

Jm,n,p,ν =

π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt.

Теорема 2.4.2. Пусть 1/r < p ≤ 2, r ∈ N и мажоранта Φ удовлет-

воряет условию
Φp(h)

Φp(π/n)
≥

≥ J −1m,n,p,ν



h∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt, если 0 < h ≤ π/n

Jm,n,p,ν +

h∫
π/n

sinν
nt

2

(
1 + cos

nt

2

)ν
dt, если h ≥ π/n.

(2.4.1)
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Тогда для любых чисел m,n ∈ N справедливы равенства

ρ2n−1

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ), L2

)
= ρ2n

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ), L2

)
=

= En

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

= En
(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

= E⊥n
(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

=

= 2−(m+ 1
p )n−r+

1
p

 π/2∫
0

(sin t)mp+ν(1 + cos t)νdt


−1/p

Φ
(π
n

)
. (2.4.2)

Доказательство. Из неравенства (1.4.8) с учетом определения класса

F (r)
m,p,ν(h,Φ) при h = π/n для проекционного n-поперечника получаем

π2n

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ), L2

)
≤ π2n−1

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ), L2

)
≤

≤ En

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

≤ En
(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

≤ E⊥n
(
F (r)
m,p,ν(h,Φ)

)
L2

=

≤ 2−mn−r

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt


−1/p

Φ
(π
n

)
=

= 2−(m+ 1
p)n−r+

1
p

 π/2∫
0

(sin t)mp+ν(1 + cos t)νdt


−1/p

Φ
(π
n

)
. (2.4.3)

С целью получения оценки снизу введем в рассмотрение шар полиномов

(2n+ 1)-го порядка степени n :

S2n+1 =

{
Tn ∈ =2n+1 :

‖Tn‖ ≤ 2−mn−r

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν(
1 + cos

nt

2

)ν
dt


−1/p

Φ
(π
n

)
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и докажем включение S2n+1 ⊂ F (r)
m,p(h,Φ). В работе Л.В.Тайкова [39]

доказано, что для произвольного полинома Tn ∈ =2n+1 имеет место

неравенство

ωm

(
T (r)
n , t

)
≤ 2mnr

(
sin

nt

2

)m
∗
‖Tn‖.

Полученное неравенство возведем в степень p (1/r < p ≤ 2, r ∈ N), умножим

на функцию
(

sin
nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
, n, ν ∈ N и проинтегрируем в промежутке

[0, h] (0 < h ≤ π/n) и с учетом первого из неравенств (2.4.1), будем иметь

h∫
0

ωpm

(
T (r)
n , t

)(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
dt ≤

≤
h∫

0

(
sin

nt

2

)mp(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
dt · 2mp · nrp‖Tn‖p ≤

≤ Φp(π/n)

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt×

×

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt


−1

≤ Φp(h). (2.4.4)

Если же h ≥ π/n, то с учетом определения функции
(

sin
nt

2

)m
∗

и второго

неравенства в условии (2.4.1) имеем:

h∫
0

ωpm

(
T (r)
n , t

)(
sin

nt

2
+

1

2
sinnt

)ν
dt ≤

≤ Φp(π/n)

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp
∗

(
sin

nt

2

)ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt×

×

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt


−1

=
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= Φp(π/n)


π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt+

+

h∫
π/n

(
sin

nt

2

)ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt


 π/n∫

0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt


−1

=

= Φp
(π
n

)Jm,n,p,ν +

h∫
π/n

(
sin

nt

2

)ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt

J −1m,n,p,ν ≤

≤ Φp(h). (2.4.5)

Таким образом, из неравенств (2.4.4) и (2.4.5) следует, что S2n+1 ⊂
F (r)
m,p(h,Φ). Учитывая определение бернштейновского n-поперечника, с

учетом доказанного включения запишем

b2n−1

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ), L2

)
≥ b2n

(
F (r)
m,p,ν(h,Φ), L2

)
≥ b2n(S2n+1, L2) ≥

≥ 2−mn−r

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt


−1/p

Φ
(π
n

)
=

= 2−(m+ 1
p )n−r+

1
p

 π/2∫
0

(sin t)mp+ν(1 + cos t)νdt


−1/p

Φ
(π
n

)
. (2.4.6)

Утверждение теоремы 2.4.2 следует из сопоставления неравенств (2.4.3) и

(2.4.6) с учетом соотношения (2.1.8) между всеми вышеперечисленными

n-поперечниками. Легко заметить, что условию (2.4.1) удовлетворяет,

например, функция Φ∗(h) = hα, где

α =
π

2p

 π/2∫
0

(sin t)mp+ν(1 + cos t)νdt


−1

. (2.4.7)
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Прежде всего докажем, что для числа α = α(m, p, ν) справедливы

следующие границы значений

1

2νp
≤ α ≤ 1

p
(mp+ ν + 1). (2.4.8)

В самом деле, с одной стороны, имеем:

π/2∫
0

(sin t)mp+ν (1 + cos t)νdt ≤

≤ 2ν
π/2∫
0

(sin t)mp+ν dt ≤ 2ν · π
2

= π · 2ν−1, (2.4.9)

а с другой стороны,

π/2∫
0

(sin t)mp+ν (1 + cos t)νdt ≥
π/2∫
0

(sin t)mp+νdt ≥

≥
π/2∫
0

(
2

π
t

)mp+ν
dt =

π

2(mp+ ν + 1)
. (2.4.10)

Неравенство (2.4.8) с учетом неравенств (2.4.9) и (2.4.10) вытекает из

равенства (2.4.7). Положив теперь функцию Φ∗(h) = hα в неравенство (2.4.1),

получим следующее неравенство(
nh

π

)αp
≥

≥



J −1m,n,p,ν ·
h∫

0

(
sin

nt

2

)mp+ν (
1 + cos

nt

2

)ν
dt, если 0 < h ≤ π/n,

1 + J −1m,n,p,ν ·
h∫

π/n

sinν
nt

2

(
1 + cos

nt

2

)ν
dt, если h ≥ π/n,

(2.4.11)

которое еще предстоит доказать.
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Пусть сначала 0 < h ≤ π/n. Полагая nh = µπ, первое неравенство

(2.4.11) перепишем в виде

µαp ≥

µπ/2∫
0

(sinu)mp+ν(1 + cosu)νdu

π/2∫
0

(sinu)mp+ν(1 + cosu)νdu

, 0 ≤ µ ≤ 1. (2.4.12)

Чтобы установить неравенство (2.4.12), введём в рассмотрение вспомо-

гательную функцию

ϕ(µ)
def
= µαp − J −1m,p,ν ·

µπ/2∫
0

(sinu)mp+ν(1 + cosu)νdu, 0 ≤ µ ≤ 1, (2.4.13)

где, ради краткости, обозначено Jm,p,ν =
π/2∫
0

(sinu)mp+ν(1 + cosu)νdu.

Учитывая равенство (2.4.3), при µ → 0 + 0 получаем, что в окрестности

нуля функция ϕ(µ) представляется в виде

ϕ(µ) = µαp
(

1− J −1m,p,ν

(π
2

)mp+ν+1

·O(µmp+ν+1−αp)

)
. (2.4.14)

Из (2.4.14) следует, что существует отрезок [0, ξ], где 0 < ξ < 1, на

котором функция ϕ(µ) неотрицательна. Методом рассуждений работы

М.Ш.Шабозова и С.Б.Вакарчука [58], буквальны повторением, легко

установить, что функция ϕ(µ), определенная неравенство (2.4.12). для всех

значений µ ∈ [0,∞) является положительной. Этим неравенство (2.4.11)

доказано, чем и завершаем доказательство теоремы 2.4.2.

В завершении этого параграфа заметим, что доказанная теорема 2.4.2 в

качестве следствия при p = 2, ν = 0, m ∈ N содержит результат Л.В.Тайкова

[39], а при 1/r < p ≤ 2, ν = 0,m ∈ N результат М.Ш.Шабозова [57].
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Заключение

В диссертации получены следующие основные результаты:

1. Найдены новые точные неравенства типа Джексона–Стечкина,

связывающие наилучшие приближения дифференцируемых периодических

функций тригонометрическими полиномами с интегралами, содержащими

усредненным с положительным весом обобщенными модулями

непрерывности.

2. Вычислены точные значения различных n-поперечников для классов

функций, определяемых обобщенными модулями непрерывности высших

порядков r-тых производных функций.

Результаты полученные в диссертации имеют теоретическое значение

и могут быть использованы в теории приближений при исследовании

экстремальных задач для отыскании точных констант в других

функциональных пространствах, например в пространстве Lp, 1 ≤ p ≤ ∞.
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