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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èçâåñòíî, ÷òî íàèáîëåå ìîùíûì ìåòîäîì
äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé îñíîâíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå äâóìåðíûå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì ñèíãóëÿðíûì îïåðàòîðàì Ìèõëèíà -
Êàëüäåðîíà - Çèãìóíäà, äëÿ êîòîðûõ ðàíåå ìåòîäîì ñâåäåíèÿ ê êðàåâûì
çàäà÷àì äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (À.Äæóðàåâ1,
Â.Ñ.Âèíîãðàäîâ2), èëè æå ìåòîäîì ôàêòîðèçàöèè ñèìâîëè÷åñêîé
ìàòðèöû è ïîñòðîåíèåì àëãåáðû, ïîðîæä¼ííîé ýòèìè îïåðàòîðàìè
(È.Á.Ñèìîíåíêî3, P.Â.Äóäó÷àâà4, È.È.Êîìÿê5, Í.Ë.Âàñèëåâñêèé6,
Ã.Äæàíãèáåêîâ7, Ê.Õ.Áîéìàòîâ è Ã.Äæàíãèáåêîâ8) íàéäåíû óñëîâèÿ
í�åòåðîâîñòè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(D)(1 < p < ∞) è
ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷¼òà èíäåêñà. Âàæíûì ýòàïîì â ðàçâèòèè
èññëåäîâàíèé ýòèõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ
ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçàòîðîâ ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ è ïîñòðîåíèå ÿâíûõ
ôîðìóë äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé.

Öåëü ðàáîòû
1. Ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå äâóñòîðîííèå îãðàíè÷åííûå ðåãóëÿðèçàòîðû

äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ
÷¼òíîé õàðàêòåðèñòèêîé è îïåðàòîðîâ Áåðãìàíà ïî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, à
òàêæå ïî âñåé ïëîñêîñòè.

2. Ïîñòðîèòü â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ âåñîì ÿâíîå ðåøåíèå
ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â çàìêíóòîì âèäå.

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ. Ïðè îáîñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè
1À.Äæóðàåâ. Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.Ì. Íàóêà,1987 ã. 415 ñ.
2Â.Ñ.Âèíîãðàäîâ. Î ðàçðåøèìîñòè îäíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ//ÄÀÍ ÑÑÑÐ.1978.-

ò.241.�2,-ñ.272-274.
3È.Á.Ñèìîíåíêî. Íîâûé îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé òèïà

ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.I.II.//Èçâ.ÀÍ ÑÑÑÐ,ñåð.ìàòåì.1965, ò.29,�3,4.ñ.567-580, ñ 757-782.
4R.Duduchava. On multidimensional singular integral operators.I.II.// J.of operator theory.1984.v.11,p.41-

76,199-214.
5È.È.Êîìÿê. Îáùåå ðåøåíèå îäíîãî äâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ//Äîêë.ÀÍ

ÁÑÑÑÐ.-1977,ò.21,�2,ñ.1074-1077.
6Í.Ë. Âàñèëåâñêèé. Îá àëãåáðå, ïîðîæä¼ííîé äâóìåðíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè ñ ÿäðîì

Áåðãìàíà è êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè//ÄÀÍ ÑÑÑÐ.-1983.-ò.271, �5.ñ.1041-1044.
7Ã.Äæàíãèáåêîâ. Í¼òåðîâîñòü è èíäåêñ íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ//Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ ìàòåì.1991,�1, ñ.19-28
8Ê.Õ.Áîéìàòîâ è Ã. Äæàíãèáåêîâ. Îá îäíîì ñèíãóëÿðíîì èíòåãðàëüíîì îïåðàòîðå // Óñïåõè

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 1988, ò. 43, âûïóñê (261), ñ. 171-172.
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ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ìåòîäû
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âêëþ÷àÿ òåîðèþ áàíàõîâûõ àëãåáð, ìåòîä
ôàêòîðèçàöèè îïåðàòîðîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé

1. Ïîñòðîåíû äâóñòîðîííèå îãðàíè÷åííûå ðåãóëÿðèçàòîðû äëÿ ÷å-
òûð¼õêîìïîíåíòíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïî
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, à òàêæå ïî âñåé ïëîñêîñòè, è â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ
êîýôôèöèåíòîâ â çàìêíóòîì âèäå íàéäåíî ÿâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèå ñ
òàêèìè îïåðàòîðàìè.

2. Ïîñòðîåíû äâóñòîðîííèå îãðàíè÷åííûå ðåãóëÿðèçàòîðû äëÿ ÷åòûð-
¼õêîìïîíåíòíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ÿäðàìè Áåðãìàíà, è â
ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ â çàìêíóòîì âèäå íàéäåíî ÿâíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ òàêèìè îïåðàòîðàìè.

3. Äëÿ ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè à ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ âåñîì ïîñòðîåíû îãðàíè÷åííûå
ðåãóëÿðèçàòîðû, è â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ìàòðèö-êîýôôèöèåíòîâ íàéäåí
îáðàòíûé îïåðàòîð.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè,
èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè èññëåäîâàíèè
ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù�åííîé 80-ëåòèþ
àêàäåìèêà ÀÍ ÐÒ À.Ä.Äæóðàåâà (Äóøàíáå, 07-08 äåêàáðÿ 2012ã.), íà
Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù�åííîé 85-ëåòèþ àêàäåìèêà
ÀÍ ÐÒ Ë.Ã.Ìèõàéëîâà (Äóøàíáå, 17-18 èþëÿ 2013ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù�åííîé 20-ëåòèþ Êîíñòèòóöèè ÐÒ (Õóäæàíä,
28-29 èþíÿ 2014 ã.), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÒÍÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â ðàáîòàõ [1-8]. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [1,2,6] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
Ã. Äæàíãèáåêîâó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷ è âûáîð ìåòîäà
äîêàçàòåëüñòâà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
äâóõ ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 60 íàèìåíîâàíèé è çàíèìàåò 79 ñòðàíèö
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ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, íàáðàííîãî íà LaTeXå. Äëÿ óäîáñòâà â äèññåðòàöèè
ïðèìåíåíà ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé è ôîðìóë. Îíè
èìåþò òðîéíóþ íóìåðàöèþ, â êîòîðîé ïåðâûé íîìåð ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì
ãëàâû, âòîðîé ñ íîìåðîì ðàçäåëà, òðåòüåé óêàçûâàåò íà ïîðÿäêîâûé íîìåð
òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé èëè ôîðìóë â äàííîì ðàçäåëå.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå ðàáîòû â ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ âåñîì Lp

èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå êëàññû äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D, à òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë
ðàñïðîñòðàíåí ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè E. Äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ
ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ôàêòîðèçàöèè ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ ïîñòðîåíû
äâóõñòîðîííèå ðåãóëÿðèçàòîðû óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ, à â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ
êîýôôèöèåíòîâ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé ïîñòðîåíû â ÿâíîì âèäå.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå
îïåðàòîðû ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè è èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ
ÿäðîì Áåðãìàíà. Äëÿ óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ñ âåñîì ïîñòðîåíû äâóõñòîðîííèå ðåãóëÿðèçàòîðû, à òàêæå â ñëó÷àå
ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñòðîåíû â
ÿâíîì âèäå.

Ïåðåéäåì ê áîëåå êîíêðåòíîìó èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
Ðàçäåë 1 ïåðâîé ãëàâû íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â í¼ì

îïèñàíû èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé è ïðèâîäÿòñÿ
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè í¼òåðîâûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Â ðàçäåëå 2 â ïðîñòðàíñòâå

Lp
β−2/p(D) = {f(z) : |z|β−2/pf(z) = F (z) ∈ Lp(D), ||f ||Lβ−2/p

= ||F ||Lp
}

(1 < p < ∞, 0 < β < 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé îïåðàòîð

A ≡ a(z)I + b(z)Sm, (1)

ãäå I - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, îïåðàòîð Sm äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

(Smf)(z) =
(−1)mm

π

∫∫
D

e−2imθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ ,

m - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, dsζ - ýëåìåíò ïëîñêîé ìåðû Ëåáåãà, θ = arg(ζ − z),

èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè, D -îãðàíè÷åííàÿ
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îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ãðàíèöà Γ êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ Ëÿïóíîâà, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó
ñîáîé; a(z), b(z)− íåïðåðûâíûå â D = D

⋃
Γ êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî È.Í.Âåêóà9 â ñâÿçè ñ íàõîæäåíèåì
ãîìåîìîðôèçìà ñèñòåìû Áåëüòðàìè

∂ω

∂z
− q(z)

∂ω

∂z
= 0,

âïåðâûå èçó÷èë ñëåäóþùåå ïðîñòåéøåå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

f(z)− q(z)(SEf)(z) = g(z), (2)

ãäå q(z) - çàäàííàÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè E îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó |q(z)| ≤ q0 < 1 è

(SEf)(z) = −1

π

∫∫
E

f(ζ)

(ζ − z)2dsζ , z ∈ E.

Íà îñíîâå ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðàæåíèé îí ïîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå
(2) áåçóñëîâíî è îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â ïðîñòðàíñòâå Lp(E), ïðè p

áëèçêèì ê äâóì. Âïîñëåäñòâèè Â.Ñ.Âèíîãðàäîâ2, è È.È.Êîìÿê10 äîêàçàëè
ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî
îïåðàòîðà (I − qSE)−1, äåéñòâóþùåãî â Lp(E), ïðè âñåõ p > 1. Äàëåå
Ã.Ô.Ìàíäæàâèäçå11 â ñâÿçè c ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ê ãðàíè÷íûì
çàäà÷àì ñî ñìåùåíèåì ââ�åë â ðàññìîòðåíèå íîâîå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå:

f(z) + q(z)(SE
q f)(z) = g(z), (3)

ãäå

(SE
q f)(z) = −1

π

∫∫
E

f(ζ)

(ζ − z + q(z)(ζ − z))2
dsζ .

Óêàçàííûé àâòîð ïîêàçàë, ÷òî ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè q(z) :

|q(z)| ≤ q0 < 1, îïåðàòîð I + q(z)SE
q ÿâëÿåòñÿ ëåâûì è ïðàâûì

ðåãóëÿðèçàòîðîì îïåðàòîðà I − q(z)SE â ïðîñòðàíñòâàõ Ã¼ëüäåðà Hα(0 <

α < 1) è â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà Lp(E)(1 < p < ∞).

9È.Í.Âåêóà. Îáîáù¼ííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ì.:Ôèçìàòãèç, 1959, 672 ñ.
10È.È.Êîìÿê. Î ðàçðåøèìîñòè îäíîãî êëàññà äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé// ÄÀÍ

ÑÑÑÐ, 1980. ò.250.�6, ñ.1307-1310.
11Ã.Ô.Ìàíäæàâèäçå. Ïðèìåíåíèå òåîðèè îáîáù¼ííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ê èçó÷åíèþ çàäà÷

ñîïðÿæåíèÿ ñî ñìåùåíèåì // Â êí.: Äèôôåðåíöèàëüíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. -Òáèëèñè.-1979, ñ. 165-
1186.
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Ðàññìàòðèâàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé Ëÿïóíîâà Γ

îïåðàòîð (1), îòìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ Ã.Äæàíãèáåêîâà12 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
í¼òåðîâîñòè îïåðàòîðà A â Lp

β−2/p(D) (1 < p < ∞, 0 < β < 2) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

|a(z)| > |b(z)| (4)

äëÿ âñåõ z ∈ D̄, à ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4) îïåðàòîð A èìååò â
ïðîñòðàíñòâàõ Lp

β−2/p(D) îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç (4) ñëåäóåò, ÷òî a(z) 6= 0 â D̄ è ïîýòîìó

âìåñòî îïåðàòîðà A áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð

A0 ≡ I − q(z)Sm, (5)

ãäå q(z) = b(z)
a(z) , ò.å. |q(z)| < 1, z ∈ D̄.

Äàëåå ââîäèòñÿ ñëåäóþùèé ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Smqf)(z) =
(−1)mm

π

∫∫
D

(|ζ − z|)2(m−1)f(ζ)dsζ

[(ζ − z)m + (−1)m−1q(z)(ζ̄ − z̄)m]2
. (6)

Õàðàêòåðèñòèêà u(z, θ) (θ = arg(ζ − z)) îïåðàòîðà Smq èìååò âèä

u(z, θ) =
e−2imθ

(1 + (−1)m−1q(z)e−2imθ)2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî u(z, θ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé è, êàê íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

2π∫
0

u(z, θ)dθ = 0, z ∈ D̄.

Ïîýòîìó èç ðåçóëüòàòîâ À.Êàëüäåðîíà è À.Çèãìóíäà13 ñëåäóåò, ÷òî
îïåðàòîð Smq îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Lp

β−2/p(D), 1 < p < ∞, 0 < β < 2.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Smq ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì îïåðàòîðà
Sq èç (3).

Ïîêàçàíî, ÷òî èìåþò ìåñòî:
Òåîðåìà 1.2.1.Ïóñòü â (4) |q(z)| < 1, z ∈ D̄. Òîãäà îïåðàòîð

R = I + q(z)Smq

12Ã. Äæàíãèáåêîâ. Î í¼òåðîâîñòè è èíäåêñå íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ//ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1989, ò.308, �5, ñ.1037-1047.

13À.Calderon, À.Zigmund. On singular integrals // American j.math.-1956.-78.-p.289-309.
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ÿâëÿåòñÿ ëåâûì è ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì îïåðàòîðà

A0 = I − q(z)Sm

â ïðîñòðàíñòâå Lp

β− 2
p

(D), 0 < β < 2, 1 < p < ∞.

Òåîðåìà1.2.2.Ïóñòü D = {z : |z| < 1} è q(z) = const, |q| < 1. Òîãäà

îïåðàòîð

A−1 = I + qSmq

ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì è ëåâûì îáðàòíûì îïåðàòîðîì äëÿ îïåðàòîðà

A0 = I − qSm

â ïðîñòðàíñòâå Lp

β− 2
p

(D), 0 < β < 2, 1 < p < ∞.

Â ðàçäåëå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷åòûð¼õêîìïîíåíòíûé
ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð âèäà:

A ≡ aI + bK + cS + dSK + νB + δBK, (7)

ãäå I - åäèíè÷íûé îïåðàòîð,

(Sf)(z) = −1

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(ζ − z)2 , (Kf)(z) = f(z),

(Sf)(z) = (KSKf)(z), (Bf)(z) =
1

π

∫∫
D

f(ζ)

(1− zζ)2
dsζ ,

(Bf)(z) = (KBKf)(z),

dsζ - ýëåìåíò ïëîùàäè, D - êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé Ëÿïóíîâà Γ, ïåðâûé
èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè, âòîðîé èíòåãðàë
èìååò îñîáåííîñòü ëèøü íà ãðàíèöå Γ, ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà è îáû÷íî
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Áåðãìàíà.

Èç ðàáîò È.Í.Âåêóà9 è À.Ä.Äæóðàåâà1, èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîðû
òèïà (7) èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè îáîáù¼ííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, à òàêæå òåñíî ñâÿçàíû ñ êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè. Ïðè ðàçëè÷íûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîð A

èçó÷àëñÿ ðàíåå â ðàáîòàõ À.Äæóðàåâà1, Í.Í.Êîìÿêà14, Ê.Õ. Áîéìàòîâà è Ã.
Äæàíãèáåêîâà8, Ã. Äæàíãèáåêîâà12 è Í.Ðàäæàáîâà15.

14È.È.Êîìÿê. Îá îäíîì êëàññå äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì Áåðãìàíà //
Äîêë. ÀÍ ÁÑÑÐ, 1979, ò. 23, �1, ñ. 8-11.

15Í.Ð.Ðàäæàáîâ. Îáðàùåíèå íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé // Èçâåñòèÿ ÀÍ Òàäæ.
ÑÑÐ., îòä.ôèç.òåõ. è õèì. íàóê, �22 (15), 1962,ñ.8-10.
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Â ÷àñòíîñòè, èç ðàáîòû Ã.Äæàíãèáåêîâà12 äëÿ îïåðàòîðà A ñëåäóåò,
÷òî í¼òåðîâûå îïåðàòîðû A ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññà,
êîòîðûå ýôôåêòèâíî îïèñûâàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà A, ò.å.
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ í�åòåðîâîñòè è ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷¼òà
èíäåêñà îïåðàòîðà A â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lβ−2/p(D), (1 < p < ∞, 0 <

β < 2) ïîëó÷åíû â ýôôåêòèâíîì âèäå.
×òî êàñàåòñÿ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Af = g, òî îíè

ïîëó÷åíû ëèøü â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ b = c = ν = δ = 0, ( À.Äæóðàåâ16,
È.È.Êîìÿê17, à òàêæå Ã. Äæàíãèáåêîâ18).

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðèçàòîðîâ
îïåðàòîðà A â ÿâíîì âèäå è â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Af = g ñ îïåðàòîðîì èç (7) â çàìêíóòîì âèäå.

Ââåä�åì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

41 = |a|2 − |b|2, 42 = |d|2 − |c|2, λ = ac− bd, µ = ad− bc,

ν1 = aν − bδ, δ1 = aδ − bν, ν2 = dν − cδ, δ2 = dδ − cν,

q1 =

{
42−41+sign41

√
(42−41)2−4|λ|2

2λ
, åñëè λ 6= 0,

0, åñëè λ = 0

q2 =

{
42−41+sign42

√
(42−41)2−4|λ|2

2λ
, åñëè λ 6= 0,

0, åñëè λ = 0

β1 =
µ

41 + q1λ
, β2 =

µ

42 + q2λ
.

Òåîðåìà 1.3.1.Äëÿ í�åòåðîâîñòè óðàâíåíèÿ (7) â Lp

β− 2
p

(D), 1 < p <

∞, 0 < β < 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ

äâóõ (èñêëþ÷àþùèõ äðóã äðóãà) óñëîâèé:

| 41 (z)| > |λ(z)|+ |µ(z)| äëÿ ∀z ∈ D,

41(t) + ν1(t)− q1(t)β1(t)δ1(t) 6= 0 ∀t ∈ Γ,
(8)

| 42 (z)| > |λ(z)|+ |µ(z)| äëÿ ∀z ∈ D,

ν2(t) + β2(t)(42(t)− q2(t)δ2(t)) 6= 0 ïðè ∀t ∈ Γ.
(9)

16À.Ä.Äæóðàåâ. Äîêë. ÀÍ Òàäæ. ÑÑÐ, 1971, ò. 23, �4. ñ. 11-14.
17È.È.Êîìÿê. Óñëîâèÿ í¼òåðîâîñòè è ôîðìóëà èíäåêñà îäíîãî êëàññà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé ïî êðóãîâîé îáëàñòè// Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.-1980, ò. 16, �2, ñ. 328-343.
18Ã.Äæàíãèáåêîâ. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ îäíîãî äâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

// Äîêë. ÀÍ Òàäæ. ÑÑÐ, 1984, ò. 27, �5, ñ. 243-248.
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Ïðè ýòîì, åñëè âûïîëíåíî (8), òî èíäåêñ îïåðàòîðà A

κ = 2IndΓ{41(t) + ν1(t)− q1(t)β1(t)δ1(t)},

à åñëè âûïîëíåíî (9), òî

κ = 2IndΓ{ν2 + β2(t)42(t)− q2(t)δ2(t) β2(t)}.

Ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîð A èìååò (ïðàâûé è ëåâûé ) ðåãóëÿðèçàòîðû.
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ:

Òåîðåìà 1.3.2.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (8), òîãäà îïåðàòîð A èìååò

â Lp

β− 2
p

(D) äâóõñòîðîííèé ðåãóëÿðèçàòîð âèäà

R =
1

1− |β1|2
(
I − β1 SK − ν∗ + |β1|2

1 + ν∗1
B

)
×

×
(
I +

∞∑
n=1

qn
1 (S +

δ∗1
q1

BK)n
)
4−1

1 T1

(10)

à åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (9), òî

R =
1

1− |β2|2
(
β2I − SK − 1 + β2

1 + ν∗2
B

)
×

×
(
I +

∞∑
n=1

qn
2 (S +

δ∗2
q2

BK)n
)
4−1

2 T2

(11)

ãäå çäåñü îïåðàòîðû T1 è T2 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

T1 =
(
a + q1β1b

)
I −

(
b + q1β1a

)
K,

T2 =
(
d + q2β2c

)
I −

(
c + q2β2d

)
K

è δ∗j (z), ν∗j (z) (j = 1, 2) òàêèå íåïðåðûâíûå â D ôóíêöèè, êîòîðûå íà Γ

èìåþò çíà÷åíèÿ.

δ∗1(z) =
δ1 − q1β1(41 + ν1)

41 + ν1 − q1 β1δ1
, δ2(z) =

δ2 − q2(β2ν2 +42)

42β2 + ν2 − q2, β2δ2
,

ν∗1(z) =
ν1 − q1β1δ1

41
, ν∗2(z) =

ν2 − q2β2δ2

42
.

(12)

Òåîðåìà 1.3.3.Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (7) ïîñòîÿííû è

âûïîëíåíî óñëîâèå

|a(t) + ν(t)| 6= |b(t) + δ(t)|, t ∈ Γ. (13)
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Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé (8) èëè (9) óðàâíåíèå (7) èìååò â

ïðîñòðàíñòâàõ Lp

β− 2
p

(D) (0 < β < 2, 1 < p < ∞) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

f(z) = (A−1g)(z),

ãäå

A−1 =
1

1− |β1|2
(
I − β1 SK − ν∗1 + |β1|2

1 + ν∗1
B

)
×

×
(
I +

∞∑
n=1

qn
1 (S +

δ∗1
q1

BK)n
)
4−1

1 T1,

åñëè âûïîëíåíî (8) è

A−1 =
1

1− |β2|2
(
β2I − SK − 1 + β2ν

∗
2

1 + ν∗2
B

)
×

×
(
I +

∞∑
n=1

qn
2 (S +

δ∗1
q1

BK)n
)
4−1

2 T2,

åñëè âûïîëíåíî (9).

Åñëè óñëîâèå (13) íàðóøåíî, òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (7) èìååò îäíî

ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå ðåøåíèå

f(z) = a + ν − b− δ

à äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (7) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

âûïîëíåíèå îäíîãî óñëîâèÿ

Re

∫∫
|z|<1

ωg(z)dsζ = 0,

ãäå ω = a + ν − b− δ - ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ñîïðÿæ¼ííîãî (7) óðàâíåíèÿ.

Â ðàçäåëå 4 ãëàâû 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð âèäà (7) ïî âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè E, ïîïîëíåííîé äî E1 îäíîé áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé
òî÷êîé, ò.å. â ïðîñòðàíñòâå Lp

β−2/p(E1)(1 < p < ∞, 0 < β < 2)

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé îïåðàòîð

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) + c(z)(SEf)(z) + d(z)(S
E
f)(z), (14)

ãäå

(SE
1 f)(z) = −1

π

∫∫
E

1
f(ζ)

(ζ − z)2dsζ , (S
E
1 f)(z) = −1

π

∫∫
E

1
f(ζ)

(ζ − z)2
dsζ , z ∈ E,

(15)
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êîýôôèöèåíòû a, b, c, d - íåïðåðûâíû íà E1.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî í¼òåðîâûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà A â ëåáåãîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ Lp(E), p > 1 èçó÷åíû â ðàáîòå Í.Í.Êîìÿêà14. Èç óêàçàííîé
ðàáîòû, à òàêæå èç ðàáîòû Ê.Õ. Áîéìàòîâà è Ã.Äæàíãèáåêîâà8 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ í�åòåðîâîñòè îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâàõ Lp

β−2/p(E) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñþäó â E1 âûïîëíÿëîñü îäíî èç íåðàâåíñòâ

|∆1(z)| > |λ(z)|+ |µ(z)| äëÿ ëþáûõ z ∈ E1, (16)

|∆2(z)| > |λ(z)|+ |µ(z)| äëÿ ëþáûõ z ∈ E1, (17)

ãäå
∆1(z) = |a(z)|2 − |b(z)|2, ∆2(z) = |d(z)|2 − |c(z)|2,

λ(z) = a(z)c(z)− b(z)d(z), µ(z) = a(z)d(z)− b(z)c(z),

ïðè ýòîì í¼òåðîâîñòü îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ îáðàòèìîñòüþ îïåðàòîðà.
Â ýòîì ðàçäåëå íàõîäÿòñÿ ðåãóëÿðèçàòîðû îïåðàòîðà A èç (14), è ïðè

ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòàõ ïîñòðîåí îáðàòíûé îïåðàòîð A−1.

Òåîðåìà 1.4.2.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (16), òîãäà îïåðàòîð A èç

(14) èìååò â Lp
β−2/p(E) äâóñòîðîííèé ðåãóëÿðèçàòîð âèäà

R =
1

1− |β1|2
(
I − β1 S

E
K

)(
I + q1S

E
q1

)
∆−1

1 T1, (18)

à åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (17), òî

R =
1

1− |β2|2
(
β2I − S

E
K

)(
I + q2S

E
q2

)
∆−1

2 T2, (19)

ãäå îïåðàòîðû SE
q1

è SE
q2
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3) è

T1 =
(
a + q1β1b

)
I −

(
b + q1β1a

)
K,

T2 =
(
d + q2β2c

)
I −

(
c + q2β2d

)
K,

à ôóíêöèè β1, β2, q1, q2 îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Òåîðåìà1.4.3.Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (14) ïîñòîÿííû, òîãäà

ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé (16) èëè (17) óðàâíåíèå (14) èìååò â

ïðîñòðàíñòâàõ Lp
β−2/p(E), 1 < p < ∞, 0 < β < 2 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

f(z) = (A−1g)(z),
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ãäå

A−1 =
1

1− |β1|2
(
I − β1 S

E
K

)(
I + q1S

E
q1

)
∆−1

1 T1,

åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (16), è

A−1 =
1

1− |β2|2
(
β2I − S

E
K

)(
I + q2S

E
q2

)
∆−1

2 T2,

åñëè âûïîëíåíî (17).
Â ðàçäåëå 1 ãëàâû 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû â åäèíè÷íîì êðóãå D =

{z : |z| < 1} êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z = x + iy ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ îïåðàòîðàìè Áåðãìàíà

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) +
c(z)

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2
+

d(z)

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2+

+
e(z)

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2
+

q(z)

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2 = g(z), z ∈ D,

(20)

â êîòîðîì a(z), c(z), d(z), e(z), q(z) - çàäàííûå â çàìêíóòîì êðóãå D =

D ∪ Γ êîìïëåêñíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Êîìïëåêñíîçíà÷íûå
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè g(z) è f(z) ñîîòâåòñòâåííî çàäàþòñÿ è èùóòñÿ â
âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Lp

β−2/p(D) :

Lp
β−2/p(D) = {f(z) : |z|β−2/pf(z) = F (z) ∈ Lp(D), ||f ||Lp

β−2/p(D) = ||F ||Lp(D)},

ãäå 1 < p < ∞, 0 < β < 2.

Âîïðîñ í¼òåðîâîñòè è èíäåêñ îïåðàòîðà A â ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå
Lp(D) èçó÷àëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ À.Äæóðàåâà19, Í.Í.Êîìÿêà14,
Í.Ë.Âàñèëåâñêîãî6, Ã.Äæàíãèáåêîâà7. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
Ã.Äæàíãèáåêîâà7 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ í¼òåðîâîñòè îïåðàòîðà A â Lp

β−2/p(D)

(1 < p < ∞, 0 < β < 2), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ

a(z) 6= 0, z ∈ D è ∆(t) = (a(t) + c(t))(a(t) + d(t))− e(t)q(t) 6= 0, t ∈ Γ, (21)

ïðè ýòîì èíäåêñ îïåðàòîðà A ðàâåí κ = 2IndΓ∆(t).

Â ðàçäåëå 1 ãëàâû 2 äèññåðòàöèè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp
β−2/p(D)

(1 < p < ∞, 0 < β < 2), íàéäåí äâóõñòîðîííèé ðåãóëÿðèçàòîð îïåðàòîðà A,

19À.Ä.Äæóðàåâ. Î íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè // Â êí.:
Äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Êðàåâûå çàäà÷è. -Òáèëèñè. 1979,. 89-94.
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à â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèå (20) ðåøåíî â çàìêíóòîì
âèäå.

Ââåäåì â D âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ a1 =
1

a
è òàêèå íåïðåðûâíûå â D

ôóíêöèè c1, d1, e1, q1, ÷òî íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè D ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä:

c1 =
eq − (a + d)c

a∆
, e1 = − e

∆
,

d1 =
eq − (a + c)d

a∆
, q1 = − q

∆
,

(22)

ãäå ∆ = (a + c)(a + d)− eq. Ïîêàçàíî, ÷òî èìåþò ìåñòî:
Òåîðåìà 2.1.1.Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (21). Òîãäà îïåðàòîð

R = a1(z)I + c1(z)B + d1(z)B + e1(z)BK + q1(z)BK

ÿâëÿåòñÿ äâóõñòîðîííèì ðåãóëÿðèçàòîðîì îïåðàòîðà A èç (20) â Lp
β−2/p(D),

1 < p < ∞, 0 < β < 2, ãäå (Kf)(z) = f(z),

(Bf)(z) =
1

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2
, (Bf)(z) =

1

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2 .

Òåîðåìà 2.1.2.Ïóñòü êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà A èç (20) ïîñòîÿííû

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (21) è êðîìå òîãî

∆1 = |a + c + d|2 − |e + q|2 6= 0,

òîãäà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Af = 0 â ïðîñòðàíñòâå Lp
β−2/p(D), (1 < p <

∞, 0 < β < 2) íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé íå èìååò, à íåîäíîðîäíîå Af = g

áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî è åãî ðåøåíèå äà�åòñÿ ôîðìóëîé

f(z) =a1g(z) +
c1

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ

(1− zζ)2
+

d1

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ

(1− zζ)2+

+
e1

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ

(1− zζ)2
+

q1

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ

(1− zζ)2+

+
α

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ +
τ

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ ≡ (A−1g)(z), z ∈ D,

(23)

ãäå êîíñòàíòû a1, c1, d1, e1, q1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (22) è

α =
(e + q)[cq1 + de1 + ec1 + qd1]− (a + c + d)[cd1 + dc1 + ee1 + qq1]

∆1
,

τ =
(e + q)[cd1 + dc1 + ee1 + qq1]− (a + c + d)[cq1 + de1 + ec1 + qd1]

∆1
.

(24)
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Åñëè æå ∆1 = 0, òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Af = 0 èìååò òî÷íî îäíî

ëèíåéíî íåçàâèñèìîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

f0(z) = a + c + d− e− q,

à äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîãî Af = g íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

âûïîëíåíèå îäíîãî óñëîâèÿ

Re

∫∫
D

ωg(ζ)dsζ = 0,

ãäå ω = a+c+d−e−q ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ñîïðÿæ¼ííîãî ê (20) óðàâíåíèÿ.

Ïðè åãî âûïîëíåíèè íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå:

f(z) =a1g(z) +
c1

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ

(1− zζ)2
+

d1

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ

(1− zζ)2+

+
e1

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ

(1− zζ)2
+

q1

π

∫∫
D

g(ζ)dsζ

(1− zζ)2 + Mf0, z ∈ D,

(25)

ãäå M - ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â êîíöå ðàçäåëà 1 ãëàâû 2 ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà
óðàâíåíèå

(A1f)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) +
c(z)

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2
+

+
d(z)

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2 +
e(z)

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2
+

+
q(z)

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ

(1− zζ)2 = g(z), z ∈ D,

(26)

ãäå çàäàííàÿ ôóíêöèÿ b(z) òàêæå, êàê è îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû èç (24),
íåïðåðûâíà â D.

Â ðàçäåëå 2 ãëàâû 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

a(z)f(z) + b(z)(Sf)(z) + c(z)(Bf)(z) = g(z), (27)

ãäå

(Sf)(z) = −1

π

∫∫
D

f(ζ)

(ζ − z)2dsζ ,
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(Bf)(z) =
1

π

∫∫
D

f(ζ)

(1− zζ)2
dsζ , (Kf)(z) = f(z),

a(z), b(z), c(z) - çàäàííûå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé Γ

íåïðåðûâíûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, f(z) = (f1(z), f2(z), . . . , fn(z)),
g(z) = (g1(z), g2(z), . . . gn(z)) ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñíîçíà÷íûå èñêîìûå è
çàäàííûå âåêòîð-ôóíêöèè êëàññà Lp

β− 2
p

(D) :

Lβ−2/p(D) = {f(z) : |z|β−2/pf(z) = F (z) ∈ Lp(D), ||f ||Lβ−2/p
= ||F ||Lp

},

(1 < p < ∞, 0 < β < 2).

Âîïðîñ í¼òåðîâîñòè è èíäåêñ ñèñòåìû (27) â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
Lp

β− 2
p

(D) : (1 < p < ∞, 0 < β < 2) èçó÷åíû â ðàáîòå Ê.Õ.Áîéìàòîâà

è Ã.Äæàíãèáåêîâà20. Èç ðåçóëüòàòîâ óêàçàííîé ðàáîòû ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ í¼òåðîâîñòè ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (27) â ïðîñòðàíñòâàõ
Lp

β− 2
p

(D) : (1 < p < ∞, 0 < β < 2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áëî÷íàÿ
ìàòðèöà

M(z) =

(
a(z) b(z

b(z) a(z)

)
è ìàòðèöà a(z) + c(z) áûëè íåîñîáåííûìè, òî åñòü detM(z) 6= 0, äëÿ âñåõ
z ∈ D è det(a(t)+ c(t)) 6= 0, äëÿ âñåõ t ∈ Γ, ïðè ýòîì åñëè óêàçàííûå óñëîâèÿ
âûïîëíåíû, òî ñèñòåìà (27) â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Â ðàçäåëå 2 ãëàâû 2 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî D = {z : |z| < 1} è ìàòðèöû
a, b, c ïîñòîÿííûå. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27) â
çàìêíóòîì âèäå. Îòìåòèì, ÷òî â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ôîðìóëà îáðàùåíèÿ
äëÿ (27) èçâåñòíà èç ðàáîò À.Äæóðàåâà 18,È.È.Êîìÿêà21,Ã.Äæàíãèáåêîâà18,
Í.Ðàäæàáîâà15.

Òåîðåìà 2.2.1.Ïóñòü a, M è a + c � íåîñîáûå ìàòðèöû è g �

ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà Lp

β− 2
p

(D), (1 < p < ∞, 0 < β < 2).

Òîãäà ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (27) â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

f = (a− bā−1b̄)[g − bā−1Sḡ − (c + bā−1b̄)(a + c)−1Bg].

20Ê.Õ.Áîéìàòîâ, Ã. Äæàíãèáåêîâ. Î íåêîòîðûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðàõ ñ ìàòðè÷íûìè
êîýôôèöèåíòàìè // ÄÀÍ Ðîññèè, 1999, ò. 369.�3, ñ. 299-302.

21È.È.Êîìÿê. Îá óñëîâèÿõ í¼òåðîâîñòè è ôîðìóëå èíäåêñà îäíîãî êëàññà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé // Äîêë. ÀÍ ÁÑÑÐ, 1978, ò.22, �6, ñ. 488-491.
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Òåîðåìà 2.2.2.Åñëè ìàòðèöû b, a + c è M � íåîñîáåííûå, òî òîãäà

ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (27) èìååò â ïðîñòðàíñòâàõ Lp

β− 2
p

(D),

(1 < p < ∞, 0 < β < 2) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

f = (b̄− āb−1a)−1[−āb−1g + Sḡ + (b̄ + āb−1c)(a + c)−1Bg].

ÐÀÁÎÒÛ ÀÂÒÎÐÀ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ:

1. Ìàìàäêàðèìîâà, Ì. ßâíîå ðåøåíèå îäíîãî êëàññà äâóìåðíûõ
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [òåêñò] /Ã. Äæàíãèáåêîâ, Ì.

Ìàìàäêàðèìîâà // ÄÀÍ ÐÒ, 2010, �Ò.53. ��1. �Ñ.5-12.

2. Ìàìàäêàðèìîâà, Ì. Î ôîðìóëàõ îáðàùåíèÿ äëÿ ñèñòåì äâóìåðíûõ
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [òåêñò] / Ã. Äæàíãèáåêîâ, Ì.

Ìàìàäêàðèìîâà // ÄÀÍ ÐÒ, 2012. �Ò. 55. ��5. �Ñ. 366-376.

3. Ìàìàäêàðèìîâà, Ì. ßâíîå ðåøåíèå íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ ñèíãóë-
ÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì Áåðãìàíà [òåêñò] /Ì.

Ìàìàäêàðèìîâà// Âåñòíèê ÒÍÓ, 2015. �Ò. 55. ��5. �Ñ.366-376.

Â äðóãèõ èçäàíèÿõ:

4. Ìàìàäêàðèìîâà, Ì. ßâíîå ðåøåíèå íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè [òåêñò] /Ì.

Ìàìàäêàðèìîâà// Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèè è
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìàòåðèàëû ìåæä. íàó÷íîé êîíô.ïîñâÿ-
ù�åííîé 85-ëåòèþ àêàä. ÀÍ ÐÒ Ë.Ã.Ìèõàéëîâà. Äóøàíáå 2013. �Ñ.
43-47.

5. Ìàìàäêàðèìîâà, Ì. Î ôîðìóëå îáðàùåíèÿ äëÿ îäíîãî êëàññà
äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ [òåêñò] /Ì.

Ìàìàäêàðèìîâà// Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è å�å
ïðåïîäàâàíèå. Ìàòåðèàëû ìåæä.íàó÷íîé êîíô.ïîñâÿù�åííîé 20-ëåòèþ
Êîíñòèòóöèè ÐÒ. Õóäæàíä 2 (29) 2014.�Ñ.150-152.

6. Ìàìàäêàðèìîâà, Ì. ßâíîå ðåøåíèå îäíîãî êëàññà øåñòè-
êîìïîíåíòíûõ äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ïî îãðàíè÷åííûé îáëàñòè [òåêñò] /Ã. Äæàíãèáåêîâ, Ì. Ìàìàä-

êàðèìîâà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìàòåðèàëû ìåæä.íàó÷íîé

17



êîíô.ïîñâÿù�åííîé 80-ëåòèþ ÷ëåíà -êîððåñïîíäåíòà ÀÍ ÐÒ, äîêòîðà
ôèçèêî -ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Â.ß.Ñòåöåíêî Äóøàíáå 2015.
�Ñ. 94-96.

7. Ìàìàäêàðèìîâà, Ì. ßâíîå ðåøåíèå íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì Áåðãìàíà [òåêñò] /Ì. Ìàìàäêàðèì-

îâà// Ìàòåðèàëû íàó÷íîé êîíô. Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàöèîííûå
òåõíîëîãèè, ïîñâÿù�åííîé 15-ëåòèþ íåçàâèñèìîñòè ÐÒ. Äóøàíáå 2006.
�Ñ. 39-40.

8. Ìàìàäêàðèìîâà, Ì. Îá îäíîé ôîðìóëå îáðàùåíèÿ [òåêñò] /Ì.

Ìàìàäêàðèìîâà // Âåñòíèê Õîðîãñêîãî óíèâåðñèòåòà. 1999. ��1. �
Ñ. 26-29.

18


