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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
Настоящая диссертация посвящена задачам аналитической теории чи-

сел, и основным предметом исследования является вывод новой нетри-
виальной оценки суммы значений примитивного характера Дирихле по
модулю q , свободному от кубов, в последовательности сдвинутых про-
стых чисел, то есть сумм вида

T (χ) =
∑
p≤x

χ(p− l), (l, q) = 1.

Функцию, определённую для целочисленного аргумента, χ(n) ввёл
Л. Дирихле при доказательстве теоремы о бесконечности множества про-
стых чисел, принадлежащих арифметической прогрессии

qk + l, (q, l) = 1, k = 1, 2, . . . ,

которая позднее в его честь стала называться характером Дирихле и на-
шла многочисленные применения в математике.

В аналитической теории чисел многие проблемы тесно связаны с рас-
пределением значений характеров Дирихле в последовательностях, имею-
щих определённую арифметическую природу. В частности, вопрос о рас-
пределении значений неглавного характера на последовательности сдви-
нутых простых чисел возникает при решении следующих задач:

• о распределениях степенных вычетов и невычетов по заданному моду-
лю в последовательности сдвинутых простых чисел с простыми чис-
лами;

• о распределениях первообразных корней по заданному модулю в по-
следовательности сдвинутых простых чисел;

• о распределениях гольдбаховых чисел в коротких арифметических
прогрессиях;

• о распределениях значений символов Якоби в последовательности
сдвинутых простых чисел.

Коротко остановимся на истории исследований проблемы распределе-
ний значений характеров Дирихле в последовательности сдвинутых про-
стых чисел.
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1. Распределение значений неглавного характера в последовательности
сдвинутых простых чисел первым начал изучать И.М.Виноградов.
В 1938 году он1 впервые при x� q3+ε получил нетривиальную оцен-
ку модуля суммы T (χ) . И.М. Виноградов2 в 1943 году, воспользовав-
шись своим методом оценок тригонометрических сумм с простыми
числами, доказал следующие утверждения: если q — простое нечёт-
ное, (l, q) = 1, χ(a) – неглавный характер по модулю q , тогда

|T (χ)| � x1+ε
(√

1

q
+
q

x
+ x−

1
6

)
. (1)

При x � q1+ε эта оценка нетривиальна, и из неё следует асимпто-
тическая формула для числа квадратичных вычетов (невычетов)
mod q вида p− l , p ≤ x .

Затем И.М.Виноградов3,4 получил нетривиальную оценку T (χ) при
x ≥ q0,75+ε , где q — простое число. Этот результат был неожидан-
ным. Дело в том, что T (χ) можно записать в виде суммы, по нулям
соответствующей L — функции Дирихле. Тогда, в предположении
справедливости расширенной гипотезы Римана для T (χ) , получится
нетривиальная оценка, но только при x ≥ q1+ε .

2. А.А. Карацуба5 в 1968 году разработал метод, который позволил ему
получить нетривиальную оценку коротких сумм характеров в конеч-
ных полях фиксированной степени. С помощью развития этого мето-
да в соединении с методом И.М. Виноградова, А.А. Карацуба6 полу-
чил нетривиальную оценку суммы T (χ) при x ≥ q

1
2+ε , q — простое, и

применил7 эти оценки для нахождения асимптотических формул для
количества квадратичных вычетов и невычетов вида p+ k и количе-
ства чисел вида p(p′ + k)) в арифметической прогрессии с растущей
разностью.

1Виноградов И.М. Распределение квадратичных вычетов и невычетов вида p + k по простому
модулю // Математический сборник. 1938. Т. 3. №45. С. 311 – 320.

2Виноградов И.М. Уточнение метода оценки сумм с простыми числами // Известия АН СССР.
Серия математическая. 1943. Т. 7. С. 17 – 34.

3Виноградов И.М. Новый подход к оценке суммы значений χ(p + k) // Известия АН СССР.
Серия математическая. 1952. Т. 16. С. 197 – 210.

4Виноградов И.М. Улучшение оценки для суммы значений χ(p + k) // Известия АН СССР.
Серия математическая. 1953. Т. 17, С. 285 – 290.

5Карацуба А.А. Об оценках сумм характеров // Известия АН СССР. Серия математическая.
1970. Т. 34. С. 20 – 30.

6Карацуба А.А. Суммы характеров с простыми числами // Известия АН СССР. Серия матема-
тическая. 1970. Т. 34. С. 299 – 321.

7Карацуба А.А. Распределение произведений сдвинутых простых чисел в арифметических про-
грессиях // Доклады АН СССР. 1970. Т. 192. № 4. С. 724 – 727.
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3. З.Х. Рахмонов8,9,10 обобщил оценку (1) на случай составного модуля
D , и применяя её доказал:

G(D, I)� D
6
5+ε,

где D — нечётное натуральное число и G(D, I) — наименьшее число
в арифметической прогрессии Dk + l , k = 1, 2, . . . , представимое в
виде суммы двух простых, (гольдбаховы числа).

4. В 2010 году Дж.Б. Фридландер, К. Гонг, И.Е. Шпарлинский11 для
составного q и примитивного характера χq показали, что нетриви-
альная оценка суммы T (χq) существует при x ≥ q

8
9+ε .

5. З.Х. Рахмонов12 для составного q и примитивного характера χq
нетривиальную оценку суммы T (χq) доказал при x ≥ q

5
6+ε .

Актуальность и целесообразность диссертационной работы определя-
ются тем, что в ней доказана нетривиальная оценка суммы значений при-
митивного характера Дирихле в последовательности сдвинутых простых
чисел — T (χq) , если только длина суммы — x является величиной пре-
восходящей, квадратный корень от модуля характера — q , являющегося
числом, свободным от кубов.

Цель работы.
Целью работы является получение нетривиальной оценки суммы значе-
ний примитивного характера Дирихле по модулю, свободному от кубов q ,
в последовательности сдвинутых простых чисел, для возможно короткой
суммы.

Методы исследования
Степень обоснованности полученных в диссертации научных результатов
подтверждается строгими математическими доказательствами, получен-
ными в результате применения современных методов аналитической тео-
рии чисел, а именно:

8Рахмонов З.Х. Об опенке суммы характеров с простыми числами // Доклады АН Таджикский
ССР. 1986. Т. 29. № 1. С. 16 – 20.

9Рахмонов З.Х. О распределении значений характеров Дирихле и их приложения // Труды
Математического института имени В.А. Стеклова. 1994. Т. 207. С. 286 – 296.

10Рахмонов З.Х. О наименьшем гольдбаховом числе в арифметической прогрессии // Известия
АН Таджикский ССР. Отд. физ.-матем. и геол.-химич. наук. 1986. № 2. С. 103 – 106.

11Фридландерa Дж.Б., Гонг К., Шпарлинский И.Е. Суммы значений характеров на сдвину-
тых простых числах // Математические заметки. 2010. Т. 88. В. 4. С. 605 – 619.

12Рахмонов З.Х. Суммы характеров с простыми числами // Чебышевский сб. 2014. Т. 15. В. 2(50).
С. 73 – 100.
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• метода оценок тригонометрических сумм с простыми числами И.М. Ви-
ноградова;
• метода А.А. Карацубы оценки суммы T (χq) для простого q ;
• методами З.Х.Рахмонова оценки суммы T (χq) , где χq — примитив-
ный характер по модулю q , (q — составное).

Научная новизна
Основные результаты диссертации являются новыми, они обоснованы по-
дробными доказательствами и заключаются в следующем:
• найдена нетривиальная оценка при y ≥ q

1
4+ε коротких сумм значений

примитивного характера Дирихле по модулю, свободному от кубов,
в последовательности сдвинутых чисел, то есть сумм вида

Sy(u, η) =
∑

u−y<n≤u
(n,q)=1

χq(n− η), (η, q) = 1;

• для модулей q , свободных от кубов, получена оценка коротких двой-
ных сумм значений примитивного характера Дирихле от сдвинутых
произведений двух чисел вида

W =
∑

M<m≤2M

am
∑

N<n≤min(xm−1,2N)
(mn,q)=1

bnχq(mn− l), (l, q) = 1,

являющаяся нетривиальной при x ≥ q
1
2+ε ;

• доказана нетривиальная оценка суммы значений примитивного ха-
рактера Дирихле в последовательности сдвинутых простых чисел,
если только длина суммы является величиной, превосходящей квад-
ратный корень от модуля характера, являющегося числом, свобод-
ным от кубов.

Теоретическая и практическая ценность
Работа носит теоретический характер. Её результаты и методика их полу-
чения могут быть использованы специалистами в области аналитической
теории чисел.

Апробация результатов
Основные результаты диссертации докладывались на следующих конфе-
ренциях и семинарах:
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• XIII Международная конференция “Алгебра, теория чисел и дискрет-
ная геометрия: современные проблемы и приложения”, посвящённая
восьмидесятипятилетию со дня рождения профессора Сергея Серге-
евича Рышкова, Тула, 25 – 30 мая 2015 года;

• семинары отдела алгебры, теории чисел и топологии (2013 – 2016 гг.)
и общеинститутский семинар (2014 – 2016 гг.) в Институте математи-
ки им. А.Джураева АН Республики Таджикистан;

• семинары кафедры алгебры и теории чисел Таджикского националь-
ного университета (2016 гг.)

• международная научная конференция “Математический анализ, диф-
ференциальные уравнения и теория чисел”, посвящённая 75-летию
профессора Т.С. Сабирова, Душанбе, 29-30 октября 2015. (С. 29-31) .

Публикации.
Основные результаты диссертации опубликованы в семи научных работах,
список которых приведен в конце автореферата. В работах, написанных
совместно с З.Х. Рахмоновым, соавтору принадлежат постановка задач и
выбор метода доказательств результатов.

Структура и объём работы
Диссертация состоит из введения, трёх глав, разбитых на параграфы. Об-
щий объём работы – 70 страниц. Список цитированной литературы вклю-
чает 40 наименований.

Содержание диссертации

Диссертационная работа состоит из введения и трёх глав. Введение к
диссертации содержит обзор результатов, относящихся к теме диссерта-
ции, и формулировки основных полученных результатов.

Первая глава состоит из четырёх параграфов и посвящена нетривиаль-
ной оценке коротких сумм значения характера Дирихле в последователь-
ности сдвинутых чисел по модулю свободного от кубов. В первом пара-
графе приведены постановка задачи и формулировка результатов первой
главы.
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Д.А. Берджесс13,14 для неглавного характера χ(n) по модулю q и фик-
сированного положительного r получил оценку вида

Sy(u) =
∑

u−y<n≤u
χq(n)� y1−

1
r q

r+1
4r2

+ε,

где q — число свободное от кубов, или r = 2 . Отметим, что эта оценка
для модулей свободных от кубов будет нетривиальной при y ≥ q

1
4+ε .

При изучении закона распределения значений χq на последовательно-
стях сдвинутых простых чисел вида p − l , (l, q) = 1 , возникает задача
получения нетривиальной оценки суммы вида

Sy(u, η) =
∑

u−y<n≤u
(n,q)=1

χq(n− η), (η, q) = 1,

которую назовём суммами значений характеров Дирихле в последова-
тельности сдвинутых чисел.

Если q — простое число, то изучение сумм Sy(u, η) с помощью тожде-
ства

Sy(u, η) = Sy(u− η)− χq(−η)
(
y

q
−
{
x

q

}
+

{
x− y
q

})
сводится к суммам Sy(u−η) . В случае составного q суммы Sy(u, η) ранее
рассматривались в работах8,9,11,12 и была получена нетривиальная оценка
при

y ≥ q
1
3+ε.

Основным результатом этой главы является следующая теорема о
нетривиальной оценке сумм Sy(u, η) для модулей, свободных от кубов q .

Теорема 1.1. Пусть q — число, свободное от кубов, (η, q) = 1, y ≥
q

1
4+

3
2δ , 0, 1 ≤ σ < 0, 9, тогда

Sy(u, η)� y exp
(
−2σ−1σL σ

)
.

Из этой теоремы при σ = 0, 6 получается
Следствие 1.1.1 Пусть q — число свободное от кубов, (η, q) = 1,

y ≥ q
1
4+

3
2δ , тогда ∑

u−y<n≤u
(n,q)=1

χq(n− η)� y exp
(
−2
√

L
)
.

13Burgess D.A. On character sums and L -series // Proc. London Math. Soc. 1962, 12(3), 193 – 206.
14Burgess D.A. On character sums and L -series II // Proc. London Math. Soc. 1963, 13(3), 524 – 536.
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Основное утверждение, позволившее доказать теорему 1.1, содержит-
ся в следующей лемме 1.1, доказательство которой проводится методом
А.А. Карацубы, позволившим ему получить нетривиальную оценку ко-
ротких сумм характеров в конечных полях фиксированной степени.

Лемма 1.1. Пусть σ – вещественное число, r ≥ 3 — произволь-
ное фиксированное натуральное число, M , N , d и η — целые числа,
удовлетворяющие условиям (η, q) = 1, N < q

1
2+

1
4rd−

1
2 , 0, 1 ≤ σ < 0, 9,

d ≤ exp(L 2)σ , тогда∑
M<n≤M+N

χq(nd− η) ≤ N 1− 1
r q

1
4r+

1
4r2

+ δ
rd1−

1
rL 2.

При изучении закона распределения значений χq в последовательно-
стях сдвинутых простых чисел вида p − l , (l, q) = 1 , наряду с задачей
получения нетривиальной оценки сумм вида Sy(u, η) , возникает также
задача о нетривиальной оценке двойных сумм вида

W =
∑

M<m≤2M

am
∑

N<n≤min(xm−1,2N)
(mn,q)=1

bnχq(mn− l), (l, q) = 1,

где am и bn функции натурального аргумента такие, что |am| ≤ τ c(m)

и |bn| ≤ τ c(m) , c – положительное фиксированное число, не всё время
одно и то же, χq – примитивный характер по модулю q . Сумма W на-
зывается двойной суммой значений характера Дирихле от сдвинутых
произведений двух чисел, а при x < q — короткой суммой.

И.М. Виноградов1,2, впервые изучая сумму W для простого q , получил
её нетривиальную оценку при x ≥ q1+ε , а затем3,4 нетривиальную оценку
короткой суммы W при x ≥ q0,75+ε . Наилучшая нетривиальная оценка
для простого q при x ≥ q0,5+ε найдена в работе А.A. Карацубы6.

З.Х. Рахмонов9 изучил сумму W для составного q и получил нетри-
виальную оценку при x ≥ q1+ε . Нетривиальную оценку короткой суммы
W для составного q при x ≥ q

8
9+ε получили Дж.Б. Фридландер, K. Гонг,

И.Е. Шпарлинский11. З.Х. Рахмонов12 для составного q доказал нетриви-
альную оценку W при x ≥ q

5
6+ε .

Во второй главе при x ≥ q
1
2+ε , (q – число, свободное от кубов), получе-

ны нетривиальные оценки короткой двойной суммы значений характера
Дирихле от сдвинутых произведений двух чисел — W , имеющих соответ-
ственно
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• сумму, длина которой превосходит квадратный корень от модуля ха-
рактера (теорема 2.1);

• не очень короткую сплошную сумму, длина которой не превосходит
корня четвёртой степени от длины двойной суммы (теорема 2.2).

Теорема 2.1. Пусть x, M , N , l — целые числа, (l, q) = 1, θ –

фиксированное число, M ≥ q
1
2+2δ+2δθ+ 2

θ
√

L , N ≥ qθ , am и bn функции
натурального аргумента такие, что |am| ≤ τ c(m), где c – произволь-
ное положительное фиксированное число, не всё время одно и то же, и
|bn| ≤ B . Тогда справедлива оценка

W =
∑

M<m≤2M

am
∑

N<n≤min(xm−1,2N)
(mn,q)=1

bnχ(mn− l)� BMNq−δθ exp
(
−1, 5

√
L
)
.

.
Доказательство теоремы 2.1 проводится методом работы А.А. Карацу-

бы6 об оценках коротких двойных сумм значений характера Дирихле от
сдвинутых произведений двух чисел — W , имеющих сумму, длина кото-
рой превосходит квадратный корень от модуля характера. В нашем случае

для длины сумм по m , выполняется условие M ≥ q
1
2+2δ+2δθ+ 2

θ
√

L , приме-
няется также метод работы З.Х. Рахмонова12 с учётом оценки Берджесса.

Теорема 2.2. Пусть x, M , N , U и l — целые числа, (l, q) = 1,
U ≥ N , am функция натурального аргумента такая, что |am| ≤ τ c(m),
где c – произвольное положительное фиксированное число не всё время
одно и то же, θ – фиксированное число и 0 < θ ≤ 1

12 . Тогда при x ≥
q

1
2+5δ+4δθ+ 4

θ
√

L и qθ < N ≤ x
1
4+

3
2δ справедлива оценка

W =
∑

M<m≤2M

am
∑

N<n≤min(xm−1,2N)
(mn,q)=1

χ(mn− l)� x exp
(
−1, 5

√
L
)
.

Доказательство теоремы 2.2 проводится также методом работ А.А. Ка-
рацубы6 об оценке коротких двойных сумм значений характера Дирихле
от сдвинутых произведений двух чисел — W , имеющих не очень короткую
сплошную сумму, длина которой не превосходит корня четвёртой степени
от длины двойной суммы (в нашем случае сумма по n), в сочетании с
методом работы З.Х. Рахмонова12 и опирается на оценку Берджесса.

Метод оценок тригонометрических сумм с простыми числами И.М. Ви-
ноградова позволил ему решить ряд арифметических проблем с простыми
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числами. Одна из них касается распределения значений неглавного харак-
тера на последовательностях сдвинутых простых чисел. В 1938 г. он1 до-
казал: если q — простое нечётное, (l, q) = 1, χ(a) – неглавный характер
по модулю q , тогда

T (χ) =
∑
p≤x

χ(p− l)� x1+ε

√
1

q
+

q
3
√
x
.

Эта оценка будет нетривиальной, если x ≥ q3+ε , и из нее следует асимп-
тотическая формула для числа квадратичных вычетов (невычетов)
mod q вида p − l , p ≤ x . В 1943 г. Виноградов2 уточнил эту оценку,
доказав, что

T (χ)� x1+ε
√

1

q
+
q

x
+ x−

1
6 ,

которая будет нетривиальной, если x ≥ q1+ε . Последняя оценка представ-
ляет исключительный интерес, так как мало что известно даже о рас-
пределении простых чисел p в коротких арифметических прогрессиях, то
есть в прогрессиях вида

p = l (modq), (l, q) = 1, p ≤ qA,

здесь A — фиксированное положительное число. В 1952 г. И.М. Виногра-
дов3,4 доказал, что

|T (χ)| � x1+ε
((

q
3
4x−1

) 1

3
+ x−0.1

)
.

Эта оценка становится нетривиальной, если x ≥ q0.75+ε . Это совершенно
удивительный результат. Если к указанной проблеме применять анали-
тический метод Римана, а именно представить в виде суммы по нулям
соответствующих L - функций Дирихле и потом воспользоваться расши-
ренной гипотезой Римана, то тогда получится оценка |T (χ)| , нетривиаль-
ная уже при x ≥ q1+ε , то есть упомянутый выше результат Виноградова
1943 г. Казалось, что получилось то, чего не может быть. Ю.В. Линник15

писал по этому поводу: “Эта оценка имеет принципиальное значение,
так как по глубине превосходит то, что даёт непосредственное приме-
нение расширенной гипотезы Римана, и, по-видимому, в этом направ-
лении является истиной более глубокой, чем указанная гипотеза (если
гипотеза верна)”.

15Линник Ю.В.Новейшие работы И.М. Виноградова // Труды Математического института имени
В.А. Стеклова. 1973. Т. 132. С. 27 – 29.
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А.А. Карацуба6 разработал новый метод, который позволил ему полу-
чить нетривиальную оценку коротких сумм характеров в конечных полях
фиксированной степени. В работе7 он с помощью развития этого метода
в соединении с методом И.М. Виноградова доказал: если q — простое,
χ(a) – неглавный характер по модулю q , x ≥ q

1
2+ε , тогда

T (χ)� xq−
1

1024ε
2

.

З.Х.Рахмонов8,9 обобщил оценку (1) на случай составного модуля и до-
казал: пусть D – достаточно большое натуральное число, χ — неглав-
ный характер по модулю D , χq – примитивный характер, порожденный
характером χ, тогда

T (χ) ≤ x ln5 x

(√
1

q
+
q

x
τ 2(q1) + x−

1
6τ(q1)

)
, q1 =

∏
p\D
p 6\q

p.

Дж.Б. Фридландер, К. Гонг, И.Е. Шпарлинский11 для составного q по-
казали, что нетривиальная оценка суммы T (χq) существует, когда x —
длина суммы — по порядку меньше q . Они доказали: для примитивного
характера χq и всякого ε > 0 существует δ > 0, что для всех x ≥ q

8
9+ε

имеет место оценка
T (χq)� xq−δ.

З.Х. Рахмонов12 в 2013 году доказал следующую теорему: если q – до-
статочно большое натуральное число, χq – примитивный характер по
модулю q , (l, q) = 1, ε — положительное, сколь угодно малое постоян-
ное число, L = ln q , x ≥ q

5
6+ε , тогда

T (χq)� x exp
(
−
√

L
)
.

В третьей главе, используя результаты предыдущих глав, а именно:

• теорему 1.1 о нетривиальной оценке коротких сумм значений харак-
тера Дирихле в последовательности сдвинутых чисел по модулю сво-
бодному от кубов;

• теорему 2.1 о нетривиальной оценке короткой двойной суммы зна-
чений характера Дирихле от сдвинутых произведений двух чисел,
имеющих, сумму, длина которой превосходит квадратный корень от
модуля характера;
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• теорему 2.2 о нетривиальной оценке короткой двойной суммы зна-
чений характера Дирихле от сдвинутых произведений двух чисел,
имеющих не очень короткую сплошную сумму, длина которой не пре-
восходит корня четвёртой степени от длины двойной суммы,

доказываем теорему 3.1 о нетривиальной оценке суммы значений прими-
тивного характера Дирихле по модулю свободному от кубов, в последова-
тельности сдвинутых простых чисел.

Теорема 3.1. Пусть q – достаточно большое натуральное число
свободное от кубов, χq – примитивный характер по модулю q , (l, q) = 1,
ε — положительное сколь угодно малое постоянное число, L = ln q ,
x ≥ q

1
2+ε . Тогда имеем

T (χq) =
∑
p≤x

χq(p− l)� x exp
(
−
√

L
)
.

Доказательство теоремы 3.1 проводится методом оценок суммы с про-
стыми числами И.М. Виноградова в сочетании с методами А.А. Карацубы6

об оценке “короткой” суммы T (χq) для простого q , методам З.Х. Рахмо-
нова12 об оценке “короткой” суммы T (χq) для составного q . Его основу,
как уже отмечали, составляют теорема 1.1 первой главы и теоремы 2.1 и
2.2 второй главы.

В заключение автор выражает глубокую благодарность доктору
физико-математических наук, профессору З.Х. Рахмонову за научное ру-
ководство, за постоянное внимание и помощь в работе.
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