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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Теория приближения функций представляет со-
бой весьма обширную ветвь математического анализа, занимающуюся про-
блемами приближенного представления функций линейными суммами ко-
нечного числа более простых функций, так чтобы возникающая при этом
погрешность была наименьшей. Особое внимание в этой теории уделяет-
ся решению экстремальных задач, в которых требуется определить точ-
ную верхнюю грань погрешности приближения на заданном классе функций
или указать для этого класса наилучший метод приближения фиксирован-
ной размерности. Существенные результаты при решении сформулирован-
ных экстремальных задач теории аппроксимации были получены А.Лебегом,
Ш.Ж.Валле-Пуссеном, Д.Джексоном, С.Н.Бернштейном, А.Зигмундом в на-
чале двадцатого века и А.Н.Колмогоровым, Ж.Фаваром, Н.Ахиезером,
М.Г.Крейном, Б.Надем, С.М.Никольским, С.Б.Стечкиным, В.К.Дзядыком,
Н.П.Корнейчуком, В.М.Тихомировым в середине двадцатого века.

Одной из центральных экстремальных задач теории приближений
является задача о точных константах в неравенствах типа Джексона-
Стечкина. Под неравенствами типа Джексона-Стечкина в рассматри-
ваемом нормированном пространстве понимают неравенства, в кото-
рых величина наилучшего приближения функции конечномерным под-
пространством оценивается через некоторую характеристику её гладко-
сти. Следует отметить, что точные константы в неравенстве Джексона-
Стечкина в различных нормированных пространствах найдены в работах
Н.П.Корнейчука1, Н.И.Черных2, Л.В.Тайкова3, А.А.Лигуна4, В.И.Иванова5,
В.И.Иванова и О.И.Смирнова6, В.Ю.Попова7, В.В.Арестова8, В.А.Юдина9,

1Корнейчук Н.П. Точная константа в теореме Д.Джексона о наилучшем равномерном приближении
непрерывных периодических функций // ДАН СССР. 1962. Т.145, №3. С.514-516.

2Черных Н.И. О наилучшем приближении периодических функций тригонометрическими полиномами
в L2 // Матем. заметки. 1967. Т.2, №5. С.513-522.

3Тайков Л.В. Неравенства, содержащие наилучшие приближения и модуль непрерывности функций из
L2 // Матем. заметки. 1976. Т.20, №3. С.433-438.

4Лигун А.А. Точные неравенства типа Джексона для периодических функций в пространстве L2 //
Мат. заметки. 1988. Т.43, №6. С.757-769.

5Иванов В.И. Точные L2-неравенства Джексона – Черных – Юдина в теории приближений // Изв.
Тульского госуниверситета. Естественные науки. 2012. №3. С.19-28.

6Иванов В.И., Смирнов О.И. Константы Джексона и константы Юнга в пространствах Lp. – Тула:
ТулГУ, 1995, 192 с.

7Попов В.Ю. О наилучших среднеквадратических приближениях целыми функциями экспоненциаль-
ного типа // Изв. вузов. Математика. 1972. №6. С.65-73.

8Арестов В.В., Попов В.Ю. Неравенство Джексона на сфере в L2 // Известия вузов. 1995, №8. С.13-20.
9Юдин В.А. К теоремам Джексона в L2 // Матем. заметки. 1987. Т.41, №1. С.43-47.
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С.Б.Вакарчука10,11,12, М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова13,14 и других.
В диссертационной работе установлены окончательные оценки наилуч-

ших приближений периодических функций тригонометрическими полинома-
ми посредством τ -модулей гладкости произвольного порядка и даны их при-
ложения в задаче отыскания точных значений n-поперечников некоторых
функциональных классов.

Цель и задачи исследования. Цель работы состоит в на-
хождении точных верхних граней наилучших приближений периодиче-
ских функций тригонометрическими полиномами на классах непрерывно-
дифференцируемых функций, определяемых τ -модулями гладкости, и отыс-
кании точных значений различных n-поперечников на указанных клас-
сах функций.

Основные методы исследования. В диссертации используются со-
временные методы теории приближения оптимизационного содержания и ме-
тоды решения экстремальных задач теории функций. Неоднократно исполь-
зуется известная теорема Тихомирова об оценке снизу n-поперечников.

Научная новизна исследований. В диссертации получены следую-
щие основные результаты:

• Найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина между вели-
чинами наилучших среднеквадратичных приближений периодических
дифференцируемых функций и τ -модулями непрерывности высших по-
рядков r-ых производных функций.
• Найдены точные верхние грани наилучших полиномиальных приближе-
ний некоторых классов периодических дифференцируемых функций, за-
даваемых τ -модулями непрерывности m-го порядка.
• Вычислены точные значения различных n-поперечников на классах
функций, задаваемых усредненными с весом значениями τ -модулей
непрерывности высших порядков производных.

10Вакарчук С.Б. Точные константы в неравенствах типа Джексона и точные значения поперечников
функциональных классов из L2 // Матем. заметки. 2005. Т.78, №5. С.792-796.

11Вакарчук С.Б. Неравенства типа Джексона и поперечники классов функций в L2 // Матем. заметки.
2006. Т.80, №1. С.11-19.

12Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Неравенства типа Джексона – Стечкина для специальных модулей
непрерывности и поперечники функциональных классов в пространстве L2 // Матем. заметки. 2012.
Т.92, №4. С.497-514.

13Шабозов М.Ш., Юсупов Г.А. Наилучшие полиномиальные приближения в L2 некоторых классов 2π-
периодических функций и точные значения их поперечников // Матем. заметки. 2011. Т.90, №5. С.764-775.

14Шабозов М.Ш., Юсупов Г.А. Точные константы в неравенствах типа Джексона и точные значения
поперечников некоторых классов функций в L2 // Сибир. матем. журнал, 2011, т.52, №6, с.1414-1427.
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Теоретическая и практическая значимость. Диссертация имеет
теоретический характер. Развитые в ней методы и полученные результаты
могут применяться при решении других задач теории приближения, в вопро-
сах кодирования и восстановления функций. Главы диссертации в отдельно-
сти могут составить содержание специальных курсов для студентов и аспи-
рантов высших учебных заведений, обучающихся по специальности матема-
тика.

Апробация работы. Основные результаты диссертации неоднократно
докладывались и обсуждались на:
• семинарах отдела теории функций и функционального анализа Инсти-
тута математики им. А.Джураева АН Республики Таджикистан под ру-
ководством академика АН РТ М.Ш.Шабозова (Душанбе, 2012-2016 г.);
• международной научной конференции

”
Современные проблемы матема-

тического анализа и теории функций” (Душанбе, 29-30 июня 2012 г.);
• международной научной конференции

”
Современные проблемы матема-

тики и её преподавания”, посвящённой 20-летию Конституции Республи-
ки Таджикистан (Худжанд, 28-29 июня 2014 г.);
• международной научной конференции, посвящённой 80-летию член-
корреспондента АН Республики Таджикистан, доктора физико-
математических наук, профессора Стаценко Владислава Яковлевича

”
Современные проблемы функционального анализа и дифференциаль-
ных уравнений” (Душанбе, 27-28 апреля 2015 г.);
• международной научной конференции

”
Современные проблемы матема-

тики и её приложений” (Душанбе, 3-4 июня 2016 г.);
• международной летней математическойШколе-Конференции С.Б. Стеч-
кина по теории функций (Таджикистан, Душанбе, 15-25 августа 2016 г.)

Публикации. Результаты автора по теме диссертации опубликованы в 8
работах [1–8]. Из них 4 статьи опубликованы в изданиях, входящих в действу-
ющий перечень ВАК Российской Федерации, а 4 статьи в трудах международ-
ных конференций. Из совместной с научным консультантомМ.Ш.Шабозовым
работы [2] на защиту выносятся лишь результаты, полученные лично авто-
ром.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, двух
глав, списка цитированной литературы из 75 наименований, занимает 82
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страниц машинописного текста и набрана на LaTeX. Для удобства в дис-
сертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий и формул.
Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номе-
ром главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на порядковый
номер теорем, лемм, следствий или формулы в данном параграфе.

Краткое содержание работы
Во введении к диссертации обосновывается актуальность рассматривае-

мых задач, формулируются цель и основные результаты работы.
В первом параграфе приведена краткая историческая справка о пред-

варительных результатах, имеющих непосредственное отношение к теме
диссертационной работы, а также дано описание различных модификаций
классического определения модулей непрерывности с целью сравнения
полученных результатов с ранее известными. Использование различных
модификаций классического модуля непрерывности m-го порядка

ωm(f ; t)X = sup
{
‖∆m

h (f ; ·)‖X : |h| ≤ t
}
, (1)

где
∆m
h (f ;x) =

m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

– разность m-го порядка функции f ∈ X, X – произвольное нормированное
пространство, продиктовано специфическими условиями рассматриваемых
задач, раскрывающих сущность исследуемых проблем. В качестве примера
использования разнообразных модификаций модулей непрерывности ука-
жем на известные работы М.К.Потапова и его учеников15, в которых были
использованы вместо оператора сдвига Thf(x) := f(x + h) различные виды
усредняющих операторов. В этой связи также укажем работу В.А.Абилова и
Ф.В.Абиловой16, где вместо оператора сдвига Thf(x) используется функция
(оператор) Стеклова

Shf(x) =
1

2h

h∫
−h

f(x+ t)dt, h > 0.

Пусть N – множество натуральных чисел; Z+ = N∪{0}; R+ – множество
неотрицательных чисел вещественной оси. Через L2 := L2[0, 2π] обозначим

15Потапов М.К. О применении одного оператора обобщённого сдвига в теории приближений // Вестник
Моск. ун-та. Серия 1. Матем., мех., 1998, №3, с.38-48.

16Абилов В.А., Абилова Ф.В. Некоторые вопросы приближения 2π-периодических функций суммами
Фурье в пространстве L2(2π) // Матем. заметки, 2004, т.76, №6, с.803-811.
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пространство суммируемых с квадратом по Лебегу 2π-периодических функ-
ций f с нормой

‖f‖2 := ‖f‖L2[0,2π] =

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞.

Под T2n−1 понимаем подпространство тригонометрических полиномов поряд-
ка n− 1.

Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей
формальное разложение в ряд Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx),

где ak(f), bk(f) – косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f ∈ L2,

величина её наилучшего приближения элементами Tn−1 ∈ T2n−1 равна

En−1(f)2 = inf
{
‖f − Tn−1‖2 : Tn−1 ∈ T2n−1

}
= ‖f(·)− Sn−1(f ; ·)‖2 =

=

{ ∞∑
k=n

(
a2k(f) + b2k(f)

)}1/2

=

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

,

где
ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f),

Sn−1(f ;x) :=
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

– частная сумма порядка n− 1 ряда Фурье функции f.
Под L

(r)
2 (r ∈ Z+, L

(0)
2 = L2) понимаем множество функций f ∈ L2, у

которых производные f (r−1), r ∈ N, абсолютно непрерывны, а производные
f (r) ∈ L2. При решении экстремальных задач теории полиномиальной
аппроксимации функций f ∈ L2 наиболее актуальным является вопрос
отыскания точных констант

χm,n,r(Um; t) := sup

{
nrEn−1(f)2
Um(f (r); t/n)2

: f ∈ L(r)
2 ; f 6= const

}
(2)

в неравенствах типа Джексона – Стечкина

En−1(f)2 ≤
χ

nr
Um(f (r); t/n)2, (3)

где Um – некоторая характеристика гладкости самой функции f или неко-
торой её производной f (r), r ∈ N, например Um = ωm или Um = Ω̃m. Нера-
венство (3) и определение констант в (2) было объектом многочисленных
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исследований. В этой связи отметим, например, работы Н.И.Черных2,17,
Л.В.Тайкова3, А.Г.Бабенко18, В.В.Жука19, В.И.Иванова и О.И.Смирнова6,
А.А.Лигуна4, С.Н.Васильева20, В.В.Шалаева21, С.Б.Вакарчука10,11,12,22,23,24,
С.Б.Вакарчука, М.Ш.Шабозова и В.И.Забутной25, М.Ш.Шабозова и
Г.А.Юсупова14 и многих других.

Для исследования структурных и конструктивных свойств величи-
ны наилучшего приближения функций алгебраическими полиномами в про-
странствах Lp[a, b] (1 ≤ p < ∞) и C[a, b] Камен Г. Иванов26,27 ввёл в рас-
смотрение новые модификации модулей непрерывности — так называ-
емые τ -модули гладкости, и изучил их свойства и связи с известны-
ми дифференциально-разностными характеристиками.

В диссертационной работе мы воспользовались указанными величинами
для решения ряда экстремальных задач теории полиномиальной аппроксима-
ции в L2, развивая и обобщая ранее известные результаты С.Б.Вакарчука28

для τ -модулей гладкости.
Пусть λ есть произвольная положительная 2π-периодическая функция,

а w – непрерывная неотрицательная функция периода 2π.

Определение26,27. τ -модулем гладкости m-го порядка функции
17Черных Н.И. Неравенство Джексона в Lp(0, 2π) (1 ≤ p < 2) с точной константой // Труды МИРАН,

1992, т.198, с.232-241.
18Бабенко А.Г. О точной константе в неравенстве Джексона в L2 // Матем. заметки, 1986, т.39, №5,

с.651-664.
19Жук В.В. Некоторые точные неравенства между равномерными приближениями периодических
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f ∈ Lmax(p,p′)[0, 2π] (p, p′ ≥ 1) называют величину

τm(f, w;λ)p,p′ = ‖w(·)ωm(f, ·;λ(·))p′‖p , (4)

где

ωm(f, x;λ(x))p′ =

 1

2λ(x)

λ(x)∫
−λ(x)

|∆m
h f(x)|p

′
dh


1/p′

.

Камен Г. Иванов в работе26, в частности, установил, что если, например,
λ(x) ≡ u = const > 0, f ∈ Lp[0, 2π], w(x) ≡ 1 и p ′ ∈ [1, p], 1 < p < ∞, то
имеет место соотношение

τm(f ; 1, u)p,p′ � ωm(f, u)p,

где символом
”
� ” обозначают слабую эквивалентность приведённых

характеристик гладкости. При изучении экстремальных задач теории
аппроксимации функций f ∈ L2, структурные характеристики которых
выражаются τ -модулями гладкости, С.Б.Вакарчук28 ввёл в рассмотрение
следующие экстремальные аппроксимационные величины:

Kn,r,m(t)p′ := sup

{
nrEn−1(f)2

τm(f (r); 1, t/n)p′,2
: f ∈ L(r)

2 ; f 6= const

}
,

K ∗
n,r,m(h)p′ := sup


nrEn−1(f)2 h∫

0

τ 2m(f (r); 1, t)p′,2dt

1/2
: f ∈ L(r)

2 , f 6= const


,

где 1 ≤ p′ ≤ 2, t, h ∈ R+\{0}.
Во втором параграфе первой главы, в частности, приведено обобщение

некоторых результатов С.Б.Вакарчука28. Основным результатом данного па-
раграфа является следующая

Теорема 1.2.1. Пусть p′ = 2, 1/r ≤ q ≤ 2, r ∈ N и h ∈ [0, π/n]. Тогда
для произвольной функции f ∈ L(r)

2 имеет место неравенство

En−1(f)2 ≤

 h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

2m/2 nr−1/q

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

1/q
. (5)
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Неравенство (5) точно в том смысле, что существует функция f0 ∈ L(r)
2 ,

обращающая его в равенство.
Из теоремы 1.2.1 вытекает
Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1 имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2 nr−1/qEn−1(f)2 h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt

1/q
=

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q .

В третьем параграфе первой главы с целью выяснения структурных и
конструктивных свойств функции f ∈ L(r)

2 посредством τ -модулей гладкости
m-го порядка вводится экстремальная аппроксимационная характеристика
следующего вида:

χ̃m,n,r,q(τm, ϕ;h)p′ = sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2En−1(f)2 h∫
0

τ qm(f (r), 1; t)p′,2 ϕ(t)dt

1/q
, (6)

где 1 ≤ p′ ≤ 2, 0 < q ≤ 2, h ∈ R+\{0} и ϕ – неотрицательная суммируемая не
эквивалентная нулю на отрезке [0, h] функция. Здесь и далее в соотношениях
общего характера отношение 0/0 будем считать равным нулю.

Для вычисления точных значений различных n-поперечников и вычис-
ления точных верхних граней наилучших приближений на классах функций
во второй главе определённый интерес представляет отыскание точного зна-
чения величины (6).

Имеет место следующее общее утверждение.
Теорема 1.3.1. Пусть m,n ∈ N, 0 < q ≤ 2, r ∈ Z+, h ∈ (0, π/n], ϕ –

неотрицательная суммируемая и не эквивалентная нулю на отрезке [0, h]

функция. Тогда имеют место неравенства

1

βn,m,r,q(ϕ;h)
≤ X̃n,m,r,q(ϕ;h)2 ≤

1

inf
n≤k<∞

βk,m,r,q(ϕ;h)
,

где

βk,m,r,q(ϕ;h) :=

krq h∫
0

(
(kt)−1Jm(kt)

)q/2
ϕ(t)dt

1/q

.

Отметим, что утверждение теоремы 1.3.1 в определённом смысле являет-
ся обобщением результата М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова13, на случай оценки
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наилучшего полиномиального приближения функций f ∈ L
(r)
2 посредством

модуля непрерывностиm-го порядка (1) на случай наилучшего полиномиаль-
ного приближения функций f ∈ L(r)

2 посредством τ -модулей непрерывности
m-го порядка (4).

Из теоремы 1.3.1 вытекает
Следствие 1.3.1. Пусть k, n,m, r ∈ N, k ≥ n; 1/r < q ≤ 2; ϕ(t) ≥ 0

– суммируемая на [0, h] функция, не эквивалентная нулю, 0 < h ≤ π/n.

Тогда, если
inf
{
βk,m,r,q(ϕ;h) : k ≥ n

}
= βn,m,r,q(ϕ;h),

то имеет место равенство

X̃n,m,r,q(ϕ;h)2 =
{
βn,m,r,q(ϕ;h)

}−1
. (7)

В частности, равенство (7) выполняется для весовой функции

ϕ(t) := ϕ1(t) = (kt)q/2, n ≤ k <∞, k, n ∈ N при 1/r < q ≤ 2, r ∈ N.
Из теоремы 1.3.1 также вытекает следующая

Теорема 1.3.2. Пусть r ∈ Z+; k, n ∈ N; 0 < q ≤ 2; 0 < a ≤ π; g(t) ≥ 0

– суммируемая на отрезке [0, a] функция, не эквивалентная нулю. Тогда
имеют место следующие неравенства:

1{
µm,r,q(a; g; 1)

}1/q
≤ sup

f∈L(r)
2

f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 g(t)dt

1/q
≤

≤ 1{
inf

1≤x<∞
µm,r,q(a; g;x)

}1/q
,

где

µm,r,q(a; g;x) := xrq
a∫

0

(
(xt)−1Jm(xt)

)q/2
g(t)dt.

Если при этом функция g такова, что

inf
{
µm,r,q(a; g;x) : 1 ≤ x <∞

}
= µm,r,q(a; g; 1),

то справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 g(t)dt

1/q
=

1{
µm,r,q(a; g; 1)

}1/q
.
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В свою очередь из теоремы 1.3.2 вытекает
Следствие 1.3.2. Пусть 0 < a ≤ π; m,n, r ∈ N. Если для некоторого

q ∈ (0, 2] функция g(t) := trq−1g1(t), где g1(t) ≥ 0 – невозрастающая сумми-
руемая на отрезке [0, a] функция, не эквивалентная нулю, то выполняется
равенство

inf
{
µm,r,q(a; trq−1g1(t);x) : 1 ≤ x <∞

}
= µm,r,q(a; trq−1g1(t); 1)

и справедливо соотношение

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 t
rq−1g1(t)dt

1/q
=

1{
µm,r,q(a; trq−1g1(t); 1)

}1/q
.

Приведенные результаты, в силу своей общности, не позволяют точно
вычислить значения n-поперечников классов функций, естественно возника-
ющих из определения величины (6). Однако это удается сделать в конкретной
ситуации, например в случае m = 1 для произвольной неотрицательной сум-
мируемой весовой функции ϕ, не эквивалентной нулю.

Теорема 1.3.3. Пусть m = 1, n ∈ N, 0 < q ≤ 2, r ∈ Z+, 0 < h ≤
3π/(4n), ϕ – неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не эквива-
лентная нулю функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2nrEn−1(f)2 h∫

0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
=

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q .

Хорошо известно, что для функции f ∈ L
(r)
2 ,где r = 2, 3, ..., её проме-

жуточные производные f (r−s) (s = 1, 2, . . . , r − 1) принадлежат простран-
ству L2. Представляет интерес отыскание точных верхних граней величины
En−1(f

(r−s))2 на классе L
(r)
2 . Подобная задача решалась в работе29, когда глад-

костная характеристика функций f ∈ L(r)
2 задавалась специальным модулем

непрерывности m-го порядка Ω̃m(f ; t), конструкция которого основана на m-
кратной итерации оператора Стеклова Sh(f ;x).

Теорема 1.3.4. Пусть n ∈ N; r ∈ N\{1}; s = 1, . . . , r − 1; 0 < q ≤ 2;

0 < h ≤ 3π/(4n); ϕ(t) ≥ 0 – суммируемая на отрезке [0, h], не эквивалент-
29Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Неравенства типа Джексона-Стечкина для специальных модулей непре-

рывности и поперечники функциональных классов в пространстве L2 // Матем. заметки, 2012, т.92, №4,
с.497-514.
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ная нулю функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2nsEn−1(f

(r−s))2 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
=

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q .

Пусть n ∈ N; r ∈ N\{1}; s = 1, . . . , r − 1; q = 2; 0 < h ≤ 3π/(4n) и
ϕ(t) ≡ 1. Тогда

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nsEn−1(f
(r−s))2 h∫

0

τ 21 (f (r); 1, t)2,2dt

1/2
=

{
n

2(nh− Si(nh))

}1/2

,

где Si(x) =

x∫
0

sin t

t
dt – интегральный синус.

Если же n ∈ N; r ∈ N\{1}; s = 1, . . . , r − 1; q = 2; 0 < h ≤ 3π/(4n) и
ϕ(t) ≡ t, то справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nsEn−1(f
(r−s))2 h∫

0

tτ 21 (f (r); 1, t)2,2dt

1/2
=

1

h

√
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
.

Во второй главе диссертационной работы рассматривается экстремаль-
ная задача вычисления точных значений n-поперечников различных классов
функций из L(r)

2 , определяемых τ -модулями гладкости m-го порядка своих
r-тых производных f (r). Необходимые определения и обозначения, которыми
воспользуемся при вычислении различных n-поперечников заданных классов
функций, излагаются в первом параграфе второй главы: пусть M ⊂ L2 –
некоторый класс функций и пусть Ln ⊂ L2 – некоторое подпространство
заданной размерности n. Величину

E(M,Ln)L2
= sup

{
E(f ;Ln)L2

: f ∈M
}

=

= sup
{

inf
{
‖f − g‖2 : g ∈ Ln

}
: f ∈M

}
(8)

называют наилучшим приближением класса M подпространством Ln
размерности n. Величина (8) характеризует отклонение класса M от подпро-
странства Ln в метрике пространства L2. Если обозначить через A(L2,Ln)
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— множество всех линейных непрерывных операторов A : L2 → Ln, действу-
ющих из L2 в произвольно заданное подпространство Ln ⊂ L2 размерности
n, то возникает следующая задача: требуется найти величину

E(M,Ln)L2
= inf

{
sup
{∥∥∥f − Af∥∥∥

2
: f ∈M

}
: A ∈ A(L2,Ln)

}
(9)

и указать линейный оператор A∗ ⊂ A(L2,Ln), реализующий точную ниж-
нюю грань в правой части соотношения (9), то есть

E(M,Ln)L2
= sup

{∥∥∥f − A∗f∥∥∥
2

: f ∈M
}
.

Если же в A(L2,Ln) выделить класс A⊥(L2,Ln) операторов A линейного
проектирования на подпространство Ln, то есть таких, что Af = f при
условии f ∈ Ln, то принято рассматривать величину

E⊥(M,Ln)L2
= inf

{
sup
{∥∥∥f − Af∥∥∥

2
: f ∈M

}
: A ⊂ A⊥(L2,Ln)

}
. (10)

С величинами (8)−(10) связана задача отыскания значения n-попе-
речников для различных классов функций M. Напомним определения n-
поперечников, значения которых для конкретных классовM вычислим в этой
главе.

n-поперечником в смысле А.Н.Колмогорова класса функций M в
пространстве L2 называют величину

dn(M, L2) = inf
{
E(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
, (11)

где нижняя грань берётся по всем подпространствам заданной размерности
n из пространства L2. Если исходить из наилучшего линейного приближения
E(M,Ln)L2

, то величину

δn(M, L2) = inf
{
E(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
(12)

называют линейным n-поперечником класса M в пространстве L2.

Аналогичным образом, взяв за основу величину (10), вводят в рас-
смотрение проекционный n-поперечник

πn(M, L2) = inf
{
E⊥(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
. (13)

Существуют ещё две величины, известные в теории приближений под
названиями n-поперечник по Гельфанду и n-поперечник по Бернштейну.

Пусть S – единичный шар в пространстве L2, то есть

S = {x ∈ L2, ‖x‖2 ≤ 1}.
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Величину

dn(M, L2) = inf
{

inf
{
M ∩ Ln ⊂ εS : ε > 0

}
: Ln ⊂ L2

}
, (14)

где внешний инфимум берётся по всем подпространствам Ln коразмерности
n, называют n-поперечником по Гельфанду, а величину

bn(M;L2) = sup
{

sup
{
εS ∩ Ln+1 ⊂M : ε > 0

}
: Ln+1 ⊂ L2

}
(15)

называют n-поперечником по Бернштейну.
Хорошо известно, что в гильбертовом пространстве L2 между величи-

нами (11)−(15) выполняются следующие соотношения30,31:

bn(M;L2) ≤ dn(M;L2) ≤ dn(M;L2) = δn(M;L2) = πn(M;L2).

Исходя из полученных в первой главе результатов, связанных с харак-
теристикой гладкости τm(f ; 1, u)p,p′ , определим следующие классы функций.

Через W (r)
q (τm;h) обозначим класс функций f ∈ L(r)

2 , для которых при
любых r,m ∈ N, h ∈ R+\{0} и 1/r < q ≤ 2 выполняется неравенство

1

h

h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt ≤ 1.

Символом W
(r)
q (τ1;ϕ, h), где 1/r < q ≤ 2, r ∈ N, обозначим класс функций

f ∈ L(r)
2 , для которых при любом h ∈ R+\{0} и произвольной неотрицатель-

ной суммируемой на отрезке (0, h] функции ϕ выполняется ограничение

1

h

h∫
0

τ q1 (f (r); 1, u)2,2 ϕ(u)du ≤ 1.

Через W (r)
q (τ1; Φ) обозначим множество функций f ∈ L(r)

2 , для которых при
любых r ∈ N, 1/r < q ≤ 2, h ∈ R+\{0} выполняется условие

1

h

h∫
0

τ q1 (f (r); 1, u)2,2 du ≤ Φq(h),

где Φ(h) – неотрицательная возрастающая функция такая, что Φ(0) = 0.

Основным результатом второго параграфа второй главы является сле-
дующее утверждение.

30Pinkus A. n-Widths in Approximation Theory. — Berlin: Springer-Verlag, Heidelberg, New York, Tokyo,
1985, 252 p.

31Тихомиров В.М. Некоторые вопросы теории приближений. – М.: МГУ, 1976, 325 с.
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Теорема 2.2.1. Пусть r,m ∈ N, h ∈ R+\{0} и 1/r < q ≤ 2. Тогда при
любых n ∈ N имеют место равенства

λ2n(W
(r)
q (τm;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
q (τm;h);L2) = E(W (r)

q (τm;h),T2n−1)L2
=

= 2−m/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q ,
где λn(·) – любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·) или πn(·).

Следствие 2.2.1. При выполнении условий теоремы 2.2.1 справедливы
равенства

λ2n(W
(r)
q (τ1;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
q (τ1;h);L2) = E(W (r)

q (τ1;h),T2n−1)L2
=

= 2−1/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1/q .
В частности, при q = 2 имеем

λ2n(W
(r)
2 (τ1;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
2 (τ1;h);L2) = E(W

(r)
2 (τ1;h),T2n−1)L2

=

= n−r
(

nh

2(nh− Si(nh))

)1/2

, 0 < nh ≤ π. (16)

Отметим, что равенства (16) в определённом смысле являются обобще-
нием одного результата Л.В.Тайкова3 о наилучшем полиномиальном при-
ближении периодических функций, принадлежащих пространству L2[0, 2π],

структурные свойства которых характеризуются усреднёнными значениями
модулей непрерывности первого порядка их r-ых производных f (r) ∈ L2.

В третьем параграфе второй главы вычислены точные значения всех пе-
речисленных выше n-поперечников классов функций, определяемых усред-
нёнными значениями τ -модуля гладкости и произвольной неотрицательной
не эквивалентной нулю весовой функции. Из полученных общих результатов
выведены некоторые следствия для конкретных весовых функций, а также
вычислены точные верхние грани модулей абсолютных значений коэффици-
ентов Фурье на указанных классах функций.

Теорема 2.3.1. Пусть r ∈ N, 1/r < q ≤ 2, 0 < h ≤ 3π/(4n). Тогда при
любом n ∈ N выполняются равенства

λ2n

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
=
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= E
(
W (r)

q (τ1;ϕ, h),T2n−1

)
L2

= 2−1/2n−r

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt


−1/q

,

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
δn(·) или πn(·).

Следствие 2.3.1. В условиях теоремы 2.3.1 при q = 2 и ϕ(t) ≡ 1

справедливы равенства

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; 1, h);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; 1, h);L2

)
=

= E
(
W

(r)
2 (τ1; 1, h),T2n−1

)
L2

= n−r
{

nh

2(nh− Si(nh))

}1/2

.

Следствие 2.3.2. В условиях теоремы 2.3.1 при q = 2, ϕ(t) = t имеют
место равенства

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; t, h);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; t, h);L2

)
= E

(
W

(r)
2 (τ1; t, h),T2n−1

)
L2

=

=
1

nrh

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1/2

, 0 < nh ≤ π.

В частности, при nh = π имеем:

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n);L2

)
=

= E
(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n); T2n−1

)
L2

=
1√

π2 − 4
· 1

nr−1
, r ∈ N.

В 1910 году Лебегом в терминах модулей непрерывности первого по-
рядка ω(f ; δ) впервые были получены оценки скорости сходимости к ну-
лю коэффициентов Фурье функции f ∈ C[0, 2π]. Эти оценки уточняли из-
вестные результаты Римана о скорости сходимости к нулю коэффициен-
тов Фурье при n → ∞. В дальнейшем вопросы вычисления точных верх-
них граней модулей коэффициентов Фурье на различных классах функций
в разное время рассматривались, например, А.В.Ефимовым, А.Ф.Тиманом,
Н.П.Корнейчуком, В.И.Бердышевым, С.Милорадовичем, С.А.Теляковским,
А.И.Степанцом. Аналогичные вопросы для некоторых классов дифференци-
руемых функций рассмотрены М.Ш.Шабозовым и С.Б.Вакарчуком32 и мно-
гими другими математиками.

32Шабозов М.Ш., Вакарчук С.Б. О наилучшем приближении периодических функций тригономет-
рическими полиномами и точных значениях поперечников функциональных классов в L2 // Analysis
Mathematica, 2012, tomus 38, №2, pp.154-165.
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Если M – некоторый класс функций, принадлежащих пространству L2,

то требуется найти величину
Vn(M) = sup

{
|an(f)|, |bn(f)| : f ∈M

}
,

где an(f) и bn(f) – косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f(x).

Из теоремы 2.3.1 получаем следующее утверждение.
Теорема 2.3.2. Если выполнены условия теоремы 2.3.1, то справедли-

вы равенства

Vn

(
W (r)

q (τ1; 1, h)
)

= 2−1/2 n−r+1/2


nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

.

В частности, при q = 2 имеем

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; 1, π/n)

)
= n−r

{
n

2(nh− Si(nh))

}1/2

.

Параграф завершается следующим утверждением.
Теорема 2.3.3. Если выполнены условия теоремы 2.3.1, то при q = 2

и ϕ(t) = t имеют место равенства

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; t, h)

)
=

1

nrh

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1/2

, 0 < nh ≤ π.

В частности, при nh = π выполняются равенства

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n)

)
=

1√
π2 − 4

· 1

nr−1
, r ∈ N

В четвёртом параграфе вычислены точные значения n-поперечников
класса W (r)

q (τ1; Φ). Следуя работе14, полагая при t = 0 значение функции
sin t

t
равным 1, через t∗ обозначим значение её аргумента, при котором эта

функция достигает на полусегменте [0,∞) своего наименьшего значения.
При этом t∗ (4, 49 < t∗ < 4, 51) есть минимальный положительный корень
уравнения tg x = x. Положим(

1− sin t

t

)
∗

=


1− sin t

t
, если 0 ≤ t ≤ t∗,

1− sin t∗
t∗

, если t∗ ≤ t <∞.

В этих обозначениях имеет место следующее утверждение.
Теорема 2.4.1. Пусть 1/r < q ≤ 2;m,n ∈ N; r ∈ Z+. Если мажоранта

Φ при любых h ∈ R+\{0} удовлетворяет ограничению
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Φq(h)

Φq(π/n)
≥ π

nh

 nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
∗
dt

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1 , (17)

то имеют место равенства

λ2n−1(W
(r)
q (τ1; Φ);L2) = λ2n(W

(r)
q (τ1; Φ);L2) =

= E(W (r)
q (τ1; Φ); T2n−1)L2

=
π1/q√
2nr


π∫

0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

Φ
(π
n

)
,

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников. При этом мно-
жество мажорант, удовлетворяющих условию (17), не пусто.

Из теоремы 2.4.1 вытекает следующее
Следствие 2.4.1. При выполнении условий теоремы (2.4.1) имеют

место равенства
λ2n−1(W

(r)
2 (τ1; Φ);L2) = λ2n(W

(r)
2 (τ1; Φ);L2) =

= E(W
(r)
2 (τ1; Φ); T2n−1)L2

=

√
π√

2(π − Si(π))
· 1

nr
Φ
(π
n

)
.

В связи с утверждением теоремы 2.4.1 определённый интерес представ-
ляет изучение поведения величин En−1(f

(r−s))L2
, где s = 1, . . . , r − 1; r ∈

N\{1} на классе функций W (r)
q (τ1; Φ).

Теорема 2.4.2. Пусть q = 2, r ∈ N\{1} Если функция Φ при любом
h ∈ R+\{0} удовлетворяет условию

(
Φ(h)

Φ(π/n)

)2

≥

nh∫
0

(
1− sin t

t

)
∗
dt

nh

(
1− Si(π)

π

) ,

то для s = 1, . . . , r − 1 справедливы равенства

sup
{
En−1(f

(r−s))2 : f ∈ W (r)
2 (τ1; Φ)

}
=

√
π√

2(π − Si(π))
· 1

ns
Φ
(π
n

)
.
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Заключение
Основные результаты диссертационной работы заключаются в следую-

щем:

• Найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина между вели-
чинами наилучших среднеквадратичных приближений периодических
дифференцируемых функций и τ -модулями непрерывности высших по-
рядков r-ых производных функций.
• Найдены точные верхние грани наилучших полиномиальных приближе-
ний некоторых классов периодических дифференцируемых функций, за-
даваемых τ -модулями непрерывности m-го порядка.
• Вычислены точные значения различных n-поперечников на классах
функций, задаваемых усредненными с весом значениями τ -модулей
непрерывности высших порядков производных.

Дальнейшее исследование темы диссертации может быть связано с оп-
тимизацией точных констант в неравенстве Джексона-Стечкина для других
модификаций модулей непрерывности с тем, чтобы иметь возможность вы-
явить наименьшую константу Джексона-Стечкина среди различных нера-
венств указанного типа. Кроме того, это даёт возможность выбора конкрет-
ной модификации модуля непрерывности при определении функциональных
классов в задаче отыскания точных значений n-поперечников, исходя из со-
держательной сущности исследуемых задач.
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