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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы
Одной из наиболее важных задач теории приближения функций явля-

ется задача отыскания точных констант в неравенствах типа Джексона –

Стечкина. Под неравенствами типа Джексона – Стечкина в широком смысле

понимают неравенства, в которых величина наилучшего приближения конеч-

номерным подпространством оценивается через некоторую ее характеристи-

ку гладкости. В качестве характеристики гладкости функции, как правило,

рассматривают либо модуль непрерывности, либо различные модификации

классического определения модуля непрерывности.

В диссертационной работе установлены окончательные оценки наилуч-

ших приближений тригонометрическими полиномами посредством τ -модулей

гладкости произвольного порядка и даны их приложения в задаче отыскания

точных значений n-поперечников некоторых функциональных классов.

Цель работы
Цель работы состоит в нахождении точных верхних граней наилучших

приближений тригонометрическими полиномами на классах непрерывно-

дифференцируемых функций, определяемых τ -модулями гладкости, и отыс-

кании точных значений различных n-поперечников на указанных классов

функций.

Научная новизна
В диссертации получены следующие основные результаты:

• Найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина между вели-

чинами наилучших среднеквадратичных приближений периодических

дифференцируемых функций и τ -модулями непрерывности высших по-

рядков r-ых производных функций.

• Найдены точные верхние грани наилучших полиномиальных приближе-
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ний некоторых классов периодических дифференцируемых функций, за-

даваемых τ -модулями непрерывности m-го порядка.

• Вычислены точные значения различных n-поперечников на классах

функций, задаваемых усредненными с весом значениями τ -модулей

непрерывности высших порядков производных.

Основные методы исследования
В диссертации используются современные методы теории приближения

оптимизационного содержания и методы решения экстремальных задач тео-

рии функций. Неоднократно используется хорошо известная теорема Тихо-

мирова об оценке снизу n-поперечников.

Теоретическая и практическая значимость
Диссертация имеет теоретический характер. Развитые в ней методы и

полученные результаты могут применяться при решении других задач тео-

рии приближения, в вопросах кодирования и восстановления функций. Главы

диссертации в отдельности могут составить содержание специальных курсов

для студентов и аспирантов высших учебных заведений, обучающихся по спе-

циальности математика.

Апробация работы
Основные результаты диссертации неоднократно докладывались и об-

суждались на:

• семинарах отдела теории функций и функционального анализа Инсти-

тута математики им. А.Джураева АН Республики Таджикистан под ру-

ководством академика АН РТ М.Ш.Шабозова (Душанбе, 2012-2016 г.);

• международной научной конференции
”
Современные проблемы матема-

тического анализа и теории функций” (Душанбе, 29-30 июня 2012 г.);

• международной научной конференции
”
Современные проблемы матема-

тики и её преподавания”, посвящённой 20-летию Конституции Республи-

ки Таджикистан (Худжанд, 28-29 июня 2014 г.);

• международной научной конференции, посвящённой 80-летию член-

корреспондента АН Республики Таджикистан, доктора физико-
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математических наук, профессора Стаценко Владислава Яковлевича

”
Современные проблемы функционального анализа и дифференциаль-

ных уравнений” (Душанбе, 27-28 апреля 2015 г.);

• международной научной конференции
”
Современные проблемы матема-

тики и её приложений” (Душанбе, 3-4 июня 2016 г.);

• международной летней математическойШколе-Конференции С.Б. Стеч-

кина по теории функций (Таджикистан, Душанбе, 15-25 августа 2016 г.)

Публикации
Результаты автора по теме диссертации опубликованы в 8 работах

[68–75]. Из них 4 статьи опубликованы в изданиях, входящих в действующий

перечень ВАК Российской Федерации, а 4 статьи в трудах международных

конференций. Из совместной с научным консультантом М.Ш.Шабозовым ра-

боты [69] на защиту выносятся лишь результаты, полученные лично автором.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, двух глав, списка цитированной

литературы из 75 наименований, занимает 82 страниц машинописного текста

и набрана на LaTeX. Для удобства в диссертации применена сквозная нуме-

рация теорем, лемм, следствий и формул. Они имеют тройную нумерацию,

в которой первая цифра совпадает с номером главы, вторая указывает на

номер параграфа, а третья на порядковый номер теорем, лемм, следствий

или формулы в данном параграфе.

Краткое содержание работы
Во введении к диссертации обосновывается актуальность рассматривае-

мых задач, формулируются цель и основные результаты работы.

В первом параграфе приведена краткая историческая справка о пред-

варительных результатах, имеющих непосредственное отношение к теме

диссертационной работы, а также дано описание различных модификаций

классического определения модулей непрерывности с целью сравнения

полученных результатов с ранее известными. Использование различных
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модификаций классического модуля непрерывности m-го порядка

ωm(f ; t)X = sup
{
‖∆m

h (f ; ·)‖X : |h| ≤ t
}
, (0.0.1)

где

∆m
h (f ;x) =

m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

– разность m-го порядка функции f ∈ X, X – произвольное нормированное

пространство, продиктовано специфическими условиями рассматриваемых

задач, раскрывающих сущность исследуемых проблем. В качестве примера

использования разнообразных модификаций модулей непрерывности укажем

на известные работы М.К.Потапова и его учеников [39–42], в которых были

использованы вместо оператора сдвига Thf(x) := f(x + h) различные виды

усредняющих операторов. В этой связи также укажем работу В.А.Абилова и

Ф.В.Абиловой [1], где вместо оператора сдвига Thf(x) используется функция

(оператор) Стеклова

Shf(x) =
1

2h

h∫
−h

f(x+ t)dt, h > 0.

Согласно [1] для произвольной функции f ∈ X конечные разности опреде-

лим следующим образом:

∆̃1
h(f ;x) = Shf(x)− f(x) = (Sh − E)f(x),

∆̃m
h (f ;x) = ∆̃h

(
∆̃m−1
h (f ;x);x

)
=

= (Sh − E)mf(x) =
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
Skhf(x), m = 2, 3, ...,

где

S0
hf(x) = f(x), Skhf(x) = Sh

(
Sk−1h f(x)

)
, k = 1,m, m ∈ N,

E – единичный оператор в пространстве X.

Наряду с величиной (0.0.1), модулем непрерывности m-го порядка функции

f ∈ X также называют величину

Ω̃m(f ; t) = sup

{∥∥∥∆̃m
h (f ; ·)

∥∥∥
X

: |h| ≤ t

}
=
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= sup

{∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
Skhf(·)

∥∥∥∥∥
X

: 0 < h ≤ t

}
. (0.0.2)

Пусть N – множество натуральных чисел; Z+ = N∪{0}; R+ – множество

неотрицательных чисел вещественной оси. Через L2 := L2[0, 2π] обозначим

пространство суммируемых с квадратом по Лебегу 2π-периодических функ-

ций f с нормой

‖f‖2 := ‖f‖L2[0,2π] =

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞.

Под T2n−1 понимаем подпространство тригонометрических полиномов поряд-

ка n− 1.

Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей фор-

мальное разложение в ряд Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx), (0.0.3)

где ak(f), bk(f) – косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f ∈ L2,

величина её наилучшего приближения элементами Tn−1 ∈ T2n−1 равна

En−1(f)2 = inf
{
‖f − Tn−1‖2 : Tn−1 ∈ T2n−1

}
= ‖f(·)− Sn−1(f ; ·)‖2 =

=

{ ∞∑
k=n

(
a2k(f) + b2k(f)

)}1/2

=

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

, (0.0.4)

где

ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f),

Sn−1(f ;x) :=
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

– частная сумма порядка n− 1 ряда Фурье функции f.

Под L
(r)
2 (r ∈ Z+, L

(0)
2 = L2) понимаем множество функций f ∈ L2, у

которых производные f (r−1), r ∈ N, абсолютно непрерывны, а производные

f (r) ∈ L2.
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При решении экстремальных задач теории полиномиальной аппрокси-

мации функций f ∈ L2 наиболее актуальным является вопрос отыскания

точных констант

χm,n,r(Um; t) := sup

{
nrEn−1(f)2
Um(f (r); t/n)2

: f ∈ L(r)
2 ; f 6= const

}
(0.0.5)

в неравенствах типа Джексона–Стечкина

En−1(f)2 ≤
χ

nr
Um(f (r); t/n)2, (0.0.6)

где Um – некоторая характеристика гладкости самой функции f или некото-

рой её производной f (r), r ∈ N, например Um = ωm или Um = Ω̃m. Нера-

венство (0.0.6) и определение констант в (0.0.5) было объектом многочис-

ленных исследований. В этой связи отметим, например, работы Н.И.Черных

[55–57], Л.В.Тайкова [46–48], Н.Айнуллоева [2,3], А.Г.Бабенко [4–6], В.В.Жука

[22–24], Х.Юссефа [67], В.И.Иванова и О.И.Смирнова [25], А.А.Лигуна

[32–34], С.Н.Васильева [20], В.В.Шалаева [66], С.Б.Вакарчука [9–17],

С.Б.Вакарчука, М.Ш.Шабозова и В.И.Забутной [18, 19], М.Ш.Шабозова [58,

59], М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [60–62], М.Ш.Шабозова и С.Б.Вакарчука

[63] и многих других математиков (см., например, более полную библиогра-

фию в работах [17–19] и [60–63]).

Для исследования структурных и конструктивных свойств величины

наилучшего приближения функций алгебраическими полиномами в про-

странствах Lp[a, b] (1 ≤ p < ∞) и C[a, b] Камен Г. Иванов [26, 27] ввёл

в рассмотрение новые модификации модулей непрерывности — так назы-

ваемые τ -модули гладкости, и изучил их свойства и связи с известными

дифференциально-разностными характеристиками.

В диссертационной работе мы воспользуемся указанными величинами

для решения ряда экстремальных задач теории полиномиальной аппроксима-

ции в L2, развивая и обобщая ранее известные результаты С.Б.Вакарчука [10]

для τ -модулей гладкости.

Пусть λ есть произвольная положительная 2π-периодическая функция,

а w – непрерывная неотрицательная функция периода 2π.
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Определение [26,27]. τ -модулем гладкостиm-го порядка функции f ∈
Lmax(p,p′)[0, 2π] (p, p′ ≥ 1) называют величину

τm(f, w;λ)p,p′ = ‖w(·)ωm(f, ·;λ(·))p′‖p , (0.0.7)

где

ωm(f, x;λ(x))p′ =

 1

2λ(x)

λ(x)∫
−λ(x)

|∆m
h f(x)|p

′
dh


1/p′

.

Камен Г. Иванов в работе [26], в частности, установил, что если, напри-

мер, λ(x) ≡ u = const > 0, f ∈ Lp[0, 2π], w(x) ≡ 1 и p ′ ∈ [1, p], 1 < p <∞, то
имеет место соотношение

τm(f ; 1, u)p,p′ � ωm(f, u)p,

где символом
”
� ” обозначают слабую эквивалентность приведённых

характеристик гладкости. При изучении экстремальных задач теории

аппроксимации функций f ∈ L2, структурные характеристики которых

выражаются τ -модулями гладкости, С.Б.Вакарчук ввёл в рассмотрение

следующие экстремальные аппроксимационные величины:

Kn,r,m(t)p′ := sup

{
nrEn−1(f)2

τm(f (r); 1, t/n)p′,2
: f ∈ L(r)

2 ; f 6= const

}
, (0.0.8)

K ∗
n,r,m(h)p′ :=

:= sup


nrEn−1(f)2 h∫

0

τ 2m(f (r); 1, t)p′,2dt

1/2
: f ∈ L(r)

2 , f 6= const


, (0.0.9)

где 1 ≤ p′ ≤ 2, t, h ∈ R+\{0}.
Следующие две теоремы принадлежат С.Б.Вакарчуку [10].
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Теорема A. Для любых чисел m,n ∈ N, r ∈ Z+ и 0 < t ≤ π справедливо

равенство

Kn,r,m(t)2 =

{
t

2mJm(t)

}1/2

, (0.0.10)

где

Jm(v) :=

v∫
0

(1− cos τ)mdτ. (0.0.11)

Теорема B. При любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ и любой h ∈ (0, π/n] выполне-

но следующее равенство

K ∗
n,r,m(h)2 =

 h∫
0

(nu)−1Jm(nu)du

−1/2 . (0.0.12)

Эти теоремы являются отправным пунктом для нашего дальнейшего иссле-

дования в последующих параграфах.

Во втором параграфе первой главы, в частности, приведено обобщение

результата теоремы B как следствие более общего утверждения. С этой целью

докажем точное неравенство Джексона – Стечкина между величиной наилуч-

шего приближения тригонометрическими полиномами гладкой функции из

L
(r)
2 и Lq-нормой τ -модули гладкости m-го порядка её r-й производной.

Основным результатом данного параграфа является следующая

Теорема 1.2.1. Пусть p′ = 2, 1/r ≤ q ≤ 2, r ∈ N и h ∈ [0, π/n]. Тогда

для произвольной функции f ∈ L(r)
2 имеет место неравенство

En−1(f)2 ≤

 h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

2m/2 nr−1/q

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

1/q
. (0.0.13)

Неравенство (0.0.13) точно в том смысле, что существует функция

f0 ∈ L(r)
2 , обращающая его в равенство.

Из теоремы 1.2.1 вытекает
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Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1 имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2 nr−1/qEn−1(f)2 h∫
0

τ qm(f (r), 1; t)2,2 dt

1/q
=

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q . (0.0.14)

Замечание. Из равенства (0.0.14), в частности, при q = 2 получаем утвер-
ждение теоремы В в виде равенства (0.0.12).

В третьем параграфе первой главы с целью выяснения структурных и

конструктивных свойств функции f ∈ L(r)
2 посредством τ -модулей гладкости

m-го порядка вводится экстремальная аппроксимационная характеристика

следующего вида:

χ̃m,n,r,q(τm, ϕ;h)p′ = sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2En−1(f)2 h∫
0

τ qm(f (r), 1; t)p′,2 ϕ(t)dt

1/q
, (0.0.15)

где 1 ≤ p′ ≤ 2, 0 < q ≤ 2, h ∈ R+\{0} и ϕ – неотрицательная суммируемая не

эквивалентная нулю на отрезке [0, h] функция. Здесь и далее в соотношениях

общего характера отношение 0/0 будем считать равным нулю.

Для вычисления точных значений различных n-поперечников и вычис-

ления точных верхних граней наилучших приближений на классах функций

во второй главе определённый интерес представляет отыскание точного зна-

чения величины (0.0.15).

Имеет место следующее общее утверждение.

Теорема 1.3.1. Пусть m,n ∈ N, 0 < q ≤ 2, r ∈ Z+, h ∈ (0, π/n], ϕ –

неотрицательная суммируемая и не эквивалентная нулю на отрезке [0, h]

функция. Тогда имеют место неравенства
1

βn,m,r,q(ϕ;h)
≤ X̃n,m,r,q(ϕ;h)2 ≤

1

inf
n≤k<∞

βk,m,r,q(ϕ;h)
, (0.0.16)

где

βk,m,r,q(ϕ;h) :=

krq h∫
0

(
(kt)−1Jm(kt)

)q/2
ϕ(t)dt

1/q

. (0.0.17)
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Отметим, что утверждение теоремы 1.3.1 в определённом смысле является

обобщением результата М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [60], на случай оценки

наилучшего полиномиального приближения функций f ∈ L
(r)
2 посредством

модуля непрерывности m-го порядка (0.0.1) на случай наилучшего полино-

миального приближения функций f ∈ L(r)
2 посредством τ -модулей непрерыв-

ности m-го порядка (0.0.7).

Из теоремы 1.3.1 вытекает ряд следствий.

Следствие 1.3.1. Пусть k, n,m, r ∈ N, k ≥ n; 1/r < q ≤ 2; ϕ(t) ≥ 0

– суммируемая на [0, h] функция, не эквивалентная нулю, 0 < h ≤ π/n.

Тогда, если

inf
{
βk,m,r,q(ϕ;h) : k ≥ n

}
= βn,m,r,q(ϕ;h), (0.0.18)

то имеет место равенство

X̃n,m,r,q(ϕ;h)2 =
{
βn,m,r,q(ϕ;h)

}−1
. (0.0.19)

В частности, равенство (0.0.19) выполняется для весовой функции

ϕ(t) := ϕ1(t) = (kt)q/2, n ≤ k <∞, k, n ∈ N при 1/r < q ≤ 2, r ∈ N.

Из теоремы 1.3.1 вытекает следующая

Теорема 1.3.2. Пусть r ∈ Z+; k, n ∈ N; 0 < q ≤ 2; 0 < a ≤ π; g(t) ≥ 0

– суммируемая на отрезке [0, a] функция, не эквивалентная нулю. Тогда

имеют место следующие неравенства:

1{
µm,r,q(a; g; 1)

}1/q
≤ sup

f∈L(r)
2

f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 g(t)dt

1/q
≤

≤ 1{
inf

1≤x<∞
µm,r,q(a; g;x)

}1/q
,

где

µm,r,q(a; g;x) := xrq
a∫

0

(
(xt)−1Jm(xt)

)q/2
g(t)dt.
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Если при этом функция g такова, что

inf
{
µm,r,q(a; g;x) : 1 ≤ x <∞

}
= µm,r,q(a; g; 1),

то справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 g(t)dt

1/q
=

1{
µm,r,q(a; g; 1)

}1/q
. (0.0.20)

В свою очередь из теоремы 1.3.2 вытекает

Следствие 1.3.2. Пусть 0 < a ≤ π; m,n, r ∈ N. Если для некоторого

q ∈ (0, 2] функция g(t) := trq−1g1(t), где g1(t) ≥ 0 – невозрастающая сумми-

руемая на отрезке [0, a] и не эквивалентная нулю функция, то выполняется

равенство

inf
{
µm,r,q(a; trq−1g1(t);x) : 1 ≤ x <∞

}
= µm,r,q(a; trq−1g1(t); 1) (0.0.21)

и справедливо соотношение

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 t
rq−1g1(t)dt

1/q
=

=
1{

µm,r,q(a; trq−1g1(t); 1)
}1/q

. (0.0.22)

Приведенные результаты, в силу своей общности, не позволяют точно

вычислить значения n-поперечников классов функций, естественно возника-

ющих из определения величины (0.0.15). Однако это удается сделать в кон-

кретной ситуации, например в случаеm = 1 для произвольной неотрицатель-

ной суммируемой весовой функции ϕ, которая не эквивалентной нулю.

Теорема 1.3.3. Пусть m = 1, n ∈ N, 0 < q ≤ 2, r ∈ Z+, 0 < h ≤
3π/(4n), ϕ – неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не эквива-
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лентная нулю функция. Тогда имеет место равенство

X̃n,1,r,q(ϕ;h)2 =

nrq h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q . (0.0.23)

Равенство (0.0.23) перепишем в эквивалентном виде

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2nrEn−1(f)2 h∫

0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
=

=

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q . (0.0.24)

Хорошо известно, что для функции f ∈ L
(r)
2 , где r = 2, 3, ..., её про-

межуточные производные f (r−s) (s = 1, 2, . . . , r − 1) принадлежат простран-

ству L2. Представляет интерес отыскание точных верхних граней величины

En−1(f
(r−s))2 на классе L(r)

2 . Подобная задача решалась в работе [17], когда

гладкостная характеристика функций f ∈ L(r)
2 задавалась специальным мо-

дулем непрерывности m-го порядка Ω̃m(f ; t), конструкция которого основана

на m-кратной итерации оператора Стеклова

Sh(f ;x) =
1

2h

h∫
−h

f(x+ t)dt.

В рассматриваемом нами случае доказательство нижеследующего утвер-

ждения основано на использовании экстремального равенства (0.0.24) и сле-

дующего неравенства типа Колмогорова

En−1(f
(r−s))2 ≤ En−1(f)

s/r
2 En−1(f

(r))
1−s/r
2 ,

верного при всех s = 1, 2, . . . , r.

Теорема 1.3.4. Пусть n ∈ N; r ∈ N\{1}; s = 1, 2, . . . , r − 1; 0 <

q ≤ 2; 0 < h ≤ 3π/(4n); ϕ(t) ≥ 0 – суммируемая на отрезке [0, h], не
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эквивалентная нулю функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2nsEn−1(f

(r−s))2 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
=

=

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q . (0.0.25)

Пусть n ∈ N; r ∈ N\{1}; s = 1, 2, . . . , r − 1; q = 2; 0 < h ≤ 3π/(4n) и

ϕ(t) ≡ 1. Тогда

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nsEn−1(f
(r−s))2 h∫

0

τ 21 (f (r); 1, t)2,2dt

1/2
=

{
n

2(nh− Si(nh))

}1/2

, (0.0.26)

где Si(x) =

x∫
0

sin t

t
dt – интегральный синус.

Если же n ∈ N; r ∈ N\{1}; s = 1, 2, . . . , r− 1; q = 2; 0 < h ≤ 3π/(4n) и

ϕ(t) ≡ t, то справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nsEn−1(f
(r−s))2 h∫

0

tτ 21 (f (r); 1, t)2,2dt

1/2
=

1

h

√
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
. (0.0.27)

Во второй главе диссертационной работы рассматривается экстремаль-

ная задача вычисления точных значений n-поперечников различных классов

функций из L(r)
2 , определяемых τ -модулями гладкости m-го порядка своих

r-тых производных f (r). Необходимые определения и обозначения, которыми

воспользуемся при вычислении различных n-поперечников заданных клас-

сов функций, излагаются в первом параграфе второй главы: пусть M ⊂ L2

– некоторый класс функций и пусть Ln ⊂ L2 – некоторое подпространство

15



заданной размерности n. Величину

E(M,Ln)L2
= sup

{
E(f ;Ln)L2

: f ∈M
}

=

= sup
{

inf
{
‖f − g‖2 : g ∈ Ln

}
: f ∈M

}
(0.0.28)

называют наилучшим приближением классаM подпространством Ln размер-
ности n. Величина (0.0.28) характеризует отклонение класса M от подпро-

странства Ln в метрике пространства L2. Если обозначить через A(L2,Ln) —
множество всех линейных непрерывных операторов A : L2 → Ln, действую-

щих из L2 в произвольно заданное подпространство Ln ⊂ L2 размерности n,

то возникает следующая задача: требуется найти величину

E(M,Ln)L2
= inf

{
sup
{∥∥∥f − Af∥∥∥

2
: f ∈M

}
: A ∈ A(L2,Ln)

}
(0.0.29)

и указать линейный оператор A∗ ⊂ A(L2,Ln), реализующий точную нижнюю

грань в правой части соотношения (0.0.29), то есть

E(M,Ln)L2
= sup

{∥∥∥f − A∗f∥∥∥
2

: f ∈M
}
.

Если же в A(L2,Ln) выделить класс A⊥(L2,Ln) операторов A линейного про-

ектирования на подпространство Ln, то есть таких, что Af = f при условии

f ∈ Ln, то принято рассматривать величину

E⊥(M,Ln)L2
=

= inf
{

sup
{∥∥∥f − Af∥∥∥

2
: f ∈M

}
: A ⊂ A⊥(L2,Ln)

}
. (0.0.30)

С величинами (0.0.28) – (0.0.30) связана задача отыскания значения n-

поперечников для различных классов функций M. Напомним определения

n-поперечников, значения которых для конкретных классов M вычислим в

этой главе.

n-поперечником в смысле А.Н.Колмогорова [28] класса функций M в

пространстве L2 называют величину

dn(M, L2) = inf
{
E(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
, (0.0.31)
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где нижняя грань берётся по всем подпространствам заданной размерности

n из пространства L2. Если исходить из наилучшего линейного приближения

E(M,Ln)L2
, то величину

δn(M, L2) = inf
{
E(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
(0.0.32)

называют линейным n-поперечником класса M в пространстве L2.

Аналогичным образом, взяв за основу величину (0.0.30), вводят в рас-

смотрение проекционный n-поперечник

πn(M, L2) = inf
{
E⊥(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
. (0.0.33)

Существуют ещё две величины, известные в теории приближений под

названиями n-поперечник по Гельфанду и n-поперечник по Бернштейну.

Пусть S – единичный шар в пространстве L2, то есть

S = {x ∈ L2, ‖x‖2 ≤ 1}.
Величину

dn(M, L2) = inf
{

inf
{
M ∩ Ln ⊂ εS : ε > 0

}
: Ln ⊂ L2

}
, (0.0.34)

где внешний инфимум берётся по всем подпространствам Ln коразмерности

n, называют n-поперечником по Гельфанду, а величину

bn(M;L2) = sup
{

sup
{
εS ∩ Ln+1 ⊂M : ε > 0

}
: Ln+1 ⊂ L2

}
(0.0.35)

называют n-поперечником по Бернштейну.

Хорошо известно, что в гильбертовом пространстве L2 между величина-

ми (0.0.31) – (0.0.35) выполняются следующие соотношения [38,53]:

bn(M;L2) ≤ dn(M;L2) ≤ dn(M;L2) = δn(M;L2) = πn(M;L2). (0.0.36)

Исходя из полученных в первой главе результатов, связанных с харак-

теристикой гладкости τm(f ; 1, u)p,p′ , определим следующие классы функций.

Через W (r)
q (τm;h) обозначим класс функций f ∈ L(r)

2 , для которых при

любых r,m ∈ N, h ∈ R+\{0} и 1/r ≤ q ≤ 2 выполняется неравенство

1

h

h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt ≤ 1.
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Символом W
(r)
q (τ1;ϕ, h), где 1/r < q ≤ 2, r ∈ N, обозначим класс функ-

ций f ∈ L(r)
2 , для которых при любом h ∈ R+\{0} и произвольной неотрица-

тельной суммируемой на отрезке (0, h] функции ϕ выполняется ограничение

1

h

h∫
0

τ q1 (f (r); 1, u)2,2 ϕ(u)du ≤ 1.

Через W (r)
q (τ1; Φ) обозначим множество функций f ∈ L(r)

2 , для которых

при любых r ∈ N, 1/r < q ≤ 2, h ∈ [0, 2π] выполняется условие

1

h

h∫
0

τ q1 (f (r); 1, u)2,2 du ≤ Φq(h),

где Φ(h) – неотрицательная возрастающая функция такая, что Φ(0) = 0.

Основным результатом второго параграфа второй главы является сле-

дующее утверждение.

Теорема 2.2.1. Пусть r,m ∈ N, h ∈ R+\{0} и 1/r < q ≤ 2. Тогда при

любых n ∈ N имеют место равенства

λ2n(W
(r)
q (τm;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
q (τm;h);L2) = E(W (r)

q (τm;h),T2n−1)L2
=

= 2−m/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q , (0.0.37)

где λn(·) – любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·) или πn(·).
Следствие 2.2.1. При выполнении условий теоремы 2.2.1 справедливы

равенства

λ2n(W
(r)
q (τ1;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
q (τ1;h);L2) = E(W (r)

q (τ1;h),T2n−1)L2
=

= 2−1/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1/q . (0.0.38)

В частности, при q = 2 имеем

λ2n(W
(r)
2 (τ1;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
2 (τ1;h);L2) = E(W

(r)
2 (τ1;h),T2n−1)L2

=
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= n−r
(

nh

2(nh− Si(nh))

)1/2

, 0 < nh ≤ π. (0.0.39)

Отметим, что равенства (0.0.39) в определённом смысле являются

обобщением одного результата Л.В.Тайкова [46] о наилучшем поли-

номиальном приближении периодических функций, принадлежащих

пространству L2[0, 2π], структурные свойства которых характеризуют-

ся усреднёнными значениями модулей непрерывности первого поряд-

ка их производных f (r) ∈ L2.

В третьем параграфе второй главы вычислены точные значения всех пе-

речисленных выше n-поперечников классов функций, определяемых усред-

нёнными значениями τ -модуля гладкости и произвольной неотрицательной

не эквивалентной нулю весовой функции. Из полученных общих результатов

выведены некоторые следствия для конкретных весовых функций, а также

вычислены точные верхние грани модулей абсолютных значений коэффици-

ентов Фурье на указанных классах функций.

Теорема 2.3.1. Пусть r ∈ N, 1/r < q ≤ 2, 0 < h ≤ 3π/(4n). Тогда при

любом n ∈ N выполняются равенства

λ2n

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
=

= E
(
W (r)

q (τ1;ϕ, h),T2n−1

)
L2

=

= 2−1/2n−r

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt


−1/q

, (0.0.40)

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
δn(·) или πn(·).

Следствие 2.3.1. В условиях теоремы 2.3.1 при q = 2 и ϕ(t) ≡ 1

справедливы равенства

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; 1, h);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; 1, h);L2

)
=

= E
(
W

(r)
2 (τ1; 1, h),T2n−1

)
L2

= n−r
{

nh

2(nh− Si(nh))

}1/2

.
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Следствие 2.3.2. В условиях теоремы 2.3.1 при q = 2, ϕ(t) = t имеют

место равенства

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; t, h);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; t, h);L2

)
=

= E
(
W

(r)
2 (τ1; t, h),T2n−1

)
L2

=

=
1

nrh

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1/2

, 0 < nh ≤ π.

В частности, при nh = π имеем:

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n);L2

)
=

= E
(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n); T2n−1

)
L2

=
1√

π2 − 4
· 1

nr−1
, r ∈ N.

В 1910 году Лебегом в терминах модулей непрерывности первого порядка

ω(f ; δ) впервые были получены оценки скорости сходимости к нулю коэффи-

циентов Фурье функции f ∈ C[0, 2π]. Эти оценки уточняли известные резуль-

таты Римана о скорости сходимости к нулю коэффициентов Фурье при n→
∞. В дальнейшем вопросы вычисления точных верхних граней модулей ко-

эффициентов Фурье на различных классах функций в разное время рассмат-

ривались А.В.Ефимовым [21], А.Ф.Тиманом [51], Н.П.Корнейчуком [29, 30],

В.И.Бердышевым [7, 8], С.Милорадовичем [35, 36], С.А.Теляковским [49, 50],

А.И.Степанцом [44]. Все вышеперечисленные результаты подытожены в мо-

нографии А.И.Степанца [44]. Аналогичные вопросы для некоторых классов

дифференцируемых функций рассмотрены С.Б.Вакарчуком [10,13,14,16,17],

М.Ш.Шабозовым [58–63] и многими другими математиками.

Если M – некоторый класс функций, принадлежащих пространству L2,

то требуется найти величину

Vn(M) = sup
{
|an(f)|, |bn(f)| : f ∈M

}
,

где an(f) и bn(f) – косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f(x).

Из теоремы 2.3.1 получаем следующее утверждение.
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Теорема 2.3.2. Если выполнены условия теоремы 2.3.1, то справедли-

вы равенства

Vn

(
W (r)

q (τ1; 1, h)
)

= 2−1/2 n−r+1/2


nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

.

В частности, при q = 2 имеем

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; 1, π/n)

)
= n−r

{
n

2(nh− Si(nh))

}1/2

.

Параграф завершается следующим утверждением.

Теорема 2.3.3. Если выполнены условия теоремы 2.3.1, то при q = 2

и ϕ(t) = t имеют место равенства

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; t, h)

)
=

1

nrh

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1/2

, 0 < nh ≤ π.

В частности, при nh = π выполняются равенства

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n)

)
=

1√
π2 − 4

· 1

nr−1
, r ∈ N.

В четвёртом параграфе вычислены точные значения n-поперечников

класса W
(r)
q (τ1; Φ). Следуя работе [61], полагая при t = 0 значение функ-

ции
sin t

t
равным 1, через t∗ обозначим значение её аргумента, при котором

эта функция достигает на полусегменте [0,∞) своего наименьшего значения.

При этом t∗ (4, 49 < t∗ < 4, 51) есть минимальный положительный корень

уравнения tg x = x. Положим

(
1− sin t

t

)
∗

=


1− sin t

t
, если 0 ≤ t ≤ t∗,

1− sin t∗
t∗

, если t∗ ≤ t <∞.

В этих обозначениях имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.4.1. Пусть 1/r < q ≤ 2;m,n ∈ N; r ∈ Z+. Если мажоранта

Φ при любых h ∈ R+\{0} удовлетворяет ограничению

Φq(h)

Φq(π/n)
≥ π

nh

 nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
∗
dt

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1 , (0.0.41)
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то имеют место равенства

λ2n−1(W
(r)
q (τ1; Φ);L2) = λ2n(W

(r)
q (τ1; Φ);L2) =

= E(W (r)
q (τ1; Φ); T2n−1)L2

=

=
π1/q√
2nr


π∫

0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

Φ
(π
n

)
, (0.0.42)

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников. При этом мно-

жество мажорант, удовлетворяющих условию (0.0.41), не пусто.

Из теоремы 2.4.1 вытекает следующее

Следствие 2.4.1. При выполнении условий теоремы (2.4.1) имеют ме-

сто равенства

λ2n−1(W
(r)
2 (τ1; Φ);L2) = λ2n(W

(r)
2 (τ1; Φ);L2) =

= E(W
(r)
2 (τ1; Φ); T2n−1)L2

=

√
π√

2(π − Si(π))
· 1

nr
Φ
(π
n

)
.

В связи с утверждением теоремы 2.4.1 определённый интерес представ-

ляет изучение поведения величин En−1(f
(r−s))L2

, где s = 1, . . . , r − 1; r ∈
N\{1} на классах функций W (r)

q (τ1; Φ).

Теорема 2.4.2. Пусть q = 2, r ∈ N\{1}. Если функция Φ при любом

h ∈ R+\{0} удовлетворяет условию

(
Φ(h)

Φ(π/n)

)2

≥

nh∫
0

(
1− sin t

t

)
∗
dt

nh

(
1− Si(π)

π

) ,

то для s = 1, . . . , r − 1 справедливы равенства

sup
{
En−1(f

(r−s))2 : f ∈ W (r)
2 (τ1; Φ)

}
=

√
π√

2(π − Si(π))
· 1

ns
Φ
(π
n

)
.
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ГЛАВА I

Наилучшее полиномиальное приближение функций в
L2[0, 2π], структурные свойства которых
характеризуются τ -модулями гладкости

§1.1. Описание различных модификаций модуля
непрерывности. τ -модули гладкости

1.1.1. История вопроса и предварительные результаты

В последнее время при решении ряда экстремальных задач теории ап-

проксимации функций вместо классического модуля непрерывности m-го по-

рядка

ωm(f ; t)X = sup
{
‖∆m

h (f)‖X : |h| ≤ t
}
, (1.1.1)

где

∆m
h (f ;x) =

m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

— разность m-го порядка функции f ∈ X, X – произвольное нормирован-

ное пространство, часто используют различные модификации классического

определения модуля непрерывности. Использование различных модифика-

ций модуля непрерывности продиктовано специфическими условиями рас-

сматриваемых задач и позволяет получить неожиданные результаты, рас-

крывающие сущность исследуемых проблем. В качестве примера укажем

на работы М.К.Потапова [39, 42] и его учеников, в частности на работу

А.Ю.Напедениной [37], где при аппроксимации непериодических функций

алгебраическими полиномами предложены различные модификации опреде-

ления модуля непрерывности (1.1.1), использующие вместо оператора сдвига

Thf(x) := f(x+ h) различные усредняющие операторы.

В случае аппроксимации 2π-периодических функций вместо оператора

сдвига Thf(x) = f(x + h) В.А.Абиловым и Ф.В.Абиловой [1] была использо-
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вана функция Стеклова

Shf(x) := fh(x) =
1

2h

x+h∫
x−h

f(t)dt, h > 0

для произвольной функции f ∈ X. Определим аналоги конечных разностей

в рассматриваемом случае:

∆̃1
h(f ;x) = Shf(x)− f(x) = (Sh − E)f(x),

∆̃m
h (f ;x) = ∆̃1

h

(
∆̃m−1
h (f ;x);x

)
=

= (Sh − E)mf(x) =
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
Skhf(x),

где

S0
hf(x) := f(x), Skhf(x) := Sh

(
Sk−1h f(x)

)
, k = 1,m, m ∈ N,

E – единичный оператор в пространстве X.

Наряду с величинами (1.1.1), модулем непрерывности m-го порядка

функции f ∈ X также называют величину

Ω̃m(f ; t) = sup

{∥∥∥∆̃m
h (f)

∥∥∥
X

: 0 < h ≤ t

}
=

= sup

{∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
Skhf(·)

∥∥∥∥∥
X

: 0 < h ≤ t

}
. (1.1.2)

Отметим также, что в ряде работ С.Б.Вакарчука [13, 14] и С.Б.Вакарчука,

М.Ш.Шабозова и В.И.Забутной [18, 19, 65], при решении некоторых экстре-

мальных задач теории аппроксимации функций в L2 вместо модуля непре-

рывности m-го порядка использовалась следующая усреднённая характери-

стика гладкости:

Ωm(f ; t) =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

‖∆m
h
f‖2L2

dh1 · · · dhm


1/2

,
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где t > 0; h = (h1, h2, . . . , hm); ∆m
h

= ∆1
h1
◦ ∆1

h2
◦ · · · ◦ ∆1

hm
; ∆1

hj
f(x) :=

f(x+ hj)− f(x), j = 1,m.

Подобного рода усреднённая характеристика гладкости функций ра-

нее рассматривалась К.В.Руновским [43] и Э.А.Стороженко, В.Г.Кротовым,

П.Освальдом [45].

Необходимо отметить также, что усреднённые модули непрерывности

несколько другого вида ещё ранее изучались Р.М.Тригубом [54] в простран-

ствах Lp (p ≥ 1), где была показана их слабая эквивалентность обычным

модулям непрерывности.

Введём следующие обозначения: N – множество натуральных чисел;

Z+ = N ∪ {0}; R+ – множество неотрицательных чисел вещественной оси.

Через L2 := L2[0, 2π] обозначим пространство суммируемых с квадратом по

Лебегу 2π-периодических функций f(x) с конечной нормой

‖f‖2 := ‖f‖L2[0,2π] =

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞.

Пусть T2n−1 – подпространство всевозможных тригонометрических по-

линомов порядка n− 1, т.е.

T2n−1 =

{
Tn−1(x) : Tn−1(x) = α0 +

n−1∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

}
.

Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей раз-

ложение в ряд Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx), (1.1.3)

где

ak(f) =
1

π

2π∫
0

f(x) cos kxdx, bk(f) =
1

π

2π∫
0

f(x) sin kxdx

– косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f ∈ L2, величина её

наилучшего приближения элементами Tn−1 ∈ T2n−1 равна
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En−1(f)2 = En−1(f)L2
= inf

{
‖f − Tn−1‖2 : Tn−1(x) ∈ T2n−1

}
=

= ‖f − Sn−1(f)‖2 =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

, (1.1.4)

где

Sn−1(f ;x) =
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— частная сумма порядка n−1 ряда Фурье функции f,

ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f), k ∈ N,

ak(f), bk(f) – соответственно косинус- и синус-коэффициенты Фурье.

Под L
(r)
2 (r ∈ Z+, L

(0)
2 = L2) понимаем множество функций f ∈ L2, у

которых производные f (r−1), r ∈ N, абсолютно непрерывны, а производные

f (r) ∈ L2. Если f ∈ L(r)
2 , то, дифференцируя r раз разложения (1.1.3), полу-

чаем

f (r)(x) =
∞∑
k=1

kr
(
ak(f) cos

(
kx+

rπ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

rπ

2

))
, (1.1.5)

где равенство понимается в смысле сходимости в метрике L2.

Для определения явного вида модулей непрерывности (1.1.1) и (1.1.2) из

равенства (1.1.5) после несложных вычислений получим вид разностей m-го

порядка функции f ∈ L2. Для этого сопоставим функции f её разложение в

ряд Фурье в комплексной форме

f(x) ∼
+∞∑

k=−∞

cke
ikx, ck = ak + ibk.

Для производной порядка r отсюда имеем

f (r)(x) ∼
+∞∑

k=−∞

(ik)rcke
ikx.

Тогда получаем

∆m
h (f (r);x) =

+∞∑
k=−∞

(ik)rcke
ikx(1− eikh)m, (1.1.6)
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где равенство понимается в смысле сходимости в метрике пространства L2.

Аналогичным образом, после ряда простых выкладок и упрощений из

равенства (1.1.5) получаем

∆̃m
h (f (r);x) =

∞∑
k=1

(−1)m−kkr
(

1− sin kh

kh

)m
×

×
(
ak(f) cos

(
kx+

rπ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

rπ

2

))
. (1.1.7)

Применяя равенство Парсеваля, из соотношений (1.1.6) и (1.1.7) имеем∥∥∥∆m
h (f (r))

∥∥∥2
2

= 2m
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)(1− cos kh)m, (1.1.8)

∥∥∥∆̃m
h (f (r))

∥∥∥2
2

=
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)

(
1− sin kh

kh

)2m

. (1.1.9)

Из равенств (1.1.8) и (1.1.9), учитывая (1.1.1) и (1.1.2), запишем

ω2
m(f (r); t)2 = sup

{∥∥∥∆m
h (f (r))

∥∥∥2
2

: |h| ≤ t
}

=

= sup

{
2m

∞∑
k=1

k2rρ2k(f)(1− cos kh)m : |h| ≤ t

}
, (1.1.10)

Ω̃2
m(f (r); t)2 = sup

{∥∥∥∆̃m
h (f (r))

∥∥∥2
2

: 0 < h ≤ t

}
=

= sup

{ ∞∑
k=1

k2rρ2k(f)

(
1− sin kh

kh

)2m

: 0 < h ≤ t

}
. (1.1.11)

В дальнейшем при установлении точности полученных результатов час-

то будем пользоваться экстремальными функциями f0(x) := sinnx ∈ L
(r)
2

27



и g0(x) := cosnx ∈ L
(r)
2 . Для этих функций из равенств (1.1.10) и (1.1.11)

следует, что

ω2
m(f

(r)
0 ; t)2 = ω2

m(g
(r)
0 ; t)2 = 2mn2r(1− cosnt)m,

Ω̃2
m(f

(r)
0 ; t)2 = Ω̃2

m(g
(r)
0 ; t)2 = n2r

(
1− sinnt

nt

)2m

.

При решении экстремальных задач теории полиномиальных приближе-

ний функций f ∈ L2 наиболее актуальным является вопрос отыскания точ-

ных констант

χm,n,r(Um; t)
def
= sup

{
nrEn−1(f)2
Um(f (r); t/n)2

: f ∈ L(r)
2 ; f 6= const

}
(1.1.12)

в неравенствах типа Джексона – Стечкина

En−1(f)2 ≤
χ

nr
Um(f (r); t/n)2, r ∈ Z+, (1.1.13)

где Um – некоторая характеристика гладкости самой функции f или некото-

рой её производной f (r), r ∈ N, например Um = ωm или Um = Ω̃m. Нера-

венство (1.1.13) и определение констант в (1.1.12) было объектом многочис-

ленных исследований. В этой связи отметим, например, работы Н.И.Черных

[55–57], Л.В.Тайкова [46–48], Н.Айнуллоева [2,3], А.Г.Бабенко [4–6], В.В.Жука

[22–24], Х.Юссефа [67], В.И.Иванова и О.И.Смирнова [25], А.А.Лигуна

[32–34], С.Н.Васильева [20], В.В.Шалаева [66], С.Б.Вакарчука [9–17],

С.Б.Вакарчука, М.Ш.Шабозова и В.И.Забутной [18, 19], М.Ш.Шабозова

[58, 59], М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [60–62], М.Ш.Шабозова и

С.Б.Вакарчука [63] и многих других математиков (см., например, бо-

лее полную библиографию в работах [17–19] и [60–63]). Так, например,

Л.В.Тайковым [46] было доказано, что

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

n2rE2
n−1(f)2

h∫
0

ω1(f
(r); t)2dt

=
n

2(nh− sinnh)
, 0 < nh ≤ π/2. (1.1.14)
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Обобщая результат Л.В.Тайкова (1.1.14), С.Б.Вакарчук [14] доказал,

что при любых m,n ∈ N, 0 < nh ≤ π/2 имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nrEn−1(f)2
h∫

0

ω2/m
m (f (r); t)2dt


m/2

=

{
n

2(nh− sinnh)

}m/2
. (1.1.15)

Следующий шаг в обобщении результата (1.1.15) был сделан

М.Ш.Шабозовым [58], который доказал, что для любых m,n, r ∈ N,

1/r < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2mnrEn−1(f)2 h∫
0

ωpm(f (r); t)2dt

1/p
=


h∫

0

(
sin

nt

2

)mp
dt


−1/p

. (1.1.16)

В (1.1.16), полагая p = 2/m, m ∈ N, получаем результат (1.1.15).

В дальнейшем, учитывая замечание Н.И.Черных о том, что для харак-

теристики величины наилучшего приближения En−1(f)2 более естественным

является не джексоновский функционал ωm(f (r); t) (m ∈ N, r ∈ Z+, 0 <

h ≤ π/n), а усреднённый с неотрицательным суммируемым на полуинтерва-

ле (0, h] не эквивалентным нулю весом ϕ(t) (0 < t ≤ h) функционал

Φm(f (r);h) =


h∫

0

ω2
m(f (r); t)2ϕ(t)dt

/ h∫
0

ϕ(t)dt


1/2

,

поскольку при любом m,n ∈ N и 0 < h 6 π имеем

Φm(f (r);h) ≤ ωm(f (r);h)2.

М.Ш.Шабозовым и Г.А.Юсуповым [60] была введена в рассмотрение

следующая экстремальная аппроксимационная характеристика:
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χm,n,r,p(Um;ϕ, h) := sup
f∈L(r)

2
f 6=const

En−1(f)2 h∫
0

Up
m(f (r); t)2ϕ(t)dt

1/p
, (1.1.17)

где m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, а ϕ – неотрицательная

суммируемая и не эквивалентная нулю на отрезке [0, h] весовая функция.

При Um = ωm была доказана справедливость соотношений

{
Ar,m
n,p (ϕ;h)

}−1 ≤ χm,n,r,p(ωm;ϕ;h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Ar,m
k,p (ϕ;h)

}−1
, (1.1.18)

где

Ar,m
k,p (ϕ;h) := 2m/2

krp h∫
0

(1− cos kt)mp/2ϕ(t)dt

1/p

, k ≥ n. (1.1.19)

Отметим, что с целью отыскании точной константы в неравенстве Джек-

сона при p = 2 неравенство (1.1.18) ранее было доказано А.А.Лигуном [32].

При решении некоторых экстремальных задач теории аппроксимации

функций в L2 вместо обычного модуля непрерывности m-го порядка (1.1.1)

С.Б.Вакарчуком, М.Ш.Шабозовым и В.И.Забутной [65] использовалась сле-

дующая усреднённая характеристика гладкости:

Ωm(f ; t) :=

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

‖∆m
h
f‖22dh1 · · · dhm


1/2

, (1.1.20)

где t > 0; h := (h1, h2, . . . , hm); ∆m
h

:= ∆1
h1
◦ ∆1

h2
◦ · · · ◦ ∆1

hm
; ∆1

hj
f(x) :=

f(x + hj) − f(x), j = 1, 2, . . . ,m. Следует отметить, что в ходе исследова-

ния важных вопросов конструктивной теории функций в метрическом про-

странстве Lp (0 < p < 1) подобного рода усреднённая характеристика

гладкости функций рассматривалась К.В.Руновским [43] и Э.А.Стороженко,

В.Г.Кротовым, П.Освальдом [45].
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Поскольку функции {exp(ikx)} (k ∈ Z) образуют на отрезке [0, 2π] ор-

тогональную систему, то, применяя равенство Парсеваля, имеем∥∥∥∆m
h
f (r)
∥∥∥2
2

= 2m
∞∑
k=1

k2r
m∏
ν=1

(1− coshν)ρ
2
k(f). (1.1.21)

Подставляя (1.1.21) в формулу (1.1.20), после несложных вычислений

получаем
Ω2
m(f (r); t) = 2m

∞∑
k=1

k2rρ2k

(
1− sin kt

kt

)m
. (1.1.22)

Модуль непрерывности Ωm(f) обладает основными свойствами моду-

ля непрерывности m-го порядка (1.1.1). Данные свойства были приведе-

ны в статье [65]. Изучая характеристику (1.1.17) для случая Um = Ωm,

С.Б.Вакарчук, М.Ш.Шабозов и В.И.Забутная в [65] показали, что для лю-

бых m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n и неотрицательной измеримой

суммируемой на отрезке [0, h] функции ϕ, которая не эквивалентна нулю,

справедливы неравенства

{Dm,n,r,p(ϕ;h)}−1 ≤ χm,n,r,p(Ωm;ϕ;h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Dm,k,r,p(ϕ;h)

}−1
, (1.1.23)

где

Dm,k,r,p(ϕ;h) := 2m/2

krp h∫
0

(
1− sin kt

kt

)mp/2
ϕ(t)dt

1/p

. (1.1.24)
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1.1.2. Определение τ -модуля гладкости m-го порядка и

связанные с ним известные результаты

Для исследования структурных и конструктивных свойств величины

наилучшего приближения функций алгебраическими полиномами в про-

странствах Lp[a, b] (1 ≤ p < ∞) и C[a, b] Камен Г. Иванов [26, 27] ввёл в

рассмотрение новые модификации модулей гладкости и изучил их свойства

и связи с известными дифференциально-разностными характеристиками. В

данной работе мы воспользуемся указанными модификациями модулей глад-

кости для решения ряда экстремальных задач теории полиномиальной ап-

проксимации в L2 для τ -модулей гладкости, развивая и обобщая приведенные

в пункте 1.1.1 результаты.

Пусть λ(x) есть произвольная положительная 2π-периодическая функ-

ция, а w(x) – непрерывная неотрицательная функция периода 2π, не эквива-

лентная нулю.

Определение [26,27]. τ -модулем гладкостиm-го порядка функции f ∈
Lmax(p,p′)[0, 2π] (p, p′ ≥ 1) называют величину

τm(f, w;λ)p,p′ = ‖w(·)ωm(f, ·;λ(·))p′‖p ,

где

ωm(f, x;λ(x))p′ =

 1

2λ(x)

λ(x)∫
−λ(x)

|∆m
h f(x)|p

′
dh


1/p′

.

Камен Г. Иванов в работе [26], в частности, установил, что если, напри-

мер, λ(x) ≡ u = const > 0, f ∈ Lp[0, 2π], w(x) ≡ 1 и p ′ ∈ [1, p], 1 < p <∞, то
имеет место следующее отношение слабой эквивалентности

τm(f, 1;u)p,p′ � ωm(f, u)p. (1.1.25)

При изучении экстремальных задач теории аппроксимации функций

f ∈ L2, структурные характеристики которых выражаются τ -модулями глад-

кости, С.Б.Вакарчук [10] ввёл в рассмотрение следующие экстремальные ап-

проксимационные величины
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Kn,r,m(t)p′ := sup

{
nrEn−1(f)2

τm(f (r); 1, t/n)p′,2
: f ∈ L(r)

2 ; f 6= const

}
, (1.1.26)

K ∗
n,r,m(h)p′ :=

:= sup


nrEn−1(f)2 h∫

0

τ 2m(f (r); 1, t)p′,2dt

1/2
: f ∈ L(r)

2 , f 6= const


, (1.1.27)

где 1 ≤ p′ ≤ 2; t, h ∈ R+\{0}.
Следующие две теоремы принадлежат С.Б.Вакарчуку [10].

Теорема A. Для любых чисел m,n ∈ N, r ∈ Z+ и 0 < t ≤ π справедливо

равенство

Kn,r,m(t)2 =

{
t

2mJm(t)

}1/2

, (1.1.28)

где

Jm(v) :=

v∫
0

(1− cos τ)mdτ. (1.1.29)

Теорема B. При любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ и любом h ∈ (0, π/n] выпол-

нено следующее равенство

K ∗
n,r,m(h)2 =

 h∫
0

(nu)−1Jm(nu)du

−1/2 . (1.1.30)

Эти теоремы для нас являются отправным пунктом для дальнейшего

исследования в последующих параграфах.
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§1.2. Неравенства, содержащие наилучшие
приближения и τ -модуль гладкости функций из L2

В этом параграфе, в частности, мы приведём обобщение результата тео-

ремы B, которая будет выступать уже как следствие более общего утвержде-

ния. С этой целью докажем точное неравенство типа Джексона – Стечкина

между величиной наилучшего приближения тригонометрическими полино-

мами гладкой функции f из L(r)
2 и осредненным τ -модулем гладкости m-го

порядка её r-й производной. Имеет место

Теорема 1.2.1. Пусть p′ = 2, 1/r ≤ q ≤ 2, r ∈ N и h ∈ [0, π/n]. Тогда

для произвольной функции f ∈ L(r)
2 имеет место неравенство

En−1(f)2 ≤

 h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

2m/2 nr−1/q

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

1/q
. (1.2.1)

Неравенство (1.2.1) точно в том смысле, что существует функция

f0 ∈ L(r)
2 , обращающая его в равенство.

Доказательство. Пусть u – произвольное положительное число, удо-

влетворяющее неравенству 0 < nu ≤ π. Тогда для произвольной функции

f ∈ L(r)
2 из определения τ -модуля гладкости m-го порядка, при p = p′ = 2,

получаем

τ 2m(f (r), 1;u)2,2 =
1

2πu

2π∫
0

dx

u∫
−u

|∆m
h f

(r)(x)|2dh =

=
1

2πu

u∫
−u

 2π∫
0

|∆m
h f

(r)(x)|2dx

 dh =
1

2u

u∫
−u

‖∆m
h f

(r)‖22 dh =

=
2m−1

u

u∫
−u

( ∞∑
k=1

ρ2k(f)k2r(1− cos kh)m

)
dh =
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=
2m

u

∞∑
k=1

ρ2k(f)k2r
u∫

0

(1− cos kh)mdh. (1.2.2)

Учитывая обозначение (1.1.29), соотношение (1.2.2) запишем

τ 2m(f (r), 1;u)2,2 =
2m

u

∞∑
k=1

ρ2k(f)k2r
u∫

0

(1− cos kh)mdh =

=
2m

u

∞∑
k=1

ρ2k(f)k2r−1
ku∫
0

(1− cos t)mdt = 2m
∞∑
k=1

ρ2k(f)k2r(ku)−1Jm(ku).

Отсюда следует нужное нам для дальнейшего неравенство

τ 2m(f (r), 1;u)2,2 ≥ 2m
∞∑
k=n

ρ2k(f)k2r(ku)−1Jm(ku). (1.2.3)

Воспользуемся далее упрощённым вариантом неравенства Минковского,

приведённого в монографии А.Пинкуса [38, с.104]: h∫
0

( ∞∑
k=n

|fk(t)|2
)q/2

dt

1/q

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

|fk(t)|qdt

2/q


1/2

, (1.2.4)

которое справедливо при любом h ∈ R+\{0} и 0 < q ≤ 2. Учитывая

неравенство (1.2.3) и равенство (1.2.4), будем иметь h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

≥

≥

 h∫
0

(
2m

∞∑
k=n

ρ2k(f)k2r(kt)−1Jm(kt)

)q/2

dt

1/q

≥

≥ 2m/2

 ∞∑
k=n

ρqk(f)krq
h∫

0

[
(kt)−1Jm(kt)

]q/2
dt

2/q


1/2

=

= 2m/2

 ∞∑
k=n

ρ2k(f)

krq h∫
0

(
(kt)−1Jm(kt)

)q/2
dt

2/q


1/2

. (1.2.5)
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Далее докажем, что функция натурального аргумента

ϕ(k) = krq
h∫

0

(
(kt)−1Jm(kt)

)q/2
dt

в области Q = {k : n ≤ k < ∞} является строго возрастающей. Для этого

рассмотрим ϕ как функцию непрерывного аргумента u ∈ [n,∞):

ϕ(u) = urq
h∫

0

(
(ut)−1Jm(ut)

)q/2
dt,

дифференцируя которую, получаем

ϕ′(u) =

urq h∫
0

(
(ut)−1Jm(ut)

)q/2
dt

′ =
urq−1 uh∫

0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

′ =

= (rq − 1)urq−2
uh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt+ urq−1h

(
(uh)−1Jm(uh)

)q/2
=

= urq−2

(rq − 1)

uh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt+ uh

(
(uh)−1Jm(uh)

)q/2}
.

Поскольку q > 1/r, то отсюда следует, что неравенство ϕ′(u) > 0 имеет

место для любого n. Следовательно,

inf
{
ϕ(u) : n 6 u <∞

}
= ϕ(n) = nrq

h∫
0

(
(nt)−1Jm(nt)

)q/2
dt. (1.2.6)

Учитывая соотношение (1.2.6), из неравенства (1.2.5) имеем

 h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

≥

≥ 2m/2

 ∞∑
k=n

ρ2k(f)

krq h∫
0

(
(kt)−1Jm(kt)

)q/2
dt

2/q


1/2

≥
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≥ 2m/2nr

 h∫
0

(
(nt)−1Jm(nt)

)q/2
dt

1/2{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

=

= 2m/2nr−1/2

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

1/q

En−1(f)2. (1.2.7)

Из (1.2.7) для произвольной функции f ∈ L(r)
2 получаем неравенство

En−1(f)2 ≤

 h∫
0

τ qm

(
f (r); 1, t

)
2,2
dt

1/q

2m/2nr−1/q

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

1/q
,

откуда и следует соотношение (1.2.1). Покажем, что существует функция f0 ∈
L
(r)
2 , для которой в (1.2.1) имеет место знак равенства. Для этого рассмотрим

функцию f0(x) = sinnx, которая принадлежит классу L(r)
2 . Для нее

En−1(f0)2 = ‖f0 − Sn−1(f0)‖2 = ‖f0‖2 = 1

и, как следует из (1.2.2),

τ 2m(f
(r)
0 , 1; t)2,2 =

2m

t
n2r

t∫
0

(1− cosnh)mdh =

= 2mn2r(nt)−1
nt∫
0

(1− cos τ)mdτ = 2mn2r(nt)−1Jm(nt).

Возводя обе части последнего соотношения в степень q/2 (0 < q ≤ 2),

интегрируя их по переменной t в пределах от t = 0 до t = h, и возводя затем

полученный результат в степень 1/q, имеем h∫
0

τ qm(f
(r)
0 , 1; t)2,2dt

1/q

= 2m/2nr

 h∫
0

(
(nt)−1Jm(nt)

)q/2
dt

1/q

=
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= 2m/2nr−1/q

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

1/q

.

С учётом полученного равенства запишем h∫
0

τ qm(f
(r)
0 , 1; t)2,2 dt

1/q

2m/2nr−1/q

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

1/q
≡ 1 = En−1(f0)2,

откуда и будет следовать вторая часть утверждения теоремы 1.2.1.

Из доказанной теоремы вытекает

Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1 имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2 nr−1/qEn−1(f)2 h∫
0

τ qm(f (r), 1; t)2,2 dt

1/q
=

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q . (1.2.8)

Замечание. Из равенства (1.2.8) при q = 2 получаем утверждение тео-

ремы В в виде равенства (1.1.30).
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§1.3. Общая экстремальная задача для τ -модулей
гладкости m-го порядка в L2

В связи с введённой в первом параграфе экстремальной аппроксимаци-

онной величиной (1.1.17), содержащей характеристики гладкости Um и пол-

ностью исследованной для случаев Um = ωm и Um = Ωm, а также в связи

с неравенствами (1.1.18) и (1.1.23), для выяснения структурных и конструк-

тивных свойств функции f ∈ L
(r)
2 посредством τ -модулей гладкости m-го

порядка их r-тых производных, с нашей точки зрения, определённый инте-

рес представляет отыскание точного значения экстремальной величины

χ̃m,n,r,q(τm, ϕ;h)p′ = sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2En−1(f)2 h∫
0

τ qm(f (r), 1; t)p′,2 ϕ(t)dt

1/q
, (1.3.1)

где 1 ≤ p′ ≤ 2, 0 < q ≤ 2, h ∈ R+\{0} и ϕ – неотрицательная суммируемая не

эквивалентная нулю на отрезке [0, h] функция. Здесь и далее в соотношениях

общего характера отношение 0/0 будем считать равным нулю.

Теорема 1.3.1. Пусть m,n ∈ N, 0 < q ≤ 2, r ∈ Z+, h ∈ (0, π/n], ϕ –

неотрицательная суммируемая и не эквивалентная нулю на отрезке [0, h]

функция. Тогда имеют место неравенства

1

βn,m,r,q(ϕ;h)
≤ X̃n,m,r,q(ϕ;h)2 ≤

1

inf
n≤k<∞

βk,m,r,q(ϕ;h)
, (1.3.2)

где

βk,m,r,q(ϕ;h) :=

krq h∫
0

(
(kt)−1Jm(kt)

)q/2
ϕ(t)dt

1/q

. (1.3.3)

Доказательство. Пусть u ≥ 0 – любое число, удовлетворяющее нера-

венство 0 < nu ≤ π. Тогда для произвольной функции f ∈ L(r)
2 (f 6= const)

имеет место неравенство (1.2.3). Как и в предыдущем параграфе, воспользо-

вавшись неравенством (1.2.4), с учётом неравенства (1.2.3), будем иметь
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 h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 ϕ(t) dt

1/q

≥

≥

 h∫
0

[
2m

∞∑
k=n

ρ2k(f)k2r(kt)−1Jm(kt)

]q/2
ϕ(t)dt

1/q

≥

≥ 2m/2

 ∞∑
k=n

ρqk(f)krq
h∫

0

(
(kt)−1Jm(kt)

)q/2
ϕ(t)dt

2/q


1/2

=

= 2m/2

 ∞∑
k=n

ρ2k(f)

krq h∫
0

(
(kt)−1Jm(kt)

)q/2
ϕ(t)dt

2/q


1/2

=

= 2m/2

( ∞∑
k=n

ρ2k(f) β2
k,m,r,q(ϕ;h)

)1/2

≥ 2m/2En−1(f)2 inf
n≤k<∞

βk,m,r,q(ϕ;h).

Для произвольной f ∈ L(r)
2 отсюда получаем

2m/2En−1(f)2 h∫
0

τ qm(f (r), 1; t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
≤ 1

inf
n≤k<∞

βk,m,r,q(ϕ;h)
. (1.3.4)

Используя определение величины (1.3.1), из (1.3.4) сразу получаем оцен-

ку сверху

X̃n,m,r,q(ϕ;h)2 ≤
{

inf
n≤k<∞

βk,m,r,q(ϕ;h)
}−1

. (1.3.5)

Для получения оценки снизу величины (1.3.1) рассмотрим функцию

g0(x) := cosnx ∈ L(r)
2 , для которой путем простых вычислений имеем

En−1(g0)2 = 1, τm(g
(r)
0 , 1; t)2,2 = 2m/2nr

(
(nt)−1Jm(nt)

)1/2
.

Учитывая эти равенства, получаем оценки снизу величины (1.3.1)
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χ̃n,m,r,q(ϕ;h)2 ≥
2m/2En−1(g0)2 h∫

0

τ qm(g
(r)
0 , 1; t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
=

=
1nrq h∫

0

(
(nt)−1Jm(nt)

)q/2
ϕ(t)dt

1/q
=
{
βn,m,r,q(ϕ;h)

}−1
. (1.3.6)

Требуемое соотношение (1.3.2) является результатом сопоставления

неравенств (1.3.5) и (1.3.6), чем и завершаем доказательство теоремы 1.3.1.

Из доказанной теоремы вытекает ряд следствий.

Следствие 1.3.1. Пусть k, n,m, r ∈ N, k ≥ n, 1/r < q ≤ 2, ϕ(t) ≥ 0

– суммируемая на [0, h] функция, не эквивалентная нулю, 0 < h ≤ π/n.

Тогда, если

inf
{
βk,m,r,q(ϕ;h) : k ≥ n

}
= βn,m,r,q(ϕ;h), (1.3.7)

то имеет место равенство

X̃n,m,r,q(ϕ;h)2 =
{
βn,m,r,q(ϕ;h)

}−1
. (1.3.8)

В частности, равенство (1.3.8) выполняется для весовой функции

ϕ(t) := ϕ1(t) = (kt)q/2, n ≤ k <∞, k, n ∈ N при 1/r < q ≤ 2, r ∈ N.

Доказательство. В самом деле, так как в этом случае

βk,m,r,q(ϕ1;h) =

krq h∫
0

(
Jm(kt)

)q/2
dt

1/q

,

то достаточно доказать, что функция

y1(k) := krq
h∫

0

(
Jm(kt)

)q/2
dt = βqk,m,r,q(ϕ1;h)
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возрастает при n ≤ k < ∞, где k, n ∈ N. Для этого рассмотрим вспомога-

тельную функцию

y1(u) := urq
h∫

0

(
Jm(ut)

)q/2
dt

непрерывного аргумента u ∈ (0,∞) и найдем ее первую производную, ис-

пользуя в процессе вычисления интегрированием по частям:

y′1(u) := rqurq−1
h∫

0

(
Jm(ut)

)q/2
dt+ urq

h∫
0

∂

∂u

(
Jm(ut)

)q/2
dt =

= rqurq−1
h∫

0

(
Jm(ut)

)q/2
dt+ urq−1

h∫
0

t
∂

∂t

(
Jm(ut)

)q/2
dt =

= urq−1h
(
Jm(uh)

)q/2
+ (rq − 1)urq−1

h∫
0

(
Jm(ut)

)q/2
dt.

Поскольку q > 1/r, то отсюда получаем y′1(u) > 0. Следовательно

inf
n≤k<∞

βk,m,r,q(ϕ1;h) = βn,m,r,q(ϕ1;h).

Из последнего соотношения в связи с неравенством (1.3.2) получаем

X̃n,m,r,q(ϕ1;h)2 =
{
βn,m,r,q(ϕ1;h)

}−1
,

чем и завершаем доказательство следствия 1.3.1.

Используя схему доказательства теоремы 1.3.1, в качестве следствия из

нее получаем такие утверждения.

Теорема 1.3.2. Пусть r ∈ Z+; k, n ∈ N; 0 < q ≤ 2; 0 < a ≤ π; g(t) ≥ 0

– суммируемая на отрезке [0, a] функция, не эквивалентная нулю. Тогда

имеют место следующие неравенства

1{
µm,r,q(a; g; 1)

}1/q
≤ sup

f∈L(r)
2

f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 g(t)dt

1/q
≤
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≤ 1{
inf

1≤x<∞
µm,r,q(a; g;x)

}1/q
,

где

µm,r,q(a; g;x) := xrq
a∫

0

(
(xt)−1Jm(xt)

)q/2
g(t)dt.

Если при этом функция g такова, что

inf
{
µm,r,q(a; g;x) : 1 ≤ x <∞

}
= µm,r,q(a; g; 1),

то справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 g(t)dt

1/q
=

1{
µm,r,q(a; g; 1)

}1/q
. (1.3.9)

Следствие 1.3.2. Пусть 0 < a ≤ π; m,n, r ∈ N. Если для некоторого

q ∈ (0, 2] функция g(t) := trq−1g1(t), где g1(t) ≥ 0 – невозрастающая сумми-

руемая на отрезке [0, a] функция, не эквивалентная нулю, то выполняется

равенство

inf
{
µm,r,q(a; trq−1g1(t);x) : 1 ≤ x <∞

}
= µm,r,q(a; trq−1g1(t); 1) (1.3.10)

и справедливо соотношение

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2nrEn−1(f)2 a∫
0

τ qm(f (r); 1, t/n)2,2 t
rq−1g1(t)dt

1/q
=

=
1{

µm,r,q(a; trq−1g1(t); 1)
}1/q

. (1.3.11)

Доказательство. Докажем равенство (1.3.10), поскольку равенство

(1.3.11) с учётом (1.3.9) вытекает из (1.3.10). Следуя [32], полагаем

g0(t) :=
{
g1(t), если 0 < t ≤ a; g1(a), если a ≤ t <∞

}
.
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Тогда при всех 1 ≤ x <∞ имеем

µm,r,q(a; trq−1g1(t);x) := xrq
a∫

0

(
(xt)−1Jm(xt)

)q/2
trq−1g1(t)dt =

=

ax∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
trq−1g0(t/x)dt ≥

ax∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
trq−1g0(t)dt ≥

≥
a∫

0

(
t−1Jm(t)

)q/2
trq−1g1(t)dt = µm,r,q(a; trq−1g1(t); 1),

откуда немедленно следует (1.3.10). Следствие 1.3.2 доказано.

В случае m = 1 получаем следующее утверждение.

Теорема 1.3.3. Пусть m = 1, n ∈ N, 0 < q ≤ 2, r ∈ Z+, 0 < h ≤
3π/(4n), ϕ – неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не эквива-

лентная нулю функция. Тогда имеет место равенство

X̃n,1,r,q(ϕ;h)2 =

nrq h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q . (1.3.12)

Доказательство.Для того, чтобы установить равенство (1.3.12), достаточно

доказать, что функция натурального аргумента

y(k) = krq
h∫

0

(
(kt)−1J1(kt)

)q/2
ϕ(t)dt

возрастает на множестве n ≤ k <∞, k, n ∈ N. В самом деле, так как

J1(kt) = kt− sin kt,

то мы имеем

y(k) = krq
h∫

0

(
(kt)−1(kt− sin kt)

)q/2
ϕ(t)dt =

= krq
h∫

0

(
1− sin kt

kt

)q/2
ϕ(t)dt. (1.3.13)
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Теперь докажем, что если функция ϕ суммируема на [0, h] и не эквивалентна

нулю, то y(x) при всех x ≥ n монотонно возрастает и

inf
{
y(x) : n 6 x <∞

}
= y(n) = nrq

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt. (1.3.14)

В самом деле, дифференцируя функцию (1.3.13), получаем равенство

∂

∂x

(
1− sinxt

xt

)q/2
=
t

x
· ∂
∂t

(
1− sinxt

xt

)q/2
, 0 < q ≤ 2,

где x 6= 0 и t 6= 0. На основании второй теоремы о среднем значении имеем

h∫
0

(
1− sinxt

xt

)q/2
d(tϕ(t)) =

(
1− sinxξ

xξ

)q/2
hϕ(h), 0 ≤ ξ ≤ h.

Тогда с учетом двух последних соотношений для всех 0 ≤ ξ ≤ π/n

получаем

y′(x) = rqxrq−1
h∫

0

(
1− sinxt

xt

)q/2
ϕ(t)dt+ xrq

h∫
0

∂

∂x

(
1− sinxt

xt

)q/2
ϕ(t)dt =

= rqxrq−1
h∫

0

(
1− sinxt

xt

)q/2
ϕ(t)dt+ xrq−1

h∫
0

(tϕ(t))
∂

∂t

(
1− sinxt

xt

)q/2
dt =

= rqxrq−1
h∫

0

(
1− sinxt

xt

)q/2
ϕ(t)dt+ xrq−1

{
hϕ(h)

(
1− sinxh

xh

)q/2
−

−
h∫

0

(
1− sinxt

xt

)q/2
d(tϕ(t))

 = rqxrq−1
h∫

0

(
1− sinxt

xt

)q/2
ϕ(t)dt+

+xrq−1

{
hϕ(h)

[(
1− sinxh

xh

)q/2
−
(

1− sinxξ

xξ

)q/2]}
≥ 0, 0 ≤ ξ ≤ h. (1.3.15)
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Отсюда следует справедливость равенства (1.3.14). Следовательно

βk,1,r,q(ϕ;h) =

krq h∫
0

(
(kt)−1J1(kt)

)q/2
ϕ(t)dt

1/q

=

=

krq h∫
0

(
1− sin kt

kt

)q/2
ϕ(t)dt

1/q

≥

≥

nrq h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

1/q

= βn,1,r,q(ϕ;h).

Последнее соотношение означает, что

inf
n≤k<∞

βk,1,r,q(ϕ;h) = βn,1,r,q(ϕ;h). (1.3.16)

Требуемое равенство (1.3.12) вытекает из соотношения (1.3.16) и нера-

венства (1.3.2). Теорема 1.3.3 доказана.

Равенство (1.3.12) перепишем в эквивалентном виде

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2nrEn−1(f)2 h∫

0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
=

=

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q . (1.3.17)

Хорошо известно, что для функции f ∈ L
(r)
2 , где r = 2, 3, ..., её про-

межуточные производные f (r−s) (s = 1, 2, . . . , r − 1) принадлежат про-

странству L2. Представляет интерес отыскание точных верхних граней ве-

личин En−1(f
(r−s))2 на классе L

(r)
2 . Подобная задача решалась в работе

С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [17], когда гладкостная характеристика функ-

ций f ∈ L(r)
2 задавалась специальным модулем непрерывности m-го порядка

Ω̃m(f ; t), конструкция которого основано на m-кратной итерации оператора
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Стеклова

Sh(f ;x) =
1

2h

h∫
−h

f(x+ t)dt.

В рассматриваемом нами случае доказательство нижеследующего утвер-

ждения основано на использовании экстремального равенства (1.3.17).

Теорема 1.3.4. Пусть n ∈ N; r ∈ N\{1}; s = 1, . . . , r − 1; 0 < q ≤ 2;

0 < h ≤ 3π/(4n); ϕ(t) ≥ 0 – суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная

нулю функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2nsEn−1(f

(r−s))2 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
=

=

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q . (1.3.18)

Пусть n ∈ N; r ∈ N\{1}, s = 1, . . . , r − 1; q = 2; 0 < h ≤ 3π/(4n) и

ϕ(t) ≡ 1. Тогда

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nsEn−1(f
(r−s))2 h∫

0

τ 21 (f (r); 1, t)2,2dt

1/2
=

{
n

2(nh− Si(nh))

}1/2

, (1.3.19)

где Si(x) =

x∫
0

sin t

t
dt – интегральный синус.

Если же n ∈ N; r ∈ N\{1}, s = 1, . . . , r − 1; q = 2; 0 < h ≤ 3π/(4n) и

ϕ(t) ≡ t, то справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nsEn−1(f
(r−s))2 h∫

0

tτ 21 (f (r); 1, t)2,2dt

1/2
=

1

h

√
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
. (1.3.20)
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Доказательство. Из соотношения (1.3.17) для произвольной функции

f ∈ L(r)
2 вытекает неравенство

En−1(f)2 ≤

 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q

√
2nr

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

1/q
. (1.3.21)

Поскольку неравенство (1.3.21) имеет место при r = 0, то имеет место соот-

ношение

En−1(f)2 ≤

 h∫
0

τ q1 (f ; 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q

√
2

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

1/q
. (1.3.22)

Из определения класса L(r)
2 следует, что f (r) ∈ L2. Исходя из этого и заменяя

в неравенстве (1.3.22) f на f (r), будем иметь

En−1(f
(r))2 ≤

 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q

√
2

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

1/q
. (1.3.23)

В монографии [31, с.122-124] было показано, что из неравенства типа

Колмогорова

‖f (r−s)‖2 ≤ ‖f‖s/r2 ‖f (r)‖
1−s/r
2

вытекает неравенство аналогичного содержания для наилучшего прибли-

жения тригонометрическими полиномами последовательных производных

функций f ∈ L(r)
2 :

En−1(f
(r−s))2 ≤ En−1(f)

s/r
2 En−1(f

(r))
1−s/r
2 . (1.3.24)
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Подставляя в правую часть формулы (1.3.24) вместо величин En−1(f)2 и

En−1(f
(r))2 их оценки сверху из неравенств (1.3.21) и (1.3.23), получаем

En−1(f
(r−s))2 ≤

 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q

√
2ns

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

1/q
.

Отсюда для произвольной функции f ∈ L(r)
2 имеем

√
2nsEn−1(f

(r−s))2 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
≤

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q . (1.3.25)

Докажем, что существует функция f0 ∈ L(r)
2 , для которой в (1.3.25) име-

ет место знак равенства. В самом деле, достаточно в качестве экстремальной

функции рассмотреть f0(x) = cosnx ∈ L
(r)
2 . Путем несложных вычислений

получаем

En−1(f
(r−s)
0 )2 = nr−s, τ1(f

(r)
0 ;u)2,2 = nr

[
2

(
1− sinnt

nt

)]1/2
, 0 < nt ≤ π.

Следовательно, и

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2nsEn−1(f

(r−s))2 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
≥

√
2nsEn−1(f

(r−s)
0 )2 h∫

0

τ q1 (f
(r)
0 ; 1, t)2,2 ϕ(t)dt

1/q
=

=

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q . (1.3.26)

Сравнивая оценку сверху (1.3.25) и оценку снизу (1.3.26), получаем тре-

буемое равенство (1.3.18). Соотношения (1.3.19) и (1.3.20) доказываются непо-

средственным вычислением, чем и завершаем доказательство теоремы 1.3.4.
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Отметим, что равенство (1.3.19) является своеобразным распростране-

нием одного результата Л.В.Тайкова [46]

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nrEn−1(f)2 h∫
0

ω2(f (r); t)2 dt

1/2
=

{
n

2(nh− sinnh)

}1/2

, (1.3.27)

на рассматриваемый нами случай, который получаем заменами модуля

непрерывности ω(f (r); t)2 на τ -модуль гладкости τ1(f (r); t)2,2, а функции sinnh

— на интегральный синус Si(nh).
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ГЛАВА II

Значения n-поперечников классов функций,
определяемых τ -модулями гладкости

§2.1. Необходимые определения и обозначения

В этом пункте излагаем необходимые определения и обозначения, кото-

рыми будем пользоваться в дальнейшем.

Пусть M ⊂ L2 – некоторый класс функций и пусть Ln ⊂ L2 – некоторое

подпространство заданной размерности n. Величину

E(M,Ln)L2
= sup

{
E(f ;Ln)L2

: f ∈M
}

=

= sup
{

inf
{
‖f − g‖2 : g ∈ Ln

}
: f ∈M

}
(2.1.1)

называют наилучшим приближением класса M подпространством Ln задан-

ной размерности n. Величина (2.1.1) характеризует отклонение класса M от

подпространства Ln в метрике пространства L2.

Если обозначить через A(L2,Ln) множество всех непрерывных опера-

торов A : L2 → Ln, действующих из L2 в произвольно заданное подпро-

странство Ln ⊂ L2 размерности n, то возникает следующая задача: найти

величину

E(M,Ln)L2
= inf

{
sup
{∥∥∥f − Af∥∥∥

2
: f ∈M

}
: A ∈ A(L2, Ln)

}
(2.1.2)

и указать оператор A∗ ⊂ A(L2,Ln), реализующий точную нижнюю грань в

(2.1.2):

E(M,Ln)L2
= sup

{∥∥∥f − A∗f∥∥∥
2

: f ∈M
}
.

Задачу (2.1.2) можно рассматривать в более узком смысле: нижнюю

грань искать не по всему множеству A(L2,Ln) непрерывных операторов

A :L2 → Ln, а только по некоторому классу таких операторов, которые опре-

деляются тем или иным способом задания. В частности, можно выделить в

51



A(L2,Ln) некоторый класс линейных непрерывных операторов A :L2 → Ln
и рассматривать величину

E(M,Ln)L2
= inf

{
sup
{∥∥∥f − Af∥∥∥

2
: f ∈M

}
: A ⊂ A(L2,Ln)

}
. (2.1.3)

Если в выделенном классе существует операторA∗ :L2 → Ln, для которо-

го достигается внешняя нижняя грань в (2.1.3), то такой оператор определяет

наилучший линейный метод приближения в задаче (2.1.3), то есть

E(M,Ln)L2
= sup

{∥∥∥f − A∗f∥∥∥
2

: f ∈M
}
.

Если же в A(L2,Ln) выделить класс A⊥(L2,Ln) операторов A линейно-

го проектирования на подпространство Ln, то есть таких, что Af = f при

условии f ∈ Ln, то принято рассматривать величину

E⊥(M,Ln)L2
= inf

{
sup
{∥∥∥f − Af∥∥∥

2
: f ∈M

}
: A ⊂ A⊥(L2,Ln)

}
. (2.1.4)

С величинами (2.1.1) – (2.1.4) связана задача отыскания значения ряда

n-поперечников для различных классов функций M.

Напомним определения n-поперечников, значения которых для конкрет-

ных классов M вычислим в этой главе.

n-поперечником в смысле А.Н.Колмогорова [28] класса функций M в

пространстве L2 называют величину

dn(M, L2) = inf
{
E(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
, (2.1.5)

где нижняя грань берётся по всем подпространствам заданной размерности

n из пространства L2.

Если исходить из наилучшего линейного приближения E(M,Ln)L2
, то

величину

δn(M, L2) = inf
{
E(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
(2.1.6)

называют линейным n-поперечником класса M в пространстве L2.

Аналогичным образом, взяв за основу величину (2.1.4), вводят в рас-

смотрение проекционный n-поперечник

πn(M, L2) = inf
{
E⊥(M,Ln)L2

: Ln ⊂ L2

}
. (2.1.7)
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Существуют ещё две величины, известные в теории приближений под

названиями n-поперечник по Гельфанду и n-поперечник по Бернштейну.

Пусть S – единичный шар в пространстве L2, то есть

S = {x ∈ L2, ‖x‖2 ≤ 1}.

Величину

dn(M, L2) = inf
{

inf
{
M ∩ Ln ⊂ εS : ε > 0

}
: Ln ⊂ L2

}
, (2.1.8)

где внешний инфимум берётся по всем подпространствам Ln коразмерности

n, называют n-поперечником по Гельфанду, а величину

bn(M;L2) = sup
{

sup
{
εS ∩ Ln+1 ⊂M : ε > 0

}
: Ln+1 ⊂ L2

}
(2.1.9)

называют n-поперечником по Бернштейну.

Очевидно, что между величинами (2.1.5) – (2.1.9) в пространстве L2 вы-

полняются соотношения [38,53]:

bn(M;L2) ≤ dn(M;L2) ≤ dn(M;L2) = δn(M;L2) = πn(M;L2). (2.1.10)

Первое неравенство bn(M;L2) ≤ dn(M;L2) в (2.1.10) можно най-

ти в монографии A.Pinkus [38, с.19], а все остальные — в монографии

В.М.Тихомирова [53, с.239].

Используя характеристику гладкости τm(f ;u)p,p′ и исходя из полученных

в первой главе результатов, определим следующие классы функций.

Через W (r)
q (τm;h), где 1/r < q ≤ 2 — некоторое фиксированное число,

обозначим класс функций f ∈ L(r)
2 , для которых выполняется неравенство

1

h

h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt ≤ 1.

Здесь r,m ∈ N, h ∈ R+\{0}.
Пусть ϕ — неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] и не эквива-

лентная нулю функция. Символом W
(r)
q (τ1;ϕ, h), 1/r < q ≤ 2; r ∈ N, h ∈
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R+\{0}, обозначим класс функций f ∈ L(r)
2 , для которых выполняется огра-

ничение
1

h

h∫
0

τ q1 (f (r); 1, u)2,2 ϕ(u)du ≤ 1.

ЧерезW (r)
q (τ1; Φ), где r ∈ N, 1/r < q ≤ 2, обозначим множество функций

f ∈ L(r)
2 , для которых при любом h ∈ R+\{0} выполняется условие

1

h

h∫
0

τ q1 (f (r); 1, u)2,2 du ≤ Φq(h).

Здесь Φ — определенная на множестве [0,∞) возрастающая функция такая,

что Φ(0) = 0.
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§2.2. Точные значения n-поперечников класса W
(r)
q (τm;h)

Теорема 2.2.1. Пусть r,m ∈ N, h ∈ R+\{0} и 1/r < q ≤ 2. Тогда при

любых n ∈ N имеют место равенства

λ2n(W
(r)
q (τm;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
q (τm;h);L2) = E(W (r)

q (τm;h),T2n−1)L2
=

= 2−m/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q , (2.2.1)

где λn – любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·) или πn(·).

Доказательство. В самом деле, пользуясь утверждением следствия

1.2.1, для произвольной функции f ∈ L(r)
2 запишем неравенство

En−1(f)2 ≤

≤ 2−m/2 n−r+1/q

 nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

=

= 2−m/2 n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q1

h

h∫
0

τ qm(f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

.

Отсюда, для произвольной f ∈ W (r)
q (τm;h) согласно определению класса

W
(r)
q (τm;h) получаем

E(W (r)
q (τm;h),T2n−1)L2

≤

≤ 2−m/2 n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q . (2.2.2)

Из неравенства (2.2.2), учитывая соотношение (2.1.10), получаем оценку

сверху

bn(W
(r)
q (τm;h);L2) ≤ dn(W (r)

q (τm;h);L2) ≤ dn(W
(r)
q (τm;h);L2) ≤
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≤ δn(W
(r)
q (τm;h);L2) ≤ πn(W

(r)
q (τm;h);L2) 6

6 2−m/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q , (2.2.3)

Для получения оценки снизу, пользуясь схемой рассуждений [10], в мно-

жестве T2n+1 ∩ L2 введём в рассмотрение шар полиномов

B2n+1 =

Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ 6 2−m/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q


и докажем включение B2n+1 ⊂ W
(r)
q (τm;h). Воспользовавшись тем, что

согласно неравенству (1.2.2) для произвольной функции f ∈ L(r)
2 выполняется

равенство

τ 2m(f (r), 1;u)2,2 = 2m
∞∑
k=1

ρ2k(f)k2r((ku)−1Jm(ku))

и заменив f на произвольный полином Tn ∈ T2n+1, будем иметь

τ 2m(T (r)
n , 1;u)2,2 = 2m

n∑
k=1

ρ2k(Tn)k
2r((ku)−1Jm(ku)). (2.2.4)

Обычными средствами дифференциального исчисления легко доказать, что

max
1≤k≤n

{
k2r((ku)−1Jm(ku))

}
= n2r((nu)−1Jm(nu)).

Используя это соотношение, из равенства (2.2.4) получаем неравенство

τ 2m(T (r)
n , 1;u)2,2 ≤ 2mn2r((nu)−1Jm(nu))

n∑
k=1

ρ2k(Tn) =

= 2mn2r‖Tn‖22 ((nu)−1Jm(nu)).

Последнее неравенство возведём в степень q/2 (1/r 6 q ≤ 2) и, инте-

грируя по u в пределах от 0 до h, для произвольного полинома Tn ∈ T2n+1
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получаем неравенство

1

h

h∫
0

τ qm(T (r)
n , 1;u)2,2 du ≤ 2mq/2nrq‖Tn‖q2 ·

1

h

h∫
0

(
(nu)−1Jm(nu)

)q/2
du ≤

≤ 2mq/2nrq2−mq/2n−rq+1

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1×
×1

h

h∫
0

((nu)−1Jm(nu))q/2du =

= n

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1· 1

h

h∫
0

(
(nu)−1Jm(nu)

)q/2
du =

=

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−11

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

 = 1.

Этим мы доказали, что шар B2n+1 ⊂ W
(r)
q (τm;h). Согласно определению берн-

штейновского n-поперечника и в силу соотношения (2.1.10) получаем следу-

ющие оценки снизу:

b2n−1(W
(r)
q (τm;h);L2) ≥ b2n(W

(r)
q (τm;h);L2) ≥

≥ b2n(B2n+1;L2) = 2−m/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
t−1Jm(t)

)q/2
dt

−1/q . (2.2.5)

Требуемые равенства (2.2.1) получаем из сопоставления оценок сверху всех n-

поперечников (2.2.3) и оценки снизу бернштейновского n-поперечника (2.2.5).

Теорема 2.2.1 доказана.

Из доказанной теоремы вытекает

Следствие 2.2.1. При выполнении условий теоремы 2.2.1 справедливы

равенства

λ2n(W
(r)
q (τ1;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
q (τ1;h);L2) = E(W (r)

q (τ1;h),T2n−1)L2
=
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= 2−1/2n−r+1/q

1

h

nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1/q . (2.2.6)

В частности, при q = 2 имеем

λ2n(W
(r)
2 (τ1;h);L2) = λ2n−1(W

(r)
2 (τ1;h);L2) =

= E(W
(r)
2 (τ1;h),T2n−1)L2

= n−r
(

nh

2(nh− Si(nh))

)1/2

, 0 < nh ≤ π. (2.2.7)

Доказательство. В самом деле, поскольку

1

t
J1(t) = 1− sin t

t
,

то из правой части равенства (2.2.1) приm = 1 получаем соотношение (2.2.6).

Полагая в интеграле в правой части (2.2.6) q = 2 и имея ввиду равенство

nh∫
0

(
1− sin t

t

)
dt = nh− Si(nh),

получаем соотношение (2.2.7), чем и завершаем доказательство след-

ствие 2.2.1.

В завершение этого параграфа отметим, что равенства (2.2.7) в опре-

делённом смысле являются распространением одного результата Л.В.Тайкова

[46] о наилучшем полиномиальном приближении периодических функций,

принадлежащих пространству L2, структурные свойства которых характери-

зуются усреднёнными значениями модулей непрерывности первого порядка

производной f (r) ∈ L2, на случай, когда указанные свойства характеризуются

τ -модулем первого порядка для f (r) ∈ L2.
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§2.3. Точные значения n-поперечников класса
W

(r)
q (τ1;ϕ, h) и некоторые следствия из полученных

результатов

В этом параграфе вычислим точные значения n-поперечников, перечис-

ленных в первом параграфе второй главы, для произвольной неотрицатель-

ной неэквивалентной нулю весовой функции и выведем некоторые следствия

из полученных результатов для конкретных весовых функций.

Теорема 2.3.1. Пусть r ∈ N, 1/r < q ≤ 2, 0 < h ≤ 3π/(4n). Тогда при

любом n ∈ N выполняются равенства

λ2n

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
=

= E
(
W (r)

q (τ1;ϕ, h); T2n−1

)
L2

=

= 2−1/2n−r

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt


−1/q

, (2.3.1)

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
δn(·) или πn(·).

Доказательство. В самом деле, из соотношения (1.3.12) для произволь-

ной функции f ∈ L(r)
2 запишем неравенство

En−1(f)2 ≤ 2−1/2 n−r×

×

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt


−1/q1

h

h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 ϕ(t)dt


1/q

. (2.3.2)

Из неравенства (2.3.2), с учётом определения класса W (r)
q (τ1;ϕ, h) и соотно-

шения (2.1.10), получаем оценки сверху

λ2n

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
≤ λ2n−1

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
≤
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≤ d2n−1

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
≤ E

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h); T2n−1

)
L2

≤

≤ 2−1/2n−r

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt


−1/q

. (2.3.3)

Для получения соответствующих оценок снизу всех рассматриваемых n-

поперечников оценим бернштейновский n-поперечник b2n
(
W

(r)
q (τ1;ϕ, h);L2

)
снизу. С этой целью введём в рассмотрение (2n+ 1)-мерный шар полиномов

B2n+1 :=

:=

Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤ 2−1/2n−r

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt

−1/q
 (2.3.4)

и покажем, что выполняется включение B2n+1 ⊂ W
(r)
q (τ1;ϕ, h). Для этого

используем одно неравенство, полученное Л.В.Тайковым в работе [48] для

произвольных тригонометрических полиномов Tn ∈ T2n+1 :∥∥∥∆1
hT

(r)
n

∥∥∥2
2
≤ 2(1− cosnh)n2r‖Tn‖22, 0 < nh ≤ π. (2.3.5)

Из соотношения (2.3.5) для любого тригонометрического полинома Tn ⊂
B2n+1 имеем

τ 21

(
T (r)
n ; 1, t

)
2,2

=
1

2t

t∫
−t

∥∥∥∆1
hT

(r)
n

∥∥∥2
2
dh ≤

≤ 2n2r‖Tn‖22 ·
1

t

t∫
0

(1− cosnh)dh = 2n2r‖Tn‖22
(

1− sinnt

nt

)
. (2.3.6)

Отсюда получаем

τ q1

(
T (r)
n ; 1, t

)
2,2
≤ 2q/2nrq‖Tn‖q2

(
1− sinnt

nt

)q/2
, 0 < nt ≤ π.
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Обе части полученного неравенства умножим на функцию ϕ(t) ≥ 0 и

проинтегрируем по переменному t от 0 до h (0 < h ≤ π). В результате имеем

1

h

h∫
0

τ q1

(
T (r)
n ; 1, t

)
2,2
ϕ(t)dt ≤ 2q/2nrq‖Tn‖q2 ·

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt ≤

≤


h∫

0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt




h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt


−1

= 1.

Таким образом, из полученного неравенства следует, что B2n+1 ⊂
W

(r)
q (τ1;ϕ, h). Теперь, используя определение бернштейновского n-попереч-

ника и неравенства между n-поперечниками (2.1.10), запишем оценки снизу

λ2n

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
≥ b2n

(
W (r)

q (τ1;ϕ, h);L2

)
≥ b2n

(
B2n+1;L2

)
≥

≥ 2−1/2n−r

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
ϕ(t)dt


−1/q

. (2.3.7)

Требуемые равенства (2.3.1) следуют из сопоставления неравенств (2.3.3) и

(2.3.7), чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.1.

Из доказанной теоремы вытекают следующие следствия.

Следствие 2.3.1. В условиях теоремы 2.3.1 при q = 2 и ϕ(t) ≡ 1

справедливы равенства

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; 1, h);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; 1, h);L2

)
=

= E
(
W

(r)
2 (τ1; 1, h); T2n−1

)
L2

= n−r
{

nh

2(nh− Si(nh))

}1/2

.

Следствие 2.3.2. В условиях теоремы 2.3.1 при q = 2, ϕ(t) ≡ t имеют

место равенства

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; t, h);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; t, h);L2

)
=
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= E
(
W

(r)
2 (τ1; t, h); T2n−1

)
L2

=
1

nrh

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1/2

, 0 < nh ≤ π.

В частности, при nh = π имеем:

λ2n

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n);L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n);L2

)
=

= E
(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n); T2n−1

)
L2

=
1√

π2 − 4
· 1

nr−1
, r ∈ N.

В 1910 году Лебегом в терминах модулей непрерывности первого порядка

ω(f ; δ) впервые были получены оценки скорости сходимости к нулю коэффи-

циентов Фурье функции f ∈ C[0, 2π]. Эти оценки уточняли известные резуль-

таты Римана о скорости сходимости к нулю коэффициентов Фурье при n→
∞. В дальнейшем вопросы вычисления точных верхних граней модулей ко-

эффициентов Фурье на различных классах функций в разное время рассмат-

ривались А.В.Ефимовым [21], А.Ф.Тиманом [51], Н.П.Корнейчуком [29, 30],

В.И.Бердышевым [7, 8], С.Милорадовичем [35, 36], С.А.Теляковским [49, 50],

А.И.Степанцом [44]. Все вышеперечисленные результаты подытожены в мо-

нографии А.И.Степанца [44]. Аналогичные вопросы для некоторых классов

дифференцируемых функций рассмотрены С.Б.Вакарчуком [10,13,14,16,17],

М.Ш.Шабозовым [58–63] и многими другими математиками.

Если M – некоторый класс функций, принадлежащий пространству L2,

то требуется найти величину

Vn(M) = sup
{
|an(f)|, |bn(f)| : f ∈M

}
,

где an(f) и bn(f) – косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f.

Для рассмотренных выше классов функций, по нашему мнению, эта за-

дача также имеет определённый интерес. Из доказанной теоремы 2.3.1 в ка-

честве следствия получаем следующее утверждение.

Теорема 2.3.2. Если выполнены условия теоремы 2.3.1, то справедли-

вы равенства

Vn

(
W (r)

q (τ1; 1, h)
)

= sup
{
|an(f)|, |bn(f)| : f ∈ W (r)

q (τ1; 1, h)
}

=

62



= 2−1/2 n−r+1/2


nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

.

В частности, при q = 2 имеем

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; 1, π/n)

)
= sup

{
|an(f)|, |bn(f)| : f ∈ W (r)

q (τ1; 1, π/n)
}

=

= n−r
{

n

2(nh− Si(nh))

}1/2

.

Доказательство. Без умаления общности, докажем утверждение тео-

ремы, например, для косинус-коэффициентов Фурье an(f). В силу ортого-

нальности частичной суммы Sn−1(f) и функции cosnx формулу косинус-

коэффициентов Фурье an(f) представим в следующем виде:

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(x) cosnxdx =
1

π

2π∫
0

[f(x)− Sn−1(f)] cosnxdx. (2.3.8)

Применяя к интегралу в правой части (2.3.8) неравенство Гёльдера, с

учётом (1.1.4) и определения класса W (r)
q (τ1; 1, h), из соотношения (2.3.2) по-

лучим оценку сверху

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

q (τ1; 1, h)
}
≤

≤ sup
{
En(f)2 : f ∈ W (r)

q (τ1; 1, h)
}

= E
(
W (r)

q (τ1; 1, h); T2n−1

)
L2

=

≤ 2−1/2 n−r+1/2


nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

. (2.3.9)

С целью получения оценки снизу рассмотрим функцию

f1(x) = 2−1/2 n−r+1/2


nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

cosnx.
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Легко заметить, что f1 ∈ W (r)
q (τ1; 1, h). Следовательно

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

q (τ1; 1, h)
}
≥ |an(f1)| =

= 2−1/2 n−r+1/2


nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

. (2.3.10)

Сравнивая неравенства (2.3.9) и (2.3.10), получаем

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

q (τ1; 1, h)
}

=

= 2−1/2 n−r+1/2


nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

.

Аналогичный результат можно получить и для синус-коэффициента Фурье

bn(f), чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.2.

Аналогичным образом доказывается следующая

Теорема 2.3.3. Если выполнены условия теоремы 2.3.1, то при q = 2

и ϕ(t) ≡ t имеют место равенства

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; t, h)

)
= sup

{
|an(f)|, |bn(f)| : f ∈ W (r)

2 (τ1; t, h)
}

=

=
1

nrh

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−1/2

, 0 < nh ≤ π.

В частности, при nh = π имеют место равенства

Vn

(
W

(r)
2 (τ1; t, π/n)

)
= sup

{
|an(f)|, |bn(f)| : f ∈ W (r)

2 (τ1; t, π/n)
}

=

=
1√

π2 − 4
· 1

nr−1
; r ∈ N.
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§2.4. Точные значения n-поперечников класса W
(r)
q (τ1; Φ)

Следуя работе [61] и полагая при t = 0 значение функции
sin t

t
рав-

ным 1, через t∗ обозначим величину её аргумента, при котором эта функция

достигает на полусегменте [0,∞) своего наименьшего значения. При этом

t∗ (4, 49 < t∗ < 4, 51) есть минимальный положительный корень уравнения

tg t = t. Полагаем

(
1− sin t

t

)
∗

=


1− sin t

t
, если 0 ≤ t ≤ t∗,

1− sin t∗
t∗

, если t∗ ≤ t <∞.

В этих обозначениях имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.4.1. Пусть 1/r < q ≤ 2;m,n ∈ N; r ∈ Z+. Если мажоранта

Φ при любых h ∈ R+\{0} удовлетворяет ограничению

Φq(h)

Φq(π/n)
≥ π

nh

 nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
∗
dt

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1 , (2.4.1)

то имеют место равенства

λ2n−1(W
(r)
q (τ1; Φ);L2) = λ2n(W

(r)
q (τ1; Φ);L2) = E(W (r)

q (τ1; Φ); T2n−1)L2
=

=
π1/q√
2nr


π∫

0

(
1− sin t

t

)q/2
dt


−1/q

Φ
(π
n

)
, (2.4.2)

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников. При этом мно-

жество мажорант, удовлетворяющих условию (2.4.1), не пусто.

Доказательство. В самом деле, для произвольной функции f ∈ L(r)
2 из

соотношения (1.3.17) при ϕ ≡ 1 имеем

En−1(f)2 ≤

 h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

√
2nr

 h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
dt

1/q
.

65



Отсюда, учитывая определение класса W (r)
q (τ1; Φ) и последнее неравенство,

запишем его в нужном нам виде

En−1(f)2 ≤

1

h

h∫
0

τ q1 (f (r); 1, t)2,2 dt

1/q

√
2nr

1

h

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
dt

1/q
.

Для произвольной функции f ∈ W
(r)
q (τ1; Φ) из последнего неравенства при

h = π/n имеем

En−1(f)2 6 E(W (r)
q (τ1; Φ); T2n−1)L2

6

≤ 1√
2nr

n
π

π/n∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
dt


−1/q

Φ
(π
n

)
=

=
π1/q√
2nr

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1/q Φ
(π
n

)
. (2.4.3)

Воспользуясь неравенством (2.4.3) и соотношением (2.1.10) между n-

поперечниками, запишем оценки сверху

bn(W
(r)
q (τ1; Φ);L2) ≤ dn(W (r)

q (τ1; Φ);L2) ≤ dn(W
(r)
q (τ1; Φ);L2) ≤

≤ δn(W
(r)
q (τ1; Φ);L2) ≤ πn(W

(r)
q (τ1; Φ);L2) ≤ E(W (r)

q (τ1; Φ); T2n−1)L2
≤

≤ π1/q√
2nr

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1/q Φ
(π
n

)
. (2.4.4)

Для получения оценок снизу указанных n-поперечников рассмотрим 2n-

поперечник b2n(W
(r)
q (τ1; Φ);L2). Введём в рассмотрение (2n+ 1)-мерный шар
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тригонометрических полиномов

B∗2n+1 :=

Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖2 ≤
π1/q√
2nr

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1/q Φ
(π
n

)
и докажем включение B∗2n+1 ⊂ W

(r)
q (τ1; Φ). Используя неравенство (2.3.6),

запишем

τ q1

(
T (r)
n ; t

)
2,2
≤ 2q/2nrq‖Tn‖q2

(
1− sinnt

nt

)q/2
∗
. (2.4.5)

Из неравенства (2.4.5) с учётом определения класса W (r)
q (τ1; Φ) и усло-

вия (2.4.1) теоремы для произвольного полинома Tn ∈ B∗2n+1 и h ∈ R+\{0}
будем иметь

1

h

h∫
0

τ q1

(
T (r)
n ; 1, t

)
2,2
dt ≤ 1

h
2q/2nrq‖Tn‖q2

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)q/2
∗
dt ≤

=
π

nh
Φq
(π
n

) nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
∗
dt

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1 ≤ Φq (h) .

Отсюда сразу следует включение B∗2n+1 ⊂ W
(r)
q (τ1; Φ). Используя определение

бернштейновского n-поперечника и неравенства (2.1.10) между рассматрива-

емыми n-поперечниками, запишем оценки снизу

λ2n(W
(r)
q (τ1; Φ);L2) ≥ b2n(W

(r)
q (τ1; Φ);L2) ≥ b2n(B∗2n+1;L2) ≥

≥ π1/q√
2nr

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1/q Φ
(π
n

)
. (2.4.6)

Требуемые равенства (2.4.2) получаем из сопоставления неравенств

(2.4.4) и (2.4.6).

Покажем, что функция Φ∗(t) = tα/q, где

α = π

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1 − 1, (2.4.7)
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удовлетворяет ограничению (2.4.1).

Вначале найдем оценки сверху и снизу величины α. Для получения ука-

занных оценок воспользуемся двойным неравенством(
t

π

)2

< 1− sin t

t
<
t

π
, t ∈ (0, π).

Возведя в степень q/2 (0 < q ≤ 2) последнее неравенство, получаем

(
t

π

)q
<

(
1− sin t

t

)q/2
<

(
t

π

)q/2
, t ∈ (0, π). (2.4.8)

Интегрируя неравенство (2.4.8) на отрезке [0, π], имеем

π∫
0

(
t

π

)q
dt <

π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt <

π∫
0

(
t

π

)q/2
dt.

Отсюда следует
π

π∫
0

(
t

π

)q/2
dt

− 1 <
π

π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

− 1 <
π

π∫
0

(
t

π

)q
dt

− 1.

Из последнего неравенства в силу (2.4.7) запишем
1

1∫
0

tq/2dt

− 1 < α <
1

1∫
0

tqdt

− 1.

Отсюда получаем следующие границы измерения значений α :

q

2
< α < q.

Подставляя функцию Φ∗ в (2.4.1), получаем неравенство

(
nh

π

)α+1

≥

 nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
∗
dt

 π∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt

−1 . (2.4.9)

С учётом равенства (2.4.7) неравенство (2.4.9) примет вид(
nh

π

)α+1

≥ α + 1

π

nh∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
∗
dt.
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Полагая nh = µ, 0 ≤ µ <∞, перепишем последнее неравенство в следу-

ющем виде

µα+1 ≥ πα(α + 1)

µ∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
∗
dt. (2.4.10)

Для доказательства справедливости неравенства (2.4.10) введём в рас-

смотрение вспомогательную функцию

ϕ(µ) = µα+1 − πα(α + 1)

µ∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
∗
dt. (2.4.11)

Требуется показать, что функция ϕ(µ) ≥ 0 для любых значений 0 ≤ µ <

∞. Рассуждение проведём отдельно для каждого из трёх случаев:

I. 0 ≤ µ ≤ π; II. π ≤ µ ≤ t∗; III. t∗ ≤ µ <∞.

I. Пусть 0 ≤ µ ≤ π. В этом случае, воспользовавшись неравенством

sin t ≥ t− t3

6

при 0 ≤ t ≤ π, с учётом неравенства (2.4.10) запишем

ϕ(µ) ≥ µα+1

(
1− πα(α + 1)µq−α√

6(q + 1)

)
. (2.4.12)

Из неравенства (2.4.12) следует, что при µ→ 0 + 0 функция ϕ(µ) принимает

положительные значения.

Покажем, что функция ϕ является знакопостоянной на интервале (0, π).

Для этого, рассуждая от противного, полагаем, что на множестве (0, π) су-

ществует некоторая точка, в которой ϕ меняет свой знак. Поскольку, как

следует из формул (2.4.7) и (2.4.11), ϕ(0) = ϕ(π) = 0, то в силу теоремы

Ролля производная первого порядка

ϕ′(µ) = (α + 1)

(
µα − πα

(
1− sinµ

µ

)q/2)
(2.4.13)
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должна иметь на интервале (0, π) не менее двух различных нулей. Столько

же нулей и в тех же точках на (0, π) будет иметь и функция

ϕ1(µ) := µ2α/q − π2α/q
(

1− sinµ

µ

)
=

=
1

µ

(
µ2α/q − π2α/q (µ− sinµ)

)
:=

1

µ
ϕ2(µ). (2.4.14)

Это же касается и только что введенной функции ϕ2. Поскольку ϕ2(0) =

ϕ2(π) = 0, то производная первого порядка

ϕ′2(µ) =

(
2α

q
+ 1

)
µ2α/q − π2α/q(1− cosµ) (2.4.15)

должна иметь на множестве (0, π) не менее трех различных нулей. Учитывая,

что ϕ′2(0) = 0, производная второго порядка

ϕ′′2(µ) =

(
2α

q
+ 1

)
2α

q
µ2α/q−1 − π2α/q sinµ (2.4.16)

должна иметь на (0, π) также не менее трех различных нулей. Так как

2α/q − 1 > 0 в силу равенства α > q/2, то ϕ′′2(0) = 0. Это означает, что

производная третьего порядка

ϕ′′′2 (µ) =

(
2α

q
+ 1

)
2α

q

(
2α

q
− 1

)
µ2(α/q−1) − π2α/q cosµ (2.4.17)

будет иметь на (0, π) не менее трех различных нулей. Учитывая неравенство

α < q, отмечаем, что µ2(α/q−1) является монотонно убывающей выпуклой

вниз положительной функцией, расположенной в первом квадранте. Исхо-

дя из вида функции ϕ′′′2 и чисто геометрических соображений, заключаем,

что она может иметь на (0, π) не более двух различных нулей. Полученное

противоречие доказывает справедливость неравенства (2.4.10) на интервале

(0, π).

Рассмотрим далее случай II, когда π 6 µ 6 t∗ (4, 49 < t∗ < 4, 51).

Поскольку на данном множестве функция cosµ принимает отрицательные

значения, то из формулы (2.4.17) получаем ϕ′′′2 (µ) > 0. Следовательно, на
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отрезке [π, t∗] вторая производная ϕ′′2 является возрастающей функцией. По-

скольку в силу (2.4.16) ϕ′′2(π) > 0, то и для любого значения µ ∈ [π, t∗]

получаем ϕ′′2(µ) > 0. Отсюда следует, что ϕ′2 также является возрастающей

функцией на отрезке [π, t∗]. Учитывая, что α > q/2, и используя соотноше-

ние (2.4.15), имеем ϕ′2(π) =
(

2α
q − 1

)
π2α/q > 0. Поскольку в силу указанно-

го ϕ′2(µ) > 0 для любого µ ∈ [π, t∗], то функция ϕ2 будет возрастающей на

множестве [π, t∗]. Из формулы (2.4.14) получаем ϕ2(π) = 0. Следовательно,

ϕ2(µ) > 0 для произвольного µ ∈ [π, t∗]. Указанное на основании (2.4.14) ка-

сается и функции ϕ1. Учитывая вид ϕ1 и соотношение (2.4.13), для любого

π 6 µ 6 t∗ запишем неравенство ϕ′(µ) > 0. Поскольку ϕ(π) = 0 то очевидно,

что ϕ(µ) > 0, где π 6 µ 6 t∗, а это означает справедливость неравенства

(2.4.10) в случае II.

Переходя к случаю III, когда t∗ 6 µ <∞, запишем соотношение (2.4.11)

в следующем виде:

ϕ(µ) = µα+1 − πα(α + 1)

 t∫
0

(
1− sin t

t

)q/2
dt+ (µ− t∗)

(
1− sin t∗

t∗

)q/2 .

Отсюда получаем

ϕ′(µ) = (α + 1) µα − πα(α + 1)

(
1− sin t∗

t∗

)q/2
. (2.4.18)

Путем непосредственных вычислений можно убедиться в том, что t∗/π >

1−sin(t∗)/t∗. Учитывая данное неравенство и соотношение α > q/2, из (2.4.18)

имеем

ϕ′(t∗) = (α + 1)πα

((
t∗
π

)α
−
(

1− sin t∗
t∗

)q/2)
>

> (α + 1)π

((
t∗
π

)q/2
−
(

1− sin t∗
t∗

)q/2)
> 0. (2.4.19)

Поскольку, как следует из формулы (2.4.18), ϕ′ является монотонно возрас-

тающей функцией, то с учетом соотношения (2.4.19) получаем ϕ′(µ) > 0 для

любого t∗ 6 µ < ∞. Поскольку, как отмечалось в случае II, ϕ′(t∗) > 0, то в

71



силу выше изложенного имеем ϕ′(µ) > 0, где µ ∈ [t∗,∞). Это означает, что

неравенство (2.4.10) справедливо и в данном случае. Теорема 2.4.1. доказана.

Из доказанной теоремы вытекает

Следствие 2.4.1. При выполнении условий теоремы 2.4.1 имеют ме-

сто равенства

λ2n−1(W
(r)
2 (τ1; Φ);L2) = λ2n(W

(r)
2 (τ1; Φ);L2) =

= E(W
(r)
2 (τ1; Φ); T2n−1)L2

=
1√

2(1− Si(π)/π)1/2
· 1

nr
Φ
(π
n

)
.

В связи с утверждением теоремы 2.4.1, определённый интерес представ-

ляет изучение поведения величин En−1(f
(r−s))L2

, где s = 1, . . . , r − 1; r ∈
N\{1}, на классе функций W (r)

q (τ1; Φ).

Теорема 2.4.2. Пусть q = 2, r ∈ N\{1}. Если функция Φ при любом

h ∈ R+\{0} удовлетворяет условию

(
Φ(h)

Φ(π/n)

)2

≥

nh∫
0

(
1− sin t

t

)
∗
dt

nh

(
1− Si(π)

π

) ,

то для s = 1, . . . , r − 1 справедливы равенства

sup
{
En−1(f

(r−s))2 : f ∈ W (r)
2 (τ1; Φ)

}
=

Φ(π/n)√
2ns(1− Si(π)/π)1/2

. (2.4.20)

Доказательство. Для произвольной функции f ∈ W (r)
2 (τ1; Φ) из соот-

ношения (1.3.25) при h = π/n и ϕ(t) ≡ 1 получаем

En−1(f
(r−s))2 ≤

Φ(π/n)√
2ns(1− Si(π)/π)1/2

. (2.4.21)

При доказательстве теоремы 2.4.1 было показано, что множество триго-

нометрических полиномов Tn ∈ T2n+1, удовлетворяющих условию
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‖Tn‖2 ≤
√
πΦ(π/n)√

2nr(π − Si(π))1/2
,

принадлежит классу W
(r)
2 (τ1; Φ). Введём в рассмотрение экстремальную

функцию

f2(x) =

√
πΦ(π/n)√

2nr(π − Si(π))1/2
cosnx,

которая принадлежит классу W (r)
2 (τ1; Φ). Поскольку

f
(r−s)
2 (x) =

√
πΦ(π/n)√

2ns(π − Si(π))1/2
cos
(
nx+

π

2
(r − s)

)
,

то

En−1(f
(r−s)
2 )2 =

√
πΦ(π/n)√

2ns(π − Si(π))1/2
.

Отсюда получаем

sup
{
En−1(f

(r−s))2 : f ∈ W (r)
2 (τ1; Φ)

}
≥

≥ En−1(f
(r−s)
2 )2 =

Φ(π/n)√
2ns(1− Si(π)/π)1/2

. (2.4.22)

Сравнивая неравенства (2.4.21) и (2.4.22), получаем требуемые равенства

(2.4.20), чем и завершаем доказательство теоремы 2.4.2.
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Заключение
Основные результаты диссертационной работы заключаются в следую-

щем:

• Найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина между вели-

чинами наилучших среднеквадратичных приближений периодических

дифференцируемых функций и τ -модулями непрерывности высших по-

рядков r-ых производных функций.

• Найдены точные верхние грани наилучших полиномиальных приближе-

ний некоторых классов периодических дифференцируемых функций, за-

даваемых τ -модулями непрерывности m-го порядка.

• Вычислены точные значения различных n-поперечников на классах

функций, задаваемых усредненными с весом значениями τ -модулей

непрерывности высших порядков производных.

Дальнейшее исследование темы диссертации может быть связано с оп-

тимизацией точных констант в неравенстве Джексона-Стечкина для других

модификаций модулей непрерывности с тем, чтобы иметь возможность вы-

явить наименьшую константу Джексона-Стечкина среди различных нера-

венств указанного типа. Кроме того, это даёт возможность выбора конкрет-

ной модификации модуля непрерывности при определении функциональных

классов в задаче отыскания точных значений n-поперечников, исходя из со-

держательной сущности исследуемых задач.
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