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íà äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó Îëèôòàåâà Íîäèðà Ôåçèëîáåêîâè÷à
"Íåðàâåíñòâà Äæåêñîíà äëÿ τ -ìîäóëåé ãëàäêîñòè è çíà÷åíèÿ

ïîïåðå÷íèêîâ â L2 ",
ïðåäñòàâëåííóþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 �
âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé èçó÷àåò îäíó èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðî-
áëåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà � ïðèáëèæåíèå äàííîé ôóíêöèè f ôóíêöè-
ÿìè, êîòîðûå èìåþò îïðåäåëåííûå, íàïðèìåð, ëó÷øèå, ÷åì ó f ñâîéñòâà.
Îíà òàêæå èññëåäóåò âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ
ïðè ýòîì âîçíèêàåò. Ôóíäàìåíò òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ áûë çàëîæåí ðàáîòàìè
Ï.Ë.×åáûøåâà î íàèëó÷øåì ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé àëãåáðà-
è÷åñêèìè ïîëèíîìàìè è ðàáîòàìè Ê.Âåéåðøòðàññà, êîòîðûé äîêàçàë ñòàâ-
øóþ êëàññè÷åñêîé òåîðåìó î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè. Äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå òåîðèè ïðèáëèæåíèé â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëèëè ðàáîòû
À. Ëåáåãà, Ø. Âàëëå-Ïóññåíà, Ä. Äæåêñîíà, Ñ.Í. Áåðíøòåéíà, Í.È. Àõèåçå-
ðà, À. Çèãìóíäà, Æ. Ôàâàðà è äðóãèõ. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû â
òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé â ïîñëåäóþùåì áûëè ïîëó÷åíû À.Í. Êîëìî-
ãîðîâûì, Ñ.Ì. Íèêîëüñêèì, Í.Ê. Áàðè, Ñ.Á. Ñòå÷êèíûì, À.Ô. Òèìàíîì
è Ì.Ô. Òèìàíîì, Â.Ê. Äçÿäûêîì, Ï.Ë. Óëüÿíîâûì, Í.Ï. Êîðíåé÷óêîì,
Ñ.À. Òåëÿêîâñêèì è äðóãèìè.

Çàäà÷è, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé òåîðèè àïïðîêñèìàöèè,
ñâÿçàíû ñ ïðèáëèæåíèåì êàê èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé, òàê è ðàçëè÷íûõ èõ
êëàññîâ. Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàþò èññëåäîâàíèÿ êàê íàèëó÷øèõ ïîëè-
íîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé êëàññîâ ôóíêöèé, òàê è èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëåí-
íîãî êðóãà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ (âû÷èñëåíèå òî÷íûõ
çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ ïîïåðå÷íèêîâ, ïîñòðîåíèå íàèëó÷øèõ ëèíåéíûõ ìåòî-
äîâ ïðèáëèæåíèÿ, îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèîíàëîâ äëÿ êëàññîâ
ôóíêöèé).

Îñîáóþ ðîëü â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè èãðàþò íåðàâåíñòâà ìåæäó âåëè÷è-
íàìè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè f íåêîòîðûìè êëàññàìè ôóíêöèé è
êëàññè÷åñêèì ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè ω(f) . Âïåðâûå ñîîòíîøåíèå óêàçàííî-
ãî âèäà áûëî ïîëó÷åíî Ä. Äæåêñîíîì â 1911 ãîäó â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ 2π -
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäïðîñòðàíñòâîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
ñòåïåíè íå âûøå n â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå C([0, 2π]) . Âïîñëåäñòâèè ñîîòíî-
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øåíèå óêàçàííîãî âèäà áûëî íàçâàíî íåðàâåíñòâîì Äæåêñîíà. Äëÿ ìîäóëåé
íåïðåðûâíîñòè ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ ωm(f),m > 2 , ïîäîáíîå íåðàâåíñòâî áûëî
ïîëó÷åíî Ñ.Á. Ñòå÷êèíûì, ÷òî â äàëüíåéøåì ïîñëóæèëî ïðè÷èíîé íàçû-
âàòü íåðàâåíñòâî Äæåêñîíà, ñîäåðæàùåå âåëè÷èíó ωm(f),m > 2 , íåðàâåí-
ñòâîì Äæåêñîíà � Ñòå÷êèíà. Áîëüøîé âêëàä â ïîëó÷åíèå òî÷íûõ êîíñòàíò â
íåðàâåíñòâàõ óêàçàííîãî òèïà áûë ñäåëàí Í.Ï. Êîðíåé÷óêîì è åãî ó÷åíèêà-
ìè, à òàêæå Â.Â. Àðåñòîâûì, Â.Í. Áåðäûøåâûì, Í.È. ×åðíûõ, Ë.Â. Òàéêî-
âûì, Â.Â. Æóêîì, Â.Í. Èâàíîâûì, Â.À. Þäèíûì è äðóãèìè. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ îïðåäåëåííûé èíòåðåñ âûçûâàåò ïîëó÷åíèå íåðàâåíñòâ Äæåêñîíà äëÿ
èíûõ õàðàêòåðèñòèê ãëàäêîñòè ôóíêöèé � τ -ìîäóëåé ãëàäêîñòè; ìîäóëåé
íåïðåðûâíîñòè, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû ñäâèãà, íà-
ïðèìåð, îïåðàòîðû Â.À. Ñòåêëîâà è ò.ä. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóåò óïîìÿíóòü
ðàáîòû Ì.Ê. Ïîòàïîâà, Áëàãîâåñòà Ñåíäîâà, Âàñèëà Ïîïîâà, Êàìåíà Èâà-
íîâà, Â.À. Àáèëîâà, Ê.Â. Ðóíîâñêîãî, Í.Í. Ïóñòîâîéòîâà, Ñ.Í. Âàñèëüåâà,
Ì.Ø.Øàáîçîâà, Ñ.Á. Âàêàð÷óêà è ìíîãèõ äðóãèõ. Èñõîäÿ èç âûøåïðèâåäåí-
íîãî òåìà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû Îëèôòàåâà Í.Ô. ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç âåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðà-
òóðû.

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí ïåðå÷åíü èñïîëüçîâàííûõ îáîçíà÷åíèé è äàíà ðàç-
âåðíóòàÿ èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà îá èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëó÷åíèåì
òî÷íûõ êîíñòàíò ñ íåðàâåíñòâàõ Äæåêñîíà � Ñòå÷êèíà äëÿ 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2 := L2([0, 2π]) . Ñþäà æå âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû,
ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì τ -ìîäóëåé ãëàäêîñòè τm(f),m > 1 . Äàëåå ïðè-
âåäåí êðàòêèé ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñîèñêàòåëÿ, êàñàþùèõñÿ ïî-
ëó÷åíèÿ òî÷íûõ íåðàâåíñòâ Äæåêñîíà � Ñòå÷êèíà äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ãëàä-
êîñòè τm è êàñàþùèõñÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ïîïåðå÷íèêîâ êëàññîâ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ ïðè ïîìîùè τm .

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ íàèëó÷øèå ïîëèíîìèàëüíûå ïðè-
áëèæåíèÿ 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L2 , ñòðóêòóðíûå ñâîé-
ñòâà êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ τ -ìîäóëÿìè ãëàäêîñòè. Òàê, â òåîðåìå 1.2.1 íà
êëàññå L(r)

2 , r ∈ N , ïîëó÷åíî òî÷íîå íåðàâåíñòâî Äæåêñîíà ñ îñðåäíåííûì
τ -ìîäóëåì ãëàäêîñòè r -òîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f :
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ãäå Jm(t) :=
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1.3.1 äàíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ýêñòðåìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè
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2m/2En−1(f)2
(

h
∫

0
τ q
m

(

f (r); 1, t
)

2,2 ϕ(t)dt

)1/q : f ∈ L(r)
2 , f 6≡ const



























,

ãäå 0 < q 6 2 ; h ∈ R+\{0} ; ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ íà îòðåçêå
[0, h] íå ýêâèâàëåíòíàÿ íóëþ ôóíêöèÿ; n,m ∈ N , à èìåííî ïðè 0 < h 6 π/n
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

1
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Çäåñü
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.

Èç òåîðåìû 1.3.1 ïîëó÷åí öåëûé ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ ñëåäñòâèé, â êîòîðûõ
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íàéäåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ õàðàê-
òåðèñòèê χ̃n,m,r,q(ϕ, h) .

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîïåðå÷íèêè êëàñ-
ñîâ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2 è âû÷èñëåíû èõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ (òåîðåìû
2.2.1; 2.3.1; 2.4.1). Òàê, â òåîðåìå 2.4.1 äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé
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ãäå 1/r < q 6 2 ; r ∈ N ; Φ � ìàæîðàíòà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèþ
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,

ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

λ2n−1(W (r)
q (τ1, Φ); L2) = λ2n(W (r)

q (τ1, Φ); L2) = E(W (r)
q (τ1, Φ); T2n−1)L2 =
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