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Обозначения

e(α) = e2πiα = cos 2πα + i sin 2πα .

При ссылках теоремы, леммы и формулы нумеруются тремя индексами: но-

мер главы, номер параграфа, номер утверждения.

c, c1, c2, · · · ,–положительные постоянные, не всегда одни и те же.

ε–положительные сколь угодно малые постоянные.

ϕ(q) – функция Эйлера.

µ(n) – функция Мёбиуса.

Λ(n) – функция Мангольдта.

τ(n) – число делителей числа n .

τr(n) – число решений уравнения x1x2 . . . xr = n в натуральных числах

x1, x2, . . . , xr .

Запись A � B означает, что c1A ≤ B ≤ c2A .

При положительном A запись B = O(A) или B � A означает, что суще-

ствует c > 0 такое, что |B| ≤ cA .

(a, b) – наибольший общий делитель чисел a и b.

[x] – целая часть числа x .

{x} – дробная часть числа x .

‖x‖ = min
(
{x}, 1− {x}

)
– расстояние до ближайшего целого числа.

L = lnxq .
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Введение

Основным предметом исследований, составляющих содержание диссерта-

ции, является оценка сумм коротких линейных тригонометрических сумм

с простыми числами и вывод закона распределения дробных частей значе-

ний линейного многочлена, аргумент которого принимает простые числа из

коротких интервалов.

Тригонометрические суммы впервые появились у Гаусса при доказатель-

стве закона взаимности квадратичных вычетов. Он исчерпывающим образом

исследовал важнейшие свойства носящей его имя “суммы Гаусса”. Тригоно-

метрические суммы в дальнейшем стали мощным средством решения ряда

важных проблем теории чисел. При этом, основной в отношении таких сумм

стала проблема разыскания их возможно более точной оценки, то есть воз-

можно более точной верхней границы их модуля.

Далее были исследованы полные рациональные тригонометрические сум-

мы вида

S =

q∑
x=1

e

(
f(x)

q

)
, (1)

где f(x) = anx
n+. . .+a1x , n > 1 , (an, . . . , a1, q) = 1 . В случае простого q = p
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наилучшая неулучшаемая оценка принадлежит А.Вейлю [1]. Он доказал, что

|S| < n
√
p.

Первые оценки суммы (1) в случае составного q были даны Хуа [2, 3, 4, 5].

Он установил неравенство вида

|S| ≤ c(n)q1−
1
n .

Это неравенство замечательно тем, что при постоянном n в смысле порядка

роста правой части с возрастанием q оно, вообще говоря, уже не может быть

заменено существенно лучшим. В.Н.Чубариков [6] получил оценки модуля

кратной рациональной тригонометрической суммы.

Рациональная тригонометрическая сумма, как частный случай, входит в

еще более общий класс сумм вида

S = S(αn, . . . , α1) =
∑
m≤P

e(f(m)), (2)

где f(x) = αnm
n + . . .+ α1m и αn, . . . , α1 – любые вещественные числа.

Первый общий метод нахождения нетривиальных оценок сумм (2) дал

Г.Вейль [7], задолго до упомянутого результата Хуа. Поэтому этим суммам

присвоено название суммы Г.Вейля. Метод Г.Вейля. сыграл заметную роль в

развитии теории чисел: он позволил дать первые решения ряда важных про-

блем, в частности, найти закон распределения дробных частей многочлена

f(t) , следствием которого является их равномерное распределение по моду-

лю 1 .
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В 1934 г. И.М.Виноградов [8, 9, 10] нашел новый метод в аналитической

теории чисел. Этот метод не только позволил коренным образом усовершен-

ствовать решения проблем, уже рассматривавшихся ранее с помощью других

методов, но и открыл широкий путь к решению новых.

Первым результатом, полученным новым методом (1934 г.), явилась прин-

ципиально новая верхняя граница для функции G(n) Харди и Литтлвуда

(см. [10, 11]):

G(n) < n(6 lnn+ 10).

Эта граница растет с возрастанием n как величина порядка n lnn и, ввиду

известного неравенства G(n) > n , уже не может быть заменена границей

существенно более низкого порядка.

Следующим результатом, полученным новым методом, явились принци-

пиально новые оценки сумм Г.Вейля [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] . Основу

этих оценок составила «теорема о среднем И.М.Виноградова». Новые оценки

сумм Г.Вейля (1935 г.) были получены на основе теоремы И.М.Виноградова

“о среднем значении тригонометрической суммы Г.Вейля”, то есть суммы

вида

S = S(αn, . . . , α1) =
P∑
x=1

e(f(x)), f(x) = αnx
n + . . .+ α1x.

Теорема о среднем — это теорема об оценке сверху величины J , т.е. интеграла

J вида

J = Jb = Jb(P ) =

1∫
0

. . .

1∫
0

|S(αn, . . . , α1)|2bd(αn, . . . , α1),

который представляет собой среднее значение модуля суммы S в степени 2b .
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В 1942 году Ю.В.Линником [20] было найдено новое доказательство теоре-

мы о среднем значении, использующее свойства сравнений по модулю степе-

ней простого числа p. Другое p – адическое доказательство, то есть исполь-

зующее свойства сравнений по модулю простого числа p, теоремы о среднем

значении было получено А.А.Карацубой [21], на основе разработанного им в

шестидесятых годах двадцатого века p–адического метода в данной пробле-

матике. В дальнейшем его метод, помимо других приложений, позволил не

только значительно прояснить и упростить доказательство теоремы о сред-

нем значении, но и получить новые существенные результаты, в частности,

вывести нетривиальные оценки величины J(N ;n, k) при малых значениях k

(см. работы [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29]).

И.М.Виноградов поставил проблему оценки сверху кратных тригономет-

рических сумм. Данная задача была решена Г.И.Архиповым [30] в нача-

ле 70-х годов прошлого века. Г.И.Архипов получил первые оценки дву-

кратных сумм Вейля для многочленов общего вида. В 1975г. Г.И.Архипов

и В.Н.Чубариков [31], [32] дали обобщение результатов Г.И.Архипова на

кратный случай. В 1976 г. В.Н.Чубариков [6, 33, 34] получил оценки крат-

ных тригонометрических интегралов. В течение 80-х годов прошлого столе-

тия Г.И.Архипов, А.А.Карацуба и В.Н.Чубариков [35, 36] продолжили ис-

следования и получили первые оценки кратных тригонометрических сумм

Вейля, равномерные по всем параметрам (по длинам интервалов измене-

ния переменных суммирования, по степени осреднения и по степени мно-

гочлена). В 1987 г. результаты всех исследований по кратным тригономет-
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рическим суммам Вейля составили содержание монографии “Теория крат-

ных тригонометрических сумм” [37]. В середине 80-х годов прошлого века

В.Н.Чубариков получил первые оценки кратных тригонометрических сумм

с простыми числами с многочленом общего вида в экспоненте [38, 39, 40, 41].

В 1937 г. И.М.Виноградов обнаружил, что многие суммы по простым чис-

лам могут быть составлены путем только сложений и вычитаний из срав-

нительно небольшого числа других сумм, хорошие оценки которых могут

быть получены с помощью соображений метода оценок двойных сумм W и

средств, не имеющих какого-либо отношения к теории функции ζ(s) (или

L – рядов). В частности, такой суммой оказалась сумма

S ′ =
∑
p≤P

e(f(p)), f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + . . .+ αx,

аналогичная сумме S , но с суммированием, распространенным лишь на про-

стые числа, не превосходящие P . Первой была найдена оценка суммы

∑
p≤P

e(αp),

являющейся простейшим (при n = 1 и f(x) = αx) видом суммы S ′ , кото-

рая в соединении с теоремами, касающимися распределения простых чисел в

арифметических прогрессиях, имеющих разность, не превосходящую некото-

рой медленно растущей с возрастанием P , позволила впервые строго вывести

асимптотическую формулу для числа I(N) представлений нечетного числа

N в виде

N = p1 + p2 + p3.
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Из этой формулы как частное следствие было выведено существование пред-

ставлений для всех достаточно больших N (тернарная проблема Гольдбаха).

Далее, в том же 1937 г. с помощью указанного соображения, существенно

используя метод Г.Вейля, И.М.Виноградов получил и оценку суммы S ′ (для

n > 1), сходную с оценкой суммы S по методу Г.Вейля (несколько менее

точную). А в 1948—1956 гг. с помощью тех же соображений, но используя

вместо метода Г.Вейля средства своего метода, И.М.Виноградов получил и

общую теорему об оценке суммы S ′ , принципиально близкую к общей теореме

И.М.Виноградова об оценке суммы S .

Основу метода И.М.Виноградова оценок сумм с простыми числами, наря-

ду с уже упомянутым выше методом сглаживания двойных сумм и теоремой

о среднем, составляет решето Виноградова.

Следствием оценки суммы S ′ по простым числам явилась теорема о рас-

пределении дробных частей значений многочлена f(p) при условии, что p

принимает значения последовательных простых чисел, не превосходящих P .

В проблеме распределения дробных частей {αp} И.М.Виноградов полу-

чил намного более точную оценку тригонометрической суммы, чем в общем

случае распределения дробных частей {αnpn+. . .+α1p} . Он доказал [17, 19]):

пусть K — целое, K ≤ N , α — вещественное,

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, 1 ≤ q ≤ N,

тогда, будем иметь

VK(N) =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
∑
p≤N

e(αkp)

∣∣∣∣∣∣� KN 1+ε

(√
1

q
+

q

N
+N−0,2

)
. (3)
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Отсюда следует утверждение: при любом σ с условием 0 < σ ≤ 1 число

Fα(N, σ) значений {αp}, p ≤ N , подчиненных условию {αp} < σ , выразит-

ся формулой

Fα(N, σ) = σπ(N) +Rσ(N), Rσ(N)� N 1+ε

(√
1

q
+

q

N
+N−0,2

)
.

В частности, если α – иррациональное число с ограниченными неполны-

ми частными, то можно выбрать q таким, чтобы оно было порядка
√
N .

В этом случае в проблеме распределения дробных частей {αp} , аргумент

которого пробегает простые числа из интервала малой длины, то есть для

Fα(N,H, σ) – количества членов последовательности {αp} таких, что N−

H < p ≤ N и {αp} < σ , имея в виду, что Fα(x, y, σ) = Fα(x, σ)−Fα(x−y, σ),

справедлива асимптотическая формула

Fα(N,H, σ) = σ(π(N)− π(N −H)) +O
(
N 4/5+ε

)
,

являющаяся нетривиальной при

H � N
4
5+ε.

Для величин H , порядок которых меньше порядка N
4
5+ε , и произвольных

α вопрос распределения дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает

простые числа из короткого интервала (N −H, N ] , оставался открытым.

Вместе с «решетом Виноградова» основу оценки (3) также составляют

нетривиальные оценки тригонометрических сумм вида

W (x) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
mn≤x

b(n)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ , α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1,
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где a(m) и b(n) – произвольные комплекснозначные функции, K , F , G –

натуральные, F ≤ F1 < F2 ≤ 2F , G ≤ G1 < G2 ≤ 2G .

И.М.Виноградов при сведении задачи о распределении дробных частей

{αp} к оценке тригонометрических сумм VK(N) , как в других подобных за-

дачах, воспользовался своим методом, основой которого является лемма «о

стаканчиках» ([17], стр. 18 – 20).

Диссертация состоит из двух глав.

Первая глава состоит из трёх параграфов и посвящена нетривиальной

оценке сумм модулей коротких двойных тригонометрических сумм и оцен-

ке сумм коротких тригонометрических сумм с простыми числами.

Первый параграф носит вспомогательный характер, где приведены извест-

ные леммы, которые используются в последующих параграфов этой главы. В

этом параграфе также с помощью известной теоремы о попадании простых

чисел в интервале малой длины, принадлежащей Р.Бакеру и Г.Харману [42],

доказана:

Лемма 1.6 При y ≥ x0.534 справедливо соотношение

∑
x−y<p≤x

e(αkp)− 1

lnx

∑
x−y<n≤x

Λ(n)e(αkn)� y2

x ln2 x
.

Второй параграф посвящён оценкам сумм модулей коротких двойных три-

гонометрических сумм вида

W (x, y) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
x−y<mn≤x

b(n)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
11



получающиеся из W (x) заменой условия mn ≤ x на условие x−y < mn ≤ x ,

где
√
x < y ≤ xL −1 , L = lnxq , а именно оценкам сумм W (x, y) , в которых

имеется «длинная» сплошная сумма (теорема 1.1) и суммы, составляющие

двойную сумму, «близкие» по порядку (теорема 1.2). Сформулируем резуль-

таты первого параграфа.

Теорема 1.1 Пусть в сумме W (x, y) выполняются условия: F ≤ y ,

K ≤ y , 1 < q ≤ Ky ,

∑
t≤2KF

 ∑
t=mk, 1≤k≤K

F<m≤2F

|a(m)|


2

� KFL ca,

ca – абсолютная постоянная. Тогда при b(n) = 1 справедлива оценка

W (x; y)�


Ky

(
1

q
+
F

y

) 1
2

L
ca+1

2 , если q < 4KF ;

Ky ·
√

q

Ky
L

ca+1
2 , если q ≥ 4KF .

Следствие 1.1.1. Пусть A – абсолютная постоянная, тогда, при

L 2A+ca+1 ≤ q ≤ KyL −2A−ca−1 и y ≥ FL 2A+ca+1 , справедлива оценка

W (x, y) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
x−y<mn≤x

e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣�
Ky

L A
.

Теорема 1.2 Пусть в сумме W (x, y) выполняются условия: F ≤ y ,

G ≤ y , K ≤ y , 1 < q ≤ Ky2x−1 ,

∑
F1<m≤F2

|a(m+m∗1)|2 � FL ca,
∑

G1<n≤G2

|b(n)|2 � GL cb,
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ca и cb – абсолютные постоянные, m∗1 = 0 или F < m∗1 ≤ 2F . Тогда спра-

ведлива оценка

W (x, y)�


Ky

(
1

q
+
F

y
+
x2F−2L −4

y2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1, если q <
2Ky

G
;

Ky

(
qx

Ky2
+
x2F−2L −4

y2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1, если q ≥ 2Ky

G
.

Следствие 1.2.1 Пусть A – абсолютная постоянная, тогда при вы-

полнении одного из следующих условий:

i. y ≥ max

(
FL 4A+2ca+2cb+4,

xL 2A+ca+cb

F

)
и L 2ca+2cb+4A+4 ≤ q <

2Ky

G
;

ii. y ≥ xL 2A+ca+cb

F
и

2Ky

G
≤ q ≤ Ky2

xL 2ca+2cb+4A+4
,

следует оценка

W (x, y) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
x−y<mn≤x

e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣�
Ky

L A
.

Третий параграф является приложением второго параграфа и посвящён

выводу нетривиальных оценок сумм модулей коротких линейных тригоно-

метрических сумм с простыми числами.

Теорема 1.4 Пусть K , H , N и q – натуральные числа, K ≤ H ,

A – абсолютная постоянная, L = lnNq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ KH2

N
L −4A−20.

Тогда, при H � N
2
3L 4A+16 справедлива оценка

SK(N,H) =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣ ∑
N−H<n≤N

Λ(n)e(αkn)

∣∣∣∣∣� KH

L A
.
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Доказательство теоремы 1.4 проводится методом оценок тригонометриче-

ских сумм с простыми числами И.М.Виноградова в сочетании с методами

работ [43, 44, 45] и его основными моментами являются:

• замена короткой тригонометрической суммы с простыми числами на ко-

роткие кратные тригонометрические суммы, то есть применение леммы

1.2 и представление SK(N,H) в виде;

SK(N,H) =
K∑
k=1

|−2S1(k) + S2(k)| ,

S1(k) =
∑

m≤
√
N

µ(m)
∑

N−H<mn≤N

lnn e(αkmn),

S2(k) =
∑

m1≤
√
N

µ(m1)
∑

m2≤
√
N

µ(m2)
∑
n1

∑
N−H<m1m2n1n2≤N

lnn1 e(αkm1m2n1n2).

• Представление |SK(N,H)| в виде суммы коротких кратных тригонометри-

ческих сумм вида

|SK(N,H)| � L 3
K∑
k=1

|S1(k, M̄, N̄)|+ L 5
K∑
k=1

|S2(k, M̄, N̄)|,

S1(k, M̄, N̄) =
∑

M1<m≤2M1

µ(m)
∑

N1<n≤2N1
N−H<mn≤N

lnn e(αkmn),

S2(k, M̄, N̄) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

U1<n1≤2N1

∑
U2<n2≤2N2

N−H<m1m2n1n2≤N

e(αkm1m2n1n2),

где M1 ≥M2 , N1 ≥ N2 ;

• Рассмотрим следующие возможные значения параметра N1 : N1 ≥ N
1
3 ;

N
1
3N−12 ≤ N1 < N

1
3 ; N1 < N

1
3N−12 .

14



• В случае N1 ≥ N
1
3 в сумме S2(k, M̄, N̄) сплошное суммирование по n1

является длинным и представляя S2(k, M̄, N̄) как сумму не более трёх

сумм вида

S2(k, M̄, N̄ , F ) =
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

U1<n≤2N1
N−H<mn≤N

e(αkmn),

и применим следствие 1.1.1 теоремы 1.1 к сумме

S2 �
K∑
k=1

|S2(k, M̄, N̄ , F )|.

• В случаях N
1
3N−12 ≤ N1 < N

1
3 ; N1 < N

1
3N−12 сумму S2(k, M̄, N̄) пред-

ставим в виде суммы не более четырёх двойных сумм, составляющие

суммы которых «близки» по порядку. Суммируя эти двойные суммы по

всем k , 1 ≤ k ≤ K , оценим воспользовавшись следствием 1.2.1 теоремы

1.2.

Следствием теоремы 1.4 и леммы 1.6 является теорема 1.5, которая во

второй главе прилагается при выводе асимптотической формулы в проблеме

распределения дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает простые

числа из интервала малой длины.

Теорема 1.5 Пусть K , H , N и q – натуральные числа, K ≤ H ,

A – абсолютная постоянная, L = lnNq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ KH2

N
L −4A−20.

Тогда при H � N
2
3L 4A+16 справедлива оценка

VK(N,H) =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
∑

N−H<p≤N

e(αkp)

∣∣∣∣∣∣� KH

L A+1
.
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Вторая глава состоит из трёх параграфов и посвящена изучению распре-

деления дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает простые числа

из интервала малой длины. Первый параграф носит вспомогательный харак-

тер, где приведены известные леммы, которые используются в последующих

параграфах.

Пусть α – вещественное число, x > x0 > 1 , y ≥ x0.534 , 0 ≤ σ ≤ 1 . Вводим

следующие обозначения и понятия:

• Fα(x, y, σ) – обозначает количество членов последовательности {αp}

таких, что x− y < p ≤ x и {αp} < σ ;

• Fα(x, y, µ, ν) – обозначает количество членов последовательности

{αp} таких, что x−y < p ≤ x и µ ≤ {αp} < ν , причём 0 ≤ µ < ν ≤ 1,

то есть

Fα(x, y, µ, ν) = Fα(x, y, ν)− Fα(x, y, µ);

• величина

D(x, y) = sup
0≤µ<ν≤1

∣∣∣∣F (x, y, µ, ν)

y
− (µ− ν)

∣∣∣∣
называется отклонением членов последовательности {αp} при

x− y < p ≤ x, если p принимает значения из интервала малой длины

(x− y, x];

• последовательность {αp} таких, что x − y < p ≤ x и {αp} < σ

называется равномерно распределенной по модулю единица, если при

y →∞ выполняется соотношение

D(x, y) = o(1).
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Основным результатом второго параграфа второй главы является теорема

2.1 о сведении задачи о распределении дробных частей {αp} , аргумент кото-

рого пробегает простые числа из интервала малой длины (x− y, x] к оценке

сумм коротких тригонометрических сумм с простыми числами VK(x, y) .

Теорема 2.1 Пусть y ≥ x0.534 , L = lnx, A > 1 – абсолютная посто-

янная, M ≥ L A и M1 = M ln L A , тогда для Fα(x, y, σ) – количество

членов последовательности {αp} таких, что x − y < p ≤ x и {αp} < σ ,

справедлива следующая асимптотическая формула

Fα(x, y, σ)−σ(π(x)− π(x− y))� y lnM

L A+1
+ max

K≤M1

(
VK(x, y)

K
L

)
,

где π(x) – количество простых чисел, не превосходящих числа x.

Из теоремы 2.1 для Fα(x, y, µ, ν) – количество членов последовательности

{αp} таких, что x − y < p ≤ x и µ ≤ {αp} < ν , причём 0 ≤ µ < ν ≤ 1 ,

получим:

Следствие 2.1.1 При выполнении условий теоремы 2.1 справедлива сле-

дующая асимптотическая формула

Fα(x, y, µ, ν)−(ν − µ)(π(x)− π(x− y))� y lnM

L A+1
+ max

K≤M1

(
VK(x, y)

K
L

)
.

Из следствия 2.1.1 для отклонения

Dα(x, y) = sup
0≤µ<ν≤1

∣∣∣∣ F (x, y, µ, ν)

π(x− y)− π(x)
− (ν − µ)

∣∣∣∣
членов последовательности {αp} таких, что x− y < p ≤ x , находим:

Следствие 2.1.2 При выполнении условий теоремы 2.1 справедлива сле-

дующая оценка

Dα(x, y)� lnM

L A
+ max

K≤M1

(
VK(x, y)

KyL −2

)
.
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Понятие равномерного распределения значений числовых последователь-

ностей на отрезке ввёл в математику Г.Вейль [7]. Он заложил основы теории

равномерного распределения, которая получила дальнейшее развитие в тео-

рии чисел, в теории функций, классической механике. В [46, 47] было введе-

но понятие равномерной распределённости для дробных частей {αmn} , при

условии, что x−y < m ≤ x и доказано, что если α — иррациональное число,

тогда последовательность {αm2}, x − y < m ≤ x при y ≥ ln3 x, y → ∞

является равномерно распределённой по модулю единица.

Мы вводим критерии Г.Вейля о равномерном распределении дробных ча-

стей {αp} , аргумент которого пробегает простые числа из интервала малой

длины.

Из следствия 2.1.2 получаем следующий критерий равномерной распреде-

лённости по модулю единица для последовательности {αp} при условии, что

аргумент p принимает значения из интервала малой длины (x− y, x] .

Следствие 2.1.3 Последовательность {αp} таких, что x − y < p ≤

x, является равномерно распределённой по модулю единица, при y → ∞

справедлива оценка

VK(x, y) = o

(
Ky

L 2

)
.

Как мы уже отмечали, если α – иррациональное число с ограниченными

неполными частными, то из теоремы 1.3 И.М.Виноградова следует асимпто-

тическая формула ( следствие 1.3.2 ) в законе распределения дробных частей

{αp} , аргумент которого пробегает простые числа из интервала малой длины
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(x− y, x] , являющиеся нетривиальной при

y � x
4
5+ε,

а для величин y , порядок которых меньше порядка x
4
5+ε и произвольных

α , вопрос распределения дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает

простые числа из короткого интервала (x− y, x] оставался открытым.

Теорема 1.5 о нетривиальной оценке сумм коротких линейных тригоно-

метрических сумм с простыми числами VK(N,H) при H � N
2
3L 4A+16 в

сочетании теоремы 2.1 о сведении задачи о распределении дробных частей

{αp} , аргумент которого пробегает простые числа из интервала малой дли-

ны (x − y, x] к оценке VK(x, y) позволила доказать теорему 2.2 о законе

распределения дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает простые

числа из короткого интервала (x − y, x] для более коротких интервалов и

для всех иррациональных α и рациональных α с большими знаменателями.

Теорема 2.2 Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсолютная

постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.

Тогда для Fα(x, y, σ) – количество членов последовательности {αp} таких,

что x− y < p ≤ x и {αp} < σ , при y � x
2
3L 4A+16 справедлива следующая

асимптотическая формула

Fα(x, y, σ) = σ(π(x)− π(x− y)) +O
( y

L A

)
.

Из доказанной теоремы 2.2 для Fα(x, y, µ, ν) – количество членов после-

довательности {αp} таких, что x − y < p ≤ x и µ ≤ {αp} < ν , причём
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0 ≤ µ < ν ≤ 1 , воспользовавшись соотношением

Fα(x, y, µ, ν) = Fα(x, y, ν)− Fα(x, y, µ),

получим следующее утверждение:

Следствие 2.2.1 Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсо-

лютная постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.

Тогда для Fα(x, y, µ, ν) при y � x
2
3L 4A+16 справедлива следующая асимп-

тотическая формула

Fα(x, y, µ, ν) = (ν − µ)(π(x)− π(x− y)) +O
( y

L A

)
.

Из следствия 2.2.1 для отклонения

Dα(x, y) = sup
0≤µ<ν≤1

∣∣∣∣ Fα(x, y, µ, ν)

π(x− y)− π(x)
− (ν − µ)

∣∣∣∣
членов последовательности {αp} таких, что x− y < p ≤ x , получаем следу-

ющее утверждение:

Следствие 2.2.2 Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсо-

лютная постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.

Тогда для Dα(x, y) при y � x
2
3L 4A+16 справедлива следующая оценка

Dα(x, y)� yL −A

π(x)− π(x− y)
.
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Из следствия 2.2.2 и теоремы Р.Вакера и Г.Хармана о правильном по-

рядке число простых чисел в интервале малой длины (x − y, x] , y ≥ x0.534

(лемма 1.5 ) получаем следующий критерий равномерной распределённости

по модулю единица для последовательности {αp} при условии, что аргумент

p принимает значения из интервала малой длины (x− y, x] .

Следствие 2.2.3 Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсо-

лютная постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.

Тогда последовательность {αp} таких, что x − y < p ≤ x при

y � x
2
3L 4A+16 , y → ∞ является равномерно распределённой по моду-

лю единица.

Следствие 2.2.4 Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсо-

лютная постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.

Тогда для Fα(x, y, σ) – количество членов последовательности {αp} таких,

что x− y < p ≤ x и {αp} < σ , при y � x
2
3L 4A+16 справедлива следующая

асимптотическая формула

Fα(x, y, σ) =
σy

L
+O

( y

L 2

)
.

Из доказанного следствия 2.2.4 для Fα(x, y, µ, ν) – количество членов по-

следовательности {αp} таких, что x − y < p ≤ x и µ ≤ {αp} < ν , причём

0 ≤ µ < ν ≤ 1 , получим:
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Следствие 2.2.5 При выполнении условий теоремы 2.2 справедлива сле-

дующая асимптотическая формула

Fα(x, y, µ, ν) =
(ν − µ)H

L
+O

(
H

L 2

)
.
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Глава 1

Суммы коротких тригонометрических

сумм с простыми числами

1.1 . Вспомогательные леммы

Лемма 1.1. Пусть H и y произвольные целые числа, H ≥ 1. Тогда спра-

ведливо соотношение

y+H∑
x=y+1

e(αx) ≤ min

(
H,

1

2‖α‖

)
, ‖α‖ = min ({α}, 1− {α}) .

Доказательство см. [17].

Лемма 1.2. Пусть f(n) — произвольная комплекснозначная функция,

u ≤ x, r ≥ 1,

Ck
r =

r!

k!(r − k)!
, λ(n) =

∑
d\n, d≤u

µ(n).

Тогда имеет место тождество:
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∑
n≤x

Λ(n)f(n) =

=
r∑

k=1

(−1)k−1Ck
r

∑
m1≤u

µ(m1) · · ·
∑
mk≤u

m1···mkn1···nk≤x

µ(mk)
∑
n1

· · ·
∑
nk

lnn1f(m1n1 · · ·mkmk)+

+ (−1)r
∑
n1≥u

λ(n1) · · ·
∑
nr≥u

m1···mkn1···nk≤x

λ(nr)
∑
m

Λ(m)f(n1 · · ·nrm).

Доказательство см. [44].

Лемма 1.3. . При x ≥ 2 имеем∑
n≤x

τ kr (n)� x (lnx)r
k−1 , k = 1, 2.

Доказательство см. [48].

Лемма 1.4. При вещественном α, подчинённом условиям

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, 1 ≤ q ≤ N, |θ| ≤ 1,

а) для суммы

Vg =

g+q′∑
z=g

min

(
U,

1

‖αz‖

)
, q′ < q, U > 0,

имеем неравенство

Vg � U + q ln q,

б) а для суммы

V =
∑

0<z≤0,5q

1

‖αz‖
имеем неравенство

V � q ln q.
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Доказательство см. [17], стр. 61.

Лемма 1.5. Пусть y ≥ x0.534 , тогда справедлива оценка

y

lnx
� π(x)− π(x− y)� y

lnx
.

Доказательство см. [42].

Лемма 1.6. При y ≥ x0.534 справедливо соотношение

∑
x−y<p≤x

e(αkp)− 1

lnx

∑
x−y<n≤x

Λ(n)e(αkn)� y2

x ln2 x
.

Доказательство. Воспользовавшись условием x− y < p ≤ x , получим

ln p

lnx
=1 +

ln p
x

lnx
= 1 + rp(x), rp(x) =

ln
(
1 + p−x

x

)
lnx

.

При |u| ≤ 0, 5 , пользуясь соотношением

ln (1 + u)� |u|,

найдём

rp(x) =
ln
(
1 + p−x

x

)
lnx

� x− p
x lnx

<
y

x lnx
.
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Воспользовавшись этой формулой, найдём∑
x−y<p≤x

e(αkp) =
∑

x−y<p≤x

(
ln p

lnx
− rp(n)

)
e(αkp) =

=
1

lnx

∑
x−y<n≤x

Λ(n)e(αkn)−R(x, y),

R(x, y) =
1

lnx

∑
x−y<pr≤x

r≥2

ln p e(αkpr) +
∑

x−y<p≤x
rp(n) e(αkp)�

�
∑

x−y<pr≤x
r≥2

1 +
y

x lnx

∑
x−y<p≤x

1�

�
∑

2≤r�lnx

∑
r
√
x−y<p≤ r

√
x

1 +
(π(x)− π(x− y))y

x lnx
.

Пользуясь неравенством

r
√
x− r
√
x− y = x

1
r

(
1−

(
1− y

x

) 1
r

)
= x

1
r

(
1−

(
1 +O

(y
x

)))
�

� y

x1−
1
r

� y√
x
.

и при y ≥ x0.534 леммой 1.5, получим

R(x, y)� y lnx√
x

+
y2

x ln2 x
� y2

x ln2 x
.

Лемма доказана.

1.2 . Оценка сумм коротких двойных тригонометрических сумм

Метод оценок тригонометрических сумм с простыми числами И.М.Виногра-

дова позволил ему решить ряд арифметических проблем с простыми числа-

ми. Одной из проблем является распределение дробных частей {αp} , в ко-

торой он [17, 19] получил намного более точную оценку тригонометрической

суммы, чем в общем случае распределения дробных частей {αnpn+ . . .+α1p}
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и её основу составляют нетривиальные оценки тригонометрических сумм ви-

да

W (x) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
mn≤x

b(n)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
где a(m) и b(n) – произвольные комплекснозначные функции, x – веществен-

ное число, x > x0 > 0 , K , F , G – натуральные,

F ≤ F1 < F2 ≤ 2F, G ≤ G1 < G2 ≤ 2G,

α – действительное число,

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, 0 < q < x.

Этот параграф посвящен изучению коротких тригонометрических сумм

вида

W (x, y) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
x−y<mn≤x

b(n)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
которые из W (x) получаются заменой условия mn ≤ x на условие x − y <

mn ≤ x , где
√
x < y ≤ xL −1 , L = lnxq .

Более конкретно в этом параграфе получены оценки сумм W (x, y) , в ко-

торых имеется

• «длинная» сплошная сумма (теорема 1.1);

• суммы, составляющие двойную сумму «близкие» по порядку (теорема

1.2).
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Теорема 1.1. Пусть в сумме W (x, y) выполняются условия: F ≤ y ,

K ≤ y , 1 < q ≤ Ky ,

∑
t≤2KF

 ∑
t=mk, 1≤k≤K

F<m≤2F

|a(m)|


2

� KFL ca, (1.2.1)

ca – абсолютная постоянная. Тогда, при b(n) = 1, справедлива оценка

W (x, y)�


Ky

(
1

q
+
F

y

) 1
2

L
ca+1

2 , если q < 4KF ;

Ky ·
√

q

Ky
L

ca+1
2 , если q ≥ 4KF .

Доказательство. При F1G1 ≥ x или F2G2 < x − y сумма W (x, y)

пустая, поэтому, не ограничивая общности, будем считать, что F1G1 < x и

F2G2 ≥ x − y , также не ограничивая общности, будем также считать y <

xL −1 . Имеем

W (x, y) =
∑
k≤K

|W (k)| ,

W (k) =
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
x−y<mn≤x

e(αkmn) =
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G′<n≤G′′
e(αkmn),

где

G′ = max

(
G1,

x− y
m

)
, G′′ = min

(
G2,

x

m

)
.

Переходя к оценкам, и применяя к внутренней сумме лемму 1.1 об оценке

линейной тригонометрической суммы, найдём

|W (k)| ≤
∑

F1<m≤F2

|a(m)|

∣∣∣∣∣ ∑
G′<n≤G′′

e(αkmn)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∑
F<m≤2F

|a(m)|min

(
G′′ −G′, 1

2‖αkm‖

)
.
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Суммируя обе части последнего неравенства по k , 1 ≤ k ≤ K , воспользовав-

шись неравенством

G′′ −G′ = min
(
G2,

x

m

)
−max

(
G1,

x− y
m

)
≤ x

m
− x− y

m
=

y

m
≤ y

F
,

имеем

W (x, y) ≤
K∑
k=1

∑
F<m≤2F

|a(m)|min

(
y

F
,

1

2‖αkm‖

)
=

=
∑

F<t≤2KF

η(t) min

(
y

F
,

1

2‖αt‖

)
,

где

η(t) =
∑

t=mk, 1≤k≤K
F<m≤2F

|a(m)|.

Возводя обе части последнего неравенство в квадрат, применяя неравенство

Коши, затем соотношение (1.2.1), последовательно найдём

W 2(x, y) ≤

( ∑
F<t≤2KF

η(t) min

(
y

F
,

1

2‖αt‖

))2

≤

≤
∑
t≤2KF

η2(m)
∑
t≤2KF

min

(
y

F
,

1

2‖αt‖

)2

�

� KFL ca · y
F

∑
t≤2KF

min

(
y

F
,

1

2‖αt‖

)
�

� KyL ca
∑
t≤2KF

min

(
y

F
,

1

2‖αt‖

)
.

Рассмотрим отдельно случаи 2KF > 0, 5q и 2KF ≤ 0, 5q .

При 2KF > 0.5q , разбивая интервал изменения t на не более

2KF

q
+ 1 ≤ 2KF

q
+ 4 · KF

q
=

6KF

q
� KF

q
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интервалов вида g ≤ t ≤ g+ q′ , q′ < q , применяя утверждение а) леммы 1.4,

найдём

W 2(x, y)� KyL ca · KF
q

g+q′∑
t=g

min

(
y

F
,

1

2‖αt‖

)
=

=
K2Fy

q
L ca

g+q′∑
t=g

min

(
y

F
,

1

2‖αt‖

)
�

� K2Fy

q

( y
F

+ q ln q
)

L ca � K2y2
(

1

q
+
F

y

)
L ca+1.

Следовательно при 2KF > 0.5q , имеем

W (x, y)� Ky

(
1

q
+
F

y

) 1
2

L
ca+1

2 .

При 2KF ≤ 0.5q , воспользовавшись утверждением б) леммы 1.4, получим

W 2(x, y)� KyL ca
∑
t≤0,5q

1

‖αt‖
� KyL a · qL = KyqL ca+1.

Следовательно, при 2KF ≤ 0.5q , имеем

W (x, y)� Ky ·
√

q

Ky
L

ca+1
2 .

Теорема доказана.

Следствие 1.1.1. Пусть A – абсолютная постоянная, тогда, при

L 2A+ca+1 ≤ q ≤ KyL −2A−ca−1 и y ≥ FL 2A+ca+1 , справедлива оценка

W (x, y) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
x−y<mn≤x

e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣�
Ky

L A
.
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Доказательство. При L 2A+ca+1 � q < 4KF и y ≥ FL 2A+ca+1 , вос-

пользовавшись первым утверждением теоремы 1.1, получим

W (x, y)� Ky

(
1

q
+
F

y

) 1
2

L
ca+1

2 �

� Ky

(
1

L 2A+ca+1
+

F

FL 2A+ca+1

) 1
2

L
ca+1

2 �

� Ky

(
2F

FL 2A ·L ca+1

) 1
2

L
ca+1

2 � Ky

L A
.

А при q ≥ 4KF , воспользовавшись вторым утверждением теоремы 1.1, най-

дём

W (x, y)� Ky ·
√

q

Ky
L

ca+1
2 � Ky ·

√
KyL −2A−ca−1

Ky
L

ca+1
2 � Ky

L A
.

Теорема 1.2. Пусть в сумме W (x, y) выполняются условия: F ≤ y ,

G ≤ y , K ≤ y , 1 < q ≤ Ky2x−1 ,∑
F1<m≤F2

|a(m+m∗1)|2 � FL ca,
∑

G1<n≤G2

|b(n)|2 � GL cb, (1.2.2)

ca и cb – абсолютные постоянные, m∗1 = 0 или F < m∗1 ≤ 2F . Тогда спра-

ведлива оценка

W (x, y)�


Ky

(
1

q
+
F

y
+
x2F−2L −4

y2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1, если q <
2Ky

G
;

Ky

(
qx

Ky2
+
x2F−2L −4

y2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1, если q ≥ 2Ky

G
.

Доказательство. При F1G1 ≥ x или F2G2 < x − y сумма W (x, y)

пустая, поэтому не ограничивая общности, будем считать, что F1G1 < x

и F2G2 ≥ x − y . Отсюда и из условий F ≤ y , G ≤ y следует, что x − y ≤

4FG < 4y2 , то есть y �
√
x . Не ограничивая общности, будем также считать
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y < xL −1 . Возводя W (x, y) в квадрат, и пользуясь неравенством Коши,

найдём

W 2(x, y) =

(∑
k≤K

|W (k)|

)2

≤ K
∑
k≤K

|W (k)|2, (1.2.3)

где

|W (k)|2 =

∣∣∣∣∣∣∣
∑

G1<n≤G2

b(n)
∑

F1<m≤F2
x−y<mn≤x

a(m)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤

≤
∑

G1<n≤G2

|b(n)|2
∑

G1<n≤G2

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2
x−y<mn≤x

a(m)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Воспользовавшись условием (1.2.2), находим

|W (k)|2 � GL cb
∑

G1<n≤G2

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2
x−y<mn≤x

a(m)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣
2

=

= GL cb
∑

G1<n≤G2

∑
F1<m1≤F2
x−y<m1n≤x

a(m1)
∑

F1<m2≤F2
x−y<m2n≤x

a(m2)e(αk(m1 −m2)n).

Разбивая сумму по m2 на три части, для которых соответственно выполня-

ются условия m2 < m1 , m1 = m2 и m2 > m1 , имеем

|W (k)|2 � GL cb(W1(k) +W2(k) +W3(k)), (1.2.4)

где

W1(k) =
∑

G1<n≤G2

∑
F1<m1≤F2
x−y<m1n≤x

a(m1)
∑

F1<m2<m1
x−y<m2n≤x

a(m2)e(αk(m1 −m2)n),

W2(k) =
∑

G1<n≤G2

∑
F1<m1≤F2
x−y<m1n≤x

|a(m1)|2,

W3(k) =
∑

G1<n≤G2

∑
F1<m1≤F2
x−y<m1n≤x

a(m1)
∑

m1<m2≤F2
x−y<m2n≤x

a(m2)e(αk(m1 −m2)n).
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Воспользовавшись условием (1.2.2), оценим сумму W2(k) :

W2(k) =
∑

F1<m1≤F2

|a(m1)|2
∑

G1<n≤G2
x−y<m1n≤x

1 ≤
∑

F1<m1≤F2

|a(m1)|2
(
y

m1
+ 1

)
≤

≤
( y
F

+ 1
) ∑
F1<m1≤F2

|a(m1)|2 �
( y
F

+ 1
)
FL ca � yL ca. (1.2.5)

Суммы W1(k) и W3(k) оцениваются одинаково. Сделав в W3(k) суммирова-

ние по n внутренним, имеем

W3(k) =
∑

F1<m1≤F2

a(m1)
∑

m1<m2≤F2

a(m2)
∑

G1<n≤G2
x−y<m1n,m2n≤x

e(αk(m1 −m2)n) =

=
∑

F1<m1≤F2

a(m1)
∑

0<m2−m1≤F2−m1

a(m2)
∑

G1<n≤G2
x−y<m1n,m2n≤x

e(αk(m1 −m2)n).

В сумме по m2 , полагая m2 = m1 + m , сделаем замену переменных и при

этом, имея в виду, что

m = m2 −m1 =
m2n−m1n

n
≤ x− (x− y)

n
=
y

n
<
y

G
,

найдём

W3(k) =
∑

F1<m1≤F2

a(m1)
∑

0<m≤min(F2−m1, yG−1)

a(m1 +m)
∑

G′<n≤G′′
e(−αkmn),

где

G′ = max

(
G1,

x− y
m1

)
, G′′ = min

(
G2,

x

m1 +m

)
.

Переходя в сумме W3(k) к оценкам, а затем воспользовавшись леммой 1.1,

имеем

W3(k) ≤
∑

F1<m1≤F2

|a(m1)|
∑

0<m≤min(F2−m1, yG−1)

|a(m1 +m)|

∣∣∣∣∣ ∑
G′<n≤G′′

e(αkmn)

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑

F1<m1≤F2

|a(m1)|
∑

0<m≤min(F2−m1, yG−1)

|a(m1 +m)|min

(
G′′ −G′, 1

2‖αkm‖

)
.
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Из условия m > 0 находим

G′′−G′ = min

(
G2,

x

m1 +m

)
−max

(
G1,

x− y
m1

)
≤

≤ x

m1 +m
− x− y

m1
≤ x

m1
− x− y

m1
=

y

m1
≤ y

F
.

Поэтому

W3(k) ≤
∑

F1<m1≤F2

|a(m1)|
∑

0<m≤min(F2−m1, yG−1)

|a(m1 +m)|min

(
y

F
,

1

2‖αkm‖

)
≤

≤
∑

0<m≤yG−1
min

(
y

F
,

1

2‖αkm‖

) ∑
F1<m1≤F2

|a(m1)||a(m1 +m)|.

Обозначая через m∗ , 0 < m∗ ≤ yG−1 , такое m , при котором сумма по m1

максимальная, имеем

W3(k) ≤
∑

F1<m1≤F2

|a(m1)||a(m1 +m∗)| · V (k),

где

V (k) =
∑

0<m≤yG−1
min

(
y

F
,

1

2‖αkm‖

)
.

Воспользовавшись неравенством Коши и условием (1.2.2), имеем

W3(k)�

( ∑
F1<m1≤F2

|a(m1)|2
∑

F1<m1≤F2

|a(m1 +m∗)|2
) 1

2

· V (k)� FL ca · V (k).

Подставляя эту оценку и оценку (1.2.5) в (1.2.4), найдём

|W (k)|2 � GL cb (W1(k) +W2(k) +W3(k))�

� GL cb (FL ca V (k) + yL ca) = G (FV (k) + y) L ca+cb.

Отсюда, с учётом неравенства (1.2.3), найдём

W 2(x, y) ≤ K
∑
k≤K

|W (k)|2 � K
∑
k≤K

G (FV (k) + y) L ca+cb =

= KG (FV +Ky) L ca+cb, V =
∑
k≤K

V (k). (1.2.6)

34



Сумму V представим в виде

V =
∑
k≤K

∑
0<m≤yG−1

min

(
y

F
,

1

2‖αkm‖

)
=

∑
r≤KyG−1

τ ′(r) min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)
,

где

τ ′(r) =
∑
r=km,

k≤K,m≤yG−1

1 ≤ τ(r).

Возводя обе части суммы V в квадрат, и применяя неравенство Коши, затем

лемму 1.3, последовательно находим

V 2 =

 ∑
r≤KyG−1

τ ′(r) min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)2

≤

≤
∑

r≤KyG−1
τ 2(r)

∑
r≤KyG−1

min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)2

�

� KyL 3

G
· y
F

∑
r≤KyG−1

min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)
=

=
Ky2L 3

FG

∑
r≤KyG−1

min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)
.

Возможны следующие случаи длины суммирования по r : i) KyG−1 > 0.5q ;

ii) KyG−1 ≤ 0.5q .

Случай i) KyG−1 > 0, 5q ; Имеем

V 2 � Ky2

FG
L 3

∑
r≤KyG−1

min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)
.

Разбивая интервал изменения r на не более

KyG−1

q
+ 1 =

KyG−1

q
+
q

q
<
KyG−1

q
+

2KyG−1

q
� Ky

qG
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интервалов вида g ≤ r ≤ g + q′ , q′ < q , получим

V 2 � Ky2

FG
L 3 · Ky

qG

g+q′∑
r=g

min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)
�

� K2y3L 3

qFG2

g+q′∑
r=g

min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)
.

Применяя к сумме по r утверждение а) леммы 1.4, находим

V 2 � K2y3L 3

qFG2

( y
F

+ q ln q
)
� K2y4

F 2G2

(
1

q
+
F

y

)
L 4.

Отсюда и из квадрата неравенства (1.2.6), найдём

W 4(x, y) ≤ K2G2
(
F 2 · V 2 +K2y2

)
L 2ca+2cb �

� K2G2

(
F 2 · K

2y4

F 2G2

(
1

q
+
F

y

)
L 4 +K2y2

)
L 2ca+2cb =

= K4y4
(

1

q
+
F

y
+
G2L −4

y2

)
L 2ca+2cb+4.

Далее воспользовавшись соотношением FG � x , получим

W 4(x, y)� K4y4
(

1

q
+
F

y
+
x2F−2L −4

y2

)
L 2ca+2cb+4.

Следовательно

W (x, y)� Ky

(
1

q
+
F

y
+
x2F−2L −4

y2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1.

Случай ii) KyG−1 ≤ 0.5q . Воспользовавшись утверждением б) леммы 1.4,

получим

V 2 � Ky2

FG
L 3

∑
r≤KyG−1

min

(
y

F
,

1

2‖αr‖

)
�

� Ky2L 3

FG

∑
r≤0,5q

1

‖αr‖
� Ky2

FG
L 3 · q ln q ≤ Ky2q

FG
L 4.
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Отсюда и из квадрата неравенства (1.2.6) с учётом соотношения FG � x ,

найдём

W 4(x, y) ≤ K2G2
(
F 2 · V 2 +K2y2

)
L 2ca+2cb �

� K2G2

(
F 2Ky

2q

FG
L 4 +K2y2

)
L 2ca+2cb =

= K4y4
(
qFG

Ky2
+
G2L −4

y2

)
L 2ca+2cb+4 �

� K4y4
(
qx

Ky2
+
x2F−2L −4

y2

)
L 2ca+2cb+4.

Следовательно

W (x, y)� Ky

(
qx

Ky2
+
x2F−2L −4

y2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1.

Следствие 1.2.1. Пусть A – абсолютная постоянная тогда, при вы-

полнении одного из следующих условий:

i. y ≥ max(FL 4A+2ca+2cb+4, xF−1L 2A+ca+cb) и L 2ca+2cb+4A+4 ≤ q < 2KyG−1 ;

ii. y ≥ xF−1L 2A+ca+cb и 2KyG−1 ≤ q ≤ Ky2x−1L −2ca−2cb−4A−4 ,

справедлива оценка

W (x, y)� Ky

L A
.

Доказательство. При выполнении неравенств условия i, воспользо-

вавшись первым утверждением теоремы 1.2, получим

W (x, y)� Ky

(
1

q
+
F

y
+
x2F−2L −4

y2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1 �

� Ky

(
1

L 4A+2ca+2cb+4
+

F

FL 4A+2ca+2cb+4
+

+
x2F−2L −4

(xF−1L 2A+ca+cb)2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1 � Ky

L A
.
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А при выполнении неравенств условия ii, воспользовавшись вторым утвер-

ждением теоремы 1.2, найдём

W (x, y)� Ky

(
qx

Ky2
+
x2F−2L −4

y2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1 �

� Ky

(
Ky2x−1L −2ca−2cb−4A−4 · x

Ky2
+

x2F−2L −4

(xF−1L 2A+ca+cb)2

) 1
4

L
ca+cb

2 +1 � Ky

L A
.

1.3 . Оценка сумм коротких тригонометрических сумм с простыми

числами

И.М.Виноградов создал метод оценок тригонометрических сумм с просты-

ми числами основу которого составляют метод сглаживания двойных сумм,

теорема о среднем для сумм Г.Вейля, решето Виноградова и решил про-

блему распределения дробных частей многочлена f(p) = αnp
n + . . . + α1p

при условии, что p принимает значения последовательных простых чисел,

не превосходящих P [18]. В проблеме распределения дробных частей {αp}

он [19, 17] получил намного более точную оценку тригонометрической сум-

мы, чем в общем случае распределения дробных частей {αnpn + . . . + α1p} .

Он доказал:

Теорема 1.3. (Виноградов И.М.) Пусть K — целое, K ≤ N , α – веще-

ственное,

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, 1 ≤ q ≤ N,

тогда будем иметь

VK(N) =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
∑
p≤N

e(αkp)

∣∣∣∣∣∣� KN 1+ε

(√
1

q
+

q

N
+N−0,2

)
.

Отсюда следует утверждение:
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Следствие 1.3.1. (Виноградов И.М.) При любом σ с условием 0 < σ ≤ 1

число Aσ(x) значений {αp}, p ≤ x подчиненных условию {αp} < σ , выра-

зится формулой

Aσ(x) = σπ(x) +Rσ(x), Rσ(x)� x1+ε
(√

1

q
+
q

x
+ x−0,2

)
.

В частности, если α – иррациональное число с ограниченными неполными

частными, то можно выбрать q таким, чтобы оно было порядка
√
x . В этом

случае для Fα(x, y, σ) – количество членов последовательности {αp} таких,

что x− y < p ≤ x и {αp} < σ , имея в виду, что

Fα(x, y, σ) = Aσ(x)− Aσ(x− y),

справедливо утверждение:

Следствие 1.3.2. (Виноградов И.М.) Пусть α – иррациональное число

с ограниченными неполными частными, тогда при любом σ с условием 0 <

σ ≤ 1, справедлива асимптотическая формула

Fα(x, y, σ) = σ(π(x)− π(x− y)) +O
(
x

4
5+ε
)
. (1.3.1)

Таким образом из теоремы 1.3 И.М.Виноградова следует асимптотическая

формула в законе о распределении дробных частей {αp} , аргумент которого

пробегает простые числа из интервала малой длины (x− y, x] , являющаяся

нетривиальной при

y � x
4
5+ε.

Для величин y , порядок которых меньше порядка x
4
5+ε , и произвольных

α вопрос распределения дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает

простые числа из короткого интервала (x− y, x] , оставался открытым.
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Вместе с «решетом Виноградова» основу доказательства теоремы 1.3 со-

ставляют нетривиальные оценки тригонометрических сумм вида

W (x) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
mn≤x

b(n)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
где a(m) и b(n) – произвольные комплекснозначные функции, K , F , G –

натуральные, F ≤ F1 < F2 ≤ 2F , G ≤ G1 < G2 ≤ 2G .

Полученные в предыдущем параграфе 1.2 оценки коротких тригономет-

рических сумм вида

W (x, y) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

G1<n≤G2
x−y<mn≤x

b(n)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ , y ≤ x

lnx
,

которые из W (x) получаются заменой условия mn ≤ x на условие x − y <

mn ≤ x , в сочетании с методом оценок тригонометрических сумм с простыми

числами И.М.Виноградова и методами работ [43, 44, 45] позволили доказать:

Теорема 1.4. Пусть K , H , N и q – натуральные числа, K ≤ H , A –

абсолютная постоянная, L = lnNq , α–вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ KH2

N
L −4A−20.

Тогда, при H � N
2
3L 4A+16 справедлива оценка

SK(N,H) =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣ ∑
N−H<n≤N

Λ(n)e(αkn)

∣∣∣∣∣� KH

L A
.

Доказательство. Имеем

S = SK(N,H) =
K∑
k=1

|S(k)| , S(k) =
∑

N−H<n≤N

Λ(n)e(αkn). (1.3.2)
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К сумме S(k) , применяя лемму 1.2, при r = 2 , u = N
1
2 и f(m) = e(αkm) ,

находим

S(k) = −2S1(k) + S2(k), (1.3.3)

S1(k) =
∑
m≤u1

µ(m)
∑

N−H<mn≤N

lnn e(αkmn),

S2(k) =
∑
m1≤u1

µ(m1)
∑
m2≤u1

µ(m2)
∑
n1

∑
N−H<m1m2n1n2≤N

lnn1 e(αkm1m2n1n2).

Разобьем в S1(k) и S2(k) области изменения каждого m1 , m2 , n1 и n2 на

не более L интервалов вида Mj < mj ≤ 2Mj , Nj < nj ≤ 2Nj , j = 1, 2 . В

случае S1 получим не более L 2 сумм вида

S̄1(k, M̄, N̄) =
∑

M1<m≤2M1

µ(m)
∑

N1<n≤2N1
N−H<mn≤N

lnne(αkmn),

а в случае S2 получим не более L 4 сумм вида

S̄2(k, M̄, N̄) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

N1<n1≤2N1

lnn1
∑

N2<n2≤2N2
N−H<m1m2n1n2≤N

e(αkm1m2n1n2) =

=
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

N1<n1≤2N1

n1∫
1

du

u

∑
N2<n2≤2N2

N−H<m1m2n1n2≤N

e(αkm1m2n1n2) =

=

2N1∫
1

∑
M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

max(u,N1)<n1≤2N1

∑
N2<n2≤2N2

N−H<m1m2n1n2≤N

e(αkm1m2n1n2)d lnu.

Через U1 = max(u,N1) , u ≤ 2N1 обозначим такое число u , при котором

модуль подинтегральной функции принимает максимальное значение, тогда

|S̄2(k, M̄, N̄)| � L
∣∣S2(k, M̄, N̄)

∣∣ , Nj ≤ Uj < 2Nj, j = 1, 2 (1.3.4)

S2(k, M̄, N̄) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

U1<n1≤2N1

∑
U2<n2≤2N2

N−H<m1m2n1n2≤N

e(αkm1m2n1n2).
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Аналогично покажем, что

|S̄1(k, M̄, N̄)| � L
∣∣S1(k, M̄, N̄)

∣∣ ,
S1(k, M̄, N̄) =

∑
M1<m≤2M1

µ(m)
∑

U1<n≤2N1
N−H<mn≤N

e(αkmn).

Отсюда, из (1.3.4), (1.3.3) и (1.3.2), получим

S =
K∑
k=1

|−2S1(k) + S2(k)| �

�
K∑
k=1

(
L 2|S̄1(k, M̄, N̄)|+ L 4|S̄2(k, M̄, N̄)|

)
�

�
K∑
k=1

(
L 3|S1(k, M̄, N̄)|+ L 5|S2(k, M̄, N̄)|

)
�

� L 5 (S1 + S2) , Sl =
K∑
k=1

|Sl(k, M̄, N̄)|, l = 1, 2. (1.3.5)

Вводим следующие обозначения:
l∏

j=1

MjNj = Y,

l∏
j=1

MjUj = X, Y < X, Mj ≤ N
1
2 . (1.3.6)

При 22lY ≤ N −H или Y > N сумма Sl(k, M̄, N̄) пустая, поэтому не огра-

ничивая общности будем считать, что Y < N и 22lY ≥ N −H , то есть

N

22l+1
≤ Y < N. (1.3.7)

Оценим суммы S1 и S2 отдельно и, не ограничивая общности будем считать,

что

M1 ≥M2, N1 ≥ N2. (1.3.8)

Оценка S1 . Имеем

S1 =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
∑

M1<m≤2M1

µ(m)
∑

U1<n≤2N1
N−H<mn≤N

e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
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Сплошное суммирование по n является длинным, поэтому оценим сумму S1 ,

пользуясь следствием 1.1.1 теоремы 1.1, полагая

F1 = M1, F2 = 2M1, G1 = U1, G2 = 2N1, x = N, y = H, a(m) = 1, ca = 0.

Согласно этому следствию, имея в виду, что M1 ≤ N
1
2 , при

H ≥ N
1
2L 2A+1, L 2A+1 ≤ q ≤ KHL −2A−1 (1.3.9)

имеем

S1 �
KH

L A
.

Оценка S2 . Рассмотрим следующие возможные значения параметра N1 :

1. N1 ≥ N
1
3 ;

2. N
1
3N−12 ≤ N1 < N

1
3 ;

3. N1 < N
1
3N−12 .

1. N1 ≥ N
1
3 . В этом случае в сумме S2(k, M̄, N̄) сплошное суммирование

по n1 является длинным. Представляя сумму S2(k, M̄, N̄) в виде двойной

суммы, имеем

S2(k, M̄, N̄) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

U1<n1≤2N1

∑
U2<n2≤2N2

N−H<m1m2n1n2≤N

e(αkm1m2n1n2) =

=
∑

XU−11 <m≤8Y N−11

a(m)
∑

U1<n≤2N1
N−H<mn≤N

e(αkmn),

где
X

U1
= M1M2U2 ≥M1M2N2 =

Y

N1
,
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a(m) =
∑

m=m1m2n2 M1<m1≤2M1
M2<m2≤2M2, N2<n2≤2N2

µ(m1)µ(m2),

|a(m)| ≤
∑

m=m1m2n2 M1<m1≤2M1
M2<m2≤2M2, N2<n2≤2N2

1 ≤ τ3(m)

(1.3.10)

Разобьем в двойной сумме S2(k, M̄, N̄) область изменения m на интервалы

вида F1 < m ≤ F2 , F ≤ F1 < F2 ≤ 2F . Получим не более трёх сумм вида

S2(k, M̄, N̄ , F ) =
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

U1<n≤2N1
N−H<mn≤N

e(αkmn),

где
Y

N1
≤ X

U1
≤ F1 ≤

4Y

N1
.

В сумме S2(k, M̄, N̄ , F ) , переходя к оценкам и, суммируя по всем k , 1 ≤ k ≤

K с учётом (1.3.5), получим

S2 �
K∑
k=1

|S2(k, M̄, N̄ , F )| =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F1<m≤F2

a(m)
∑

U1<n≤2N1
N−H<mn≤N

e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Для оценки этой суммы применим следствие 1.1.1 теоремы 1.1, пологая

G1 = U1, G2 = 2N1, x = N, y = H,

и проверим выполнение каждого из следующих её условий:

• для функции a(m) , пользуясь неравенством (1.3.10) и леммой 1.3, най-

дём

∑
F1<m≤F2

|a(m)|2 ≤
∑

F<m≤2F

τ 23 (m)� FL 7,

то есть ca = 7 ;
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• для параметра F , пользуясь неравенством (1.3.7), найдём

F ≤ F1 ≤
4Y

N1
<

4N

N
1
3

= 4N
2
3 .

Следовательно согласно следствию 1.1.1 теоремы 1.1, при

H � N
2
3L 2A+8, L 2A+8 ≤ q ≤ KH2

N
L −2A−8, (1.3.11)

справедлива оценка

S2 �
KH

L A
.

2. N
1
3N−12 ≤ N1 < N

1
3 . Из соотношений (1.3.8) и условия рассматривае-

мого случая, найдём

N
1
3 ≤ N1N2 ≤ N 2

1 < N
2
3 , N

1
3 ≤M1M2 =

Y

N1N2
≤ N

2
3 . (1.3.12)

Представляя сумму S2(k, M̄, N̄) в виде двойной суммы, имеем

S2(k, M̄, N̄) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

U1<n1≤2N1

∑
U2<n2≤2N2

N−H<m1m2n1n2≤N

e(αkm1m2n1n2) =

=
∑

M1M2<m≤4M1M2

a(m)
∑

U1U2<n≤4N1N2
N−H<mn≤N

b(n)e(αkmn),

где

a(m) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2
m=m1m2

µ(m2), |a(m)| ≤ τ(m), (1.3.13)

b(n) =
∑

U1<n1≤2N1

∑
U2<n2≤2N2

n=n1n2

1, |b(n)| ≤ τ(n). (1.3.14)

Разобьем в S2(k, M̄, N̄) области изменения m и n соответственно на интер-

валы вида F < m ≤ 2F и G1 < n ≤ G2 . Получим не более четырёх сумм
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вида

S2(k, M̄, N̄ , F,G) =
∑

F<m≤2F

a(m)
∑

G1<n≤G2
N−H<mn≤N

b(n)e(αkmn),

M1M2 ≤ F ≤ 2M1M2, N1N2 ≤ G ≤ G1 ≤ 2N1N2. (1.3.15)

В сумме S2(k, M̄, N̄ , F,G) , переходя к оценкам и, суммируя по всем k , 1 ≤

k ≤ K , с учетом (1.3.5), получим

S2 =
K∑
k=1

|S2(k, M̄, N̄ , F,G)| =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
∑

F<m≤2F

a(m)
∑

G1<n≤G2
N−H<mn≤N

b(n)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Оценим эту сумму воспользовавшись следствием 1.2.1 теоремы 1.2, при

x = N и y = H , и проверим выполнение каждого из следующих её условий:

• для функций a(m) и b(n) , воспользовавшись неравенствами (1.3.13) и

(1.3.14), согласно лемме 1.3, найдём

∑
F<m≤2F

|a(m)|2 ≤
∑

F<m≤2F

τ 2(m)� FL 3,

∑
G1<n≤G2

|b(n)|2 ≤
∑

G<n≤2G

τ 2(n)� GL 3,

то есть в следствии 1.2.1 возьмём ca = 3 и cb = 3 ;

• из (1.3.15) и (1.3.12) следует неравенство

max

(
FL 4A+2ca+2cb+4,

N

F
L 2A+ca+cb

)
≤

≤ max

(
2M1M2L

4A+16,
N

M1M2
L 2A+6

)
≤

≤ max

(
2N

2
3L 4A+16,

N

N
1
3

L 2A+6

)
= 2N

2
3L 4A+16.

46



Таким образом, согласно следствию 1.2.1 теоремы 1.2, при

H � N
2
3L 4A+16, L 4A+16 ≤ q ≤ KH2N−1L −4A−16, (1.3.16)

имеем

S2 �
KH

L A
.

3. N1N2 ≤ N 2
1 < N

1
3 . Из соотношений (1.3.8), (1.3.6), (1.3.7) и условия

рассматриваемого случая, найдём

M1 ≥ (M1M2)
1
2 =

(
Y

N1N2

) 1
2

≥
(

2−5N

N1N2

) 1
2

>

(
2−5N

N
1
3

) 1
2

>
N

1
3

8
. (1.3.17)

Представляя сумму S2(k, M̄, N̄) в виде двойной суммы, имеем

S2(k, M̄, N̄) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

U1<n1≤2N1

∑
U2<n2≤2N2

N−H<m1m2n1n2≤N

e(αkm1m2n1n2) =

=
∑

M1<m≤2M1

µ(m)
∑

XM−11 <n≤8YM−11
N−H<mn≤N

b(n)e(αkmn),

где

X

M1
= M2U1U2 ≥M2N1N2 =

Y

M1
,

b(n) =
∑

n=m2n1n2,M2<m2≤2M2
U1<n1≤2N1, U2<n2≤2N2

µ(m2),

|b(n)| ≤
∑

n=m2n1n2,M2<m2≤2M2
U1<n1≤2N1, U2<n2≤2N2

1 ≤ τ3(n). (1.3.18)

Разобьем в двойной сумме S2(k, M̄, N̄) область изменения n на интервалы

вида G1 < n ≤ G2 , G ≤ G1 < G2 ≤ 2G . Получим не более трёх сумм вида

S2(k, M̄, N̄ , G) =
∑

M1<m≤2M1

µ(m)
∑

G1<n≤G2
N−H<mn≤N

b(n)e(αkmn),

Y

M1
≤ X

M1
≤ G ≤ G1 ≤

4Y

M1
.
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В сумме S2(k, M̄, N̄ , G) , переходя к оценкам и, суммируя по всем k , 1 ≤ k ≤

K , с учётом (1.3.5), получим

S2 �
K∑
k=1

|S2(k, M̄, N̄ , G)| =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
∑

M1<m≤2M1

µ(m)
∑

G1<n≤G2
N−H<mn≤N

b(n)e(αkmn)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Оценим эту сумму воспользовавшись следствием 1.2.1 теоремы 1.2, при x =

N , y = H , F = M1 , и проверим выполнение каждого из следующих её

условий:

• для функций µ(m) и b(n) , воспользовавшись неравенствами (1.3.18),

согласно лемме 1.3, найдём∑
M1<m≤2M1

|µ(m)|2 ≤M1,

∑
G1<n≤G2

|b(n)|2 ≤
∑

G<n≤2G

τ 23 (n)� GL 7,

то есть в следствии 1.2.1 возьмём ca = 0 и cb = 7 ;

• из (1.3.6) и (1.3.17) следует неравенство

max

(
FL 4A+2ca+2cb+4,

N

F
L 2A+ca+cb

)
=

= max

(
M1L

4A+18,
N

M1
L 2A+7

)
≤

≤ max(N
1
2L 4A+18,

N

N
1
3

L 2A+7) = N
2
3L 2A+7.

Таким образом согласно следствию 1.2.1 теоремы 1.2, при

H � N
2
3L 2A+7, L 4A+18 ≤ q ≤ KH2N−1L −4A−18,

имеем

S2 �
KH

L A
.
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Отсюда, из (1.3.9), (1.3.11) и (1.3.16) при

H � N
2
3L 4A+16, L 4A+20 ≤ q ≤ KH2N−1L −4A−20,

ввиду (1.3.5) следует утверждение теоремы.

Теорема 1.5. Пусть K , H , N и q – натуральные числа, K ≤ H , A –

абсолютная постоянная, L = lnNq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ KH2

N
L −4A−20.

Тогда при H � N
2
3L 4A+16 справедлива оценка

VK(N,H) =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
∑

N−H<p≤N

e(αkp)

∣∣∣∣∣∣� KH

L A+1
.

Доказательство. Не ограничивая общности будем считать, что

H < NL −A+1 . Применяя к внутренней сумме по p лемму 1.6, находим

VK(N,H) =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
∑

N−H<p≤N

e(αkp)

∣∣∣∣∣∣ =

=
K∑
k=1

∣∣∣∣∣ 1

L

∑
N−H<n≤N

Λ(n)e(αkn) +O

(
H2

NL 2

)∣∣∣∣∣ =

=
1

L

K∑
k=1

∣∣∣∣∣ ∑
N−H<n≤N

Λ(n)e(αkn)

∣∣∣∣∣+O

(
KH2

NL 2

)
=

=
SK(N,H)

L
+O

(
KH2

NL 2

)
.

Далее воспользовавшись теоремой 1.4, имеем

VK(N,H)� KH

L A+1
+
KH2

NL 2
=

KH

L A+1

(
1 +

H

NL −A+1

)
� KH

L A+1
.

Теорема доказана.
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Глава 2

Распределение дробных частей

значений линейного многочлена,

аргумент которого принимает значения

простых чисел из коротких интервалов

2.1 . Вспомогательные леммы

Лемма 2.1. Для функции ρ(u) = 0, 5−{u} и натурального M > 1 спра-

ведлива формула

ρ(u) =
∑

1≤|k|≤M

e(ku)

2πik
+ rM(u), |rM(u)| ≤ ψM(u),

ψM(u) =
4√

1 +M 2 sin2 πu
.

Доказательство см. [49].

Лемма 2.2. Пусть задано разложение функции

ψM(u) =
4√

1 +M 2 sin2 πu

в ряд Фурье

ψM(u) =
∞∑

h=−∞

che(hu)
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тогда при M ≥ 1 и h ≥ 0 справедлива оценка

|ch| = |c−h| ≤
4 + lnM

πM
exp

(
− h

M

)
.

Доказательство см. [49], с. 603.

Лемма 2.3. Пусть y ≥ x
7
12+ε , тогда справедлива асимптотическая фор-

мула

π(x)− π(x− y) =
y

lnx
+O

(
y

ln2 x

)
.

Доказательство см. [50].

2.2 . Сведения распределения дробных частей {αp}, аргумент ко-

торого пробегает простые числа из короткого интервала к

оценке сумм коротких тригонометрических сумм с простыми

числами

Пусть α – вещественное число, x > x0 > 1 , y ≥ x0.534 , 0 ≤ σ ≤ 1 . Вводим

следующие обозначения и понятия:

• Fα(x, y, σ) – обозначает количество членов последовательности {αp}

таких, что x− y < p ≤ x и {αp} < σ ;

• Fα(x, y, µ, ν) – обозначает количество членов последовательности

{αp} таких, что x−y < p ≤ x и µ ≤ {αp} < ν , причём 0 ≤ µ < ν ≤ 1,

то есть

Fα(x, y, µ, ν) = Fα(x, y, ν)− Fα(x, y, µ);

• величина

D(x, y) = sup
0≤µ<ν≤1

∣∣∣∣F (x, y, µ, ν)

y
− (µ− ν)

∣∣∣∣
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называется отклонением членов последовательности {αp} при

x− y < p ≤ x, если m принимает значение из интервала малой длины

(x− y, x];

• последовательность {αp} таких, что x − y < p ≤ x и {αp} < σ

называется равномерно распределенной по модулю единица, если при

y →∞ выполняется соотношение

D(x, y) = o(1).

Докажем теорему, в которой задача об исследовании поведения функции

F (x, y, σ) сведется к оценке тригонометрических сумм вида

VK(x, y) =
∑
k≤K

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣ .
Другими словами задача о распределении дробных частей {αp} , аргумент

которого пробегает простые числа из интервала малой длины (x− y, x] , све-

дется к оценке сумм коротких тригонометрических сумм с простыми числами

VK(x, y) .

Теорема 2.1. Пусть y ≥ x0.534 , L = lnx, A > 1 – абсолютная посто-

янная, M ≥ L A и M1 = M ln L A , тогда для Fα(x, y, σ) – количество

членов последовательности {αp} таких, что x − y < p ≤ x и {αp} < σ ,

справедлива следующая асимптотическая формула

Fα(x, y, σ)−σ(π(x)− π(x− y))� y lnM

L A+1
+ max

K≤M1

(
VK(x, y)

K
L

)
,

где π(x) – количество простых чисел, не превосходящих числа x.

52



Доказательство. Вводим характеристическую функцию полуинтерва-

ла [0, σ) , то есть

g(u) =

 1, если 0 ≤ {u} < σ;

0, в противном случае,

которая имеет следующий явный вид

g(u) = −[{u} − σ].

Функцию g(u) представим с помощью функции ρ(u) = 0, 5− {u} . Имеем

g(u) = [u]− [u− σ] = u− {u} − (u− σ − {u− σ}) =

= σ +

(
1

2
− {u}

)
−
(

1

2
− {u− σ}

)
= σ + ρ(u)− ρ(u− σ).

Воспользовавшись при M ≥ L A леммой 2.1, находим

g(u) = σ +

 ∑
1≤|k|≤M

e(ku)

2πik
+ rM(u)

−
 ∑

1≤|k|≤M

e((u− σ)k)

2πik
+ rM(u− σ)

 =

= σ +
∑

1≤|k|≤M

1− e(−(σk))

2πik
e(ku) + rM(u)− rM(u− σ).

При помощи функции g(u) представим функцию Fα(x, y, σ) в виде

Fα(x, y, σ) =
∑

x−y<p≤x
g(αp) = σ(π(x)− π(x− y))+

+
∑

1≤|k|≤M

1− e(−(σk))

2πik

∑
x−y<p≤x

e(αkp)+

+
∑

x−y<p≤x
rM(αp)−

∑
x−y<p≤x

rM(αp− σ).

В последнем равенстве, переходя к оценкам, получим

Fα(x, y, σ)−σ(π(x)− π(x− y))�

� |W (x, y, σ)|+ |R(x, y, 0)|+ |R(x, y, σ)|, (2.2.1)

53



где

W (x, y, σ) =
∑

1≤|k|≤M

1− e(−(σk))

2πik

∑
x−y<p≤x

e(αkp),

R(x, y, η) =
∑

x−y<p≤x
rM(αp− η).

Отдельно оценим каждую из сумм W (x, y, σ) и R(x, y, η) .

Оценка |W (x, y, σ)|. Воспользовавшись формулой Эйлера, и переходя к

оценкам, имеем

|W (x, y, σ)| ≤
∑

1≤|k|≤M

| sin πkσ|
πk

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣ =

=
2

π

∑
1≤k≤M

| sin πkσ|
k

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2

π

∑
1≤k≤M

1

k

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣ .
Разбивая интервал изменения 1 ≤ k ≤ M на не более L интервалов вида

0, 5K < k ≤ K , получим

|W (x, y, σ)| � L max
K≤M

 ∑
0,5K≤k≤K

1

k

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣
�

� max
K≤M

(
L

K

∑
k≤K

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣
)

= max
K≤M

(
VK(x, y)

K
L

)
. (2.2.2)

Воспользуемся вышеупомянутой леммой о разложении модуля разности

ρ(u) и приближающим её тригонометрическим полиномом в ряд Фурье, ко-

торая имеет вид:

Оценка |R(x, y, η)|. Для модуля разности ρ(u) и приближающим её три-

гонометрическим полиномом, то есть для

|rM(αn− η)| ≤ ψM(αn− η) =
4√

1 +M 2 sin2 π(αn− η)
,
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воспользуемся леммой 2.2 о разложении в ряд Фурье, то есть соотношением

ψM(u) =
∞∑

k=−∞

cke(ku),

где при k ≥ 0 для коэффициентов Фурье ck справедлива оценка

|ck| = |c−k| ≤
4 + lnM

πM
exp

(
− k

M

)
,

найдём

|R(x, y, η)| ≤
∑

x−y<p≤x
ψM(αp− η) =

∑
x−y<p≤x

∞∑
k=−∞

cke(k(αp− η)).

При M1 = M ln lnAN , разбивая сумму по k на две части, для которых соот-

ветственно выполняются условия k ≤M1 и k > M1 , имеем

|R(x, y, η)| ≤ R1 +R2, (2.2.3)

R1 =
∑
|k|≤M1

cke(−hη)
∑

x−y<p≤x
e(αkp),

R2 =
∑

x−y<p≤x

∑
|k|>M1

cke(k(αp− η)).

Оценим R1 , воспользовавшись леммой 1.5:

|R1| ≤
∑
|k|≤M1

|ch||e(−kη)|

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣ =

= |c0|
∑

x−y<p≤x
1 +

∑
1≤|k|≤M1

|ch|

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣ =

= |c0|(π(x)− π(x− y)) +
∑

1≤|k|≤M1

|ch|

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣�
=
|c0| · y

L
+

∑
1≤|k|≤M1

|ch|

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣ .
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Воспользовавшись леммой 2.2, оценим коэффициенты Фурье ch , при

|h| ≤M1 , неравенством

|ck| = |c−k| ≤
4 + lnM

πM
exp

(
− k

M

)
≤ 4 + lnM

πM
.

Отсюда, с учётом соотношения M ≥ L A , имеем

R1 �
y lnM

ML
+

lnM

M

∑
1≤|k|≤M1

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣�
� y lnM

L A+1
+

lnM

M

∑
1≤k≤M1

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣ .
Пользуясь оценкой коэффициентов Фурье

|ck| = |c−k| ≤
4 + lnM

πM
exp

(
− k

M

)
,

и воспользовавшись леммой 1.5, оценим R2 . Имеем

R2 =
∑

x−y<p≤x

∑
|k|>M1

cke(k(αp− η))� (π(x)− π(x− y))
∑
|h|>M1

|ch| �

� y lnM

ML

∑
k>M1

exp

(
− k

M

)
=
y lnM

ML
·

exp
(
− [M1]+1

M

)
1− exp

(
− 1
M

) =

=
y lnM

ML
·

exp
(
− [M1]

M

)
exp

(
1
M

)
− 1

=
y lnM

ML
· 1

exp
(
M1

M

) · exp
(
{M1}
M

)
exp

(
1
M

)
− 1
≤

≤ y lnM

ML exp
(
M1

M

) · 1

exp
(

1
M

)
− 1

.

Далее, воспользовавшись при |u| < 1 разложением

eu = 1 + u+O(u2),
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имеем

R2 �
y lnM

ML exp
(
M1

M

) · 1

(1 +M−1 +O(M−2))− 1
=

=
y lnM

L exp
(
M1

M

) · 1

1 +O(M−1)
=

y lnM

L exp
(
M1

M

) · (1 +O

(
1

M

))
=

=
y lnM

L A+1
·
(

1 +O

(
1

M

))
� y lnM

L A+1
.

Подставляя найденные оценки для R1 и R2 в неравенство (2.2.3), найдём

|R(x, y, η)| � y lnM

L A+1
+

lnM

M

∑
1≤k≤M1

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣�
� y lnM

L A+1
+ max

K≤M1

(
L

K

∑
k≤K

∣∣∣∣∣ ∑
x−y<p≤x

e(αkp)

∣∣∣∣∣
)

=

=
y lnM

L A+1
+ max

K≤M1

(
UK(N,H)

K
L

)
.

Из этой оценки и оценки (2.2.2), с учётом соотношения (2.2.1), находим

Fα(x, y, σ)−σ(π(x)− π(x− y))� y lnM

L A+1
+ max

K≤M1

(
VK(x, y)

K
L

)
.

Теорема доказана.

Из теоремы 2.1 для Fα(x, y, µ, ν) – количество членов последовательности

{αp} таких, что x − y < p ≤ x и µ ≤ {αp} < ν , причём 0 ≤ µ < ν ≤ 1 ,

получим:

Следствие 2.1.1. При выполнении условий теоремы 2.1 справедлива сле-

дующая асимптотическая формула

Fα(x, y, µ, ν)−(ν − µ)(π(x)− π(x− y))� y lnM

L A+1
+ max

K≤M1

(
VK(x, y)

K
L

)
.
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Из следствия 2.1.1 для отклонения

Dα(x, y) = sup
0≤µ<ν≤1

∣∣∣∣ F (x, y, µ, ν)

π(x− y)− π(x)
− (ν − µ)

∣∣∣∣
членов последовательности {αp} таких, что x− y < p ≤ x , находим:

Следствие 2.1.2. При выполнении условий теоремы 2.1 справедлива сле-

дующая оценка

Dα(x, y)� lnM

L A
+ max

K≤M1

(
VK(x, y)

KyL −2

)
.

Понятие равномерного распределения значений числовых последователь-

ностей на отрезке ввёл в математику Г.Вейль [7]. Он заложил основы теории

равномерного распределения, которая получила дальнейшее развитие в тео-

рии чисел, в теории функций, классической механике. В [46, 47] было введе-

но понятие равномерной распределённости для дробных частей {αmn} , при

условии, что x−y < m ≤ x и доказано, что если α — иррациональное число,

тогда последовательность {αm2}, x − y < m ≤ x при y ≥ ln3 x, y → ∞

является равномерно распределённой по модулю единица.

Мы вводим критерии Г.Вейля о равномерном распределении дробных ча-

стей {αp} , аргумент которого пробегает простые числа из интервала малой

длины.

Из следствия 2.1.2 получаем следующий критерий равномерной распреде-

лённости по модулю единица для последовательности {αp} при условии, что

аргумент p принимает значения из интервала малой длины (x− y, x] .

Следствие 2.1.3. Последовательность {αp} таких, что x − y < p ≤

x, является равномерно распределённой по модулю единица, при y → ∞
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справедлива оценка

VK(x, y) = o

(
Ky

L 2

)
.

2.3 . Распределение дробных частей {αp}, аргумент которого про-

бегает простые числа из короткого интервала

Как мы отмечали в третьем параграфе первой главы, если α – ирраци-

ональное число с ограниченными неполными частными, то из теоремы 1.3

И.М.Виноградова следует асимптотическая формула ( следствие 1.3.2 ) в

законе распределения дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает

простые числа из интервала малой длины (x − y, x] , являющиеся нетриви-

альной при

y � x
4
5+ε.

Для величин y , порядок которых меньше порядка x
4
5+ε и произвольных α

вопрос распределения дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает

простые числа из короткого интервала (x− y, x] , оставался открытым.

Теорема 1.5 о нетривиальной оценке сумм коротких линейных тригонометри-

ческих сумм с простыми числами вида

VK(N,H) =
K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
∑

N−H<p≤N

e(αkp)

∣∣∣∣∣∣ ,
при H � N

2
3L 4A+16 позволила доказать следующую теорему о законе рас-

пределения дробных частей {αp} , аргумент которого пробегает простые чис-

ла из короткого интервала (x − y, x] для более коротких интервалов и для

всех иррациональных α и рациональных α с большими знаменателями.
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Теорема 2.2. Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсолютная

постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.

Тогда для Fα(x, y, σ) – количество членов последовательности {αp} таких,

что x− y < p ≤ x и {αp} < σ , при y � x
2
3L 4A+16 справедлива следующая

асимптотическая формула

Fα(x, y, σ) = σ(π(x)− π(x− y)) +O
( y

L A

)
.

Доказательство. Для вывода асимптотической формулы для Fα(x, y, σ) –

количество членов последовательности {αp} таких, что x − y < p ≤ x и

{αp} < σ , имея в виду, что y � x
2
3L 4A+16 > N 0.534 , применяя теорему 2.1

при M = L A , M1 = L A ln L A , имеем

Fα(x, y, σ)−σ(π(x)− π(x− y))�

� y ln L

L A+1
+ max

K≤L A lnL A

(
SK(x, y)

K
L

)
. (2.3.1)

Оценим сумму SK(x, y) при помощи теоремы 1.5. Из условия

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ H2

N
L −4A−20

доказуемой теоремы при K ≤ L A ln L A следует выполнение условия теоре-

мы 1.5, поэтому справедлива оценка

SK(x, y)� Ky

L A+1
.

Подставляя эту оценку в (2.3.1), получим

Fα(x, y, σ)− σ(π(x)− π(x− y))� y ln L

L A+1
+

y

L A
� y

L A
.
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Теорема доказана.

Из доказанной теоремы 2.2 для Fα(x, y, µ, ν) – количество членов после-

довательности {αp} таких, что x − y < p ≤ x и µ ≤ {αp} < ν , причём

0 ≤ µ < ν ≤ 1 , воспользовавшись соотношением

Fα(x, y, µ, ν) = Fα(x, y, ν)− Fα(x, y, µ),

получим следующее утверждение:

Следствие 2.2.1. Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсо-

лютная постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.

Тогда для Fα(x, y, µ, ν) при y � x
2
3L 4A+16 справедлива следующая асимп-

тотическая формула

Fα(x, y, µ, ν) = (ν − µ)(π(x)− π(x− y)) +O
( y

L A

)
.

Из следствия 2.2.1 для отклонения

Dα(x, y) = sup
0≤µ<ν≤1

∣∣∣∣ Fα(x, y, µ, ν)

π(x− y)− π(x)
− (ν − µ)

∣∣∣∣
членов последовательности {αp} таких, что x− y < p ≤ x , получаем следу-

ющее утверждение:

Следствие 2.2.2. Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсо-

лютная постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.
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Тогда для Dα(x, y) при y � x
2
3L 4A+16 справедлива следующая оценка

Dα(x, y)� yL −A

π(x)− π(x− y)
.

Доказательство. Воспользовавшись утверждением теоремы 2.2, най-

дём

Dα(x, y) = sup
0≤µ<ν≤1

∣∣∣∣ Fα(x, y, µ, ν)

π(x− y)− π(x)
− (ν − µ)

∣∣∣∣ =

= sup
0≤µ<ν≤1

∣∣∣∣∣(ν − µ)(π(x)− π(x− y)) +O
(

y
L A

)
π(x− y)− π(x)

− (ν − µ)

∣∣∣∣∣�
� yL −A

π(x)− π(x− y)
.

Из следствия 2.2.2 и теоремы Р. Вакера и Г. Хармана о правильном по-

рядке число простых чисел в интервале малой длины (x − y, x] , y ≥ x0.534

(лемма 1.5 ) получаем следующий критерий равномерной распределённости

по модулю единица для последовательности {αp} при условии, что аргумент

p принимает значения из интервала малой длины (x− y, x] .

Следствие 2.2.3. Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсо-

лютная постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.

Тогда последовательность {αp} таких, что x − y < p ≤ x при

y � x
2
3L 4A+16 , y → ∞ является равномерно распределённой по моду-

лю единица.

Следствие 2.2.4. Пусть x, y и q – натуральные числа, A ≥ 3 – абсо-

лютная постоянная, L = lnxq , α – вещественное и

α =
a

q
+
θ

q2
, (a, q) = 1, L 4A+20 ≤ q ≤ y2

x
L −4A−20.
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Тогда для Fα(x, y, σ) – количество членов последовательности {αp} таких,

что x− y < p ≤ x и {αp} < σ , при y � x
2
3L 4A+16 справедлива следующая

асимптотическая формула

Fα(x, y, σ) =
σy

L
+O

( y

L 2

)
.

Доказательство. Применяя к полученной формуле в теореме 2.2, то

есть к правой части формулы

Fα(x, y, σ) = σ(π(x)− π(x− y)) +O
( y

L A

)
.

c учётом соотношения y � x
2
3L 4A+16 ≥ x

7
12+ε лемму 2.3, найдём

Fα(x, y, σ) = σ(π(x)− π(x− y)) +O
( y

L A

)
=

=

(
σy

lnN
+O

(
y

ln2N

))
+O

( y

L A

)
=

=
σy

lnx
+O

(
y

ln2 x

)
.

Лемма доказана.

Из доказанного следствия 2.2.4 для Fα(x, y, µ, ν) – количество членов по-

следовательности {αp} таких, что x − y < p ≤ x и µ ≤ {αp} < ν , причём

0 ≤ µ < ν ≤ 1 , получим:

Следствие 2.2.5. При выполнении условий теоремы 2.2 справедлива сле-

дующая асимптотическая формула

Fα(x, y, µ, ν) =
(ν − µ)H

L
+O

(
H

L 2

)
.
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