
Таджикский государственный университет коммерции

На правах рукописи

Сангмамадов Давлатмамад Сайфович

ТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ
ОПТИМАЛЬНЫХ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ НА

НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ

01.01.01. – Вещественный, комплексный и функциональный анализ

Д И С С Е Р Т А Ц И Я
на соискание ученой степени кандидата

физико-математических наук

Научный руководитель:

академик АН Республики Таджикистан,

доктор физико-математических наук,

профессор М.Ш.Шабозов

Д У Ш А Н Б Е - 2 0 1 5



О Г Л А В Л Е Н И Е

В в е д е н и е . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Глава I. Оптимальные квадратурные формулы с весом для

классов функций малой гладкости . . . . . . . . . . . . . . 22

§1.1. Классы функций. Общая постановка экстремальной задачи

отыскания наилучших квадратурных формул . . . . . . . . . . . 24

1. Постановка экстремальных задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

§1.2. Оптимизация весовых квадратурных формул, для некоторых

классов функций малой гладкости . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

§1.3. Применение результатов предыдущего параграфа для вычис-

лении двойных интегралов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

§1.4. Об оптимизации весовых квадратурных формул на классе

функций Hω[a, b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Глава II. оптимальные квадратурные формулы приближен-

ного интегрирования криволинейных интегралов пер-

вого типа для некоторых классов функций и кривых . . 43

§2.1 Постановка задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

§2.2. О точности усложненных квадратурных формул для прибли-

женного вычисления криволинейных интегралов первого типа

на классах функций и кривых, задаваемых модулями непре-

рывности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

§2.3. Оптимальные квадратурные формулы приближенного инте-

грирования криволинейных интегралов первого типа для клас-

сов функций и кривых, задаваемых модулями гладкости (мо-

дулями непрерывности второго порядка . . . . . . . . . . . . . . 56



§2.4. Оптимальная квадратурная формула типа Маркова прибли-

женного вычисления криволинейного интеграла первого рода

для классов функций и кривых, задаваемых модулями непре-

рывности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Л и т е р а т у р а . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70



Введение

Среди наиболее важных задач численного анализа особое место занимает

экстремальная задача отыскания наилучшей для заданного класса функций

квадратурной формулы и получения точной оценки ее остатка. Решения этой

задачи, как правило, требует привлечения глубоких фактов теории функ-

ций и функционального анализа и сопряжено с преодолением значительных

трудностей. Хотя в настоящее время указанная задача решена для соболев-

ских классов функций W (r)Lp[0, 1] (r ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞) и классов функций

W (r)Hω[a, b] (r = 0, 1, 2, · · · ; ), задаваемых модулями непрерывности, немало

задач такого рода не решено для весовых интегралов, сингулярных интегра-

лов, криволинейных интегралов, а также в многомерном случае.

Для вышеуказанных классов функций W (r)Lp и W (r)Hω сформулиро-

ванная задача отыскания наилучших квадратурных формул решена в рабо-

тах А.А.Женсыкбаева [19], Б.Д.Боянова [7] и В.А.Моторного [39]. Существен-

ный вклад в решение задачи для различных классов функций также внесли

Н.П.Корнейчук [24], А.А.Лигун [33], Н.Е.Лушпай [34-38], В.Ф.Бабенко [2-4],

К.И.Осколков [45] и многие другие. Все эти результаты отмечены в добав-

лении Н.П.Корнейчука к монографии С.М.Никольского [43] ”Квадратурные

формулы”.

Задача отыскания наилучшей квадратурной формулы для заданного на

отрезке [a, b] класса функций M формулируется следующим образом:

Пусть для вычисления интеграла

J (f) =

b∫
a

q(t)f(t)dt,

где f(t) ∈ M, q(t) ≥ 0 – весовая функция, произведение которой на всех
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функциях класса M интегрируемо на [a, b], применена квадратурная форму-

ла
b∫

a

q(t)f(t)dt =
n∑

k=1

pkf(tk) +Rn(f, q), (0.0.1)

задаваемая векторами коэффициентов P = {pk}nk=1 и узлов T = {tk}nk=1 (a ≤

t1 < t2 < · · · < tn ≤ b), Rn(f ; q) = Rn(f ; q;T, P ) – погрешность квадратур-

ной формулы (0.0.1) на функцию f ∈ M. При фиксированном n ∈ N через

A обозначим множество векторов (P, T ) либо некоторое его подмножество,

определяемое некоторыми ограничениями на узлы {tk} и коэффициенты {pk}

(например, требованием точности формулы (0.0.1) для многочленов заданной

степени).

Если M некоторый класс заданных на [a, b] функций, то положим

Rn(q;M;T, P ) = sup {|Rn(q; f ;T, P )| : f ∈ M} , (0.0.2)

En(q;M) := inf {Rn(q;M;T, P ) : (T, P ) ∈ A} , (0.0.3)

и укажем вектор (T 0, P 0) (T 0 = {t0k}, P 0 = {p0k}) из множества A, на котором

достигается точная нижняя грань, то есть выполняется равенство

En(q;M) = Rn(q;M;T 0, P 0).

Квадратурная формула (0.0.1) с узлами {t0k} и коэффициентами {p0k} да-

ет наименьшую на всем классе M погрешность среди формул, задаваемых

множеством A векторов (T, P ), и в этом смысле является наилучшей (или

оптимальной) для класса M в смысле С.М.Никольского.

Поскольку верхняя грань (0.0.2) в равной мере при заданной весовой

функции q(t) зависит как от выбора вектора коэффициентов P = {pk}nk=1,

так и от вектора узлов T = {tk}nk=1, то в теории квадратур возникает задача
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построения квадратурных формул вида (0.0.1), имеющих на данном классе

функций M наименьшую оценку остатка при фиксированных узлах (или при

фиксированных коэффициентах), то есть требуется найти следующие вели-

чины

En(q;M;T ) = inf {Rn(q;M;T, P ) : P ⊂ A} , (0.0.4)

En(q;M;P ) = inf {Rn(q;M;T, P ) : T ⊂ A} , (0.0.5)

Квадратурная формула (0.0.1), для которой выполняются равенства (0.0.4) и

(0.0.5), называются соответственно наилучшей по коэффициентам при фик-

сированных узлах и наилучшей по узлам при фиксированных коэффициен-

тах квадратурных формул в смысле А.Сарда [58].

В первой главе диссертационной работы рассматривается экстремальная

задача отыскания наилучших квадратурных формул с заданной положитель-

ной весовой функцией вида (0.0.1) для различных классов функций малой

гладкости.

Во второй главе аналогичные задачи решаются для приближенного вы-

числения криволинейного интеграла первого рода для классов функций ма-

лой гладкости.

Диссертация состоит из введения, двух глав, списка цитированной ли-

тературы из 77 наименований и занимает 82 страниц машинописного текста.

В диссертации применена сквозная нумерация, в которой первый номер сов-

падает с номером главы, второй указывает на номер параграфа, а третий на

порядковый номер теорем, лемм, следствий или формулы в данном парагра-

фе.

Приводим краткое содержание диссертации с указанием основных ре-
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зультатов. Во введении приводится краткая характеристика изучаемой про-

блемы и основные результаты работы.

Всюду далее приняты следующие общепринятые обозначения:

C[a, b] – множество непрерывных функций f(t), заданных на отрезке [a, b];

C(r)[a, b] – множество функций f(t), у которых f (r)(t) ∈ C[a, b]; W (r)Hω[a, b]

(r = 0, 1, 2, · · · ; W (0)Hω[a, b] = Hω[a, b]) – множество функций f(t) ∈

C(r−1)[a, b](r ∈ N), у которых существует кусочно-непрерывная производная

r-го порядка f (r)(t), удовлетворяющая условию∣∣∣f (r)(t
′′
)− f (r)(t

′
)
∣∣∣ ≤ ω(|t′ − t

′′|), t
′
, t

′′ ∈ [a, b],

где ω(t) – заданный модуль непрерывности.

В случае ω(t) = tα(0 < α ≤ 1), Hω ≡ Hα[a, b] – класс Гельдера порядка

α с константой Гельдера, равной 1, а в случае α = 1 – общеизвестный класс

Липщица:

H1[a, b] =
{
f(t) : |f(t′)− f(t

′′
)| ≤ |t′ − t

′′|, ∀ t
′
, t

′′ ∈ [a, b].
}

Lp[a, b] – класс функций f(t), суммируемых со степенью p(1 ≤ p ≤ ∞)

на отрезке [a, b] с нормой

∥f∥p := ∥f∥Lp[a,b] =

 b∫
a

|f(t)|pdt

1/p

≤ 1;

W (r)Lp[a, b](1 ≤ p ≤ ∞; r = 0, 1, 2, · · · ;W (0)Lp[a, b] = Lp[a, b]) – класс функ-

ций f(t), у которых производная f (r−1)(t) абсолютно-непрерывна, f (r)(t) ∈

Lp[a, b] и удовлетворяет условию

∥f (r)∥p := ∥f (r)∥Lp[a,b] =

 b∫
a

|f (r)(t)|pdt

1/p

≤ 1.
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В первом параграфе первой главы приводится общая постановка экстре-

мальной задачи отыскания наилучших (оптимальных ) весовых квадратур-

ных формул в смысле С.М.Никольского [42], основные определения и обозна-

чения общего характера, а также определения классов функций, для которых

решаются указанные задачи.

Во втором параграфе первой главы доказывается следующая общая тео-

рема

Теорема 1.2.1. Среди всех весовых квадратурных формул вида

b∫
a

q(t)f(t)dt =
n∑

k=1

pkf(tk) +Rn(f, q),

задаваемых векторами коэффициентов P = {pk}nk=1 и узлов T = {tk}nk=1(a ≤

t1 < t2 < · · · < tn ≤ b), наилучшей для класса W (1)L1(M ; a, b) является фор-

мула, у которой наилучшие узлы и коэффициенты определяются из цепочки

равенств

2

t01∫
a

q(t)dt =

t02∫
t01

q(t)dt = · · · =
t0n∫

t0n−1

q(t)dt = 2

b∫
t0n

q(t)dt := q(T 0),

P 0 = {p0k : p0k = q(T 0)}nk=1.

При этом для погрешности наилучшей весовой квадратурной формулы на

всем классе функций W (1)L1(M ; a, b) справедлива оценка

En
(
W (1)L(M ; a, b) : q

)
=

M

2n

b∫
a

q(t)dt.

Замечание. Теорема 1.2.1 обобщает ранее полученные результаты

Ю.Г.Гиршовича [16] и М.Ш.Шабозова [65], полученные соответственно для
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весовых функций q(t) = e−t, [a, b] = [0,+∞) и q(t) = t−s, 0 < s ≤ 1, [a, b] =

[0, 1] для несобственных интегралов первого и второго родов.

В качестве следствия из теоремы 1.2.1 вытекают следующие утвержде-

ния:

Теорема 1.2.2. Пусть q(t) = tα, α > −1, 0 ≤ a < b. В этом случае

наилучшие узлы и коэффициенты квадратурной формулы

b∫
a

tαf(t)dt =
n∑

k=1

p0kf(t
0
k) +Rn(f ;P

0, T 0) (0.0.6)

имеют вид:

t0k =

[
2k − 1

2n
(bα+1) − aα+1) + aα+1

] 1
α+1

, (k = 1, 2, , ..., n); (0.0.7)

p0k =
bα+1 − αα+1

(a+ 1)n
, (k = 1, 2, ..., n). (0.0.8)

При этом для оценки погрешности квадратурной формулы (0.0.6) с узлами

и коэффициентами определяемыми равенствами (0.0.7) и (0.0.8), на всем

классе W (1)L(M ; a, b), справедливо равенство

En
(
W (1)L(M ; a, b)

)
=

bα+1 − aα+1

2n(α + 1)
M.

В частности, при α = 0 наилучшей является формула прямоугольни-

ков [5,17]

b∫
a

f(t)dt =
b− a

n

n∑
k=1

f

(
a+

2k − 1

2n
(b− a)

)
+Rn(f),

для которой

En
(
W (1)L(M ; a, b)

)
=

b− a

2n
M.
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Теорема 1.2.3. Пусть q(t) = tg
t

2
, 0 ≤ a < t ≤ b < π. Тогда наилучшие

узлы и коэффициенты квадратурной формулы
b∫

a

f(t) tg
t

2
dt =

n∑
k=1

p0kf(t
0
k) +Rn

(
f ; tg

t

2

)
имеют вид

t0k = 2arccos

[(
cos

a

2

)1− 2k−1
2n ·

(
cos

b

2

) 2k−1
2n

]
, (k = 1, 2, ..., n),

p0k =
2

n
ln

cos(a/2)

cos(b/2)
(k = 1, 2, ..., n).

Для погрешности наилучшей квадратурной формулы на всем классе

W (1)L(M ; a, b) справедлива точная оценка

En
(
W (1)L(M ; a, b) : tg

t

2

)
=

M

n
ln

cos(a/2)

cos(b/2)
.

В третьем параграфе первой главы рассматривается применение общей

теоремы 1.2.1 к вопросу о приближенном вычислении двойных интегралов

вида

J (f) =

∫∫
(S)

f(x, y)dxdy, S = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}. (0.0.9)

Интеграл (0.0.9) запишем в виде одномерного интеграла

J (f) =

1∫
0

rJ1(r)dr, J1(r) =

2π∫
0

f(r cos t, r sin t)dt. (0.0.10)

В равенстве (0.0.10) подынтегральная функция периодическая, а потому для

вычисления интеграла J1(r) целесообразно применять квадратурную фор-

мулу
2π∫
0

g(t)dt =
2π

n

n−1∑
k=0

g

(
2kπ

n

)
+ rn(g), (0.0.11)
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согласно которой точная оценка погрешности на классе W (r)Lp, 1 ≤ p ≤ ∞

равна [43, с.210]

rn

(
W (r)Lp(M ; 0, 2π)

)
=

M

πnr
· ∥Dr(·) + γr∥Lq(0,2π), 1 ≤ q ≤ ∞,

где

Dr(u) =
∞∑
k=1

cos(ku− πr/2)

kr

– ядро Бернулли (многочлен Бернулли степени r).

Применив теорему 1.2.2 при α = 1 к вычислению интеграла J (f), при-

ходим к следующему результату

Теорема 1.3.1. Среди всех квадратурных формул вида

J (f) =

1∫
0

rJ1(r)dr =
N∑
k=1

pkJ (rk) +RN(f ; r)

(0 ≤ r1 < r2 < · · · < rn−1 < rn ≤ 1)

наилучшей на классе функций W (1)L(M ; 0, 1) является квадратурная фор-

мула
1∫

0

rJ1(r)dr =
1

2n

n∑
k=1

J1

(√
2k − 1

2n

)
+Rn(f ; r). (0.0.12)

При этом для оценки погрешности (0.0.12) на всем классе функций спра-

ведлива оценка

En
(
W (1)L(M ; 0, 1)

)
=

M

4n
.

В качестве второго применения теоремы 1.2.2 рассмотрим вопрос при-

ближенного вычисления интеграла Лиувилля вида

I(f) =

∫ ∫
· · ·
∫

(D)

f(x1 + x2 + · · ·+ xn)x
p1−1
1 xp2−1

2 · · ·xpn−1
n dx1dx2 · · · dxn

11



по области D = {(x1, x2, · · · , xn) :
n∑

i=1

xi ≤ 1, xi > 0, i = 1, 2, · · · , n}.

Если подынтегральная функция f(x1 + x2 + · · · + xn) - непрерывная в

симплексе
n∑

i=1

xi ≤ 1, xi ≥ 0, i = 1, n функция,
n∑

i=1

pi − 1 = α, α > −1, то в

курсе анализа доказывается, что

J (f) =

n∏
i=1

Γ(pi)

Γ(α + 1)
·

1∫
0

tαf(t)dt, α > −1, (0.0.13)

где Γ(a) – гамма функция Эйлера. В этом случае наилучшая квадратурная

формула для вычисления интеграла (0.0.13) имеет узлы и коэффициенты

tk =

(
2k − 1

2n

) 1
α+1

, pk =

n∏
i=1

Γ(pi)

Γ(α+ 1)n.
, k = 1, 2, · · · , n.

При этом, для погрешности наилучшей квадратурной формулы верна оценка

En
(
W (1)L(M ; 0, 1); tα

)
=

M
n∏

i=1

Γ(pi)

2Γ(α+ 1)n
.

В четвертом параграфе первой главы исследуется вопрос оптимизации

квадратурной формулы (0.0.1) на классе Hω[a, b]. Известно [30], что среди

всех квадратурных формул вида (0.0.1) с суммируемой положительной весо-

вой функцией q(t) наилучшим является вектор узлов

T 0 = {t0k : a ≤ t00 < t01 < · · · < t0n ≤ b},

который обращает в минимум выражение

J (t0, t1, · · · , tn) =
n∑

k=0

xk+1∫
xk

q(t)dt,
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с коэффициентами

p0k =

x0
k+1∫

x0
k

q(t)dt,

где x00 = a, x0k = (t0k−1+ t0k)/2, k = 1, 2, · · · , n; x0n+1 = b, и наилучшей оценкой

остатка, равной

En(Hω[a, b]; q) =
n∑

k=0

x0
k+1∫

x0
k

q(t)ω(|t− t0k|)dt.

Положим

q1(t) =

t∫
a

q(u)du, a ≤ t ≤ b

Основным результатом четвертого параграфа является следующая

Теорема 1.4.1. Если заданным модулем непрерывности ω(t) является

непрерывно дифференцируемая на отрезке [a, b] функция, то для погрешно-

сти наилучшей квадратурной формулы с суммируемым весом q(t) > 0, t ∈

[a, b] на всем классе Hω[a, b] имеет место равенство

En(q;Hω[a, b]) =
n∑

k=1


t0k∫

x0
k

q1(t)ω
′
(t0k − t)dt−

x0
k∫

t0k−1

q1(t)ω
′
(t0k − t)dt

 . (0.0.14)

В частности, если ω(t) = Mt, M > 0, то для класса Липшица с кон-

стантой M справедлива оценка

En(q;H1[a, b]) =

= M

2
n−1∑
k=1

t0k∫
a

q1(t)dt− 2
n∑

k=1

(t0k−1+t0k)/2∫
a

q1(t)dt+

b∫
a

q1(t)dt

 . (0.0.15)
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Равенство (0.0.15) ранее было доказано Т.Н.Бусаровой [9]. Рассмотрим одно

применение теоремы 1.4.1.

Пусть [a, b] = [0,+∞), q(t) = e−t. Тогда из теоремы 1.4.1 сразу получим

следующее утверждение.

Теорема 1.4.2. Среди квадратурных формул вида Маркова

+∞∫
0

e−tf(t)dt = p0f(0) +
n−1∑
k=1

pkf(tk) + pnf(1) +Rn(f ; e
−t)

наилучшей для класса Липшица H1[0,+∞) является формула, узлы и коэф-

фициенты которой определяются равенствами

t0k = ln

[
1−

(
1− 1√

e

)
k

n

]−2

, k = 1, n− 1,

p00 =

(
1− 1√

e

)
· 1
n
, p0n =

1√
e

(
1− 1√

e

)
· 1
n
,

p0k = 2

(
1− 1√

e

)[
1

n
− k

n2

(
1− 1√

e

)]
, k = 1, n− 1.

При этом погрешность на всем классе H1[0,+∞) равна

En
(
H1[0,+∞), e−t

)
=

(
1− 1√

e

)2

· 1
n
.

Во второй главе диссертации изучается вопрос об отыскании наилуч-

ших (оптимальных) квадратурных формул для приближенного вычисления

криволинейных интегралов первого типа на некоторых классах функций и

кривых.

Рассматривается задача о приближенном вычислении криволинейного

интеграла первого рода в форме линейного комбинации конечного числа зна-
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чений подынтегральной функции∫
Γ

f(M)ds =
N∑
k=1

pkf(Mk) +Rn(f ; Γ), (0.0.16)

где Mk ∈ Γ, pk(k = 1, N) – произвольные числа-коэффициенты, f(M) –

функция, определенная вдоль кривой Γ, RN(f,Γ) = RN(f ; Γ; pk,Mk) – по-

грешность формулы (0.0.16) на функцию f(M) = f(x, y). Сумму
N∑
k=1

pkf(Mk)

по аналогии с определением в монографии С.М.Никольского [43] будем на-

зывать квадратурной суммой. Ясно, что для достижения высокой точности

вычислений при заданном N ≥ 1 нужно возможно лучшим образом восполь-

зоваться выбором коэффициентов pk и узлов Mk.

Всюду далее через NQ(L) обозначим класс плоских спрямляемых кри-

вых Γ, у которых длина равна L, кривизна кусочно-непрерывна и будем по-

лагать, что все кривые Γ ∈ NQ(L) расположены в области Q = {(x, y) :

x2 + y2 ≤ L2}.

Хорошо известно, что параметрическое уравнение Γ ∈ NQ(L), отнесен-

ной к длине дуги s как параметру в прямоугольной системе координат Oxy

имеют вид

Γ : x = x(s), y = y(s), 0 ≤ s ≤ L.

Обозначая через sk, sk ∈ [0, L](k = 1, N) значения длины дуги s кривой

Γ ∈ NQ(L), которые соответствуют точкам Mk ∈ Γ, перепишем формулу

(0.0.16) в виде
L∫

0

f(x(s), y(s))ds =
N∑
k=1

pkf(x(sk), y(sk)) +RN(f ; Γ), (0.0.17)

где x = x(s), y = y(s) – параметрические уравнения кривой Γ. Если обозна-

чить через P = {pk}Nk=1 – вектор коэффициентов, S = {sk}Nk=1 – вектор узлов
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квадратурной формулы (0.0.17), то для каждой функции f(M) = f(x, y) и

каждой кривой Γ ∈ NQ(L) остаток квадратурной формулы имеет вполне

определенное численное значение

RN(f ; Γ) := RN(f ; Γ;P, S) =

=

L∫
0

f(x(s), y(s))ds−
N∑
k=1

pkf(x(sk), y(sk)). (0.0.18)

Если M = {f} – некоторый класс функций, определенных на кривой Γ ∈

NQ(L), то, исходя из (0.0.18), за величину, характеризующую точность квад-

ратурной формулы для всех функций класса M на кривой Γ ⊂ NQ(L), можно

принять число

RN(M; Γ;P, S) = sup {|RN(f ; Γ;P, S)| : f ∈ M} .

Наибольшую погрешность квадратурной формулы (0.0.17) всего класса

функций M на классе кривых NQ(L) обозначим

RN(M;NQ(L);P, S) = sup {RN(f ; Γ;P, S) : Γ ∈ NQ(L)} .

Для получения квадратурной формулы, которую можно было считать наи-

лучшей для всех функций f ∈ M и всех кривых Γ ∈ NQ(L), полагаем, что

соотношение (0.0.17) является точным для функций f(x, y) = const, что при-

водит к выполнению равенств∫
Γ

ds =
N∑
k=1

pk = L.

Задача состоит в отыскании величины

EN(M;NQ(L)) = inf {RN(M;NQ(L);P, S) : (P, S) ∈ A} ,
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где A – множество всех векторов (P, S), для которых квадратурная формула

(0.0.17) имеет смысл. Если существуют вектор коэффициентов P 0 = {p0k}Nk=1

и узлов S0 = {s0k}Nk=1 таких для которых

EN(M;NQ(L)) =
{
RN(M;NQ(L);P

0, S0)
}
,

то квадратурная формула (0.0.17) с этими векторами называется наилучшей

или оптимальной для классов функций M и кривых NQ(L).

Во втором параграфе рассматривается задача о точности оценки погреш-

ности на заданном классе функций усложненной квадратурной формулы пря-

моугольника
L∫

0

f(x(s), y(s))ds =
L

N
·

N∑
k=1

f

(
x

(
2k − 1

2N

)
, y

(
2k − 1

2N

))
+RΠ(f ; Γ) (0.0.19)

и трапеций
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds =

=
L

N

{
f (x(0), y(0)) + f(x(L), y(L))

2
+

N−1∑
k=0

f

(
x

(
kL

N

)
, y

(
kL

N

))}
+RT (f ; Γ)

(0.0.20)

на классах функций и кривых, задаваемых модулями непрерывности.

Обозначим через Hω[0, L] – множество функций φ(t) ∈ C[0,L] для любых

двух точек t
′
, t

′′ ∈ [0, L], удовлетворяющих условию

|φ(t′)− φ(t
′′
)| ≤ ω(|t′′ − t

′|),

где ω(t) – заданный на отрезке [0, L] модуль непрерывности, тоесть непре-

рывная, неубывающая и полуаддитивная функция, в нуле равная нулю.

Через H̄ω1,ω2 := H̄ω1,ω2[0, L] обозначим класс кривых Γ ∈ NQ(L), пара-

метрические уравнения которых удовлетворяют условиям x(s) ∈ Hω1[0, L],
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y(s) ∈ Hω2[0, L], а через Mρ(Q) обозначим класс функций f(M) = f(x, y),

определенных в области Q = {(x, y) : x2 + y2 ≤ L2} и для любых двух точек

M
′
= M(x

′
, y

′
),M

′′
= M(x

′′
, y

′′
) ∈ Γ ⊂ Q, удовлетворяющих условию∣∣∣f(M ′

)− f(M
′′
)
∣∣∣ ≤ ρ(M

′
,M

′′
) :=

√
(x′′ − x′)2 + (y′′ − y′)2. (0.0.21)

Таким образом, если M
′
,M

′′ ∈ Γ, то неравенство (0.0.21) для Γ ∈ Hω1,ω2[0, L]

означает, что ∣∣∣f (x(s′
), y(s

′
)
)
− f

(
x(s

′′
), y(s

′′
)
)∣∣∣ ≤

≤
√
(x(s′′)− x(s′))2 + (y(s′′)− y(s′))2 ≤

≤
√

ω2
1 (|s

′′ − s′|) + ω2
2 (|s

′′ − s′|).

Дадим теперь оценку погрешности усложненных квадратурных формул пря-

моугольника с фиксированным вектором коэффициентов P 0 = {p0k =

L/N}Nk=1 и вектором узлов S0 = {s0k : s0k = 2k−1
2N L}Nk=1 и формул трапеций

с вектором коэффициентов P ∗ = {p∗0 : p∗0 = L/N, k = 1, N − 1; p0 = pN =

L/(2N)} и вектором узлов S∗ = {s∗k = kL/N}Nk=0.

Теорема 2.2.1. Для погрешности усложненных квадратурных формул

прямоугольников (0.0.19) и трапеций (0.0.20) на классах функций Mρ(Q) и

кривых H̄ω1,ω2[0, L] справедливы следующие точные оценки

RΠ

(
Mρ(Q), H̄ω1,ω2[0, L]

)
= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds,

RT

(
Mρ(Q), H̄ω1,ω2[0, L]

)
= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds.
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Третий параграф второй главы посвящен отысканию оптимальных квад-

ратурных формул вида (0.0.17) для класса функций и кривых, задаваемых

модулями непрерывности второго порядка (модулями гладкости). Пусть за-

дан класс W функций f(M) = f(x(s), y(s)), определенных на отрезке [0, L]

и для любых двух точек s
′
, s

′′ ∈ [0, L], удовлетворяющих условию∣∣∣∣f (x(s′
), y(s

′
)
)
+ f

(
x(s

′′
), y(s

′′
)
)
− 2f

(
x

(
s
′
+ s

′′

2

)
, y

(
s
′
+ s

′′

2

))∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣x(s′

) + x(s
′′
)− 2x

(
s
′
+ s

′′

2

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣y(s′
) + y(s

′′
)− 2y

(
s
′
+ s

′′

2

)∣∣∣∣ .
Через H̄ω1,ω2

2 [0, L] обозначим класс кривых Γ ∈ NQ(L), параметрические

уравнения которых удовлетворяют условию∣∣∣∣x(s′
) + x(s

′′
)− 2x

(
s
′
+ s

′′

2

)∣∣∣∣ ≤ 2ω1

(
|s′ − s

′′|
2

)
,∣∣∣∣y(s′

) + y(s
′′
)− 2y

(
s
′
+ s

′′

2

)∣∣∣∣ ≤ 2ω2

(
|s′ − s

′′|
2

)
.

Основным результатом этого параграфа является следующая

Теорема 2.3.1. Среди квадратурных формул вида (0.0.7) наилучшей

для классов функций W и кривых H̄ω1,ω2

2 [0, L] является формула∫
Γ

f(M)ds =
L

N

N∑
k=1

f(M ∗
k ) +RN(f ; Γ), (0.0.22)

где M ∗
k = M

(
x

(
2k − 1

2N
L

)
, y

(
2k − 1

2N
L

))
; x = x(s), y = y(s) – пара-

метрические уравнения кривой Γ, L – ее длина.

При этом точная оценка погрешности формулы (0.0.22) на классах

функций и кривых равна

EN
(
W ; H̄ω1,ω2

2 [0, L]
)
= 2N

L/(2N)∫
0

[ω1(t) + ω2(t)] dt.
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Из теоремы 2.3.1 вытекает

Следствие 2.3.1. В условиях теоремы 2.3.1 для погрешности квад-

ратурной формулы (0.0.22) при ω1(t) = M1t
α, ω2 = M2t

β, M1,M2 > 0,

0 ≤ α, β ≤ 1 и H̄ω1,ω2

2 [0, L] ≡ Zα,β
2 [0, L] – класс Зигмунда порядка (α, β) с

константами M1 и M2 справедливо равенство

EN
(
W ;Z(α,β)[0, L]

)
=

M1L

α+ 1
·
(

L

2N

)α

+
M2L

β + 1
·
(

L

2N

)β

.

В четвертом параграфе второй главы рассматривается экстремальная

задача об отыскании оптимальных квадратурных формул типа Маркова (с

закрепленными узлами в концах отрезка интегрирования) следующего вида

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds = p0f (x(0), y(0))+

+
N−1∑
k=1

pkf (x(sk), y(sk)) + pNf (x(L), y(L)) +RN(f ; Γ) (0.0.23)

с произвольными векторами-коэффициентами P = {pk}Nk=0 и векторами-

узлами S = {sk}Nk=0 (0 = s0 < s1 < s2 < · · · < sN−1 < sN = L).

Если M
′
= M(x

′
, y

′
) ∈ Γ ⊂ Q, M

′′
= M(x

′′
, y

′′
) ∈ Γ ⊂ Q, Q = {(x, y) :

x2 + y2 ≤ L2}, то введем в рассмотрение класс функций Mρi(Q), удовлетво-

ряющих условию ∣∣∣f(M ′
)− f(M

′′
)
∣∣∣ ≤ ρi(M

′
,M

′′
), i = 1, 2, 3,

где

ρ1(M
′
,M

′′
) =

√
(x′′ − x′)2 + (y′′ − y′)2 − евклидово расстояние,

ρ2(M
′
,M

′′
) = |x′′ − x

′|+ |y′′ − y
′| − хэммингово расстояние,

ρ3(M
′
,M

′′
) = max{|x′′ − x

′|, |y′′ − y
′|} − расстояние Минковского.
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Если кривая Γ ⊂ H̄ω1,ω2[0, L], то есть параметрические уравнения кривой

Γ удовлетворяют условиям x(s) ∈ Hω1[0, L], y(s) ∈ Hω2[0, L], то для любого

f(M) ∈ Mρi(Q) и любых s
′
, s

′′ ∈ [0, L] соответственно при i = 1, 2, 3 выпол-

няются неравенства∣∣∣f(M ′
)− f(M

′′
)
∣∣∣ ≤ ρ1(M

′
,M

′′
) ≤

√
ω2
1(|s

′ − s′′|) + ω2
2(|s

′ − s′′|),

∣∣∣f(M ′
)− f(M

′′
)
∣∣∣ ≤ ρ2(M

′
,M

′′
) ≤ ω1(|s

′ − s
′′|) + ω2(|s

′ − s
′′|),

∣∣∣f(M ′
)− f(M

′′
)
∣∣∣ ≤ ρ3(M

′
,M

′′
) ≤ max{ω1(|s

′ − s
′′|), ω2(|s

′ − s
′′|)}.

Сформулируем основной результат четвертого параграфа второй главы.

Теорема 2.4.1. Среди всех квадратурных формул вида (0.0.23) с произ-

вольными векторами коэффициентами P = {pk}Nk=0,и узлами S = {sk}Nk=0

наилучшей для классов функций Mρi(i = 1, 2, 3) и кривых H̄ω1,ω2[0, L] явля-

ется формула типа Маркова
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds =
L

N

N∑
k=0

f

(
x

(
kL

N

)
, y

(
kL

N

))
+RN(f ; Γ). (0.0.24)

При этом для оценки погрешности квадратурной формулы (0.0.24) на ука-

занных классах функций и кривых справедливы равенства

En
(
Mρ1; H̄

ω1,ω2[0, L]
)
= 2(N + 1)

L/(2(N+1))∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds,

En
(
Mρ2; H̄

ω1,ω2[0, L]
)
= 2(N + 1)

L/2(N+1)∫
0

(
ω2
1(s) + ω2

2(s)
)
ds,

En
(
Mρ3; H̄

ω1,ω2[0, L]
)
= 2(N + 1)

L/2(N+1)∫
0

max {ω1(s), ω2(s)} ds.
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ГЛАВА I

ОПТИМАЛЬНЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ С
ВЕСОМ ДЛЯ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ МАЛОЙ

ГЛАДКОСТИ

Известно [43], что экстремальная задача отыскания оптимальных (наи-

лучших) квадратурных формул на заданном классе функций в сороковых го-

дах прошлого столетия была сформулирована А.Н.Колмогоровым, а первые

результаты были опубликованы А.Сардом [58] (наилучшие по коэффициен-

там квадратурные формулы при фиксированных узлах) и С.М.Никольским

[43] (наилучшие по коэффициентам и узлам квадратурные формулы). Сразу

же после выхода в свет пионерской работы С.М.Никольского [42] появилась

работа А.Х.Турецкого [60], где найдены точные оценки погрешности квад-

ратурных формул прямоугольников, трапеций и Симпсона для класса Лип-

шица, а также точные оценки погрешности квадратурной формулы Эрмита

и некоторых других весовых квадратурных формул. Спустя некоторое вре-

мя появилась работа Т.А.Шайдаева [77], в которой серьезно развиты идеи

С.М.Никольского [42].

Выход в свет в 1958 г. монографии С.М.Никольского дал толчок для

отыскания наилучших квадратурных формул на различных классах функ-

ций и к поставленным в ней экстремальным задачам привлек внимание мно-

гих математиков как теоретического, так и прикладного направлений. За

прошедшие полвека в математической печати появилось много работ, связан-

ных с содержанием этой книги. Отыскание наилучшей для заданного класса

функций квадратурной формулы и получение точной оценки ее остатка явля-

ется одной из основных экстремальных задач теории приближения и, как пра-

вило, сопряжено с привлечением глубоких и тонких фактов теории функций

22



и функционального анализа. Все полученные за прошедшие годы результаты

приведены Н.П.Корнейчуком в добавлении к монографии С.М.Никольского

[43], вышедшей в 1978 и 1988 гг. Следует отметить, что немало задач об отыс-

кании наилучших квадратурных формул (особенно в многомерном случае)

для интегралов с весом, сингулярных интегралов, криволинейных интегра-

лов первого рода до настоящего времени не решены.

В настоящей диссертационной работе решены задачи оптимизации при-

ближенного вычисления определенных интегралов с положительными весо-

выми функциями для классов функций малой гладкости. Рассмотрены также

вопросы отыскания наилучших квадратурных формул для приближенного

вычисления криволинейных интегралов первого типа для классов функций

и кривых, определяемых модулями непрерывности и гладкости. Найденные

квадратурные формулы имеют довольно простой структурный вид, а также

довольно просто реализуются при помощи стандартных программ на совре-

менных компьютерах.
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§1.1. Классы функций. Общая постановка
экстремальной задачи отыскания наилучших

квадратурных формул

Пусть [a, b] – произвольный отрезок вещественной оси или положитель-

ная(отрицательная) полуось.

Обозначим через C[a, b] – множество непрерывных функций f(t), за-

данных и определенных на отрезке [a, b]; C(r)[a, b](r = 0, 1, 2, · · · ;C(0)[a, b] ≡

C[a, b]) – множество r-раз непрерывно дифференцируемых на отрезке [a, b]

функций; Hω[a, b] – множество кусочно-непрерывных на отрезке [a, b] функ-

ций f(t), удовлетворяющих условию

|f(t′′)− f(t
′
)| ≤ ω(|t′′ − t

′|), ∀ t
′
, t

′′ ∈ [a, b],

где ω(t) – заданный модуль непрерывности, то есть неубывающая полу-

аддитивная на отрезке [0, b − a] функция, для которой ω(0) = 0. При

ω(t) = tα, 0 < α ≤ 1, класс Hω[a, b] превращается в класс Гельдера Hα[a, b]:

|f(t′′)− f(t
′
)| ≤ |t′′ − t

′|α, ∀ t
′
, t

′′ ∈ [a, b].

H1[a, b] – класс Липшица функций с константой 1 и порядка α ≡ 1, удовле-

творяющих условию [58]

H1[a, b] =
{
f : |f(t′′)− f(t

′
)| ≤ |t′′ − t

′|, t
′
, t

′′ ∈ [a, b]
}
.

W (1)[a, b] – класс функций f(t), непрерывных на отрезке [a, b] и имеющих

на этом отрезке кусочно-непрерывную производную f
′
(t), удовлетворяющих

условию

supvrai
{
|f ′

(t)| : t ∈ [a, b]
}
≤ 1.

Ясно, что W (1)[a, b] = H1[a, b].

W (r)Hω[a, b] (r = 0, 1, 2, · · · ; W (0)Hω[a, b] ≡ Hω[a, b])
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– множество функций f(t) ∈ C(r−1)[a, b], у которых существует кусочно-

непрерывная производная f (r)(t) ∈ Hω[a, b].

W (r)Lp[a, b] (1 ≤ p ≤ ∞; r = 0, 1, 2, · · · ; W (0)Lp[a, b] ≡ Lp[a, b])

– класс функций f(t), у которых производная f (r−1)(t) порядка r − 1

абсолютно-непрерывна, существует производная r-го порядка f (r)(t) ∈

Lp[a, b], удовлетворяющая условию

∥f (r)∥p := ∥f (r)∥Lp
=

 b∫
a

|f (r)(t)|pdt

1/p

≤ 1.

1.1.1. Постановка экстремальных задач

В этой пункте приводим общую постановку экстремальных задач отыс-

кания наилучших квадратурных формул.

Рассматривается квадратурная формула

b∫
a

q(t)f(t)dt =
n∑

k=1

pkf(tk) +Rn(f), (1.1.1)

в которой весовая функция q(t) ≥ 0 на отрезке [a, b] интегрируема (хотя бы,

в несобственном смысле по Риману), P = {pk}Nk=1 – вектор коэффициентов,

T = {tk : a ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ b} – вектор узлов, а Rn(f) := Rn(q; f ;P, T )

– погрешность квадратурной формулы (1.1.1) на функцию f(t).

Если M = {f(t)} – некоторый класс функций f(t), заданных и опреде-

ленных на конечном или бесконечном отрезке [a, b], то через

Rn(q;M;P, T ) = sup{|Rn(q;M;P, T )| : f ∈ M} =
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= sup


∣∣∣∣∣∣

b∫
a

q(t)f(t)dt−
n∑

k=1

pkf(tk)

∣∣∣∣∣∣ : f ∈ M

 (1.1.2)

обозначим наибольшую допустимую погрешность квадратурной формулы

(1.1.1) на классе функций M. Очевидно, что погрешность квадратурной фор-

мулы на классе M зависит от выбора вектор-коэффициентов P = {pk}nk=1 и

вектора узлов T = {tk}nk=1. Если A – множество векторов узлов и коэффици-

ентов, для которых квадратурная формула (1.1.1) имеет смысл, то требуется

найти величину

En(q;M) = inf {Rn(q;M;P, T ) : (P, T ) ⊂ A} . (1.1.3)

При этом, если существует вектор коэффициентов P 0 = {p0k}nk=1 и вектор

узлов T 0 = {t0k}nk=1, для которых достигается нижняя грань в (1.1.3), то есть

если

En(q;M) = Rn(q;M;P 0, T 0),

то квадратурная формула (1.1.1) называется наилучшей или оптимальной

квадратурной формулой на классе M в смысле С.М.Никольского [43], а век-

тор (P 0, T 0) называется наилучшим вектором коэффициентов и узлов квад-

ратурной формулы (1.1.1).

Аналогичным образом, если существует вектор коэффициентов P ∗ =

{pk}nk=1, который реализует нижнюю грань

En(q;M;T ) = inf{Rn(q;M;P, T ) : P ⊂ A}, (1.1.4)

то квадратурная формула (1.1.1) называется наилучшей по коэффициентам

квадратурной формулой при фиксированном векторе узлов T = {tk}nk=1 или

наилучшей квадратурной формулой в смысле Сарда [58].
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В литературе задача (1.1.3) называется экстремальной задачей

Колмогорова-Никольского, а задача (1.1.4) - экстремальной задачей Сарда.

Многочисленные результаты о решении задачи (1.1.3) приведены в "Допол-

нении" Н.П.Корнейчука к монографии С.М.Никольского [43]. Тем не менее

имеется много других экстремальных задач, так или иначе связанных с зада-

чами С.М.Никольского [43] и А.Сарда [58], которые непременно ждут своего

решения. К таким задачам относятся задачи (1.1.3) и (1.1.4) с конкретными

положительными весовыми функциями, имеющие конечное число особенно-

стей на отрезке интегрирования, и интеграл от весовой функции существует

в несобственном смысле Римана. Другими словами, решать задачу (1.1.3) для

сингулярных интегралов с конечным числом особенностей на отрезке инте-

грирования.

Отметим, что задача отыскания наилучших квадратурных фор-

мул для сингулярных интегралов или весовых квадратурных фор-

мул, когда вес q(t) на отрезке [a, b] имеет особенности, была сфор-

мулирована Н.П.Корнейчуком [25]. Некоторые результаты в этом на-

правлении получены А.А.Женксыкбаевым [19], М.Ш.Шабозовым [65],

Л.А.Онеговым [44], В.А.Бойковым [6], М.Ш.Шабозовым и Р.С.Сабоиевым

[71-74], М.Ш.Шабозовым и З.А.Парвонаевой [69-70].
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§1.2. Оптимизация весовых квадратурных формул, для
некоторых классов функций малой гладкости

В этом параграфе найдена погрешность весовой квадратурной фор-

мулы (1.1.1) на классе W (1)L(M ; a, b) – функций f(t), имеющих кусочно-

непрерывную производную f ′(t) на отрезке [a, b] и удовлетворяющих условию

∥f ′∥L[a,b] =
b∫

a

|f ′(t)|dt ≤ M.

Пусть W (1)L(M ; a, b) – класс заданных на отрезке [a, b] функций f(t),

у которых производная f
′
(t) кусочно-непрерывна на [a, b] и удовлетворяет

условию

∥f ′∥L := ∥f ′∥L[a,b]
=

b∫
a

|f ′
(t)|dt ≤ M.

Через A – обозначим множество всех пар векторов (P, T ), для которых

квадратурная формула имеет смысл и удовлетворяет некоторым условиям,

определяющим свойства квадратурной формулы (1.1.1). Требуется найти ве-

личину

En
(
W (1)L(M ; a, b)

)
=

= inf
{
sup

{
|Rn(f ; q;P, T )| : f ∈ W (1)L

}
: (P, T ) ∈ A

}
(1.2.1)

и указать векторы P 0 = {p0k}nk=1, T = {t0k}nk=1, реализующие в (1.2.1) точную

нижнюю грань.

Оценку снизу для величины (1.2.1) получим следуя методу оценки сни-

зу погрешности квадратурных формул, изложенному в [43, с.183], а именно,

сопоставим каждому вектору узлов множество

W
(1)
T L(M ; a, b) =

{
f : f ∈ W (1)L : f(tk) = 0, k = 1, 2, ..., n

}
.
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Следуя работе [9], введем обозначения:

qk =

tk+1∫
tk

q(t)dt, k = 1, 2, ..., n− 1; q0 =

t1∫
a

q(t)dt, qn =

b∫
tn

q(t)dt,

q̄ = max {qk : 1 ≤ k ≤ n− 1} = qν; q = q(T ) := max {q̄, 2q0, 2qn} .

Определим функцию fT (t) следующим образом: если q = 2q0, то поло-

жим

fT (t) =


− 2M

∥f ′∥L

t1∫
t

|f ′(u)|du, a ≤ t ≤ t1,

0, t ∈ [a, b]�[a, t1],

а если q = 2qn, то

fT (t) =


0, t ∈ [a, b]�[xn, b],

2M

∥f ′∥L

t1∫
t

|f ′(u)|du, a ≤ t ≤ t1.

Если же q = q̄ = qν (1 ≤ ν ≤ n− 1), то аналогичным образом полагаем

fT (t) =


M

∥f ′∥L

t∫
tν

|f ′(u)|du, tν ≤ t ≤ tν+1,

0, t ∈ [a, b]�[tν, tν+1].

Очевидно, что fT (t) ∈ W
(1)
T L(M ; a, b) и не трудно доказать, что для лю-

бого вектора коэффициентов P имеем

sup
{
|Rn(f ; q)| : f ∈ W

(1)
T L(M ; a, b)

}
=

= sup


∣∣∣∣∣∣

b∫
a

q(t)f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ : f ∈ W
(1)
T L(M ; a, b)

 =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

q(t)fT (t)dt

∣∣∣∣∣∣ . (1.2.2)
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Из (1.2.2) следует, что

En
(
W

(1)
T L(M ; a, b)

)
= M inf{q(T ) : T ∈ A}. (1.2.3)

Из (1.2.3) рассуждением от противного можно показать, что

inf{q(T ) : T ⊂ A} = q(T 0),

где вектор узлов T 0 = {t01, t02, ..., t0n} однозначно определяется равенствами

2q0 = q1 = q2 = ... = qn−1 = 2qn = q(T 0).

Так как W
(1)
T L(M ; a, b) ⊂ W (1)L(M ; a, b), то

En
(
W (1)L(M ; a, b)

)
≥ En

(
W

(1)
T L(M ; a, b)

)
. (1.2.4)

Приступая к оценке величины En
(
W (1)L(M ; a, b)

)
сверху, введем вектор ко-

эффициентов P 0 = {p01, p02, ..., p0n}, полагая

p0k =

τ0k∫
τ0k−1

q(t)dt = q(T 0), (k = 1, 2, ..., n),

где

τ 00 = a, τ 0n = b;

t0k∫
τ0k−1

q(t)dt =

τ0k∫
t0k

q(t)dt, (k = 1, 2, ..., n),

и введем в рассмотрение квадратурную формулу
b∫

a

q(t)f(t)dt =
n∑

k=1

p0kf(t
0
k) +Rn(f ;T

0, P 0). (1.2.5)

Для любой функции f ∈ W (1)L(M ; a, b) имеем

∣∣Rn(f ;T
0, P 0)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

b∫
a

q(t)f(t)dt−
n∑

k=1

p0kf(t
0
k)

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤
n∑

k=1


t0k∫

τ0k−1

|f(t)− f(t0k)|q(t)dt+
τ0k∫

t0k

|f(t)− f(t0k)|q(t)dt

 =

=
n∑

k=1


t0k∫

τ0k−1

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t0k

f
′
(u)du

∣∣∣∣∣∣∣ q(t)dt+
τ0k∫

t0k

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t0k

f
′
(u)du

∣∣∣∣∣∣∣ q(t)dt
 ≤

≤ q(T 0)
n∑

k=1


t0k∫

τ0k−1

|f ′
(u)|du+

τ0k∫
t0k

|f ′
(u)|du

 =

= q(T 0)

1∫
0

|f ′
(u)|du ≤ M · q(T 0). (1.2.6)

Из (1.2.6) сразу следует, что

En
(
W (1)L(M ; a, b)

)
≤ M · q(T 0). (1.2.7)

Из неравенств (1.2.4) и (1.2.7) следует, что

En
(
W (1)L(M ; a, b)

)
= M · q(T 0). (1.2.8)

Из (1.2.8) следует, что узлы t0k и коэффициенты p0k наилучшей для клас-

са W (1)L(M ; a, b) квадратурной формулы (1.2.5) определяются по весовой

функции q(t) равенствами

2

t01∫
α

q(t)dt =

t02∫
t01

q(t)dt = ... =

t0n∫
t0n−1

q(t)dt = 2

b∫
t0n

q(t)dt := q(T 0); (1.2.9)

p0k = q(T 0), (k = 1, 2, ...., n). (1.2.10)
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Из равенств (1.2.9) и (1.2.10), а также из результатов работ Т.Н.Бусарова и

А.А. Борисенко [8] и Ю.Г.Гиршовича [16] вытекает, что узлы и коэффициенты

наилучшей квадратурной формулы (1.2.5) определяются из системы равенств
b∫

t0k

q(t)dt =
2n− 2k + 1

2n

b∫
a

q(t)dt, r = 1, 2, ..., n

p0k =
1

n

b∫
a

q(t)dt. (1.2.11)

Погрешность квадратурной формулы (1.2.5) имеет вид

En
(
W (1)L(M ; a, b); q(t)

)
=

M

2n
·

b∫
a

q(t)dt.

Резюмируя все сказанное, сформулируем следующую общую теорему.

Теорема 1.2.1. Среди всех весовых квадратурных формул вида

(0.0.1)наилучшей для класса W (1)L1(M ; a, b) является формула, у кото-

рой наилучшие узлы и коэффициенты определяются из системы равенств

(1.2.9) и (1.2.10). При этом погрешности наилучшей весовой квадратурной

формулы на всем классе W (1)L1(M ; a, b) определяются равенством

En
(
W (1)L(M ; a, b) : q

)
=

M

2n

b∫
a

q(t)dt.

Используя формулы (1.2.9) - (1.2.11), сформулируем следующие утвер-

ждения

Теорема 1.2.2. Пусть q(t) = tα, α > −1, 0 ≤ a < b. В этом случае наи-

лучшие узлы и коэффициенты квадратурной формулы (1.2.5) имеют вид:

t0k =

[
2k − 1

2n
(bα+1) − aα+1) + aα+1

] 1
α+1

(k = 1, 2, , ..., n),
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p0k =
bα+1 − aα+1

(α+ 1)n
, (k = 1, 2, ..., n).

При этом для оценки погрешности квадратурной формулы (1.2.5) справед-

лива оценка

En
(
W (1)L(M ; a, b)

)
=

bα+1 − aα+1

2n(α + 1)
·M.

В частности, при [a, b] = [0, 1] квадратурная формула
1∫

0

tαf(t)dt =
1

(α+ 1)n

n∑
k=1

f

((
2k − 1

2n

) 1
α+1

)
+Rn(f ; t

α)

является наилучшей для класса W (1)L(M ; 0, 1). Погрешность этой форму-

лы на всем классе равна

En
(
W (1)L(M ; 0, 1), tα

)
=

M

2(α+ 1)n
.

Теорема 1.2.3. Пусть q(t) = tg t
2 , 0 ≤ a < t ≤ b < π. Тогда наилучшие

узлы и коэффициенты квадратурной формулы

b∫
a

f(t) tg
t

2
dt =

n∑
k=1

p0kf(t
0
k) +Rn

(
f ; tg

t

2

)
имеют вид

t0k = 2arccos

[(
cos

a

2

)1− 2k−1
2n ·

(
cos

b

2

) 2k−1
2n

]
, (k = 1, 2, ..., n),

p0k =
2

n
ln

cos(a/2)

cos(b/2)
(k = 1, 2, ..., n).

При этом для погрешности наилучшей квадратурной формулы (1.2.5) на

всем классе W (1)L(M ; a, b) справедлива точная оценка

En
(
W (1)L(M ; a, b) : tg

t

2

)
=

M

n
ln

cos(a/2)

cos(b/2)
.
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§1.3. Применение результатов предыдущего параграфа
для вычислении двойных интегралов

Рассмотрим одно применение результатов, полученных в первом пара-

графе, к вопросу о вычислении двойных интегралов по области S = {(x, y) :

x2 + y2 ≤ 1} :

J (f) =

∫∫
(S)

f(x, y)dxdy. (1.3.1)

Представим интеграл (1.3.1) по единичному кругу в следующем виде

J (f) =

1∫
−1


√
1−x2∫

−
√
1−x2

f(x, y)dy

 dx.

В [44] доказано, что если f(±1, 0) ̸= 0, то функция

J1(x) =

√
1−x2∫

−
√
1−x2

f(x, y)dy

имеет неограниченные производные и поэтому при численном интегрирова-

нии по переменной x следует применять специальные приемы вычисления

интегралов от таких функций. Целесообразнее записать интеграл в виде

J (f) =

1∫
0

rJ1(r)dr, J1(r) =

2π∫
0

f(r cos t, r sin t)dφ.

Подынтегральная функция интеграла J1(r) периодическая, а потому имеет

смысл применять квадратурную формулу
2π∫
0

g(t)dt =
2π

n
·
n−1∑
k=0

g

(
2kπ

n

)
+ rn(g), (1.3.2)

точная оценка погрешности которой на классе W (r)Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ известна

[43]. Для вычисления интеграла J (f), применив теорему 1.2.1 при α = 1,

приходим к следующему результату.
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Теорема 1.3.1. Среди всех квадратурных формул вида

J (f) =

1∫
0

rJ1(r)dr =
n∑

k=1

pkJ1(rk) +Rn(f ; r)

наилучшей на классе функций W (1)L(M ; 0, 1) является квадратурная фор-

мула
1∫

0

rJ1(r)dr =
1

2n

n∑
k=1

J1

(√
2k − 1

2n

)
+Rn(f ; r). (1.3.3)

При этом для оценки погрешности квадратурной формулы (1.3.3) справед-

лива оценка

EN
(
W (1)L(M ; 0, 1)

)
=

M

4n
.

В качестве второго применения теоремы 1.2.1 рассмотрим общеизвест-

ный интеграл Лиувилля

I(f) =

∫ ∫
· · ·
∫

(D)

f(x1 + x2 + · · ·+ xn)x
p1−1
1 xp2−1

2 · · ·xpn−1
n dx1dx2 · · · dxn,

где D = {(x1, x2, · · · , xn) :
n∑

i=1

xi ≤ 1, xi > 0, i = 1, n}.

Если подынтегральная функция f – непрерывная в симплексе
n∑

i=1

xi ≤ 1,

xi ≥ 0 функция,
n∑

i=1

pi−1 = α, α > −1, то в курсе анализа доказывается, что

I(f) =

n∏
i=1

Γ(pi)

Γ(α+ 1)
·

1∫
0

tαf(t)dt, α > −1, (1.3.4)

где Γ(a) – гамма-функция Эйлера.

В этом случае наилучшая квадратурная формула имеет узлы и коэффи-

циенты

tk =

(
2k − 1

2N

) 1
α+1

, k = 1, 2, · · · , N ;
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pk =

n∏
i=1

Γ(pi)

Γ(α + 1)N.
, k = 1, 2, · · · , N

и наилучшая квадратурная формула для вычисления интеграла Лиувилля

имеет вид

I(f) =

n∏
i=1

Γ(pi)

Γ(α+ 1)
·

N∑
k=1

f

((
2k − 1

N

) 1
α+1

)
+RN(f).

При этом оценка погрешности наилучшей квадратурной формулы на

всем классе функций W (1)L(M ; a, b) равна

EN
(
W (1)L(M ; a, b)

)
=

M
n∏

i=1

Γ(pi)

2 Γ(α + 1)N
.
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§1.4. Об оптимизации весовых квадратурных формул на
классе функций Hω[a, b]

В этом параграфе исследуем вопрос оптимизации весовой квадратурной

формулы
b∫

a

q(t)f(t)dt =
n∑

k=0

pkf(tk) +Rn(f), (1.4.1)

задаваемой векторами узлов T = {tk : a ≤ t0 < t1 < · · · < tn ≤ b} и

коэффициентов P = {pk}nk=0 на классе Hω[a, b] функций f(t), для любых

двух точек t
′
, t

′′ ∈ [a, b] удовлетворяющих условию

|f(t′)− f(t
′′
)| ≤ ω(|t′ − t

′′|),

где ω(t) – заданный модуль непрерывности, то есть, неубывающая полуад-

дитивная на отрезке [0, b − a] функция, такая, что ω(0) = 0. Известно [30],

что среди всех квадратурных формул вида (1.4.1) с весовой функцией q(t)

наилучшей является формула, вектор узлов T 0 = {t0k : a ≤ t00 < t01 < · · · <

t0n ≤ b} которой обращает в минимум выражение

J (t0, t1, · · · , tn) =
n∑

k=0

xk+1∫
xk

q(t)ω(|t− tk|)dt, (1.4.2)

с коэффициентами

p0k =

x0
k+1∫

x0
k

q(t)dt,

где x00 = a, x0k = (t0k−1 + t0k)/2, k = 1, 2, · · · , n, x0n+1 = b и наилучшей оценкой

остатка, равной

En(q;Hω[a, b]) =
n∑

k=0

x0
k+1∫

x0
k

q(t)ω(|t− t0k|)dt. (1.4.3)
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Всюду далее полагаем

t0 = x0 = a, xk = (tk−1 + tk)/2, k = 1, 2, · · · , n; xn+1 = tn = b.

Очевидно, что

x0 = t0 < x1 < t1 < x2 < t2 < · · · < tn−1 < xn−1 < tn = xn+1 = b.

Положим q1(t) =

t∫
a

q(u)du, a ≤ t ≤ b. Имеет место следующая

Теорема 1.4.1. Если заданным модулем непрерывности ω(t) является

непрерывно дифференцируемая на отрезке [a, b] функция, то для погрешно-

сти наилучшей квадратурной формулы (1.4.1) на всем классе Hω[a, b] имеет

место равенство

En(q;Hω[a, b]) =
n∑

k=1


t0k∫

x0
k

q1(t)ω
′
(t0k − t)dt−

x0
k∫

t0k−1

q1(t)ω
′
(t0k − t)dt

 . (1.4.4)

В частности, если ω(t) = Mt, M > 0, то для класса Липшица с кон-

стантой M справедлива оценка

En(q;H1[a, b]) =

= M

2
n−1∑
k=1

t0k∫
a

q1(t)dt− 2
n∑

k=1

(t0k−1+t0k)/2∫
a

q1(t)dt+

b∫
a

q1(t)dt

 . (1.4.5)

Доказательство. В самом деле, переписав формулу (1.4.2) в виде

Rn(q;H
ω[a, b];T, P ) =

=
n∑

k=1


(tk−1+tk)/2∫

tk

q(t)ω(t− tk−1)dt+

tk∫
(tk−1+tk)/2

q(t)ω(tk − t)dt

 :=
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der
= J (t0, t1, t2, · · · , tn−1, tn) (1.4.6)

интегрированием по частям находим

Rn(q;H
ω[a, b];T, P ) =

=
n∑

k=1


(tk−1+tk)/2∫

tk

ω(t− tk−1)dq1(t) +

tk∫
(tk−1+tk)/2

ω(tk − t)dq1(t)

 =

=
n∑

k=1

{
ω

(
tk − tk−1

2

)
q1

(
tk−1 + tk

2

)
− ω

(
tk − tk−1

2

)
q1

(
tk−1 + tk

2

)
+

+

tk∫
(tk−1+tk)/2

q1(t)ω
′
(tk − t)dt−

(tk−1+tk)/2∫
tk

q1(t)ω(t− tk−1)dt

}
=

=
n∑

k=1


tk∫

(tk−1+tk)/2

q1(t)ω
′
(tk − t)dt−

(tk−1+tk)/2∫
tk−1

q1(t)ω(t− tk−1)dt

 . (1.4.7)

Заметим, что правая часть равенство (1.4.7) не зависит от вектора коэф-

фициентов

P = {pk}nk=1. Таким образом, при фиксированных узлах

T = {tk : a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b}

точная оценка погрешности квадратурной формулы (1.4.1) с весовой функ-

цией q(t) на классе Hω
0 [a, b] имеет вид (1.4.7).

Положим

J (a, t1, t2, · · · , tn−1, b) =
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=
n∑

k=1


tk∫

(tk−1+tk)/2

q1(t)ω
′
(tk − t)dt−

(tk−1+tk)/2∫
tk−1

q1(t)ω(t− tk−1)dt

 (1.4.8)

и задача сводится к нахождению минимума функции J (a, t1, t2, · · · , tn−1, b)

по всевозможным векторам T = {tk}nk=1, удовлетворяющим условиям a =

t0 < t1 < t2 < · · · , tn−1 < tn = b.

Приравняв нулю частные производные функции (1.4.8) по переменным

tk, k = 1, 2, · · · , n− 1, получим следующую систему уравнений:

∂J
∂tk

=

tk∫
(tk−1+tk)/2

q1(t)ω
′′
(tk − t)dt− q1

(
tk−1 + tk

2

)
ω

′
(
tk − tk−1

2

)
−

−
(tk+tk+1)/2∫

tk

ω
′′
(tk− t)dt−q1

(
tk+1 + tk

2

)
ω

′
(
tk+1 − tk

2

)
= 0, k = 1, 2, · · · , n−1.

(1.4.9)

Если решение T 0 = {a, t01, t02, · · · , t0n−1, b} системы (1.4.9) существу-

ет и единственно, то оно как раз определяет точку минимума функции

J (a, t1, t2, · · · , tn−1, b), причем вектор коэффициентов

P 0 =

p0k : p
0
k =

x0
k+1∫

x0
k

q(t)dt

 (1.4.10)

x00 = a, x0k = (t0k−1 + t0k)/2, k = 1, 2, · · · , n; xn = b

по этим же узлам определяется оптимальным образом.

Действительно, с одной стороны, имеем:

En(q,Hω) ≥ inf {Rn(q;H
ω;P, T ) : (P, T ) ⊂ A} =
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= inf
T

J (a, t1, t2, · · · , tn−1, b) = J (a, t01, t
0
2, · · · , t0n−1, b) =

=
n∑

k=1


t0k∫

x0
k

q1(t)ω
′
(tk − t)dt−

x0
k∫

t0k−1

q1(t)ω
′
(t− t0k−1)dt

 . (1.4.11)

С другой стороны, для получения противоположного неравенства оценим

En(q;Hω) сверху. Пусть T 0 = {a, t01, t02, · · · , t0n−1, b} - решение системы (1.4.9).

Тогда, используя векторы коэффициентов (1.4.10), для любой функции

f ∈ Hω[a, b], будем иметь

Rn(q; f ;P
0, T 0) =

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

x0
k+1∫

x0
k

[
f(t)− f(t0k)

]
q(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
n∑

k=0

x0
k+1∫

x0
k

ω(|t− t0k|)q(t)dt = J (a, t01, t
0
2, · · · , t0n−1, b),

а потому

En(Hω; q) ≤ J (a, t01, t
0
2, · · · , t0n−1, b). (1.4.12)

Из сопоставления (1.4.11) и (1.4.12) следует, что

En(Hω; q) =
n∑

k=1


t0k∫

x0
k

q1(t)ω
′
(t0k − t)dt−

x0
k∫

t0k−1

q1(t)ω
′
(t− t0k−1)dt

 =

=
n∑

k=1

h0
k∫

0

[
q1(t

0
k − t) + q1(t+ t0k−1)

]
ω

′
(t)dt, h0

k = t0k − t0k−1. (1.4.13)

41



В частности, для случая ω(t) = t, то есть, когда Hω[a, b] = H1[a, b],

равенство (1.4.13) примет вид

En(H1; q) =
n∑

k=1

h0
k∫

0

[
q1(t

0
k − t) + q1(t+ t0k−1)

]
dt =

= 2
n−1∑
k=1

t01∫
a

q1(t)dt− 2
n∑

k=1

(t0k−1+t0k)/2∫
a

q1(t)dt+

b∫
a

q1(t)dt. (1.4.14)

Равенство (1.4.14) ранее получено в работе Т.Н.Бусаровой [9].

Рассмотрим некоторые частные весовые квадратурные формулы.

Пусть [a, b] = [0,+∞), q(t) = e−t. В этом случае справедлива

Теорема 1.4.2. Среди квадратурных формул вида Маркова
+∞∫
0

e−tf(t)dt = p0f(0) +
n−1∑
k=1

pkf(tk) + pnf(1) +Rn(f ; e
−t)

наилучшей для класса Липщица H1[0,+∞) является формула, узлы и коэф-

фициенты которой определяются равенствами

t0k = ln

(
1− k

n
+

k

n
· e−1/2

)−2

, k = 1, 2, ·, n− 1, t0 = 0; t0n = 1,

p00 =
(
1− e−1/2

)
· 1
n
, p0n =

(
e−1/2 − e−1

)
· 1
n
,

p0k =
2

n2

(
1− e−1/2

) [
n+ k

(
e−1/2 − 1

)]
, k = 1, 2, · · · , n− 1.

При этом погрешность на всем классе H1[0,+∞) равна

En
(
H1[0,+∞), e−t

)
=

1

n

(
1− 1√

e

)2

.
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ГЛАВА II

ОПТИМАЛЬНЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ
ПРИБЛИЖЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ

КРИВОЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ ПЕРВОГО
ТИПА ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ И

КРИВЫХ

§2.1 Постановка задач

Рассмотрим задачу о приближенном вычислении криволинейного инте-

грала первого рода в форме линейной комбинации конечного числа значений

подынтегральной функции∫
Γ

f(M)ds =
N∑
k=1

pkf(Mk) +RN(f,Γ), (2.1.1)

где Mk ∈ Γ, k = 1, N ; p1, p2, · · · , pN – произвольные числа-коэффициенты,

f(M) – функция, определенная вдоль кривой Γ, RN(f ; Γ) := RN(f ; Γ; pk,Mk)

– погрешность формулы (2.1.1) на функции f(M). Сумму
N∑
k=1

pkf(Mk) по

аналогии с определением, принятым в монографии С.М.Никольского [43],

В.И.Крылова [29] и Н.С.Бахвалова [5], будем называть квадратурной суммой.

Само собою разумеется, что для достижения высокой точности вычислений

при заданном N ≥ 1 нужно возможно лучшим образом воспользоваться вы-

бором коэффициентов pk и узлов Mk

Всюду далее обозначим через NQ(L) класс плоских спрямляемых кри-

вых Γ, у которых длина равна L, кривизна кусочно-непрерывна и всюду в

дальнейшем будем полагать, что все кривые Γ ⊂ NQ(L) расположены в об-

ласти Q = {(x, y) : x2 + y2 ≤ L2}.
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Хорошо известно, что параметрические уравнения кривой Γ ∈ NQ(L),

отнесенной к длине дуги s как параметру, в прямоугольной системе коорди-

нат Oxy имеют вид

Γ :


x =

s∫
0

cos β(s)ds+ x0,

y =

s∫
0

sin β(s)ds+ y0, 0 ≤ s ≤ L,

(2.1.2)

где (x0, y0) – координаты начальной точки кривой Γ; β(s) =
s∫

0

k(Γ; s)ds+β0,

β0 – угол, образованный касательной к Γ в точке (x0, y0) положительным

направлением оси Ox, k(Γ, s) – кривизна кривой Γ в точке с координатами

(x(s), y(s)) ∈ Γ.

Обозначим через sk, sk ∈ [0, L], k = 1, N значения длины дуги s кривой

Γ ∈ NQ(L), которые соответствуют точкам Mk ∈ Γ и перепишем формулу

(2.1.1) следующим образом:

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds =
N∑
k=1

pkf (x(sk), y(sk)) +RN(f,Γ), (2.1.3)

где x = x(s) и y = y(s) – параметрические уравнения кривой Γ, пред-

ставленные в виде (2.1.2).

Если M – некоторый класс функций f(M) = f(x, y), определенных на

кривых Γ ⊂ NQ(L), то для каждой функции f ∈ M и каждой кривой Γ ∈

NQ(L) остаток квадратурной формулы RN(f ; Γ) = RN(f ; Γ;P, S), где P =

{pk}Nk=1 – вектор-коэффициенты, S = {sk}Nk=1 – вектор узлов (0 ≤ s1 < s2 <
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... < sN−1 < sN ≤ L) имеет вполне определенное численное значение

RN(f ; Γ;P, S) =

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds−
N∑
k=1

pkf (x(sk), y(sk)) .

За величину, характеризующую точность квадратурной формулы для

всех функций из класса M на кривой Γ ⊂ NQ(L), можно принять число

RN(M; Γ;P, S) = sup {|RN(f ; Γ;P, S)| : f ∈ M} .

Полагаем, далее

RN(M;NQ(L);P, S) = sup {|RN(M; Γ;P, S)| : Γ ∈ NQ(L)} .

Через A = A(P, S) обозначим множество векторов коэффициентов и уз-

лов (P, S), либо некоторое его подмножество, определяемое теми или иными

ограничениями на коэффициенты и узлы формулы (2.1.1) (например, требо-

вание точности формулы (2.1.1) на многочленов заданной степени, положи-

тельность коэффициентов pk, k = 1, N и др.).

Для получения формулы, которую можно было бы считать оптимальной

для всех функций f ∈ M и кривых Γ ∈ NQ(L), полагаем, что формула (2.1.1)

является точной для f(M) = const, то есть∫
Γ

ds =
N∑
k=1

pk = L. (2.1.4)

Всюду, в дальнейшем, при изложении последующих результатов будем счи-

тать, что условие (2.1.4) выполняется. Нижнюю грань

EN (M;NQ(L)) =

= inf {RN (M;NQ(L);P, S) : (P, S) ∈ A} , (2.1.5)
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по аналогии с монографией С.М.Никольского [43], будем называть опти-

мальной оценкой погрешности формулы (2.1.3) на рассматриваемых классах

функций M и кривых NQ(L). Если существует вектор (P 0, S0) ∈ A, для

которого

EN (M;NQ(L)) = RN

(
M;NQ(L);P

0, S0
)
,

то квадратурная формула (2.1.3) с этим вектором называется наилучшей или

оптимальной на классах функций M и кривых NQ(L).
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§2.2. О точности усложненных квадратурных формул
для приближенного вычисления криволинейных

интегралов первого типа на классах функций и кривых,
задаваемых модулями непрерывности

В этом параграфе будем рассматривать усложненные квадратурные

формулы для приближенного вычисления криволинейного интеграла перво-

го типа, имеющие вид (2.1.3). Эти формулы строятся следующим образом.

Пусть требуется вычислить приближенно определенный интеграл
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds. (2.2.1)

Для этого отрезок [0, L] делят на N равных частей точками sk = kL/N , k =

0, 1, 2, ..., N и на каждом интервале (sk, sk+1), k = 0, 1, 2, ..., N−1 применяют

заранее выбранную квадратурную формулу с узлами

sk ≤ t1 < t2 < · · · < tm ≤ sk+1

и коэффициентами pi (i = 1, 2, ...,m). В результате получим усложненную

квадратурную формулу
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds =
N−1∑
k=0

L(sk, sk+1; f) +RN(f ; Γ), (2.2.2)

где

L(sk, sk+1; f) =
m∑
i=1

pif (x(ti), y(ti)) .

По описанной схеме усложненные квадратурные формулы, построенные на

базе простейших квадратурных формул прямоугольников, трапеций и Симп-

сона, соответственно имеют вид
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds =
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=
L

N

N−1∑
k=0

f

(
x

(
(2k + 1)L

2N

)
, y

(
(2k + 1)L

2N

))
+RΠ(f ; Γ), (2.2.3)

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds =
L

2N

{
f (x(0), y(0))+

+2
N−1∑
k=0

f

(
x

(
kL

N

)
, y

(
kL

N

))
+ f (x(L), y(L))

}
+RT (f ; Γ), (2.2.4)

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds =

=
L

6N

{
f (x(0), y(0)) + 4

N∑
k=0

f

(
x

(
(2k − 1)L

2N

)
, y

(
(2k − 1)L

2N

))
+

+2
N∑
k=0

f

(
x

(
kL

N

)
, y

(
kL

N

))
+ f (x(L), y(L))

}
+RS(f ; Γ). (2.2.5)

Обозначим через Hω[0, L] множество функций f(t) ∈ C[0, L] для любых

двух точек t
′
, t

′′ ∈ [0, L], удовлетворяющих условию∣∣∣f(t′)− f(t
′′
)
∣∣∣ ≤ ω

(
|t′ − t

′′|
)
,

где ω(t) – заданный на отрезке [0, L] модуль непрерывности, то есть непре-

рывная, неубывающая и полуаддитивная на [0, L] функция, в нуле равная

нулю.

Через H̄ω1,ω2 := H̄ω1,ω2[0, L] обозначим класс кривых Γ ⊂ NQ(L), опре-

деленных параметрическими уравнениями (2.1.2) и таких, у которых x(s) ∈

Hω1[0, L], y(s) ∈ Hω2[0, L].

Через Mρ(Q) обозначим множество функций f(M) = f(x, y), опреде-

ленных в области Q = {(x, y) : x2 + y2 ≤ L2} и для любых двух точек

M
′
(x

′
, y

′
), M

′′
(x

′′
, y

′′
) ∈ Γ ⊂ Q удовлетворяющих условию∣∣∣f(M ′

)− f(M
′′
)
∣∣∣ ≤ ρ(M

′
,M

′′
), (2.2.6))
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где

ρ(M
′
,M

′′
) =

√
(x′′ − x′)2 + (y′′ − y′)2.

Таким образом, если M
′
,M

′′ ∈ Γ ⊂ Hω1,ω2[0, L], то неравенство (2.2.6) озна-

чает, что ∣∣∣f (x(s′
), y(s

′
)
)
− f

(
x(s

′′
), y(s

′′
)
)∣∣∣ ≤

≤
√
(x(s′′)− x(s′))2 − (y(s′′)− y(s′))2 ≤

≤
√

ω2
1 (|s

′′ − s′|)− ω2
2 (|s

′′ − s′|). (2.2.7)

Дадим теперь оценку погрешности усложненных квадратурных формул

прямоугольника (2.2.3) и формул трапеций (2.2.4) на классах функций Mρ(Q)

и кривых H̄ω1,ω2[0, L]. Имеет место следующая

Теорема 2.2.1. Для погрешности усложненных квадратурных формул

прямоугольников (2.2.3) и трапеций (2.2.4) на классах функций Mρ(Q) и

кривых H̄ω1,ω2[0, L] справедливы следующие точные оценки

RΠ

(
Mρ(Q), H̄ω1,ω2[0, L]

)
=

= RT

(
Mρ(Q), H̄ω1,ω2[0, L]

)
=

= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds. (2.2.8)

Доказательство. Сначала приводим доказательство равенства (2.2.8)

для усложненной формулы прямоугольников. Из равенства (2.2.3) для любо-

го f ∈ Mρ(Q) имеем

|RΠ(f ; Γ)| =
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=

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds− L

N

N∑
k=0

f

(
x

(
(2k − 1)L

2N

)
, y

(
(2k − 1)L

2N

))∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

kL/N∫
(k−1)L/N

[
f (x(s), y(s)) ds− f

(
x

(
(2k − 1)L

2N

)
, y

(
(2k − 1)L

2N

))]
ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
N∑
k=1

kL/N∫
(k−1)L/N

∣∣∣∣f (x(s), y(s)) ds− f

(
x

(
(2k − 1)L

2N

)
, y

(
(2k − 1)L

2N

))∣∣∣∣ ds ≤

≤
N∑
k=1

kL/N∫
(k−1)L/N

√
ω2
1

(∣∣∣∣s− (2k − 1)L

2N

∣∣∣∣)+ ω2
2

(∣∣∣∣s− (2k − 1)L

2N

∣∣∣∣)ds =

=
N∑
k=1

( (2k−1)L/(2N)∫
(k−1)L/N

√
ω2
1

(
(2k − 1)L

2N
− s

)
+ ω2

2

(
(2k − 1)L

2N
− s

)
ds+

+

kL/N∫
(2k−1)L/(2N)

√
ω2
1

(
s− (2k − 1)L

2N

)
+ ω2

2

(
s− (2k − 1)L

2N

)
ds

)
=

= 2
N∑
k=1

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds = 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds.

Таким образом, мы доказали, что для произвольной f(x(s), y(s)) ∈

Mρ(Q) и произвольной кривой Γ ∈ H̄ω1,ω2[0, L] выполняется неравенство

|RΠ(f ; Γ)| ≤ 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds. (2.2.9)
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Непосредственным вычислением легко доказать, что для экстремальной

кривой Γ0 ∈ H̄ω1,ω2[0, L] параметрические уравнения, которые имеют вид

Γ0 :=


x0 := x0(s) = ω1(|s− s0k|)

y0 := y0(s) = ω2(|s− s0k|), (0 ≤ s ≤ L),

где s0k := (2k − 1)L/2N и функция f0(x0, y0) ∈ Mρ(Q), определенная равен-

ством

f0(x0, y0) := f0(x0(s), y0(s)) =

=
√

ω2
1(|s− s0k|) + ω2

2(|s− s0k|)

((k − 1)L/N ≤ s ≤ kL/N ; k = 1, 2, ..., N) ,

неравенство (2.2.9) обращается в равенство. В самом деле, поскольку

f0(x(s
0
k, y(s

0
k))) ≡ 0, k = 1, 2, · · · , N , то простой подсчет дает

∣∣RΠ(f0; Γ
0)
∣∣ = L∫

0

f0(x(s), y(s))ds =
N∑
k=1

kL/N∫
(k−1)L/N

f0(x(s), y(s))ds =

=
N∑
k=1

kL/N∫
(k−1)L/N

√
ω2
1

(∣∣∣∣s− (2k − 1)L

2N

∣∣∣∣)+ ω2
2

(∣∣∣∣s− (2k − 1)L

2N

∣∣∣∣) =

= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds

или что то же

RΠ

(
Mρ(Q), H̄ω1,ω2[0, L]

)
= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds. (2.2.10)
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Этим утверждение теоремы 2.2.1 для усложненной квадратурной формулы

прямоугольников доказано.

Приступая к доказательству аналогичного утверждения для усложнен-

ной квадратурной формулы трапеций (2.2.4), оценим остаток формулы сле-

дующим образом. Положив ради удобства и простоты вычислений

sk = kh, k = 0, 1, · · · , N ; h = L/N ; tk = sk−1 + h/2 = sk − h/2,

tk+1 = sk + h/2, k = 1, 2, · · · , N − 1; t0 = 0, tN = L,

остаток усложненной квадратурной формулы трапеций (2.2.4) запишем в сле-

дующем виде

RT (f ; Γ) =

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds− h

2

{
f (x(0), y(0))+

+2
N−1∑
k=0

f (x(kh), y(kh)) + f (x(L), y(L))

}
=

=

h/2∫
0

[f (x(s), y(s))− f (x(0), y(0))] ds+

+
N−1∑
k=0

tk+1∫
tk

[f (x(s), y(s))− f (x(sk), y(sk))] ds+

+

L∫
L−h/2

[f (x(s), y(s))− f (x(L), y(L))] ds. (2.2.11)

Оценивая по абсолютной величине равенство (2.2.11), для любой функции

f ∈ Mρ(Q) и любой кривой Γ ∈ H̄ω1,ω2[0, L] будем иметь

|RT (f ; Γ)| ≤
h/2∫
0

|f (x(s), y(s))− f (x(0), y(0))| ds+
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+
N−1∑
k=0

tk+1∫
tk

|f (x(s), y(s))− f (x(sk), y(sk))| ds+

+

L∫
L−h/2

|f (x(s), y(s))− f (x(L), y(L))| ds ≤

≤
L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds+

L∫
L−h/2

√
ω2
1(L− s) + ω2

2(L− s)ds+

+
N−1∑
k=1

sk+h/2∫
sk−h/2

√
ω2
1(|s− sk|) + ω2

2(|s− sk|) =

= 2

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds+

+
N−1∑
k=1

 sk∫
sk−h/2

+

sk+h/2∫
sk

√ω2
1(|s− sk|) + ω2

2(|s− sk|)ds =

= 2

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds+ 2(N − 1)

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds =

= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds. (2.2.12)

Как и в случае формулы прямоугольников, непосредственным вычисле-

нием легко доказать, что для экстремальной кривой Γ∗ ∈ H̄ω1,ω2[0, L], пара-

метрические уравнения которой имеют вид

x∗ := x∗(s) = ω1(|s− sk|)
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y∗ := y∗(s) = ω2(|s− sk|), (0 ≤ s ≤ L),

где sk := kh, k = 0, 1, · · · , N, h = L/N , и функция f∗ ∈ Mρ(Q), определенная

на экстремальной кривой Γ∗ равенством

f∗ (x
∗(s), y∗(s)) =

=



√
ω2
1(s) + ω2

2(s), 0 ≤ s ≤ L/(2N)√
ω2
1(|s− sk|) + ω2

2(|s− sk|)(
sk − L/(2N) ≤ s ≤ sk + L/(2N), sk = kh, h = L/N, k = 1, N − 1

)
√
ω2
1(L− s) + ω2

2(L− s), L− h/2 ≤ s ≤ L.

Неравенство (2.2.12) обращается в равенство. Это проверяется следующим

образом. Заметив, что f∗(x
∗(sk), y

∗(sk)) ≡ 0, k = 1, 2, · · · , N будем иметь:

RT (f∗,Γ
∗) =

L∫
0

f ∗(x∗(s), y∗(s)) =

L/(2N)∫
0

f ∗(x∗(s), y∗(s))ds+

+
N−1∑
k=1

sk+L/(2N)∫
sk−L/(2N)

√
ω2
1(|s− sk|) + ω2

2(|s− sk|)ds+
L∫

L−h/2

√
ω2
1(L− s) + ω2

2(L− s)ds =

= 2

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds+ 2
N−1∑
k=1

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s) =

= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds.

Следовательно, для указанных классов функций и кривых имеем:

RT

(
Mρ(Q), H̄ω1,ω2[0, L]

)
= RT (f∗; Γ) =
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= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds. (2.2.13)

Требуемое равенство (2.2.8) вытекает из (2.2.10) и (2.2.13) чем и завершаем

доказательство теоремы 2.2.1.
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§2.3. Оптимальные квадратурные формулы
приближенного интегрирования криволинейных
интегралов первого типа для классов функций и

кривых, задаваемых модулями гладкости
(модулями непрерывности второго порядка)

В этом параграфе для некоторых классов функций и кривых найдена

точная оценка погрешности оптимальных квадратурных формул приближен-

ного интегрирования криволинейных интегралов первого типа, задаваемых

модулями непрерывности второго порядка (модулями гладкости).

Рассматривается квадратурная формула (2.1.3) вида
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds =
N∑
k=0

pkf(x(sk), y(sk)) +RN(f ; Γ;P, S), (2.3.1)

задаваемая вектором коэффициентов P = {pk}Nk=1 и вектором узлов S =

{sk : 0 ≤ s1 < s2 < · · · < sN−1 < sN ≤ L}. RN(f ; Γ;P, S) – погрешность

квадратурной формулы (2.3.1) на функцию f .

Пусть задан класс W функций f(M) = f (x(s), y(s)), определенных на

отрезке [0, L] и для любых двух точек t
′
, t

′′ ∈ [0, L] удовлетворяющих условию∣∣∣∣f (x(t′), y(t′))+ f
(
x(t

′′
), y(t

′′
)
)
− 2f

(
x

(
t
′
+ t

′′

2

)
, y

(
t
′
+ t

′′

2

))∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣x(t′) + x(t

′′
)− 2x

(
t
′
+ t

′′

2

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣y(t′) + y(t
′′
)− 2y

(
t
′
+ t

′′

2

)∣∣∣∣ .
Через H̄ω1,ω2

2 [0, L] обозначим класс кривых Γ ∈ NQ(L), параметрические

уравнения (2.1.2) которых удовлетворяют условию∣∣∣∣x(t′) + x(t
′′
)− 2x

(
t
′
+ t

′′

2

)∣∣∣∣ ≤ 2ω1

(
|t′ − t

′′|
2

)
,∣∣∣∣y(t′) + y(t

′′
)− 2y

(
t
′
+ t

′′

2

)∣∣∣∣ ≤ 2ω2

(
|t′ − t

′′|
2

)
,
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где ωi(δ)(i = 1, 2) – заданные на отрезке [0, L] модули непрерывности, то есть

непрерывные и неубывающие для 0 ≤ t ≤ L функции, такие что ωi(0) = 0 и

0 ≤ ωi(t2)− ωi(t1) ≤ ωi(t2 − t1)(0 ≤ t1 ≤ t2), i = 1, 2.

В этом параграфе вычислим величину (2.1.5) для введенных классов

функций W и кривых H̄ω1,ω2

2 [0, L], то есть отыщем величину

EN
(
W ; H̄ω1,ω2

2 [0, L]
)
= inf

{
RN

(
W ; H̄ω1,ω2

2 [0, L];P, S
)
: (P, S) ⊂ A

}
. (2.3.2)

Если существуют векторы (P 0, S0) ⊂ A, для которых

EN
(
W ; H̄ω1,ω2

2 [0, L]
)
= RN

(
W ; H̄ω1,ω2

2 [0, L];P 0, S0
)
, (2.3.3)

то этот вектор коэффициентов и узлов определяет наилучшую квадратурную

формулу вида (2.3.1) для рассматриваемых классов функций W и кривых

H̄ω1,ω2[0, L]. При отыскании наилучшей квадратурной формулы будем пред-

полагать, что между узлами и коэффициентами существует линейная связь

следующего вида

sk =
k∑

i=1

pi −
pk
2
, (k = 1, 2, · · · , N),

N∑
k=1

pk = L. (∗)

Для таких квадратурных формул погрешность представима в виде

RN(f ; Γ;P, S) =

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds−
N∑
k=1

pkf (x(sk), y(sk)) =

=
N∑
k=1

sk+
pk
2∫

sk−
pk
2

f (x(s), y(s)) ds−
N∑
k=1

pkf (x(sk), y(sk)) . (2.3.5)

Разбивая интеграл по отрезку [sk − pk/2, sk + pk/2] на два промежутка [sk −

pk/2, sk] и [sk, sk + pk/2] сделаем в интеграле на промежутке [sk − pk/2, sk]
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замену s на s − t, а в интеграле на промежутке [sk, sk + pk/2] замену s на

s+ t, после простых преобразований получим

RN(f ; Γ;P, S) =

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds−
N∑
k=1

pkf (x(sk), y(sk)) =

=
N∑
k=1

pk/2∫
0

[f (x(sk + t), y(sk + t)) + f (x(sk − t), y(sk − t))− 2f (x(sk), y(sk))] dt.

Оценивая по абсолютной величине полученное соотношение для произволь-

ной f ∈ W и Γ ⊂ H̄ω1,ω2

2 [0, L], получаем

|RN(f ; Γ;P, S)| =

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds−
N∑
k=1

pkf (x(sk), y(sk))

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
N∑
k=1

pk/2∫
0

∣∣∣f (x(sk + t), y(sk + t)) + f (x(sk − t), y(sk − t))−

−2f (x(sk), y(sk))
∣∣∣dt ≤ N∑

k=1

pk/2∫
0

{
|x(sk + t) + x(sk − t)− 2x(sk)|+

+ |y(sk + t) + y(sk − t)− 2y(sk)|
}
dt ≤ 2

N∑
k=1

pk/2∫
0

{ω1(t) + ω2(t)} dt. (2.3.6)

Если pk > 0, k = 1, 2, · · · , N , то неравенство (2.3.6) обращается в равенство

для функции f0 ∈ W , определенной следующим образом

f0 (x(s), y(s)) = ω1 (|x− sk|) + ω2 (|x− sk|)+

+ω1

(p1
2

)
+ ω2

(p1
2

)
−
{
ω1

(pk
2

)
+ ω2

(pk
2

)}
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для sk − pk/2 ≤ s ≤ sk + pk/2, k = 1, 2, · · · , N ; и кривой Γ∗ : x = ω1(s),

y = ω2(s), 0 ≤ s ≤ L. Таким образом, мы доказали, что

RN

(
W ; H̄ω1,ω2

2 [0, L], P
)
= 2

N∑
k=1

pk/2∫
0

[ω1(t) + ω2(t)] dt. (2.3.7)

Минимизируем правую часть (2.3.7) по коэффициентам pk при условии
N∑
k=1

pk = L, для чего составим функцию Лагранжа

J (p1, p2, ..., pN) = 2
N∑
k=1

pk/2∫
0

[ω1(t)− ω2(t)] dt+ λ

(
L−

N∑
k=1

pk

)
. (2.3.8)

Дифференцируя функцию J (p1, p2, ..., pN) по коэффициентам pk, получаем

∂J
∂pk

= ω1

(pk
2

)
+ ω2

(pk
2

)
− λ = 0, k = 1, 2, · · · , N.

Решая эту систему, находим p1 = p2 = · · · = pN , и так как
N∑
k=1

pk = L, то

pk = L/N, k = 1, 2, · · ·N . Положив эти значения в равенство (∗), получим

sk =
k∑

i=1

pi −
pk
2

=
kL

N
− L

2N
=

(2k − 1)L

2N
.

Простые вычисления показывают, что

d2(p1, p2, · · · , pN)
∣∣∣
pi=L/N

≥ 0, (2.3.9)

откуда сразу вытекает, что найденные значения

pk = L/N, sk =
(2k − 1)L

2N
, k = 1, 2, · · ·N

обращают в минимум величину (2.3.1), и мы приходим к следующему утвер-

ждению
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Теорема 2.3.1. Среди квадратурных формул вида (2.3.1) для прибли-

женного вычисления криволинейного интеграла первого типа на классе

функций W и классе кривых H̄ω1,ω2

2 [0, L] наилучшей является формула∫
Γ

f(M)ds ≈ L

N

N∑
k=1

f(M ∗
k ), (2.3.10)

где Mk = M

(
x

(
2k − 1

2N
L

)
, y

(
2k − 1

2N
L

))
; x = x(s), y = y(s) – пара-

метрические уравнения кривой Γ, L – ее длина.

При этом точная оценка погрешности формулы (2.3.10) на указанных

классах функций и кривых равна

EN (W ;Hω1,ω2

2 [0, L]) = 2N

L/(2N)∫
0

[ω1(t) + ω2(t)] dt.

Из доказанной теоремы 2.3.1 вытекает

Следствие 2.3.1. В условиях теоремы 2.3.1 для погрешности квад-

ратурной формулы (2.3.10) при ω1(t) = M1t
α, ω2 = M2t

β, M1,M2 > 0,

0 ≤ α, β ≤ 1 и H̄ω1,ω2

2 [0, L] ≡ Zα,β
2 [0, L] – класс Зигмунда порядка (α, β) с

константами M1 и M2 справедливо равенство

EN
(
W ;Z(α,β)[0, L]

)
=

M1L

α+ 1
·
(

L

2N

)α

+
M2L

β + 1
·
(

L

2N

)β

.

Замечание. Если вместо класса W ввести в рассмотрение класс W ∗-

функций f(M) = f(x(s), y(s)), определенных на отрезке [0, L] и для любых

двух точек t
′
, t

′′ ∈ [0, L] удовлетворяющих условию∣∣∣∣f(x(t′), y(t′)) + f(x(t
′′
), y(t

′′
))− 2f

(
x

(
t
′
+ t

′′

2

)
, y

(
t
′
+ t

′′

2

))∣∣∣∣ ≤
≤ 2

√
ω2
1

(∣∣∣∣s′ − s′′

2

∣∣∣∣)+ ω2
2

(∣∣∣∣s′ − s′′

2

∣∣∣∣),
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то тем же способом, как и выше, доказывается следующая

Теорема 2.3.2. Среди квадратурных формул вида (2.3.1) для прибли-

женного вычисления криволинейного интеграла первого типа на классе W ∗

и классе кривых H̄ω1,ω2

2 [0, L] формула (2.3.10) является наилучшей. При

этом справедлива следующая точная оценка

EN (W ∗, Hω1,ω2

2 [0, L]) = 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(t) + ω2

2(t)dt.
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§2.4. Оптимальная квадратурная формула типа
Маркова приближенного вычисления криволинейного

интеграла первого рода для классов функций и кривых,
задаваемых модулями непрерывности

В данном параграфе исследуются квадратурные формулы типа Маркова (с

закрепленными узлами в концах отрезка интегрирования)

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds =

= p0f (x(0), y(0))+
N−1∑
k=1

pkf (x(sk), y(sk))+pNf (x(L), y(L))+RN(f ; Γ) (2.4.1)

с произвольными векторами коэффициентами P = {pk}Nk=0 и векторами уз-

лами S = {sk}Nk=0 (0 = s0 < s1 < s2 < · · · < sN−1 < sN = L). Конкре-

тизируем класс кривых {Γ} и класс функций {f(M)}, для которых решаем

экстремальную задачу (2.1.5), и найдем наилучшие коэффициенты и узлов, а

также точную оценку погрешности наилучшей квадратурной формулы вида

(2.4.1) на нижеприведенных классах функций и кривых.

Напомним что, как и в параграфе 2.2 этой главы, через H̄ω1,ω2[0, L] обо-

значим класс гладких кривых Γ ⊂ R2, заданных параметрическими уравне-

ниями (2.1.2), у которых x(s) ∈ Hω1[0, L], y(s) ∈ Hω2[0, L]. Очевидно, что

решение экстремальной задачи (2.1.5) существенно зависит от выбора мет-

рики в R2. Если M
′
= M(x

′
, y

′
) ∈ R2,M

′′
= M(x

′′
, y

′′
) ∈ R2, то введем в

рассмотрение следующие расстояние:

а) евклидово расстояние

ρ1(M
′
,M

′′
) =

√
(x′′ − x′)2 + (y′′ − y′)2;
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б)хэммингово расстояние

ρ2(M
′
,M

′′
) = |x′′ − x

′|+ |y′′ − y
′|;

в) расстояние Минковского

ρ3(M
′
,M

′′
) = max{|x′′ − x

′|, |y′′ − y
′|}.

Через Mρi, i = 1, 2, 3 обозначим класс функций {f(M)}, определенных

на кривых Γ ⊂ H̄ω1,ω2[0, L] и для любых двух точек M
′
,M

′′ ∈ Γ удовлет-

воряющих условию∣∣∣f(M ′
)− f(M

′′
)
∣∣∣ ≤ ρi(M

′
,M

′′
), i = 1, 2, 3.

Таким образом, если f(M) ∈ Mρ2, то∣∣∣f(M ′
)− f(M

′′
)
∣∣∣ ≤

≤ |x(s′
)− x(s

′′
)|+ |y(s′

)− y(s
′′
)| ≤

≤ ω1(|s
′ − s

′′|) + ω2(|s
′ − s

′′|), s
′
, s

′′ ∈ [0, L],

а если f(M) ∈ Mρ1, то ∣∣∣f(M ′
)− f(M

′′
)
∣∣∣ ≤

≤
√

ω2
1(|s

′ − s′′|) + ω2
2(|s

′ − s′′|), s
′
, s

′′ ∈ [0, L]. (2.4.2)

Сформулируем основной результат данного параграфа.

Теорема 2.4.1. Среди всех квадратурных формул вида (2.4.1) с про-

извольными векторами коэффициентами и узлами (P, S), P = {pk}Nk=0,

S = {sk}Nk=0 наилучшей для классов функций Mρi(i = 1, 2, 3) и кривых

H̄ω1,ω2[0, L] является формула
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds =
L

N

{
[f(x(0), y(0)) + f(x(L), y(L))] /2+
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+
L

N

N∑
k=0

f

(
x

(
kL

N

)
, y

(
kL

N

))}
+RN(f ; Γ). (2.4.3)

При этом для погрешности квадратурной формулы (2.4.1) типа Мар-

кова на указанных классах функций и кривых справедливы равенства

EN
(
Mρ1; H̄

ω1,ω2[0, L]
)
= 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds, (2.4.4)

EN
(
Mρ2; H̄

ω1,ω2[0, L]
)
= 2N

L/(2N)∫
0

(ω1(s) + ω2(s)) ds, (2.4.5)

EN
(
Mρ3; H̄

ω1,ω2[0, L]
)
= 2N

L/(2N)∫
0

max {ω1(s), ω2(s)} ds. (2.4.6)

Доказательство. Не уменьшая общности, ради простоты, доказа-

тельств приводим для класса Mρ2, поскольку для классов Mρ1 и Mρ3 оно

приводится по той же схеме известным методом Н.П.Корнейчука [43]. Каж-

дому вектору узлов

S = {sk}Nk=0 : 0 = s0 < s1 < s2 < · · · < sN−1 < sN = L

сопоставим подмножество Mρ2,S функций из Mρ2, таких, что в точках M (k) =

(x(sk), y(sk)) ⊂ Γ, k = 0, 1, · · · , N , обращаются в нуль f(M (k)) ≡ 0. Фикси-

руем произвольный вектор узлов S = {sk}Nk=0 и заметим, что если f ∈ Mρ2,

то для любой точки M (x(s), y(s)) ∈ Γ и любого узла sk, sk ∈ [0, L], k =

0, 1, · · · , N будем иметь

|f(M)| =
∣∣∣f(M)− f(M (k))

∣∣∣ ≤ ω1(|s− sk|) + ω2(|s− sk|),

откуда сразу следует, что

|f(M)| ≤ min
sk

{ω1(|s− sk|) + ω2(|s− sk|)} ≡ Ψ(s). (2.4.7)
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Функцию Ψ(s) = ΨS(s), определенную равенством (2.4.7), в силу распо-

ложения узлов sk < sk+1, k = 0, 1, ..., N , а также монотонно возрастания

ω1(s) и ω2(s) можно записать в виде

Ψ(s) = ΨS(s) = ω1

(
min
sk

|s− sk|
)
+ ω2

(
min
sk

|s− sk|
)
.

Легко показать, что Ψ(s) ∈ Mρ2. В самом деле, имеем∣∣∣Ψ(s
′
)−Ψ(s

′′
)
∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ω1

(
min
sk

|s′ − sk|
)
− ω1

(
min
sk

|s′′ − sk|
)
+

+ω2

(
min
sk

|s′ − sk|
)
− ω2

(
min
sk

|s′′ − sk|
)∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣ω1

(
min
sk

|s′ − sk|
)
− ω1

(
min
sk

|s′′ − sk|
)∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣ω2

(
min
sk

|s′ − sk|
)
− ω2

(
min
sk

|s′′ − sk|
)∣∣∣∣ ≤

≤ ω1

(
min
sk

|s′ − sk| −min
sk

|s′′ − sk|
)
+ ω2

(
min
sk

|s′ − sk| −min
sk

|s′′ − sk|
)

≤

≤ ω1

(
|s′ − s

′′|
)
+ ω2

(
|s′ − s

′′|
)
.

Поскольку Ψ(M (k)) = Ψ(sk) = 0, то ΨS(s) ∈ Mρ2,S. Это с учетом (2.4.7)

приводит к соотношению

RN

(
Mρ2,S : H̄ω1,ω2[0, L];P, S

)
=
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= sup
f∈Mρ2,S

sup
Γ∈Hω1,ω2 [0,L]

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds

∣∣∣∣∣∣ =

=

L∫
0

Ψs(s)ds =

L∫
0

[
ω1(min

sk
|s− sk|) + ω2(min

sk
|s− sk|)

]
ds. (2.4.8)

Мы теперь докажем, что если вектор узлов S0 имеет вид

S0 =
{
s0k : s

0
k = kL/N, k = 0, 1, · · · , N

}
,

то
L∫

0

ΨS(s)ds ≥
L∫

0

ΨS0
(s)ds. (2.4.9)

В самом деле, положив

Φ(s) =

s∫
0

ΨS(t)dt, 0 ≤ s ≤ L (2.4.10)

и учитывая, что функция (2.4.10) выпукла вниз на отрезке [0, L] можно ука-

зать такую возрастающую систему чисел αν, ν = 1, 2, · · · , N , что выполня-

ется равенство (см., например, [26, стр.369-370])
L∫

0

ΨS(s)ds = 2
N∑
ν=1

Φ(αν), причем 2
N∑
ν=1

αν = L,

а потому, согласно неравенству Иенсена [61,стр.92], имеем
N∑
ν=1

Φ(αν) ≥ NΦ

(
1

N
·

N∑
ν=1

αν

)
= NΦ

(
L

2N

)
,

откуда сразу следует, что
L∫

0

ΨS(s)ds = 2
N∑
ν=0

Φ(αν) ≥ 2NΦ

(
L

2N

)
=
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=

L∫
0

ΨS0
(s)ds = 2N

L/(2N)∫
0

[ω1(s) + ω2(s)] ds. (2.4.11)

Таким образом, учитывая (2.4.8) и (2.4.11) получаем

EN
(
Mρ2; H̄

ω1,ω2[0, L]
)
≥ inf

(P,S)
RN

(
Mρ2,S; H̄

ω1,ω2[0, L];P, S
)
=

= inf
(P,S)

L∫
0

ΨS(s)ds =

L∫
0

ΨS0
(s)ds = 2N

L/(2N)∫
0

[ω1(s) + ω2(s)] ds. (2.4.12)

Для получения оценки сверху правой части неравенства (2.4.12) рассмот-

рим квадратурную формулу типа Маркова (2.4.1), заданную вектором узлов

S0 =
{
s0k : s

0
k = kL/N, k = 0, 1, · · · , N

}
и вектором коэффициентов

P =
{
p0k : p

0
k = L/N, k = 1, 2, · · · , N − 1; p00 = p0N = L/(2N)

}
.

Поэтому для любой кривой Γ ∈ H̄ω1,ω2[0, L] и любой функции f ∈ Mρ2, в

предположении

t00 = 0, t0k = (s0k−1 + s0k)/2, k = 1, 2, · · · , N ; t0N+1 = L

получаем

∣∣RN(f ; Γ;P
0, S0)

∣∣ = ∣∣∣∣∣
L∫

0

f (x(s), y(s)) ds− L

2N
f(x(0), y(0))−

− L

2N
f (x(L), y(L))− L

N

N−1∑
k=0

f

(
x

(
kL

N

)
, y

(
kL

N

))∣∣∣∣∣ ≤
≤

L/(2N)∫
0

|f (x(s), y(s))− f(x(0), y(0))| ds+
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+

L∫
L−L/(2N)

|f (x(s), y(s))− f (x (L) , y (L))| ds+

+
N−1∑
k=1

t0k+1∫
t0k

∣∣∣∣f(x(s), y(s))− f

(
x

(
kL

N

)
, y

(
kL

N

))∣∣∣∣ ds ≤

≤ 2

L/(2N)∫
0

[ω1(s) + ω2(s)] ds+
N−1∑
k=1

{ kL/N∫
t0k

[
ω1

(
kL

N
− s

)
+ ω2

(
s− kL

N

)]
ds+

+

t0k+1∫
kL/N

[
ω1

(
s− kL

N

)
+ ω2

(
s− kL

N

)]
ds

}
=

= 2N

L/(2N)∫
0

[ω1(s) + ω2(s)] ds. (2.4.13)

Сравнивая оценку снизу (2.4.12) и оценку сверху (2.4.13), получаем требуемое

равенство (2.4.5), чем и завершаем доказательство теоремы 2.4.1.

Если же ввести в рассмотрение квадратурную формулу (2.3.1) с произ-

вольным вектором узлов

S = {sk : 0 ≤ s1 < s2 < · · · < sN ≤ L}

и произвольным вектором коэффициентов P = {pk}Nk=1, то повторяя букваль-

но схему рассуждения теоремы 2.4.1, приходим к следующему утверждению

Теорема 2.4.2. Среди всех квадратурных формул вида (2.3.1) с произ-

вольными векторами коэффициентов и узлов

P = {pk}Nk=1, S = {sk : 0 ≤ s1 < s2 < . . . < sN ≤ L}
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наилучшей для классов функций Mρi (i = 1, 2, 3) и класса кривых T ω1, ω2[0, L]

является формула средних прямоугольников

L∫
0

f (x(s), y(s)) ds =

=
L

N

N∑
k=0

f

(
x

(
2k − 1

2N
L

)
, y

(
2k − 1

2N
L

))
+RN(f). (2.4.14)

При этом для погрешности квадратурной формулы (2.4.14) на указан-

ных классах функций и кривых справедливы равенства

EN (Mρ1; T ω1, ω2[0, L]) = 2N

L/(2N)∫
0

√
ω2
1(s) + ω2

2(s)ds,

EN (Mρ2; T ω1,ω2[0, L]) = 2N

L/(2N)∫
0

(ω1(s) + ω2(s)) ds,

EN (Mρ3; T ω1,ω2[0, L]) = 2N

L/(2N)∫
0

max{ω1(s), ω2(s)}ds.
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