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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Хорошо известно, что основным объектом тео-
рии приближения функций являются задачи, связанные с необходимостью
заменить сложные функции линейными суммами конечного числа более про-
стых функций, так чтобы возникающая при этом погрешность была наи-
меньшей. Если о функции нам известны лишь некоторые общие свойства, то
целесообразно рассматривать задачу приближения класса таких функций.
Как правило, при приближении классов функций предпочтение отдавалось
алгебраическим или тригонометрическим полиномам.

В 1936 году А.Н.Колмогоров сформулировал задачу о поперечниках, в
которой впервые выбор аппарата приближения был поставлен в зависимость
от цели приближения. С этого времени задача приближения классов функций
подвергалась изучению с новой точки зрения. Наиболее существенные ре-
зультаты окончательного характера получены в задачах наилучшего
полиномиального приближения периодических функций. Следует отметить,
что вопросы наилучшего равномерного приближения периодических диффе-
ренцируемых функций рассматривались А.Н.Колмогоровым, Ж.Фаваром,
Н.И.Ахиезером и М.Г.Крейном, С.М.Никольским, Б.Надом, С.Б.Стечкиным,
Н.П.Корнейчуком, А.В.Ефимовым, Н.И.Черных, В.П.Моторным,
Л.В.Тайковым, В.И,Ивановым, С.Б.Вакарчуком, М.Ш.Шабозовым и мно-
гими другими.

Задачами наилучшего полиномиального приближения периодических
дифференцируемых в смысле Вейля функций в разное время занимались
Б.Надь1, В.К.Дзядык2,3, С.Б.Стечкин4, Сунь Юн-шень5, С.А.Теляковский6,
В.Н.Малоземов7 и другие.

В диссертационной работе рассматриваются задачи вычисления верхних
граней наилучших приближений и отыскания точных значений поперечни-

1Nagy B. Über gewisse Extremalfragen bei transformierten trigonometrischen Entwicklungen, I // Peridischer
Fall. Berichte der meth.–phys. Kl. Akad. d. Wiss. zu Leipzig. 1938. V.90. P.103-134.

2Дзядык В.К. О наилучшем приближении на классе периодических функций, имеющих ограниченную
s-ю производную (0 < s < 1), // Известия АН СССР. Сер. мат. 1953. Т.17. С.135-162.

3Дзядык В.К. Введение в теорию равномерного приближения функций полиномами. М.: Наука. 1977.
511 с.

4Стечкин С.Б. О наилучшем приближении некоторых классов периодических функций тригонометри-
ческими полиномами // Изв. АН СССР, сер. матем. 1956. Т.20. С.643-648.

5Сунь Юн-шен. О наилучшем приближении периодических дифференцируемых функций тригономет-
рическими полномами // Изв. АН СССР. Сер. мат. 1959. Т.23. №1. С.67-92.

6Теляковский С.А. Приближение функций, дифференцируемых в смысле Вейла, суммами Валле-
Пуссена // ДАН СССР. 1960. Т.131. №2. С.259-262.

7Малоземов В.Н. Обобщённое дифференцирование периодических функций // Вестник ЛГУ, 7. Серия
матем. 1965. №2. С.164-167.
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ков некоторых классов периодических дифференцируемых в смысле Вейля
функций в пространстве L2 := L2[0, 2π]. Полученные результаты дополняют
и продолжают исследование указанных выше авторов в этом направлении.

Цель работы
1. Найти точные верхние грани наилучших полиномиальных приближений

некоторых классов периодических дифференцируемых в смысле Вей-
ля функций, задаваемых модулями непрерывности m-го порядка в про-
странстве L2.

2. Вычислить точные значения различных поперечников на классах функ-
ций, задаваемых усреднёнными значениями модулей непрерывности
высших порядков производных.
Метод исследования. В диссертационной работе применяются совре-

менные методы функционального анализа оптимизационного содержания и
методы решения экстремальных задач теории приближения функций.

Научная новизна исследований. Основные результаты диссертации
являются новыми и заключаются в следующем:
• Найдены точные верхние грани наилучших полиномиальных прибли-
жений некоторых классов периодических дифференцируемых в смысле
Вейля функций, задаваемых модулями непрерывности m-го порядка.
• Вычислены точные значения различных поперечников на классах функ-
ций, задаваемых усреднёнными значениями модулей непрерывности
высших порядков производных.
Практическая ценность. Работа носит теоретический характер. Ре-

зультаты, полученные в диссертационной работе, могут послужить основой
для проведения теоретических исследований в других банаховых простран-
ствах, например в пространстве Lp, 1 ≤ p ≤ ∞.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва-
лись и обсуждались на семинарах отдела теории функций и функционального
анализа Института математики им. А.Джураева АН Республики Таджики-
стан под руководством академика АН РТ М.Ш.Шабозова (Душанбе, 2011-
2015 гг), на международной научной конференции

”
Современные проблемы

математического анализа и теории функций“(Душанбе, 29-30 июня 2012 г.),
на международной научной конференции

”
Современные проблемы теории

функций и дифференциальных уравнений“ (Душанбе, 17-18 июня 2013 г.),
на международной научной конференции

”
Современные проблемы матема-

тики и её преподавания”, посвящённой 20-летию Конституции Республики
Таджикистан (Худжанд, 28-29 июня 2014 г.).
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Личный вклад автора. В диссертации изложены результаты, полу-
ченные автором самостоятельно.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в ра-
ботах [1-7]. В совместной работе [1] научному руководителю М.Ш.Шабозову
принадлежит постановка задач и выбор метода доказательства.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, двух
глав, списка цитированной литературы из 58 наименований, занимает 95
страниц машинописного текста и набрана на LATEX. Для удобства в дис-
сертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий и формул.
Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номе-
ром главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на порядковый
номер теорем, лемм, следствий или формулы в данном параграфе.

Содержание диссертации
Приводим краткое содержание диссертации с указанием основных ре-

зультатов. Во введении приводится краткая характеристика изучаемой про-
блемы и основные результаты работы.

В первом параграфе первой главы приводятся необходимые обозначе-
ния и определения, нужные для дальнейшего, а также излагаются история
вопроса и известные результаты. Через L2 := L2[0, 2π] обозначим множество
2π-периодических суммируемых с квадратом в смысле Лебега действитель-
ных функций f(x) с конечной нормой

‖f‖ := ‖f‖L2
=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2 dx

1/2

<∞.

Под L(r)
2 будем понимать множество 2π-периодических функций f ∈ L2,

у которых производные f (r−1) абсолютно непрерывны, а f (r) ∈ L2.Множество
всевозможных тригонометрических полиномов порядка n−1 обозначим T2n−1.
Известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей разложение в ряд
Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ,

величина её наилучшего приближения в L2 подпространством T2n−1 равна

En−1(f) := inf {‖f − Tn−1‖ : Tn−1 ∈ T2n−1} = ‖f−Sn−1(f)‖ =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

,
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где Sn−1(f, x) – частная сумма порядка n − 1 ряда Фурье функции f ∈ L2,

ρ2k(f) = a2k(f)+b2k(f). Под L(α)
2 (α ∈ R+) будем понимать множество функций

f ∈ L2, у которых существует производная в смысле Вейля f (α) ∈ L2 :

f (α)(x) ∼
∞∑
k=1

kα
(
ak(f) cos

(
kx+

απ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

απ

2

))
. (1)

Воспользуясь соотношением (1), при помощи равенства Парсеваля в силу
свойств ортогональности тригонометрической системы получаем равенство

En−1(f
(α)) = ‖f (α) − Sn−1(f (α))‖ =

( ∞∑
k=n

k2αρ2k(f)

)1/2

. (2)

При изучении экстремальных задач теории полиномиальной аппрокси-
мации функций f ∈ L2 на протяжении всей диссертации результат (2) являет-
ся нашим основным инструментом. Всюду далее для характеризации струк-
турных свойств функции f ∈ L2, мы пользуемся понятием модуля непрерыв-
ности порядка m. Равенством

ωm(f ; t) := sup
{
‖∆m

h f(·)‖ : |h| ≤ t
}
,

где

∆m
h f(x) =

m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

– конечная разностьm-го порядка функции f в точке x с шагом h, определим
модуль непрерывности порядка m функции f ∈ L2.

Во втором параграфе решена задача о нахождении точных неравенств
типа Джексона – Стечкина между наилучшими приближениями периоди-
ческих дифференцируемых в смысле Вейля функций тригонометрическими
полиномами посредством модулей непрерывности m-го порядка ωm(f (α); t) в
пространстве Гильберта L2 и даны некоторые её приложения.

Напомним, что под неравенствами Джексона – Стечкина в пространстве
L2 понимают соотношения вида

En−1(f) ≤ χn−rωm

(
f (r),

γ

n

)
L2

, r ∈ Z+, γ > 0,

в которых погрешность приближения индивидуальной функции f оценивает-
ся через модуль непрерывности m-го порядка самой приближаемой функции
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или некоторой её производной, а константа χ зависит от r и m, но не зависит
от n и функции f. С целью оптимизации констант в неравенствах Джексона
– Стечкина, как правило, вводят в рассмотрение различные аппроксимацион-
ные характеристики, содержащие усреднённые значения с некоторым весом
модулей непрерывности m-го порядка. Приводим одно утверждение, в кото-

ром появление весовой функции ϕ(t) :=
2

h2
(h − t), 0 ≤ t ≤ h в усреднённом

значении модуля непрерывностиm-го порядка от производной f (α)(t) являет-
ся неизбежным. Отметим, что указанный вес при решении задачи о точном
неравенстве Джексона-Стечкина сыграл ключевую роль в работе Фокарта,
Крякина и Шадрина.8

Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, α ∈ R+. Тогда для любого числа h,
удовлетворяющего условию 0 < h ≤ π/n, справедливо равенство

sup
f∈L(α)

2

2mnαEn−1(f) 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt

m/2
=

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

.

Основным результатам второго параграфа является
Теорема 1.2.2. Пусть α ∈ R+; m ∈ Z+; n ∈ N; 0 < p ≤ 2; ϕ(t) ≥ 0 –

произвольная суммируемая на отрезке [0, h] функция. Если при некотором
α ≥ 1, 1/α < p ≤ 2 при всех t ∈ [0, h] выполняется дифференциальное
неравенство

(αp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t) ≥ 0, (3)

то справедливо экстремальное равенство

sup
f∈L(α)

2

2mnαEn−1(f) h∫
0

ωpm(f (α), t)ϕ(t)dt

1/p
=


h∫

0

(
sin

nt

2

)mp
ϕ(t)dt


−1/p

. (4)

Отметим, что равенство (4) в разное время при различных значени-
8Foucart S., Kryakin Yu and Shadrin A. On the exact constant in the Jackson-Stechkin inequality for the

uniform metric // Constr. Approx. 2009. V.29. P. 157-179.
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ях указанных в нём параметров изучали Н.И.Черных9, Л.В.Тайков10,11,12,
А.А.Лигун13, Н. Айнуллоев14, В.В.Шалаев15, Х.Юссеф16, М.Ш.Шабозов17,
С.Б.Вакарчук18, М.Г.Есмаганбетов19, М.Ш.Шабозов, Г.А.Юсупов.20

Из теоремы 1.2.2 вытекает ряд следствий.
Следствие 1.2.1. Пусть ϕ(t) = sinγ(βt/h), 0 < β ≤ π, 0 < t ≤ h,

0 < h ≤ π/n, 0 ≤ γ ≤ αp− 1, 1/α < p ≤ 2, α ∈ R+, α ≥ 1. Тогда

sup
f∈L(α)

2

f (α) 6=const

2mnαEn−1(f) h∫
0

ωpm(f (α); t) sinγ(βt/h)dt

1/p
=

=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp
sinγ

(
βt

h

)
dt

−1/p . (5)

Равенство (5) ранее было получено М.Г.Есмаганбетовым19.
Следствие 1.2.2. Пусть ϕ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, 0 < p ≤ 2,

9Черных Н.И. О наилучшем приближении периодических функций тригонометрическими полиномами
в L2 // Мат. заметки. 1967. Т.2, №5. С. 513-522.

10Тайков Л.В. Неравенства, содержащие наилучшие приближения и модуль непрерывности функций из
L2 // Мат. заметки. 1976. Т.20, №3. С. 433-438.

11Тайков Л.В. Наилучшие приближения дифференцируемых функций в метрике пространства L2 //
Мат. заметки. 1977. Т.22, №4. С. 535-542.

12Тайков Л.В. Структурные и конструктивные характеристики функций из L2 // Мат. заметки. 1979.
Т.25, №2. С. 217-223.

13Лигун А.А. Некоторые неравенства между наилучшими приближениями и модулями непрерывности
в пространстве L2 // Мат. заметки. 1978. Т.24, №6. С. 785-792.

14Айнуллоев Н. О поперечниках дифференцируемых функций в L2 // Доклады АН ТаджССР. 1985.
Т.28, №6. С.309-313.

15Шалаев В.В. О поперечниках в L2 классов дифференцируемых функций, определяемых модулями
непрерывности высших порядков // Укр. матем. журнал. 1991. Т.43, №1. С.125-129.

16Юссеф Х. О наилучших приближениях функций и значениях поперечников классов функций в L2 //
Применение функционального анализа в теории приближений. Сб. научн. трудов. Калининский гос. ун-т,
Калинин. 1988. С.100-114.

17Шабозов М.Ш. Поперечники некоторых классов периодических дифференцируемых функций в про-
странстве L2[0, 2π] // Матем. заметки. 2010. Т.87, №4. С.616-623.

18Вакарчук С.Б. Неравенства типа Джексона и поперечники классов функций в L2 // Мат. заметки.
2006. Т.80, №1. С.11-19.

19Есмаганбетов М.Г. Поперечники классов из L2[0, 2π] и минимизация точных констант в неравенствах
типа Джексона // Мат. заметки. 1999. Т.65, №6. С.816-820.

20Шабозов М.Ш., Юсупов Г.А. Наилучшие полиномиальные приближения в L2 некоторых классов 2π-
периодических функций и точные значения их поперечников // Матем. заметки. 2011. Т.90, №5. С.764-775.
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α ∈ R+. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) 6=const

2mnα−1/pEn−1(f) h∫
0

ωpm(f (α); t)dt

1/p
=


nh∫
0

(
sin

t

2

)mp
dt


−1/p

. (6)

В частности, из (6) при h = π/n следует равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) 6=const

2m−2/p nα−1/pEn−1(f) π/n∫
0

ωpm(f (α); t)dt


1/p

= π−1/(2p)


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

,

где Γ(u) – известная гамма-функция Эйлера.
Равенство (6) при p = 2, α ∈ N было установлено Н.Айнуллоевым21.
Следствие 1.2.3. Пусть выполнены все условия следствие 1.2.2. Тогда

при p = 1/m, m ∈ N справедливо равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) 6=const

22mnα−mEn−1(f) h∫
0

ω1/m
m (f (α); t)dt

m =

(
1− cos

nh

2

)−m
.

Следствие 1.2.4. Пусть ϕ(t) ≡ t, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, 1/α < p ≤ 2,

α ∈ R+, α ≥ 1. Тогда справедливо равенство
21Айнуллоев Н. Наилучшее приближение некоторых классов дифференцируемых функций в L2 // При-

менение функционального анализа в теории приближений. Сборник научных трудов: Калининский госу-
ниверситет, 1986. С.3-10.
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sup
f∈L(α)

2

f (α) 6=const

2mnα−2/pEn−1(f) h∫
0

t ωpm(f (α); t)dt

1/p
=


nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp
dt


−1/p

.

В третьем параграфе первой главы доказывается неравенство Колмого-
рова для дробных производных и даются некоторые его применения.

Теорема 1.3.1. Пусть функция f ∈ L
(α)
2 , α ∈ R+ и пусть γ > 0 —

произвольное число, удовлетворяющее условию 0 < γ < α. Тогда имеет
место неравенство

‖f (γ)‖2 ≤ ‖f‖1−γ/α2 ‖f (α)‖γ/α2 .

Знак равенства здесь имеет место для функций вида f(t) = b cosn(t+ a).

Следствие 1.3.1. Для произвольной функции f ∈ L(α)
2 при 0 < γ < α,

α, γ ∈ R+ справедливо неравенство

En−1(f
(α−γ))L2

≤ (En−1(f))
γ/α
L2

(En−1(f
α))

1−γ/α
L2

. (7)

С использованием неравенства (7) легко доказывается
Теорема 1.3.2. Пусть m,n ∈ N; 0 < p ≤ 2; 0 < h ≤ π/n; γ, α ∈

R+; 0 < γ ≤ α, ϕ — неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не
эквивалентная нулю функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) 6=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ωpm(f (α), t)ϕ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp
ϕ(t)dt

−1/p (8)

а) если, в частности, m,n ∈ N, p = 1/m, 0 < h ≤ π/n, γ, α ∈ R+,

0 < γ ≤ α и ϕ(t) ≡ 1, то

sup
f∈L(α)

2

f (α) 6=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ω1/m
m (f (α), t)dt

m =

(
2

n
sin2 nh

4

)−m
;

б) если m,n ∈ N, p = 2/m, 0 < h ≤ π/n, γ, α ∈ R+, 0 < γ ≤ α и
ϕ(t) ≡ 1, то

10



sup
f∈L(α)

2

f (α) 6=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ω2/m
m (f (α), t)dt

m =

{
n

nh− sinnh

}m
. (9)

Следует отметить, что из равенства (8), в частности, вытекают резуль-
таты М.Ш.Шабозова17, М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова20 в случае α ≡ γ ∈ N
и с произвольным неотрицательным суммируемым весом ϕ(t), 0 ≤ t ≤ h (0 <

h ≤ π/n). Равенство (9) является обобщением результата С.Б.Вакарчука18,
ранее доказанном для множества функций f ∈ L(α)

2 , α ∈ N.
Четвёртый завершающий параграф первой главы посвящён вычислению

верхних граней наилучших полиномиальных приближений некоторых клас-
сов дифференцируемых в смысле Вейля функций в пространстве L2.

В экстремальных задачах теории приближения периодических функций
с заданным классом функций M = {f} ⊂ L2 часто связывают следующие
его характеристики аппроксимации:

En−1(M)L2
:= E(M; T2n−1) = sup

f∈M
inf

Tn−1∈T2n−1
‖f − Tn−1‖L2

(10)

— наилучшее приближение класса M множеством T2n−1 тригонометрических
полиномов Tn−1 порядка n− 1;

γ2n−1(M)L2
= sup

{
‖f‖L2

: f ∈M⊥
n

}
, (11)

где M⊥
n — множество функций f ∈M таких, что

2π∫
0

f(t)

{
sin kx
cos kx

}
dt = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Кроме величин (10) и (11), часто будет полезным отыскание величины

En−1(M)L2
= inf

A∈Ln

sup
f∈M
‖f − Af‖L2

, (12)

где Ln – совокупность всех линейных операторов, переводящих функции f ∈
L2 в тригонометрические полиномы порядка n− 1.

Из приведённых выше аппроксимационных величин сразу следует, что

En−1(M)L2
≤ γn−1(M)L2

≤ En−1(M).

Задача состоит в отыскании значения величин (10) – (12) для некото-
рых классов функций, естественно возникающих из утверждения теорем и
их следствий в предыдущем параграфе 1.2.
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Пусть Φ(t), 0 ≤ t < ∞ — непрерывная неубывающая положительная
функция такая, что Φ(0) = 0. Для r ∈ Z+, m ∈ N, 0 < p ≤ 2, α > 0 и
0 < h ≤ 2π. Введём в рассмотрение следующие классы функций:

W (α)
m,p(h,Φ) =

f ∈ L(α)
2 :

1

h

h∫
0

ωpm(f (α), t)L2
dt

1/p

≤ Φ(h)

 ,

W̃ (α)
m,p(h,Φ) =

f ∈ L(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

tωpm(f (α), t)L2
dt

1/p

≤ Φ(h)

 ,

W̄ (α)
m (h,Φ) =

f ∈ L(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)L2

dt

m/2

≤ Φ(h)

 .

При Φ(h) ≡ 1 соответствующие классы обозначимW (α)
m,p(h), W̃

(α)
m,p(h), W̄

(α)
m (h).

В данном параграфе вычислены точные значения величин (10) – (12) и дока-
зано их совпадение. В частности, например, для класса W̃ (α)

m,p(h,Φ) справед-
лива следующая

Теорема 1.4.1 Пусть m,n ∈ N, α > 0 и 1/α < p ≤ 2. Тогда при любом
h ∈ (0, π/n] справедливы равенства

En−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= γn−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

=

= En−1
(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= 2−mn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp
dt

−1/p Φ(h) =

= 2−m−2/pn−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

t sinmp tdt


−1/p

Φ(h),

В конце параграфа рассматривается вопрос вычисления точных верхних гра-
ней модулей коэффициентов Фурье. Из утверждения теоремы 1.4.1 получаем

Следствие 1.4.2 Если выполнены все условия теоремы 1.4.1, то для
любого n ∈ N имеют место равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}

=

12



= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}

=

= 2−m+1/pn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp
dt

−1/p Φ(h), (13)

где an(f) и bn(f) — соответственно косинус- и синус-коэффициенты Фурье
функции f. В частности, при h = π/n из (13) вытекает равенство

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,1/m(π/n,Φ)
}

=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,1/m(π/n,Φ)
}

=

(
π

2
√

2

)m
Φ
(π
n

)
.

Вторая глава диссертационной работы посвящена отысканию точных
значений n-поперечников некоторых классов функций, принадлежащих L2.

В первом параграфе второй главы приводятся необходимые определе-
ния и факты, нужные для изложения дальнейших результатов. Пусть X –
банахово пространство, S – единичный шар в нём, M – некоторое выпуклое
центрально-симметричное подмножество в X, Ln ⊂ X – n-мерное линейное
подпространство, Ln ⊂ X – подпространство коразмерности n, Λ : X → Ln
– линейный непрерывный оператор, отображающий X в Ln, Λ⊥ : X → Ln
– непрерывный оператор линейного проектирования X на подпространство
Ln. Приближение фиксированного множества M ⊂ X фиксированным под-
пространством Ln этого же пространства X определяется соотношением

E(M, Ln)X
def
= sup

{
inf
{
‖f − ϕ‖X : ϕ ∈ Ln

}
: f ∈M

}
.

Величина

E(M, Ln)X
def
= inf

{
sup

{
‖f − Λ(f)‖X : f ∈M

}
: ΛX ⊂ Ln

}
характеризует наилучшее линейное приближение множества M элементами
подпространства Ln ⊂ X. Величины

bn(M, X) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Ln+1 ⊂M} : Ln+1 ⊂ X} ,

dn(M, X) = inf {E(M, Ln) : Ln ⊂ X} ,

dn(M, X) = inf {sup {‖f‖X : f ∈M ∩ Ln} : Ln ⊂ X} ,

δn(M, X) = inf {E(M, Ln)X : Ln ⊂ X} ,
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Πn(M, X) = inf
{
E⊥(M, Ln)X : Ln ⊂ X

}
называют соответсвенно бернштейновским, колмогоровским, гельфандов-
ским, линейным и проекционным n-поперечниками.

Во втором параграфе второй главы рассматривается задача об отыска-
нии точной константы в обобщённом неравенсве Джексона – Стечкина.

Пусть ϕ(t) – неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] функция.
ЧерезWm(f (α);ϕ;h)p, гдеm ∈ N, α, p ∈ R+, 0 < h ≤ π, обозначим среднее в p-
ой степени значение модуля непрерывности ωm(f (α); t) порядка m от дробной
производной f (α)(x) с неотрицательным суммируемым весом ϕ(t) :

Wm(f (α);ϕ, h)p =

 h∫
0

ωpm(f (α); t)ϕ(t)dt

1/p h∫
0

ϕ(t)dt

−1/p . (14)

При решении экстремальных задач теории аппроксимации в простран-
стве L2, связанных с нахождением точных констант в неравенствах типа
Джексона – Стечкина

En−1(f) ≤ χn−αωm(f (α), t/n), t > 0, f ∈ L(α)
2 , m ∈ N, α ∈ R+, (15)

многими математиками в разное время рассматривались различные экстре-
мальные характеристики, способствовавшие уточнению оценок сверху кон-
стант χ. В связи с отысканием точной константы в неравенстве Джексона
– Стечкина (15), для оценки экстремальных аппроксимационных характери-
стик и выявления структурных величин наилучших приближений En−1(f)

периодических функций f в L2, функционал (14) более естественен. Таким
образом, осреднённый в p-й степени модуль непрерывностиm-го порядка (14)
является наиболее общим функционалом при отыскании точной константы в
неравенстве Джексона – Стечкина (15).

Пусть L(α)
2 (m, p, h;ϕ) – множество функций f ∈ L

(α)
2 , для которых вы-

полняется неравенство Wm(f (α);ϕ, h)p ≤ 1. Для произвольной суммируемой
весовой функции ϕ(t) ≥ 0, 0 < t ≤ h из (14) вытекает неравенство

Cωm(f (α);h) ≤ Wm(f (α);ϕ, h)p ≤ ω(f (α);h), (16)

где C = C(m,α, p, h) – положительная константа, зависящая только от зна-
чений указанных в скобке параметров. Отыскание наименьшей константы в
неравенстве (15) равносильно задаче вычисления точной верхней грани

χm,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2, TN

)
= sup

{
E(f, TN)

Wm(f (α);ϕ, h)p
: f ∈ L(α)

2

}
. (17)
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Приведём решение задачи о минимизации величины (17) по всем подпро-
странствам TN размерности N, то есть вычислим значения инфимума вели-
чины (17) относительно всего множества приближающихся подпространств
TN ⊂ L2 размерности N :

χN,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= inf

{
χm,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2, TN

)
: TN ⊂ L2

}
=

= inf

{
sup

{
E(f, TN)

Wm(f (α);ϕ, h)p
: f ∈ L(α)

2

}
: TN ⊂ L2

}
.

Положим также

EN−1

(
L
(α)
2 (m, p, h, ϕ), L2

)
= sup

{
‖f − SN−1(f)‖ : f ∈ L(α)

2 (m, p, h;ϕ)
}
.

Основным результатом данного параграфа является следующая
Теорема 2.2.2 Пусть весовая функция ϕ, заданная на отрезке [0, h],

является неотрицательной и непрерывно дифференцируемой. Если при
некоторых α ≥ 1, 1/α ≤ p ≤ 2 и любых t ∈ [0, h] выполнено неравенство

(αp− 1)ϕ(t)− ϕ′(t) ≥ 0,

то при всех m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливы равенства

χ2n,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= χ2n−1,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= En

(
L
(α)
2 (m, p, h;ϕ), L2

)
=

= λ2n

(
L
(α)
2 (m, p, h;ϕ), L2

)
= λ2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;ϕ), L2

)
=

=
1

nα


h∫

0

ϕ(t)dt


1/p

h∫
0

(
2 sin

nt

2

)mp
ϕ(t)dt


−1/p

,

где λn(·) – любой из вышеперечисленных n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
δn(·) и Πn(·). Все n-поперечники реализуются частными суммами Фурье
Sn−1(f ; t).

В третьем параграфе второй главы приведено решение задачи (17) для
класса функций W̃

(α)
p,hH

ωm. Пусть W (α)
p,hH

ωm
ϕ := W

(α)
p Hωm(ϕ;h) – множество

функций f ∈ L
(α)
2 таких, что для произвольной неотрицательной весовой

функции ϕ(t) (0 ≤ t ≤ h, 0 < h ≤ π/n) выполнялось условие

Wm(f (α);ϕ, h)p =

 h∫
0

ωpm(f (α); t)ϕ(t)dt

1/p h∫
0

ϕ(t)dt

−1/p ≤
15



≤ ωm(f (α);h) ≤ ω(h),

где ω(t) – заданный модуль непрерывности, то есть неотрицательная неубы-
вающая полуаддитивная на [0, π] функция такая, что ω(0) = 0.

Заметим, что неравенство (16) указывает на то, что введенный выше
класс W (α)

p,hH
ωm
ϕ отличается от класса

W̃
(α)
p,hH

ωm
ϕ =

{
f ∈ L(α)

2 : ωm(f (α);h) ≤ ω(h)
}

только на некоторое постоянное число. Одним из основных результатов тре-
тьего параграфа второй главы является

Теорема 2.3.1 Пусть m ∈ N, α ∈ R+, 1/α < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n,

N = 2n− 1 или N = 2n. Тогда справедливы равенства

λ2n−1

(
W̃

(α)
p,hH

ωm
ϕ ;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
p,hH

ωm
ϕ ;L2

)
=

= En−1

(
W̃

(α)
p,hH

ωm;L2

)
=

1

2mnα



h∫
0

ϕ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp
ϕ(t)dt



1/p

ω(h),

где λn(·) – любой из n-поперечников Бернштейна, bn(·), Гельфанда dn(·), Кол-
могорова dn(·), линейного δn(·), проекционного Πn(·).

Имеет место также следующая теорема, обобщающая теорему 2.3.1.
Теорема 2.3.2. Пусть m ∈ N, α ∈ R+, 1/α < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n и

выполняется дифференциальное неравенство (3). Тогда справедливы равен-
ства

χ2n−1,m,p,α,h(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,p,α,h(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W̃

(α)
p,hH

ωm
ϕ ;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
p,hH

ωm
ϕ , L2

)
,

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников.
Следствие 2.3.2. Пусть m ≥ 1, α ∈ R+, p = 2/m, 0 < h ≤ π/n,N =

2n− 1 или N = 2n, ϕ∗∗ = sinnt, 0 ≤ t ≤ h. Тогда справедливы равенства

χ2n−1,m,2/m,α,h(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,h(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,hHϕ∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,hHϕ∗∗;L2

)
=
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=

(
2 sin

nh

2

)−m/2
1

nα
ω
(π
n

)
. (18)

В частности, из (18) при h = π/n имеем:

χ2n−1,m,2/m,α,π/n(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,π/n(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,π/nHϕ∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,π/nHϕ∗∗;L2

)
=

=

(
1√
2

)m
· 1

nα
· ω
(π
n

)
.

В четвёртом параграфе второй главы рассматривается экстремальная за-
дача отыскания точных значений n-поперечников классов функций W̄ (α)

m (h),

W
(α)
m,p(h), W̃

(α)
m,p(h). Приводим полученный результат для класса W̃ (α)

m,p(h).

Теорема 2.4.1. Пусть m ∈ N, α ∈ R+, 1/α < p ≤ 2 и для числа
h выполнено условие 0 < nh ≤ π. Тогда при любом n ∈ N справедливы
равенства

λ2n−1

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
= λ2n

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
=

= 2−m−2/p n−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

(sin t)mpdt


−1/p

,

где λn(·) – любой из поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·), Πn(·).

Пользуясь случаем, автор выражает искреннюю благодарность своему
научному руководителю академику АН РТ М.Ш.Шабозову за постановку
задач и постоянное внимание при работе над диссертацией.
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