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Введение

Теория приближения функций – одна из наиболее интенсивно развиваю-

щихся областей современной математики. Особое место в теории приближе-

ния занимают экстремальные задачи оптимизационного содержания. Наибо-

лее существенные результаты окончательного характера в этом направлении

получены в задачах наилучшего полиномиального приближения дифферен-

цируемых периодических функций.

Хорошо известно, что основным объектом теории приближения функций

являются задачи, связанные с необходимостью заменить сложные функции

линейными суммами конечного числа более простых функций, так чтобы

возникающая при этом погрешность была наименьшей. Если о функции нам

известны лишь некоторые общие свойства, то целесообразно рассматривать

задачу приближения класса таких функций. Как правило, при приближении

классов функций предпочтение отдавалось алгебраическим или тригономет-

рическим полиномам.

В 1936 году А.Н.Колмогоров сформулировал задачу о поперечниках, в

которой впервые выбор аппарата приближения был поставлен в зависимость

от цели приближения. С этого времени задача приближения классов функций

подвергалась изучению с новой точки зрения. Следует отметить, что вопро-

сы наилучшего равномерного приближения периодических дифференцируе-

мых функций рассматривались А.Н.Колмогоровым [18], Ж.Фаваром [48,49],

Н.И.Ахиезером и М.Г.Крейном [3], С.М.Никольским [28,29], С.Б.Стечкиным

[34], Н.П.Корнейчуком [20,21], Б.Надом [27], А.В.Ефимовым [16], Н.И.Черных

[51, 52], В.П.Моторным [26], Л.В.Тайковым [37, 39], В.И.Ивановым [17],

С.Б.Вакарчуком [6–11], М.Ш.Шабозовым [54,55] и многими другими.

Вопросами наилучшего равномерного приближения периодических диф-

ференцируемых в смысле Вейля функций в разное время занимались

B.Nagy [27], В.К.Дзядык [13, 14], С.Б.Стечкин [34], Сунь Юн-шен [36],

С.А.Теляковский [40], В.Н.Малоземов [24] и другие.

В данной работе рассматриваются экстремальные задачи на конкретных

классах функций периодических дифференцируемых в смысле Вейля функ-
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ций, принадлежащих гильбертову пространству L2 := L2[0, 2π]. Специфика

гильбертова пространства обеспечивает возможность получить более полные

результаты по сравнению с другими банаховыми пространствами.

Приводим краткое содержание диссертационной работы.

В первом параграфе первой главы приводятся необходимые обозначения

и определения, нужные для дальнейшего, а также излагаются история вопро-

са и известные результаты. Всюду далее, мы придерживаемся следующими

обозначениями: R – множество всех действительных чисел; R+ – множество

положительных чисел, N – множество натуральных чисел; Z+ := N ∪ {0}.
Через Lp := Lp[0, 2π], 1 ≤ p ≤ ∞ обозначим множество 2π-периодичес-

ких суммируемых в p-й степени функций f с конечной нормой

∥f∥p := ∥f∥Lp[0,2π] =



1

π

2π∫
0

|f(x)|p dx

1/p

< ∞, если 1 ≤ p < ∞

ess sup {|f(x)| : 0 ≤ x ≤ 2π} < ∞, если p = ∞.

Через L2 := L2[0, 2π] обозначим множество 2π-периодических суммируе-

мых с квадратом в смысле Лебега действительных функций f(x) с конечной

нормой

∥f∥ := ∥f∥L2
=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2 dx

1/2

< ∞.

Под L
(r)
2 := L

(r)
2 [0, 2π] (r ∈ Z+, L

(0)
2 ≡ L2) будем понимать множество

2π-периодических функций f ∈ L2, у которых производные (r − 1)-го по-

рядка f (r−1) (r ∈ N) абсолютно непрерывны, а производные r-го порядка

f (r) принадлежат пространству L2. Множество всевозможных тригонометри-

ческих полиномов Tn−1(x) =
α0

2
+

n−1∑
k=0

(αk cos kx+ βk sin kx) порядка n − 1

обозначим T2n−1. Известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей

разложение в ряд Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) , (0.0.1)
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величина её наилучшего приближения в метрике L2 подпространством T2n−1

равна

En−1(f) := inf {∥f − Tn−1∥ : Tn−1 ∈ T2n−1} =

= ∥f − Sn−1(f)∥ =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

,

где

Sn−1(f, x) :=
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

– n-я частная сумма ряда Фурье функции f ∈ L2, ρ
2
k(f) = a2k(f) + b2k(f).

В соответствии с введёнными обозначениями, всюду далее под L
(α)
2 (α ∈

R+) будем понимать множество функций f ∈ L2, у которых существует про-

изводная в смысле Вейля f (α) ∈ L2, определяемая равенством [40]

f (α)(x) ∼
∞∑
k=1

kα
(
ak(f) cos

(
kx+

απ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

απ

2

))
. (0.0.2)

Пусть W (α) := W (α)[0, 2π] – класс непрерывных 2π-периодических функ-

ций f(x), имеющих α-ю производную в смысле Вейля, удовлетворя-

ющую условию ess sup
{
|f (α)(x)| : 0 ≤ x ≤ 2π

}
≤ 1, а W̃ (α) (α >

0) – класс непрерывных 2π-периодических функций f(x), для которых

ess sup
{
|f̃ (α)(x)| : 0 ≤ x ≤ 2π

}
≤ 1, где

f̃(x) ∼
∞∑
k=1

(−ak(f) sin kx+ bk(f) cos kx)

– функция, тригонометрически сопряжённая с f(x).

Хорошо известно [34], что функция f(x) ∈ W (α) в том и только том

случае, если она представляется в виде

f(x) =
a0
2
+

1

π

2π∫
0

Kα(t− x)φ(t)dt,

где

Kα(t) =
∞∑
k=1

k−α cos
(
kt− απ

2

)
,

5



а функция φ(t) удовлетворяет условиям

ess sup {|φ(t)| : 0 ≤ t ≤ 2π} ≤ 1,

2π∫
0

φ(t)dt = 0.

Аналогичным образом будем говорить, что f(x) принадлежит классу W̃ (α),

если она представляется в виде

f(x) =
1

π

2π∫
0

K̃α(t− x)φ(t)dt,

где

K̃α(t) =
∞∑
k=1

k−α sin
(
kt− απ

2

)
,

ess sup {|φ(t)| : 0 ≤ t ≤ 2π} ≤ 1,

2π∫
0

φ(t)dt = 0.

Задача о нахождение точного значения величины

En−1(W
(α))C[0,2π] = sup

{
En−1(f)C : f ∈ W (α)

}
, (0.0.3)

где

En−1(f)C = inf
{
∥f − Tn−1∥C[0,2π] : Tn−1 ∈ T2n−1

}
впервые рассматривалась Ж.Фаваром в 1936 г. при целом α ∈ N. Ж.Фавар

[48,49] доказал, что

En−1(W
(α))C[0,2π] = sup

{
∥f∥C : f ∈ W (α), f ⊥ Tn−1

}
=

4Kα

πnα

(n = 1, 2, 3, . . . , α = 1, 2, 3, . . .),

где f ⊥ Tn−1 означает, что

2π∫
0

f(t)

{
sin kx
cos kx

}
dt = 0 (k = 0, 1, 2, . . . , n− 1),
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а константа Kα определяется равенством

Kα =
∞∑
ν=0

(−1)ν(α−1)

(2ν + 1)α+1
,

причём при целых α нетрудно подсчитать, что

K0 = 1, K1 = π/2, K2 = π2/8, K3 = π3/24, . . .

1 = K0 < K2 < · · · < 4/π < · · · K3 < K1 = π/2.

Ж.Фаваром [49] и независимо от него Н.И.Ахиезером и М.Г.Крейном [3]

было также найдено точное значение величины

En−1(W̃ )(α))C[0,2π] = sup
{
En−1(f)C : f ∈ W̃ (α)

}
(0.0.4)

при целом α. Эти исследования были продолжены Б.Надем [27],

С.М.Никольским [28,29], В.К.Дзядыком [13,14], С.Б.Стечкиным [33–35], Сунь

Юн-шеном [36], С.А.Теляковским [40], В.Н.Молоземовым [24,25] и др. Первый

результат, относящийся к задаче (0.0.3) при дробном α (0 < α < 1) принад-

лежит В.К.Дзядыку [13], который доказал, что если f ∈ W (α) (0 < α < 1),

то

En−1(W
(α))C[0,1] = sup

{
∥f∥C[0,2π] : f ∈ W (α), f ⊥ Tn−1

}
=

=
1

π
En−1(Kα)L =

4

π
· Kα

nα
,

где

En−1(Kα)L = inf
Tn−1∈T2n−1

2π∫
0

|Kα(t)− Tn−1(t)|dt,

а константа

Kα = sin
πα

2

∞∑
ν=0

1

(2ν + 1)α+1
(0 < α < 1).

Объединяя оба случая (0.0.3) и (0.0.4), С.Б.Стечкин [34] ввел в рассмотрение
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класс W (r)(α) всех непрерывных периодических функций f, представимых в

виде

f(x) =
a0
2
+

1

π

2π∫
0

K(t− x)φ(t)dt,

где

K(t) =
∞∑
k=1

k−r cos
(
kt− πα

2

)
,

r > 0, α – любое вещественное число, а φ(t) – существенно ограниченная

измеримая функция, удовлетворяющая тем же самым условиям:

ess sup {|φ(t)| : 0 ≤ t ≤ 2π} ≤ 1,

2π∫
0

φ(t)dt = 0.

Легко видеть, что W (r)(r) = W (r), а W (r)(r + 1) = W̃ (r).

Рассматривая случай 0 < r ≤ α ≤ 2 − r, где 0 < r < 1, С.Б.Стечкин

доказал, что

En−1(W
(r)(α))C[0,2π] = sup

{
En−1(f)C[0,2π] : f ∈ W (r)(α)

}
=

= sup
{
∥f∥C[0,2π] : f ∈ W (r)(α), f ⊥ Tn−1

}
=

1

π
En−1(K)L =

=
4

π
· Kr,α

nr
(n = 1, 2, 3, . . . ; 0 < r < 1, 0 < r ≤ α ≤ 2− r),

где

Kr,α = sin
πα

2
·

∞∑
ν=0

1

(2ν + 1)r+1
.

Некоторые точные результаты наилучших приближений дифференциру-

емых в смысле Вейля периодических функций тригонометрическими поли-

номами Tn−1 ∈ T2n−1 в пространстве L2 получены М.Г.Есмаганбетовым [15].

Воспользуясь соотношением (0.0.2), при помощи равенства Парсеваля в силу
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свойств ортогональности тригонометрической системы легко получить равен-

ство [15]

En−1(f
(α)) := E(f (α); T2n−1) =

= inf
{∥∥∥f (α) − Tn−1

∥∥∥ : Tn−1 ∈ T2n−1

}
=

= ∥f (α) − Sn−1(f
(α))∥ =

( ∞∑
k=n

k2αρ2k(f)

)1/2

, (0.0.5)

где α ∈ R+ и ρ2k(f) = a2k(f)+b2k(f), k ≥ n. При изучении экстремальных задач

теории полиномиальной аппроксимации функций f ∈ L2 на протяжении всей

диссертации результат (0.0.5) является нашим основным инструментом.

Всюду далее для характеризации структурных свойств функции f ∈ L2,

мы пользуемся понятием модуля непрерывности порядка m. Равенством

ωm(f ; t) := sup
{
∥∆m

h f(·)∥ : |h| ≤ t
}
, (0.0.6)

где

∆m
h f(x) =

m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

– конечная разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h, определим

модуль непрерывности порядка m функции f ∈ L2. Воспользуясь разложени-

ем (0.0.1) и равенством Парсеваля, легко доказать, что для нормы разности

порядка m справедливо равенство

∥∆m
h f(·)∥

2 :=

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
f(·+ (m− k)h)

∥∥∥∥∥
2

=

=
∞∑
k=1

ρ2k(f)

(
2 sin

kh

2

)2m

= 2m
∞∑
k=1

ρ2k(f)(1− cos kh)m.

Отсюда, учитывая определение (0.0.6) модуля непрерывности, получаем

ω2
m(f ; t) = sup

{
∥∆m

h f(·)∥2 : |h| ≤ t
}
=
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= 2m sup

{ ∞∑
k=1

ρ2k(f)(1− cos kh)m : |h| ≤ t

}
.

Во втором параграфе первой главы решена задача о нахождении точных

неравенств типа Джексона – Стечкина между наилучшими приближениями

периодических дифференцируемых в смысле Вейля функций тригономет-

рическими полиномами посредством модулей непрерывности m-го порядка

ωm(f
(α); t) в пространстве Гильберта L2 и даны некоторые её приложения.

Напомним, что под неравенствами Джексона – Стечкина в пространстве

L2 понимают соотношения вида

En−1(f) ≤ χn−rωm

(
f (r),

γ

n

)
L2

, f ∈ L
(r)
2 , r ∈ Z+, γ > 0,

в которых погрешность приближения индивидуальной функции f оценивает-

ся через модуль непрерывности m-го порядка самой приближаемой функции

или некоторой её производной, а константа χ зависит от r и m, но не зависит

от n и функции f. Исследуя задачу отыскания точных значений константы

χ в неравенстве Джексона – Стечкина, Н.И.Черных [51] отметил, что для ха-

рактеристики величины наилучшего приближения En−1(f) более естествен-

ным является не джексоновский функционал ωm(f
(r); π/n)2, а функционал

Φm(f
(r);π/n) =

n

2

π/n∫
0

ω2
m(f

(r), t) sinntdt


1/2

,

поскольку для этого функционала выполняется соотношение

Φm(f
(r); π/n) =

n

2

π/n∫
0

ω2
m(f

(r), t) sinntdt


1/2

≤

≤

n

2
· ω2

m(f
(r);π/n) ·

π/n∫
0

sinntdt


1/2

=

=

{
n

2
· ω2

m(f
(r);π/n) · 2

n

}1/2

= ωm(f
(r); π/n).
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Таким образом, функционал Φm(f
(r); π/n) предпочтительнее джексонов-

ского функционала ωm(f
(r); π/n). Поэтому с целью оптимизации констант в

неравенствах Джексона – Стечкина, как правило, вводят в рассмотрение раз-

личные аппроксимационные характеристики, содержащие усреднённые зна-

чения с некоторым весом модулей непрерывности m-го порядка. Докажем

одно утверждение, в котором появление весовой функции φ(t) :=
2

h2
(h − t),

0 ≤ t ≤ h в усреднённом значении модуля непрерывности m-го порядка от

производной f (α)(t) является неизбежным.

Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, α ∈ R+. Тогда для любого числа h,

удовлетворяющего условию 0 < h ≤ π/n, справедливо равенство

sup
f∈L(α)

2

2mnαEn−1(f) 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt

m/2
=

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

.

Основным результатом второго параграфа является

Теорема 1.2.2. Пусть α ∈ R+; m,n ∈ N; 0 < p ≤ 2; φ(t) ≥ 0 – про-

извольная суммируемая на отрезке [0, h] (0 < h ≤ π/n) функция. Если при

некотором α ≥ 1, 1/α < p ≤ 2 при всех t ∈ [0, h] выполняется дифференци-

альное неравенство

(αp− 1)φ(t)− tφ
′
(t) ≥ 0, (0.0.7)

то справедливо экстремальное равенство

sup
f∈L(α)

2

2mnαEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

1/p
=


h∫

0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

. (0.0.8)

Существует функция f0(x) ∈ L
(α)
2 , f

(α)
0 (x) ̸= const, которая реализует

верхнюю грань в (0.0.8).

Отметим, что равенство (0.0.8) в разное время при различных значениях

указанных в нём параметров изучали многие математики, наиболее важные

результаты которых перечислим в следующем порядке:
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1) Н.И.Черных [51]:

а) при m = 1, p = 2, α ∈ N, h = π/n, n ∈ N, φ(t) = sinnt;

б) m ∈ N, n ∈ N, p = 2, α = 0, h = π/(2n), φ(t) = sin(nt/2) + (sinnt)/2;

2) Л.В.Тайков [37–39]:

а) m = 1, n ∈ N, r ∈ Z+, p = 2, φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ π/(2n);

б) m = 1, n ∈ N, α ∈ Z+, p = 1, h = π/n, φ(t) ≡ 1,

в) m,n ∈ N, r ∈ Z+, p = 2, φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ π/n;

3) А.А. Лигун [23]:

а) m,n ∈ N, α ∈ Z+, p = 2, φ(t) ≥ 0, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n;

4) Н. Айнуллоев [1]: φ(t) = sinγ βt; 0 ≤ t ≤ h; 0 ≤ γ ≤ 2r − 1, α ∈ N, β > 0,

0 < βh ≤ π; p = 2;

4) В.В. Шалаев [57]: φ(t) = sinnt, m, n ∈ N, α ∈ Z+, p = 2/m, 0 < t ≤ π/n;

5) Х. Юссеф [58]: m = 1, n ∈ N, α ∈ Z+, p = 2, φ(t) = sin(πt/h); 0 < t ≤ h;

0 < h ≤ π/n;

6) М.Ш. Шабозов [54]: m,n ∈ N, α ∈ Z+; 0 < p ≤ 2; φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ h;

0 < h ≤ π/n;

7) М.Ш. Шабозов, О.Ш. Шабозов [53]:

φ(t) = sinγ(πt/h), α,m, n ∈ N, 1/α < p ≤ 2, 0 < γ ≤ αp− 1;

8) С.Б. Вакарчук [8]: m,n ∈ N, α ∈ Z+, p = 2/m, φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ π/(2n);

9) М.Г. Есмаганбетов [15]: m ∈ Z+, n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < β ≤ π;

0 < γ ≤ αp− 1; φ(t) = sinγ(βt/δ), 0 < t ≤ π/n;

10) М.Ш. Шабозов, Г.А. Юсупов [55]: α,m, n ∈ N, 1/α < p ≤ 2, φ(t) ≥ 0,

0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n.

Из доказанной теоремы 1.2.2 вытекает ряд следствий.

Следствие 1.2.1. Пусть φ(t) = sinγ(βt/h), 0 < β ≤ π, 0 < t ≤ h,

0 < h ≤ π/n, 0 ≤ γ ≤ αp − 1, 1/α < p ≤ 2, α ∈ R+, α ≥ 1. Тогда имеет

место соотношение

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnαEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α); t) sinγ(βt/h)dt

1/p
=

12



=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
(
βt

h

)
dt

−1/p

. (0.0.9)

Равенство (0.0.9) ранее другим путём получено в работе [15].

Следствие 1.2.2. Пусть φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, 0 < p ≤ 2,

α ∈ R+. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnα−1/pEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α); t)dt

1/p
=


nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

dt


−1/p

. (0.0.10)

В частности, из (0.0.10) при h = π/n следует равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnα−1/pEn−1(f) π/n∫
0

ωp
m(f

(α); t)dt


1/p

=


π∫

0

(
sin

t

2

)mp

dt


−1/p

=

=
1

p
√
4
√
π


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

,

где Γ(u) – известная гамма-функция Эйлера.

Отметим, что равенство (0.0.10) при целых α ранее получено в работе

М.Ш.Шабозова [54]. Указанное равенство при p = 2, α ∈ N ещё ранее было

установлено Н.Айнуллоевым [2].

Следствие 1.2.3. Пусть выполнены все условия следствия 1.2.2. Тогда

при p = 1/m справедливо равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

22mnα−mEn−1(f) h∫
0

ω1/m
m (f (α); t)dt

m =

(
1− cos

nh

2

)−m

.
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Из этого равенства, в частности при h = π/n, имеем

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nα−mEn−1(f) π/n∫
0

ω1/m
m (f (α); t)dt


m =

1

4m
.

Следствие 1.2.4. Пусть φ(t) ≡ t, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, 0 < p ≤ 2,

α ∈ R+. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnα−2/pEn−1(f) h∫
0

t ωp
m(f

(α); t)dt

1/p
=


nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt


−1/p

.

Отсюда, в частности полагая h = π/n, p = 1/m, m ∈ N, получаем

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nα−2mEn−1(f) π/n∫
0

t ω1/m
m (f (α); t)dt


m =

1

8m
.

В третьем параграфе первой главы доказывается неравенство Колмого-

рова для дробных производных и даю̈тся некоторые его применения.

В 1939 г. А.Н.Колмогоров [19] сформулировал и решил следующую за-

дачу: даны положительные числа A0 и Ar, требуется найти точную верхнюю

грань норм ∥f (k)∥C(1 ≤ k ≤ r−1) по всем функциям f ∈ L(r)(−∞,+∞), для

которых выполняются неравенства

∥f∥C := ∥f∥C(−∞,+∞) ≤ A0, ∥f (r)∥∞ := ∥f (r)∥L∞(−∞,+∞) ≤ Ar

Решение сформулированной задачи даёт

Теорема Колмогорова [19]. Для любой функции f ∈ L(r)(−∞,+∞)

(r = 2, 3, . . .), у которой норма ∥f∥C конечна, при каждом k = 1, 2, . . . , r−1

выполняется неравенство

∥f (k)∥C ≤ Cr,k∥f∥1−k/r
C ∥f (r)∥k/r∞ , (0.0.11)
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где

Crk = Kr−k/K
1−k/r
r , Km =

4

π

∞∑
ν=1

(−1)ν(m+1)

(2ν + 1)m+1

– константы Фавара. Неравенство (0.0.11) обращается в равенство для

функции

f(t) = γ · 4

πλr

∞∑
ν=0

sin [(2ν + 1)λ(t+ a)− πr/2]

(2ν + 1)r+1
,

где a, γ – любые числа, а λ – любое положительное число.

В пространстве L(r)
1 (−∞,+∞) (r = 2, 3, . . .) неулучшаемый аналог нера-

венства (0.0.11) доказал Е.М.Стейн [31]

∥f (k)∥L1[0,2π] ≤ Cr,k∥f∥1−k/r
L1[0,2π]

∥f (r)∥k/rL1[0,2π]
,

k = 1, 2..., r − 1, где Crk определена в (0.0.11), Cr,k = Kr−k/K
1−k/r
r .

В диссертационной работе аналогичное неравенство доказано для про-

извольной функции f ∈ L
(α)
2 , α ∈ R+, с точной константой Cαk ≡ 1.

Теорема 1.3.1. Пусть функция f ∈ L
(α)
2 , α ∈ R+ и пусть γ > 0 –

произвольное число, удовлетворяющее условию 0 < γ < α.

Тогда имеет место неравенство

∥f (γ)∥2 ≤ ∥f∥1−γ/α
2 ∥f (α)∥γ/α2 . (0.0.12)

Знак равенства здесь имеет место для функций вида f(t) = b cosn(t+ a).

Непосредственным вычислением проверяется, что для функции

f(t) = b cosn(t+ a), n ∈ N, a, b ∈ R

в (0.0.12) имеет место знак равенства. Из теоремы 1.3.1 вытекает

Следствие 1.3.1. Для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 при 0 < γ < α,

α, γ ∈ R+ справедливо неравенство

En−1(f
(γ))L2

≤ (En−1(f))
1−γ/α
L2

(
En−1(f

(α))
)γ/α
L2

. (0.0.13)

Дадим некоторые применения доказанных неравенств (0.0.12) и (0.0.13).

Так как для функции f ∈ L
(α)
2 (α ∈ R+) все дробные производные f (γ)
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(0 < γ ≤ α) или f (α−γ)(0 < γ ≤ α) принадлежать согласно неравенству

(0.0.13) пространству L2, то представляет несомненный интерес изучение по-

ведения величины En−1(f
(α−γ)) на классе L

(α)
2 . Заметим, что если в неравен-

стве (0.0.13) число γ поменять на α− γ, то мы получим

En−1(f
(α−γ))L2

≤ (En−1(f))
γ/α
L2

(En−1(f
α))

1−γ/α
L2

(0.0.13)
′

С использованием неравенства (0.0.13)
′ легко доказывается

Теорема 1.3.2. Пусть m,n ∈ N; 0 < p ≤ 2; 0 < h ≤ π/n; γ, α ∈
R+; 0 < γ ≤ α, φ – неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не

эквивалентная нулю функция. Тогда имеют место равенства

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

(0.0.14)

а) если, в частности, m,n ∈ N, p = 1/m, 0 < h ≤ π/n, γ, α ∈ R+,

0 < γ ≤ α и φ(t) ≡ 1, то

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ω1/m
m (f (α), t)dt

m =

(
2

n
sin2

nh

4

)−m

. (0.0.15)

В частности,

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγ−mEn−1(f
(α−γ)) π/n∫

0

ω1/m
m (f (α), t)dt


m = 1;

б) если m,n ∈ N, p = 2/m, 0 < h ≤ π/n, γ, α ∈ R+, 0 < γ ≤ α и

φ(t) ≡ 1, то

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ω2/m
m (f (α), t)dt

m =

{
n

nh− sinnh

}m

. (0.0.16)
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В частности,

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγ−mEn−1(f
(α−γ)) π/n∫

0

ω2/m
m (f (α), t)dt


m =

1

πm
.

Равенства (0.0.15) и (0.0.16) из правой части (0.0.14) получаются непо-

средственным вычислением при p = 1/m, p = 2/m (m ∈ N) и φ(t) ≡ 1.

Аналогичные результаты имеют место при p = 1/m, p = 2/m (m ∈ N) и

φ(t) ≡ t.

Следует отметить, что из равенства (0.0.14), в частности, вытекают ре-

зультаты М.Ш.Шабозова [54], М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [55] в случае

α ≡ γ ∈ N и с произвольным неотрицательным суммируемым весом φ(t),

0 ≤ t ≤ h (0 < h ≤ π/n). Равенство (0.0.16) является своеобразным обобще-

нием результата С.Б.Вакарчука [7], ранее доказанном для множества функ-

ций f ∈ L
(α)
2 и значений α ∈ N.

Четвёртый завершающий параграф первой главы посвящён вычислению

верхних граней наилучших полиномиальных приближений некоторых клас-

сов дифференцируемых в смысле Вейля функций в пространстве L2.

В экстремальных задачах теории приближения периодических функций

f ∈ L2 с заданным классом функций M = {f} ⊂ L2 часто связывают следу-

ющие его характеристики аппроксимации:

En−1(M)L2
:= E(M; T2n−1) = sup

f∈M
inf

Tn−1∈T2n−1

∥f − Tn−1∥L2
(0.0.17)

— наилучшее приближение класса M множеством T2n−1 тригонометрических

полиномов Tn−1 порядка n− 1;

γn−1(M)L2
= sup

{
∥f∥L2

: f ∈ M⊥
n

}
, (0.0.18)

где M⊥
n — множество функций f ∈ M таких, что

2π∫
0

f(t)

{
sin kx
cos kx

}
dt = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Помимо величин (0.0.17) и (0.0.18), часто будет полезным отыскание ве-

личины

En−1(M)L2
= inf

A∈Ln

sup
f∈M

∥f − Af∥L2
, (0.0.19)

где Ln – совокупность всех линейных операторов, переводящих функции f ∈
L2 в тригонометрические полиномы порядка n− 1.

Из приведённых выше аппроксимационных величин сразу следует, что

En−1(M)L2
≤ γn−1(M)L2

≤ En−1(M).

Задача состоит в отыскании значения величин (0.0.17) - (0.0.19) для неко-

торых классов функций, естественно возникающих из утверждения теорем и

их следствий в предыдущем параграфе 1.2.

Пусть Φ(t), 0 ≤ t < ∞ — непрерывная неубывающая положительная

функция такая, что Φ(0) = 0. Для r ∈ Z+, m ∈ N, 0 < p ≤ 2, α > 0 и

0 < h ≤ 2π. Введём в рассмотрение следующие классы функций:

W (α)
m,p(h) =

f ∈ L
(α)
2 :

1

h

h∫
0

ωp
m(f

(α), t)L2
dt

1/p

≤ 1

 ,

W (α)
m,p(h,Φ) =

f ∈ L
(α)
2 :

1

h

h∫
0

ωp
m(f

(α), t)L2
dt

1/p

≤ Φ(h)

 ,

W̃ (α)
m,p(h) =

f ∈ L
(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

tωp
m(f

(α), t)L2
dt

1/p

≤ 1

 ,

W̃ (α)
m,p(h,Φ) =

f ∈ L
(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

tωp
m(f

(α), t)L2
dt

1/p

≤ Φ(h)

 ,
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W̄ (α)
m (h) =

f ∈ L
(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)L2

dt

m/2

≤ 1

 ,

W̄ (α)
m (h,Φ) =

f ∈ L
(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)L2

dt

m/2

≤ Φ(h)

 .

Имеет место следующая общая

Теорема 1.4.1 Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, α > 0 и 0 < p ≤ 2. Тогда при

любом h ∈ (0, π/n] справедливы равенства

En−1

(
W̄ (α)

m (h,Φ)
)
L2

= γn−1

(
W̄ (α)

m (h,Φ)
)
L2

=

= En−1

(
W̄ (α)

m (h,Φ)
)
L2

= 2−m/2n−α

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

Φ(h).

En−1

(
W (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= γn−1

(
W (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

=

= En−1

(
W (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= 2−mn−α

 1

nh

nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h) =

= 2−m−1/pn−α

 1

nh

nh/2∫
0

sinmp tdt


−1/p

Φ(h);

En−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= γn−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

=

= En−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= 2−mn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h) =
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= 2−m−2/pn−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

t sinmp tdt


−1/p

Φ(h),

Из утверждения теоремы 1.4.1 немедленно следует

Следствие 1.4.1. При выполнении всех условий теоремы 1.4.1 имеют

место равенства

En−1

(
W (α)

m,p

(π
n
,Φ
))

L2

= γn−1

(
W (α)

m,p

(π
n
,Φ
))

L2

=

= En−1

(
W (α)

m,p

(π
n
,Φ
))

L2

= 2−mn−απ1/2p


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

Φ
(π
n

)
,

где Γ(u) – гамма-функция Эйлера. Аналогичным образом имеем

En−1

(
W

(α)
m,1/m (h,Φ)

)
L2

= γn−1

(
W

(α)
m,1/m (h,Φ)

)
L2

= En−1

(
W

(α)
m,1/m (h,Φ)

)
L2

=

=

{
8

(nh)2

(
sin

nh

2
− nh

2
cos

nh

2

)}−m

Φ(h), 0 < nh ≤ π.

В частности, при h = π/n имеем

En−1

(
W

(α)
m,1/m (π/n,Φ)

)
L2

= γn−1

(
W

(α)
m,1/m (π/n,Φ)

)
L2

=

= En−1

(
W

(α)
m,1/m (π/n,Φ)

)
L2

=

(
π

2
√
2

)m

Φ
(π
n

)
.

Напомним, что в 1910 году А.Лебегом [22] было впервые дано понятие мо-

дуля непрерывности ω для функций f ∈ C[0, 2π] и в терминах указанной ха-

рактеристики гладкости получены оценки коэффициентов Фурье ak := ak(f)

и bk := bk(f), k = 0, 1, 2, . . . .
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В дальнейшем вопросы вычисления точных верхних граней модулей ко-

эффициентов Фурье на различных классах функций в различных простран-

ствах рассматривались в работах многих математиков (см., например, [32] и

приведённую там литературу). Для классов функций, введённых в четвёртом

параграфе, данный вопрос также представляет определённый интерес. В са-

мом деле, из утверждения теоремы 1.4.1 сразу получаем

Следствие 1.4.2 Если выполнены все условия теоремы 1.4.1, то для

любого n ∈ N имеют место равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (α)

m,p(h,Φ)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (α)

m,p(h,Φ)
}
=

= 2−mn−α

 1

nh

nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h), (0.0.20)

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}
=

= 2−m+1/pn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h), (0.0.21)

где an(f) и bn(f) – соответственно косинус- и синус-коэффициенты Фурье

функции f. В частности, при h = π/n из (0.0.20) и (0.0.21) вытекают

равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (α)

m,p(π/n,Φ)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (α)

m,p(π/n,Φ)
}
=

= 2−mn−απ1/(2p)


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

Φ
(π
n

)
;

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃

(α)
m,1/m(π/n,Φ)

}
=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W̃

(α)
m,1/m(π/n,Φ)

}
=

(
π

2
√
2

)m

Φ
(π
n

)
.
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Вторая глава диссертационной работы посвящена отысканию точных

значений n-поперечников некоторых классов функций, принадлежащих L2.

В первом параграфе приводятся необходимые определения и факты,

нужные нам в последующем изложения дальнейших результатов.

Пусть X – банахово пространство, S – единичный шар в нём, M – неко-

торое выпуклое центрально-симметричное подмножество в X, Ln ⊂ X – n-

мерное линейное подпространство, Ln ⊂ X – подпространство коразмерно-

сти n, Λ : X → Ln – линейный непрерывный оператор, отображающий X

в Ln, Λ
⊥ : X → Ln – непрерывный оператор линейного проектирования X

на подпространство Ln. Приближение фиксированного множества M ⊂ X

фиксированным подпространством Ln этого же пространства X определяет-

ся величиной

E(M, Ln)X
def
= sup

{
inf
{
∥f − φ∥X : φ ∈ Ln

}
: f ∈ M

}
.

Величина

E(M, Ln)X
def
= inf

{
sup

{
∥f − Λ(f)∥X : f ∈ M

}
: ΛX ⊂ Ln

}
(0.0.22)

характеризует наилучшее линейное приближение множества M элементами

подпространства Ln ⊂ X. Линейный оператор Λ∗, Λ∗X ⊂ Ln, если он суще-

ствует, реализующий в (0.0.22) точную нижнюю грань, то есть такой, что

E(M, Ln)X = sup
{
∥f − Λ∗(f)∥X : f ∈ M

}
,

является наилучшим для M линейным методом приближения. Величины

bn(M, X) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Ln+1 ⊂ M} : Ln+1 ⊂ X} ,

dn(M, X) = inf {E(M, Ln) : Ln ⊂ X} ,

dn(M, X) = inf {sup {∥f∥X : f ∈ M ∩ Ln} : Ln ⊂ X} ,

δn(M, X) = inf {E(M, Ln)X : Ln ⊂ X} ,

Πn(M, X) = inf
{
E⊥(M, Ln)X : Ln ⊂ X

}
называют соответсвенно бернштейновским, колмогоровским, гельфандов-

ским, линейным и проекционным n-поперечниками.
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Указанные аппроксимационные величины монотонно убывают по n и

между ними в пространстве L2 выполняются соотношения [21,30]:

bn(M;L2) ≤ dn(M;L2) ≤ dn(M;L2) = δn(M;L2) = Πn(M;L2).

Полученные во втором и четвёртом параграфах первой главы результа-

ты обеспечивают возможность вычисления точных значений всех перечислен-

ных выше n-поперечников для классов функций W̄
(α)
m (h), W

(α)
m,p(h) и W̃

(α)
m,p(h).

Во втором параграфе второй главы рассматривается задача об отыска-

нии точной константы в обобщённом неравенсве Джексона – Стечкина.

Пусть φ(t) – неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] функция.

Через Wm(f
(α);φ;h)p, где m ∈ N, α, p ∈ R+, 0 < h ≤ π, обозначим среднее в

p-ой степени значение модуля непрерывности ωm(f
(α); t) := ωm(f

(α); t)L2[0,2π]

порядка m от дробной производной f (α)(x), α ∈ R+ с неотрицательным сум-

мируемым весом φ(t) :

Wm(f
(α);φ, h)p =

 h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

. (0.0.23)

При решении экстремальных задач теории аппроксимации в простран-

стве L2, связанных с нахождением точных констант в неравенствах типа

Джексона – Стечкина

En−1(f) ≤ χn−αωm(f
(α), t/n), (0.0.24)

где t > 0, f ∈ L
(α)
2 , m ∈ N, f (0) ≡ f, α ∈ R+, многими математиками

в разное время рассматривались различные экстремальные характеристики,

способствовавшие уточнению оценок сверху констант χ при α ∈ N ∪ {0}
(см., например, [1, 2, 4–12, 15, 17, 23, 38, 39, 51–55, 57, 58]) и приведенную там

литературу.

В связи с отысканием точной константы в неравенстве Джексона – Стеч-

кина (0.0.24), следуя замечаниям Н.И.Черных [51], отметим, что поскольку

функционал (0.0.23) меньше джексоновского функционала ωm(f
(α); t), то есть

Wm(f
(α);φ, h)p =

 h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

≤
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≤

ωp
m(f

(α);h)

h∫
0

φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

= ωm(f
(α);h), (0.0.25)

то, по-видимому, для оценки экстремальных аппроксимационных характери-

стик, вводимых нами далее, и для выявления структурных величин наилуч-

ших полиномиальных приближений En−1(f) периодических функций f в L2

функционал (0.0.23) более естественен. Так, например, в работах [1, 15, 55] в

подтверждение гипотезы Черных в качестве веса была рассмотрена функция

φ(t) = sinγ
β

h
t (0 < β ≤ π; 0 < h ≤ π/n, n ∈ N; 0 ≤ γ ≤ αp − 1; α, p ∈ R+,

αp ≥ 1) и осреднённая экстремальная характеристика использовалась для

получения точных констант в неравенстве Джексона – Стечкина. Различные

весовые функции также рассматривались в работах [2,6,8,11,12,23,55,57,58].

Таким образом, осреднённый в p-й степени модуль непрерывности m-го

порядка (0.0.23) является наиболее общим функционалом при отыскании точ-

ной константы в неравенстве Джексона – Стечкина (0.0.24). Всюду далее в

этом параграфе L
(α)
2 (m, p, h;φ) – множество функций f ∈ L

(α)
2 , для которых

выполняется неравенство Wm(f
(α);φ, h)p ≤ 1.

Очевидно, что в силу свойства монотонности модуля непрерывности

m-го порядка ωm(f
(α); t) для произвольной суммируемой весовой функции

φ(t) ≥ 0, 0 < t ≤ h с учётом (0.0.25) из (0.0.23) вытекает неравенство

Cωm(f
(α);h) ≤ Wm(f

(α);φ, h)p ≤ ω(f (α);h),

где C = C(m,α, p, h) – положительная константа, которая зависит только от

значений указанных параметров в скобке.

Отыскание наименьшей константы в неравенстве Джексона – Стечкина

(0.0.24) равносильно задаче вычисления точной верхней грани

χm,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2, TN

)
= sup

{
E(f, TN)

Wm(f (α);φ, h)p
: f ∈ L

(α)
2

}
. (0.0.26)

Приведём решение задачи о минимизации величины (0.0.26) по всем под-

пространствам TN размерности N, то есть вычислим значения инфимума

величины (0.0.26) относительно всего множества приближающихся подпро-

странств TN ⊂ L2 размерности N :

χN,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= inf

{
χm,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2, TN

)
: TN ⊂ L2

}
=
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= inf

{
sup

{
E(f, TN)

Wm(f (α);φ, h)p
: f ∈ L

(α)
2

}
: TN ⊂ L2

}
.

Положим также

EN−1

(
L
(α)
2 (m, p, h, φ), L2

)
= sup

{
∥f − SN−1(f)∥ : f ∈ L

(α)
2 (m, p, h;φ)

}
.

Имеет место следующая

Теорема 2.2.1. Пусть h, p ∈ R+, α ≥ 0, m ∈ N ∪ {0}, n ∈ N. Тогда

имеет место равенство

χm,n,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= dn

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
.

Теорема 2.2.2 Пусть весовая функция φ, заданная на отрезке [0, h],

является неотрицательной и непрерывно дифференцируемой. Если при

некоторых α ≥ 1, 1/α ≤ p ≤ 2 и любых t ∈ [0, h] выполнено неравенство

(αp− 1)φ(t)− φ′(t) ≥ 0,

то при всех m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливы равенства

χ2n,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= χ2n−1,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= En

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

= λ2n

(
L
(α)
2 (L

(α)
2 (m, p, h;φ)L2

)
= λ2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

=
1

nα


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
2 sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

,

где λn(·) – любой из вышеперечисленных n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
δn(·) и Πn(·). Все n-поперечники реализуются частными суммами Фурье

Sn−1(f ; t).

Из теоремы 2.2.2 в качестве следствия получаем ряд утверждений.

Следствие 2.2.1. Пусть φ(t) = sinγ
β

h
t; 0 ≤ γ ≤ αp − 1, α ≥ 1,

1/α < p ≤ 2. Тогда имеют место равенства [15]

χ2n,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= χ2n−1,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
=
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= λ2n

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
= λ2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

= 2−mn−α

 h∫
0

sinγ
β

h
tdt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

,

где λk(·) – любой из вышеперечисленных k-поперечников.

В третьем параграфе второй главы приведено решение задачи

С.Б.Стечкина для класса функций W̃
(α)
p,h H

ωm.

Пусть W
(α)
p,h H

ωm
φ := W

(α)
p Hωm(φ;h) – множество функций f ∈ L

(α)
2 таких,

что для произвольной неотрицательной весовой функции φ(t) (0 ≤ t ≤ h,

0 < h ≤ π/n) выполнялось условие

Wm(f
(α);φ, h)p =

 h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

≤ ω(h),

где ω(t) – заданный модуль непрерывности, то есть неотрицательная неубы-

вающая полуаддитивная на [0, π] функция такая, что ω(0) = 0. Очевидно,

что существует константа C = C(m,α, p), зависящая от указанных в скобке

чисел m,α, p такая, что

Cωm(f
(α);h) ≤ Wm(f

(α);φ, h)p ≤ ωm(f
(α);h).

Последнее неравенство лишь указывает на то, что выше введенный класс

W
(α)
p,h H

ωm
φ отличается от класса

W̃
(α)
p,h H

ωm
φ =

{
f ∈ L

(α)
2 : ωm(f

(α);h) ≤ ω(h)
}

только на некоторое постоянное число, а потому функционал Wm(f
(α);φ, h)p

в экстремальных задачах теории приближений более предпочтительнее для

характеристики наилучших приближений функций.

Задача о вычислении поперечников класса W̃
(α)
p,h H

ωm
φ была поставлена

С.Б.Стечкиным на Международной конференции по теории приближений

функций в 1975 г. в городе Калуге (см. Труды Международной конференции
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по теории приближения функций. Калуга, 24-28 июля 1975 г. Из-во "Наука".

М.:Наука, 1977, стр.431).

В следующей теореме приводится решение задачи С.Б.Стечкина для мо-

дуля непрерывности ω(f (α), t)2 в Lp - норме (1/α < p ≤ 2, α ∈ R+).

Теорема 2.3.1 Пусть m ∈ N, α ∈ R+, 1/α < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n,

N = 2n− 1 или N = 2n. Тогда справедливы равенства

λ2n−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ ;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ ;L2

)
=

= En−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm;L2

)
=

1

2mnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

ω(h),

где λn(·) – любой из n-поперечников Бернштейна bn(·), Гельфанда dn(·), Кол-

могорова dn(·), линейного δn(·), проекционного Πn(·).
Из теоремы 2.3.1 в качестве следствия можно вывести ряд утверждений.

Следствие 2.3.1 Пусть φ∗(t) = sinγ
β

h
t; 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, n ∈ N,

α ≥ 1, 1/α < p ≤ 2. Тогда имеют место равенства

λ2n−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ∗

;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ∗

;L2

)
=

= En−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ∗

)
=

1

2mnα
·



h∫
0

sinγ
β

h
tdt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt



1/p

ω(h). (0.0.27)

В частности, из (0.0.27) при h = π/n, β = π имеем:

λ2n−1

(
W̃

(α)
p,π/nH

ωm
φ∗

;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
p,π/nH

ωm
φ∗

;L2

)
=
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= En−1

(
W̃

(α)
p,π/nH

ωm
φ∗

)
=

1

2mnα



π/n∫
0

sinγ ntdt

π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt



1/p

ω
(π
n

)
=

=
1

2mnα

Γ

(
γ + 1

2

)
Γ
(mp

2
+ γ + 1

)
Γ (γ + 1)Γ

(
mp+ γ + 1

2

)


1/p

ω
(π
n

)
, (0.0.28)

где Γ(u) – гамма-функция Эйлера.

В свою очередь, из равенства (0.0.28) для весовой функции φ∗(t) =

sinnt, то есть когда γ = 1, p = 2, получаем

λ2n−1

(
W̃

(α)
2,π/nH

ωm
φ∗

;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
2,π/nH

ωm
φ∗

;L2

)
=

= En−1

(
W̃

(α)
2,π/nH

ωm
φ∗

)
=

√
m+ 1

2m
· 1

nα
ω
(π
n

)
.

Теперь приводим обобщение теоремы 2.2.1 для класса W̃
(α)
p,h H

ωm
φ , то есть

когда величина

Wm(f
(α);φ)p,h =

 h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

≤ ω(h).

Теорема 2.3.2. Пусть m ∈ N, α ∈ R+, 1/α < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n

и выполняется дифференциальное неравенство (0.0.7). Тогда справедливы

равенства

χ2n−1,m,p,α,h(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,p,α,h(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W̃

(α)
2,h H

ωm
φ ;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
2,h H

ωm
φ , L2

)
,

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников.

Следствие 2.3.2. Пусть m ≥ 1, α ≥ 0, p = 2/m, 0 < h ≤ π/n,N =

2n− 1 или N = 2n, φ∗∗ = sinnt, 0 ≤ t ≤ h. Тогда справедливы равенства

χ2n−1,m,2/m,α,h(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,h(L

(α)
2 , L2) =
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= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,hHφ∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,hHφ∗∗;L2

)
=

=

(
2 sin

nh

2

)−m/2

· 1

nα
· ω
(π
n

)
. (0.0.29)

В частности, из (0.0.29) при h = π/n имеем:

χ2n−1,m,2/m,α,π/n(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,π/n(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,π/nHφ∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,π/nHφ∗∗;L2

)
=

=

(
1√
2

)m

· 1

nα
· ω
(π
n

)
.

Следствие 2.3.3. Пусть m ≥ 1, α ≥ 0, p = 2/m, 0 < h ≤ π/n,N =

2n− 1 или N = 2n, φ∗∗∗ = cosnt, 0 ≤ t ≤ h. Тогда справедливы равенства

χ2n−1,m,2/m,α,h(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,h(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,hHφ∗∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,hHφ∗∗∗;L2

)
=

=

(
3

sin2(nh/2)

)m/2
1

nα
ω
(π
n

)
. (0.0.30)

В частности, из (0.0.30) при h = π/n имеем:

χ2n−1,m,2/m,α,π/n(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,π/n(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,π/nHφ∗∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,π/nHφ∗∗∗;L2

)
=

(
√
3)m

nα
ω
(π
n

)
.

В четвёртом параграфе второй главы рассматривается экстремальная за-

дача отыскания точных значений n-поперечников классов функций W̄
(α)
m (h),

W
(α)
m,p(h), W̃

(α)
m,p(h). Основным результатом этого параграфа является

Теорема 2.4.1. Пусть m ∈ N, α > 0, 0 < p ≤ 2 и для числа h выполнено

условие 0 < nh ≤ π. Тогда при любом n ∈ N справедливы равенства

λ2n−1

(
W̄ (α)

m (h), L2

)
= λ2n

(
W̄ (α)

m (h), L2

)
=
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= 2−m/2n−α

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

,

λ2n−1

(
W (α)

m,p(h), L2

)
= λ2n

(
W (α)

m,p(h), L2

)
=

= 2−m−1/pn−α

 1

nh

nh/2∫
0

(sin t)mpdt


−1/p

,

λ2n−1

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
= λ2n

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
=

= 2−m−2/pn−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

(sin t)mpdt


−1/p

,

где λn(·) – любой из поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·), Πn(·).
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ГЛАВА I

Наилучшее полиномиальное приближение
дифференцируемых периодических функций в L2

§1.1. Обозначения и предварительные факты, используемые в

дальнейшем

Всюду далее примем следующие обозначения: R := (−∞,+∞) – множе-

ство всех действительных чисел; R+ := [0,+∞) – множество положительных

чисел, N – множество натуральных чисел; Z+ := N ∪ {0}.
Через Lp := Lp[0, 2π], 1 ≤ p ≤ ∞ обозначим множество 2π-периодичес-

ких суммируемых в p-й степени функций f с конечной нормой

∥f∥p := ∥f∥Lp[0,2π] =



1

π

2π∫
0

|f(x)|p dx

1/p

< ∞, если 1 ≤ p < ∞

ess sup {|f(x)| : 0 ≤ x ≤ 2π} < ∞, если p = ∞.

Через L2 := L2[0, 2π] обозначим множество 2π-периодических суммируе-

мых с квадратом в смысле Лебега действительных функций f(x) с конечной

нормой

∥f∥ := ∥f∥L2
=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2 dx

1/2

< ∞.

Под L
(r)
2 := L

(r)
2 [0, 2π] (r ∈ Z+, L

(0)
2 ≡ L2) будем понимать множество

2π-периодических функций f ∈ L2, у которых производные (r−1)-го порядка

f (r−1) (r ∈ N) абсолютно непрерывны, а производные r-го порядка f (r) при-

надлежат пространству L2. Множество всевозможных тригонометрических

полиномов порядка n− 1 (размерности ≤ 2n− 1) обозначим

T2n−1 :=

{
Tn−1 : Tn−1(x) =

α0

2
+

n−1∑
k=0

(αk cos kx+ βk sin kx)

}
Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей раз-

ложение в ряд Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) , (1.1.1)
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величина её наилучшего приближения в метрике L2 подпространством T2n−1

равна

En−1(f) := E(f, T2n−1) = inf {∥f − Tn−1∥ : Tn−1 ∈ T2n−1} =

= ∥f − Sn−1(f)∥ =

{ ∞∑
k=n

(
a2k(f) + b2k(f)

)}1/2

, (1.1.2)

где

Sn−1(f, x) :=
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

– частная сумма порядка n− 1 ряда Фурье функции f ∈ L2.

В дальнейшем, полагая ρ2k(f) = a2k(f)+ b2k(f), k ≥ n, соотношение (1.1.2)

запишем в более удобной для нас форме

En−1(f) = ∥f − Sn−1(f)∥ =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

.

В соответствии с введёнными обозначениями, всюду далее под L
(α)
2 (α ∈

R+) будем понимать множество функций f ∈ L2, у которых существует про-

изводная в смысле Вейля f (α) ∈ L2 (f (0) = f), определяемая равенством

f (α)(x) ∼
∞∑
k=1

kα
(
ak(f) cos

(
kx+

απ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

απ

2

))
. (1.1.3)

Пусть W (α) := W (α)[0, 2π] – класс непрерывных 2π-периодических

функций f(x), имеющих α-ю производную в смысле Вейля, удовлетво-

ряющих условию ess sup
{
|f (α)(x)| : 0 ≤ x ≤ 2π

}
≤ 1, а W̃ (α) (α > 0)

– класс непрерывных 2π-периодических функций f(x), для которых

ess sup
{
|f̃ (α)(x)| : 0 ≤ x ≤ 2π

}
≤ 1, где

f̃(x) ∼
∞∑
k=1

(−ak(f) sin kx+ bk(f) cos kx)

– функция, тригонометрически сопражённая с f(x).
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Хорошо известно [34], что функция f(x) принадлежит классу W (α) в том

и только том случае, если она представляется в виде

f(x) =
a0
2
+

1

π

2π∫
0

Kα(t− x)φ(t)dt,

где ядро Kα(t) определяется равенством

Kα(t) =
∞∑
k=1

k−α cos
(
kt− απ

2

)
,

а функция φ(t) удовлетворяет условиям

ess sup {|φ(t)| : 0 ≤ t ≤ 2π} ≤ 1,

2π∫
0

φ(t)dt = 0.

Аналогичным образом будем говорить, что f(x) принадлежит классу W̃ (α),

если она представляется в виде

f(x) =
1

π

2π∫
0

K̃α(t− x)φ(t)dt,

где

K̃α(t) =
∞∑
k=1

k−α sin
(
kt− απ

2

)
,

ess sup {|φ(t)| : 0 ≤ t ≤ 2π} ≤ 1,

2π∫
0

φ(t)dt = 0.

Задача о нахождении точного значения величины

En−1(W
(α))C[0,2π] = sup

{
En−1(f)C : f ∈ W (α)

}
, (1.1.4)

где

En−1(f)C = inf
{
∥f − Tn−1∥C[0,2π] : Tn−1 ∈ T2n−1

}
впервые рассматривалась Ж.Фаваром в 1936 г. при целом α. Именно для

целого α Ж.Фавар [48,49] доказал, что

En−1(W
(α))C[0,2π] = sup

{
∥f∥C : f ∈ W (α), f ⊥ Tn−1

}
=

4Kα

πnα

33



(n = 1, 2, 3, . . . , α = 1, 2, 3, . . .),

где f ⊥ Tn−1 означает, что

2π∫
0

f(t)

{
sin kx
cos kx

}
dt = 0 (k = 0, 1, 2, . . . , n− 1),

а константа Kα определяется равенством

Kα =
∞∑
ν=0

(−1)ν(α−1)

(2ν + 1)α+1
,

причём при целых α нетрудно подсчитать, что

K0 = 1, K1 = π/2, K2 = π2/8, K3 = π3/24, . . .

1 = K0 < K2 < · · · < 4/π < · · · K3 < K1 = π/2.

Ж.Фаваром [49] и независимо от него Н.И.Ахиезером и М.Г.Крейном [3]

было также найдено точное значение величины

En−1(W̃ )(α))C[0,2π] = sup
{
En−1(f)C : f ∈ W̃ (α)

}
, (1.1.5)

снова при целом α. Эти исследования были продолжены Б.Надем [27],

С.М.Никольским [28,29], В.К.Дзядыком [13,14], С.Б.Стечкиным [33–35], Сунь

Юн-шеном [36]. Первый результат, относящийся к задаче (1.1.4), при дроб-

ном α (0 < α < 1) принадлежит В.К.Дзядыку [13], который доказал, что

если f ∈ W (α) (0 < α < 1), то

En−1(W
(α))C[0,1] = sup

{
∥f∥C[0,2π] : f ∈ W (α), f ⊥ Tn−1

}
=

=
1

π
En−1(Kα)L =

4Kα

πnα
,

где

En−1(Kα)L = inf
Tn−1∈T2n−1

2π∫
0

|Kα(t)− Tn−1(t)|dt,

а константа

Kα = sin
πα

2

∞∑
ν=0

1

(2ν + 1)α+1
(0 < α < 1).

34



Объединяя оба случая (1.1.4.) и (1.1.5), С.Б.Стечкин [34] ввёл в рассмотрение

класс W (r)(α) всех непрерывных периодических функций f, представимых в

виде

f(x) =
a0
2
+

1

π

2π∫
0

K(t− x)φ(t)dt,

где

K(t) =
∞∑
k=1

k−r cos
(
kt− πα

2

)
,

r > 0, α – любое вещественное число, а φ(t) – существенно ограниченная

измеримая функция, удовлетворяющая тем же самым условиям:

ess sup {|φ(t)| : 0 ≤ t ≤ 2π} ≤ 1,

2π∫
0

φ(t)dt = 0.

Легко видеть, что W (r)(r) = W (r), а W (r)(r+1) = W̃ (r). Рассматривая случай

0 < r ≤ α ≤ 2− r, где 0 < r < 1, С.Б.Стечкин доказал, что

En−1(W
(r)(α))C[0,2π] = sup

{
En−1(f)C[0,2π] : f ∈ W (r)(α)

}
=

= sup
{
∥f∥C[0,2π] : f ∈ W (r)(α), f ⊥ Tn−1

}
=

1

π
En−1(K)L =

=
4

π
· Kr,α

nr
(n = 1, 2, 3, . . . ; 0 < r < 1, 0 < r ≤ α ≤ 2− r)

где

Kr,α = sin
πα

2
·

∞∑
ν=0

1

(2ν + 1)r+1
.

Отметим, что в некоторых задачах теории функций важную роль игра-

ют интегралы дробного порядка, которые впервые были введены Риманом, а

затем обобщены Лиувиллем. Указанные интегралы вводятся следующим об-

разом: если f(x) – интегрируемая функция в некотором конечном интервале
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(a, b), то формула

Jαf(x) =
1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1f(t)dt

представляет собой оператор, который при натуральном α является α-крат-

ным интегралом от функции f(x), в пределах от a до x. При нецелом α > 0

этот оператор принимают за определение интеграла нецелого порядка. Заме-

тим, что

J ′

αf(x) =
α− 1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−2f(t)dt.

Другой более удобный, способ рассмотренный нами выше, как мы отметили,

принадлежит Вейлю. В этом способе, кроме интегрируемости функции f(x),

приходится требовать, чтобы её ряд Фурье не содержал свободного члена, то

есть если

f(x) ∼
+∞∑

k=−∞

cke
ikx, c0 =

1

2π

2π∫
0

f(t)dt ≡ 0.

В таком случае, сохраняя прежнее обозначение для дробного оператора

Jαf(x), при любом α > 0 полагаем

Jαf(x) =
+∞∑

k=−∞

ck
(ik)α

eikx. (1.1.6)

При натуральном α функция (1.1.6) представляет собой α-кратный ин-

теграл от f(x), поскольку

J (α)
α f(x) =

+∞∑
k=−∞

cke
ikx, α ∈ N,

и нормированная тем, что её среднее значение по периоду равнялось нулю.

В этом случае интегральное представление оператора (1.1.6) имеет вид:

Jαf(x) =
1

π

2π∫
0

Φα(x− t)f(t)dt, (1.1.7)
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где ядро Φα(x) определяется равенством

Φα(x) =
∞∑
k=1

k−α cos
(
kx− πα

2

)
.

Из представления (1.1.7) при целом α = r и α = r + 1 сразу получается

тригонометрический ряд

f(x) ∼ a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) (1.1.8)

и сопряженный к нему ряд

f̃(x) ∼ b0(f)

2
+

∞∑
k=1

(bk(f) cos kt− ak(f) sin kt) . (1.1.9)

Отметим, что если
∞∑
k=1

(
|ak|2 + |bk|2

)
< ∞, a0 ≡ b0, то в этом случае

ряды (1.1.8) и (1.1.9) являются рядами Фурье функций из L2[0, 2π], причём

∥f̃∥ = ∥f∥, то есть мы имеем некоторый унитарный оператор, переводящий

функцию f(t) в её сопряжённый вид f̃(t).

Точные результаты наилучших приближений дифференцируемых в

смысле Вейля периодических функций тригонометрическими полиномами

Tn−1 ∈ T2n−1, за исключением работ [15, 34, 36], нам не известны. Восполь-

зовавшись соотношением (1.1.3), при помощи равенства Парсеваля в силу

свойств ортогональности тригонометрической системы легко получить ра-

венство

En−1(f
(α)) := E(f (α); T2n−1) =

= inf
{∥∥∥f (α) − Tn−1

∥∥∥ : Tn−1 ∈ T2n−1

}
=

= ∥f (α) − Sn−1(f
(α))∥ =

( ∞∑
k=n

k2αρ2k(f)

)1/2

, (1.1.10)

где α ∈ R+ и ρ2k(f) = a2k(f) + b2k(f), k ≥ n.
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При изучении экстремальных задач теории полиномиальной аппрокси-

мации функций f ∈ L2 на протяжении всей диссертации результат (1.1.10)

является нашим основным инструментом. Всюду далее, для характериза-

ции структурных свойств функции f ∈ L2, мы пользуемся понятием модуля

непрерывности порядка m. Равенством

ωm(f ; t) := sup
{
∥∆m

h f(·)∥ : |h| ≤ t
}
, (1.1.11)

где

∆m
h f(x) =

m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

– конечная разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h, определим

модуль непрерывности порядка m функции f ∈ L2.

Воспользуясь разложением (1.1.1) и равенством Парсеваля, легко дока-

зать, что для нормы разности порядка m справедливо равенство

∥∆m
h f(·)∥

2 :=

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
f(·+ (m− k)h)

∥∥∥∥∥
2

=

=
∞∑
k=1

ρ2k(f)

(
2 sin

kh

2

)2m

= 2m
∞∑
k=1

ρ2k(f)(1− cos kh)m.

Отсюда, учитывая определение (1.1.11) модуля непрерывности, получаем

ω2
m(f ; t) = sup

{
∥∆m

h f(·)∥2 : |h| ≤ t
}
,

= 2m sup

{ ∞∑
k=1

ρ2k(f)(1− cos kh)m : |h| ≤ t

}
. (1.1.12)

Для функции f0(x) = a cos(nx+ b) из (1.1.12) сразу следует, что

ω2
m(f0; t) =

 2m|a|2(1− cosnh)m, если 0 ≤ nh ≤ π,

22m|a|2, если nh > π.
(1.1.13)

Аналогичным образом из (1.1.12) для g0(x) = a cos(nx+b)+c sin(nx+d),

где a, b, c, d ∈ R, n ∈ N, имеем
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ω2
m(g0; t) =

 2m(a2 + c2)(1− cosnh)m, если 0 ≤ nh ≤ π,

22m(a2 + c2), если nh > π.

Функции f0(x) и g0(x) в дальнейшем используются в качестве экстремалей в

решении экстремальных задач в пространстве L2[0, 2π]. Заметим, что

g
(r)
0 (x) = nr

(
a cos

(
nx+ b+

rπ

2

)
+ c sin

(
nx+ d+

rπ

2

))
,

и

ω2
m(g

(r)
0 ; t) =

 2mn2r(a2 + c2)(1− cosnh)m, если 0 ≤ nh ≤ π,

22mn2r(a2 + c2), если nh > π.
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§1.2. Наилучшее полиномиальное приближение функций

дифференцируемых в смысле Вейля

В этом параграфе мы решим задачу о нахождении точных неравенств

между наилучшими приближениями периодических дифференцируемых в

смысле Вейля функций тригонометрическими полиномами посредством мо-

дулей непрерывности m-го порядка ωm(f
(α); t) в пространстве Гильберта L2,

а также дадим некоторые её приложения.

Напомним, что под неравенствами Джексона – Стечкина в пространстве

L2 понимают соотношения вида

En−1(f) ≤ χn−rωm

(
f (r),

γ

n

)
L2

, r ∈ Z+, γ > 0,

в которых погрешность приближения индивидуальной функции f оценивает-

ся через модуль непрерывности m-го порядка самой приближаемой функции

или некоторой её производной, а константа χ зависит от r и m, но не зависит

от n и функции f. Исследуя задачу отыскания точного значения константы

χ в неравенстве Джексона – Стечкина, Н.И.Черных [51] отметил, что для ха-

рактеристики величины наилучшего приближения En−1(f) более естествен-

ным является не джексоновский функционал ωm(f
(r); π/n)2, а функционал

Φm(f
(r);π/n) =

n

2

π/n∫
0

ω2
m(f

(r), t) sinntdt


1/2

,

поскольку для этого функционала выполняется соотношение

Φm(f
(r); π/n) =

n

2

π/n∫
0

ω2
m(f

(r), t) sinntdt


1/2

≤

≤

n

2
· ω2

m(f
(r);π/n) ·

π/n∫
0

sinntdt


1/2

=

=

{
n

2
· ω2

m(f
(r);π/n) · 2

n

}1/2

= ωm(f
(r); π/n).
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Таким образом, функционал Φm(f
(r); π/n) предпочтительнее джексонов-

ского функционала ωm(f
(r); π/n). Поэтому с целью оптимизации констант в

неравенствах Джексона – Стечкина, как правило, вводят в рассмотрение раз-

личные аппроксимационные характеристики, содержащие усреднённые зна-

чения с некоторым весом модулей непрерывности m-го порядка. Докажем

одно утверждение, в котором появление весовой функции φ(t) :=
2

h2
(h − t),

0 ≤ t ≤ h в усреднённом значении модуля непрерывности m-го порядка от

производной f (α)(t) является неизбежным.

Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, α ∈ R+. Тогда для любого числа h,

удовлетворяющего условию 0 < h ≤ π/n, справедливо равенство

sup
f∈L(α)

2

2mnαEn−1(f) 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt

m/2
=

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (1.2.1)

Доказательство. Для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 получаем∥∥∥∆m

t (f
(α))
∥∥∥2 = 2m

∞∑
k=1

ρ2k(f)k
2α(1− cos kt)m. (1.2.2)

Применив, с учётом соотношения (1.2.2), к правой части равенства

E2
n−1(f)−

∞∑
k=n

ρ2k(f) cos kt =
∞∑
k=n

ρ2k(f)(1− cos kt) =

=
∞∑
k=n

ρ
2−2/m
k (f)ρ

2/m
k (f)(1− cos kt)

неравенство Гёльдера и используя определение модуля непрерывности m-го

порядка, имеем

E2
n−1(f)−

∞∑
k=n

ρ2k(f) cos kt ≤

( ∞∑
k=n

ρ2k

)1−1/m( ∞∑
k=n

ρ2k(1− cos kt)m

)1/m

≤

≤
(
E2

n−1(f)
)1−1/m

(
1

n2α

∞∑
k=n

k2αρ2k(1− cos kt)m

)1/m

≤
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≤
(
E

2(1−1/m)
n−1 (f)

)
· ∥∆

m
t (f

(α))∥2/m

2n2α/m
≤ E

2(1−1/m)
n−1 (f) · ω

2/m
m (f (α), t)

2n2α/m
.

Таким образом, для произвольной f ∈ L
(α)
2 имеет место неравенство

E2
n−1(f)−

∞∑
k=n

ρ2k cos kt ≤ E
2(1−1/m)
n−1 (f) · 1

2n2α/m
ω2/m
m (f (α), t). (1.2.3)

Интегрируя полученное неравенство по аргументу t от 0 до τ, имеем

τE2
n−1(f)−

∞∑
k=n

ρ2k
sin kτ

k
≤ E

2(1−1/m)
n−1 (f) · 1

2n2α/m

τ∫
0

ω2/m
m (f (α), t)dt.

Проинтегрировав полученное неравенство ещё раз по переменному τ в

пределах от 0 до h, приходим к неравенству

h2

2
E2

n−1(f)−
∞∑
k=n

ρ2k
1− cos kh

k2
≤

≤ E
2(1−1/m)
n−1 (f) · 1

2n2α/m

h∫
0

τ∫
0

ω2/m
m (f (α), t)dtdτ. (1.2.4)

Используя легко доказываемое равенство

h∫
0

τ∫
0

ω2/m
m (f (α), t)dtdτ =

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt,

запишем неравенство (1.2.4) в виде

h2

2
E2

n−1(f) ≤
h2

2

∞∑
k=n

ρ2k

(
2 sin2(kh/2)

k

)
≤

≤ E
2(1−1/m)
n−1 (f) · 1

2n2α/m

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt.
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Умножив на 2/h2 обе части последнего неравенства, будем иметь

E2
n−1(f) ≤

∞∑
k=n

ρ2k

(
2

kh
sin

kh

2

)2

≤

≤ E
2(1−1/m)
n−1 (f) · 1

n2α/m
· 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt. (1.2.5)

В [37] доказано, что

sup

{
sin x

x
:
nh

2
≤ x < ∞

}
=

2

nh
sin

nh

2
,

используя которой, из (1.2.5) находим

En−1(f) ≤

≤

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

· 1

2m/2nα

 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt

m/2

.

Отсюда следует, что

2m/2nαEn−1(f) 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt

m/2
≤

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (1.2.6)

Для получения оценки снизу величины, стоящей в левой части (1.2.6), рас-

смотрим функцию f0(x) := sinnx ∈ L
(α)
2 . Поскольку

En−1(f0) = 1, ωm(f
(α)
0 , t) = 2mnα sinm

nt

2
, 0 ≤ t ≤ π/n,

непосредственным вычислением убедимся, что
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 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f

(α)
0 , t)dt

m/2

= 2m/2nα

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

,

воспользуясь которой, получаем

sup
f∈L(α)

2

2m/2nαEn−1(f) 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)dt

m/2
≥

≥ 2m/2nαEn−1(f0) 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f

(α)
0 , t)dt

m/2
=

=
2m/2nα

2m/2nα

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}m/2

=

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

. (1.2.7)

Сопоставляя оценку сверху (1.2.6) и оценку снизу (1.2.7), получаем тре-

буемое равенство (1.2.1).

Теорема 1.2.2. Пусть α ∈ R+; m,n ∈ N; 0 < p ≤ 2; φ(t) ≥ 0 –

произвольная суммируемая на отрезке [0, h] (h ∈ R+) функция. Если при

некотором α ≥ 1, 1/α < p ≤ 2 при всех t ∈ [0, h] выполняется дифференци-

альное неравенство,

(αp− 1)φ(t)− tφ
′
(t) ≥ 0, (1.2.8)

то справедливо экстремальное равенство

sup
f∈L(α)

2

2mnαEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

1/p
=


h∫

0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

. (1.2.9)

44



Существует функция f0(x) ∈ L
(α)
2 , f

(α)
0 (x) ̸= const, которая реализует верх-

нюю грань в (1.2.9).

Доказательство. Воспользуемся следующим упрощённым вариантом

неравенства Минковского [50, с.32]: h∫
0

( ∞∑
k=n

|fk(t)|2
)p/2

dt

1/p

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

|fk(t)|pdt

2/p


1/p

,

где h > 0, 0 < p ≤ 2, и имея в виду, что для произвольной функции f ∈ L
(α)
2

имеет место соотношение

ω2
m(f

(α); t)2 = 2m

{ ∞∑
k=1

k2αρ2k(1− cos kt)m

}
≥

≥ 2m

{ ∞∑
k=n

k2αρ2k(1− cos kt)m

}
,

получаем  h∫
0

ωp
m(f

(α); t)2φ(t)dt

1/p

≥

≥


h∫

0

[
2m

∞∑
k=n

k2αρ2k(1− cos kt)m

]p/2
φ(t)dt


1/p

=

=


h∫

0

(
2m

∞∑
k=n

k2αρ2k(1− cos kt)m[φ(t)]2/p

)p/2

dt


1/p

≥

≥

2m
∞∑
k=n

kαpρpk

h∫
0

(1− cos kt)mp/2φ(t)dt

2/p


1/2

=

=

2m
∞∑
k=n

ρ2k

kαp h∫
0

(1− cos kt)mp/2φ(t)dt

2/p


1/2

:=

= 2m/2 ·

{ ∞∑
k=n

ρ2k [Ak,m.α,p(h;φ)]
2

}1/2

, (1.2.10)
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где

Ak,m.α,p(h;φ)
def
=

kαp
h∫

0

(1− cos kt)mp/2φ(t)dt

1/p

, k ≥ n.

Теперь докажем, что функция натурального аргумента

y(k) = kαp
h∫

0

(1− cos kt)mp/2φ(t)dt

при выполнении дифференциального неравенства (1.2.8) для значения k ≥ n

является монотонно возрастающей, а потому

min
{
y(k) : k ≥ n

}
= y(n) = nαp

h∫
0

(1− cosnt)mp/2φ(t)dt. (1.2.11)

В самом деле, дифференцируя функцию

y(x) = xαp
h∫

0

(1− cosxt)mp/2φ(t)dt,

имеем:

y
′
(x) = αpxαp−1

h∫
0

(1− cosxt)mp/2φ(t)dt+

+xαp
h∫

0

d

dx
(1− cosxt)mp/2φ(t)dt. (1.2.12)

Легко проверить, что

d

dx
(1− cosxt)mp/2 =

t

x
· d

dt
(1− cosxt)mp/2. (1.2.13)

Воспользовавшись элементарным тождеством (1.2.13), из соотношения

(1.2.12) интегрированием по частям, с учётом неравенства (1.2.8), получаем

y′(x) = αpxαp−1

h∫
0

(1− cosxt)mp/2φ(t)dt+

+xαp−1

h∫
0

d

dt
(1− cosxt)mp/2tφ(t)dt =
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= αpxαp−1

h∫
0

(1− cosxt)mp/2φ(t)dt+ xαp−1

{
hφ(h)(1− coshx)mp/2−

−
h∫

0

(1− cos tx)mp/2d(tφ(t))

}
= xαp−1

{
{(1− coshx)mp/2hφ(h)+

+

h∫
0

(1− cosxt)mp/2
[
αpφ(t)− d

dt
(tφ(t))

]
dt

}
= xαp−1×

×

(1− coshx)mp/2hφ(h) +

h∫
0

(1− cosxt)mp/2
[
(αp− 1)φ(t)− tφ

′
(t)
]
dt

 ≥ 0,

откуда сразу следует равенство (1.2.11). Теперь, учитывая (1.2.11), из нера-

венства (1.2.10) имеем следующую неулучшаемую оценку снизу: h∫
0

ωp
m(f

(α); t)2φ(t)dt

1/p

≥

≥ 2m/2 ·

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f) [Ak,m.α,p(h;φ)]
2

}1/2

≥

≥ 2m/2 · An,m.α,p(h;φ)

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

=

= 2m/2

nαp

h∫
0

(1− cosnt)mp/2φ(t)dt

1/p

En−1(f) =

= 2mnαEn−1(f)

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

1/p

. (1.2.14)

Из неравенства (1.2.14) следует, что для произвольной функции f ∈ L
(α)
2

имеет место неравенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnαEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
≤

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (1.2.15)
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Докажем, что в неравенстве (1.2.15) на самом деле имеет место знак равен-

ства. Рассмотрим функцию f0(x) = cosnx ∈ L
(α)
2 , для которой

En−1(f0) = ∥f0 − Sn−1(f0)∥ = ∥f0∥ = 1,

и согласно (1.1.13) при любом h ∈ R+ выполняется равенство

ωm(f
(α)
0 ; t)2 =


2mnα

(
sinnh

2

)m

если 0 < nh ≤ π,

2mnα, если nh > π,

а потому мы имеем

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2m · nα · En−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

1/p
≥

≥ 2m · nα · En−1(f0) h∫
0

ωp
m(f

(α)
0 ; t)φ(t)dt

1/p
=

2m · nα · 12mpnαp

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

1/p
=

=
2m · nα

2mnα

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (1.2.16)

Требуемое равенство (1.2.9) следует из сопоставления неравенств (1.2.15) и

(1.2.16), чем и завершаем доказательство теоремы 1.2.2.

Отметим,что равенство (1.2.9) в разное время для разных значений па-

раметра изучали многие математики, наиболее важные результаты которых

перечислим в следующем порядке:

1) Н.И.Черных [51]:

а) при m = 1, p = 2, α ∈ N, h = π/n, n ∈ N, φ(t) = sinnt;

б) m ∈ N, n ∈ N, p = 2, α = 0, h = π/(2n), φ(t) = sin(nt/2) + (sinnt)/2;

2) Л.В.Тайков [37–39]:

а) m = 1, n ∈ N, r ∈ Z+, p = 2, φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ π/(2n);
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б) m = 1, n ∈ N, α ∈ Z+, p = 1, h = π/n, φ(t) ≡ 1,

в) m,n ∈ N, r ∈ Z+, p = 2, φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ π/n;

3) А.А. Лигун [23]:

а) m,n ∈ N, α ∈ Z+, p = 2, φ(t) ≥ 0, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n;

4) Н. Айнуллоев [1]: φ(t) = sinγ βt; 0 ≤ t ≤ h; 0 ≤ γ ≤ 2r − 1, α ∈ N, β > 0,

0 < βh ≤ π; p = 2;

4) В.В. Шалаев [57]: φ(t) = sinnt, m, n ∈ N, α ∈ Z+, p = 2/m, 0 < t ≤ π/n;

5) Х. Юссеф [58]: m = 1, n ∈ N, α ∈ Z+, p = 2, φ(t) = sin(πt/h); 0 < t ≤ h;

0 < h ≤ π/n;

6) М.Ш. Шабозов [54]: m,n ∈ N, α ∈ Z+; 0 < p ≤ 2; φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ h;

0 < h ≤ π/n;

7) М.Ш. Шабозов, О.Ш. Шабозов [53]:

φ(t) = sinγ(πt/h), α,m, n ∈ N, 1/α < p ≤ 2, 0 < γ ≤ αp− 1;

8) С.Б. Вакарчук [8]: m,n ∈ N, α ∈ Z+, p = 2/m, φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ π/(2n);

9) М.Г. Есмаганбетов [15]: m ∈ Z+, n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < β ≤ π;

0 < γ ≤ αp− 1; φ(t) = sinγ(βt/δ), 0 < t ≤ π/n;

10) М.Ш. Шабозов, Г.А. Юсупов [55]: α,m, n ∈ N, 1/α < p ≤ 2, φ(t) ≥ 0,

0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n.

Из доказанной теоремы 1.2.2 вытекает ряд следствий.

Следствие 1.2.1. Пусть φ(t) = sinγ(βt/h), 0 < β ≤ π, 0 < t ≤ h,

0 < h ≤ π/n, 0 ≤ γ ≤ αp− 1, 1/α < p ≤ 2, α ∈ R+, α ≥ 1.

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnαEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α); t) sinγ(βt/h)dt

1/p
=

=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
(
βt

h

)
dt

−1/p

. (1.2.17)

Равенство (1.2.17) является основным результатом работы М.Г.Есмаган-

бетова [15].
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Следствие 1.2.2. Пусть φ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, 0 < p ≤ 2,

α ∈ R+. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnα−1/pEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α); t)dt

1/p
=


nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

dt


−1/p

. (1.2.18)

В частности, из (1.2.18) при h = π/n следует равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnα−1/pEn−1(f) π/n∫
0

ωp
m(f

(α); t)dt


1/p

=


π∫

0

(
sin

t

2

)mp

dt


−1/p

=

=
1

p
√
4
√
π


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

,

где Γ(u) – известная гамма-функция Эйлера.

Отметим, что равенство (1.2.18) при целых α ранее получено в работе

М.Ш.Шабозова [54]. Указанное равенство при p = 2, α ∈ N ещё ранее было

установлено Н.Айнуллоевым [2].

Следствие 1.2.3. Пусть выполнены все условия следствия 1.2.2. Тогда

при p = 1/m справедливо равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

22mnα−mEn−1(f) h∫
0

ω1/m
m (f (α); t)dt

m =

(
1− cos

nh

2

)−m

.

Из этого равенства, в частности, при h = π/n имеем

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nα−mEn−1(f) π/n∫
0

ω1/m
m (f (α); t)dt


m =

1

4m
.
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В случае m = 1 и α ∈ N получаем равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nα−1En−1(f)
π/n∫
0

ω(f (α); t)dt

=
1

4
,

полученное ранее непосредственным вычислением Л.В.Тайковым [37].

Следствие 1.2.4. Пусть φ(t) ≡ t, 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, 1/α < p ≤ 2,

α ≥ 1, α ∈ R+. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnα−2/pEn−1(f) h∫
0

t ωp
m(f

(α); t)dt

1/p
=


nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt


−1/p

. (1.2.19)

Из равенства (1.2.19), в частности, при h = π/n, имеем:

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2m+2/pnα−2/pEn−1(f) π/n∫
0

t ωp
m(f

(α); t)dt


1/p

=


π/2∫
0

t (sin t)mp dt


−1/p

.

Отсюда, полагая p = 1/m, m ∈ N, получаем

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nα−2mEn−1(f) π/n∫
0

t ω1/m
m (f (α); t)dt


m =

1

23m
. (1.2.20)

В свою очередь, при m = 1 и α ∈ N из (1.2.20) следуют равенства:

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nα−2En−1(f)
π/n∫
0

t ω(f (α); t)dt

=
1

8
.
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Приведенные равенства в следующем параграфе обеспечивают возмож-

ность вычислить значения верхних граней наилучших приближений некото-

рых классов функций, задаваемых модулями непрерывности m-го порядка

производной f (α)(x) (α > 0, α ∈ R+).
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§1.3. Неравенство Колмогорова для дробных производных и

некоторые его применения

В 1939 г. А.Н.Колмогоров [19] сформулировал и решил следующую за-

дачу: даны положительные числа A0 и Ar, требуется найти точную верхнюю

грань норм ∥f (k)∥C(1 ≤ k ≤ r−1) по всем функциям f ∈ L(r)(−∞,+∞), для

которых выполняются неравенства

∥f∥C := ∥f∥C(−∞,+∞) ≤ A0, ∥f (r)∥∞ := ∥f (r)∥L∞(−∞,+∞) ≤ Ar

Решение сформулированной задачи даёт

Теорема Колмогорова [19]. Для любой функции f ∈ L(r)(−∞,+∞)

(r = 2, 3, . . .), у которой норма ∥f∥C конечна, при каждом k = 1, 2, . . . , r−1

выполняется неравенство

∥f (k)∥C ≤ Cr,k∥f∥1−k/r
C ∥f (r)∥k/r∞ , (1.3.1)

где

Crk = Kr−k/K
1−k/r
r ,

а

Km =
4

π

∞∑
ν=1

(−1)ν(m+1)

(2ν + 1)m+1

– константы Фавара. Неравенство (1.3.1) обращается в равенство для

функции

f(t) = γ · 4

πλr

∞∑
ν=0

sin [(2ν + 1)λ(t+ a)− πr/2]

(2ν + 1)r+1

где a, γ – любые числа, а λ – любое положительное число.

В пространстве L(r)
1 (−∞,+∞) (r = 2, 3, · · · ) неулучшаемый аналог нера-

венства (1.3.1) доказал Е.М.Стейн [31]

∥f (k)∥L1[0,2π] ≤ Cr,k∥f∥1−k/r
L1[0,2π]

∥f (r)∥k/rL1[0,2π]
,

k = 1, 2..., r − 1, где Crk определена в (1.3.1), Cr,k = Kr−k/K
1−k/r
r .

Здесь мы докажем, аналогичное неравенство для произвольной функции

f ∈ L
(α)
2 , α ∈ R+, с точной константой Cαk ≡ 1.
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Теорема 1.3.1. Пусть функция f ∈ L
(α)
2 , α ∈ R+ и пусть γ > 0 –

произвольное число, удовлетворяющее условию 0 < γ < α. Тогда имеет

место неравенство

∥f (γ)∥2 ≤ ∥f∥1−γ/α
2 ∥f (α)∥γ/α2 . (1.3.2)

Знак равенства здесь имеет место для функций вида f(t) = b cosn(t+ a).

Доказательство. Соотношение (1.3.2) вытекает из равенства Парсева-

ля и неравенства Гёльдера для рядов, имеющего вида

∞∑
ν=1

a
′

νb
′

ν ≤

( ∞∑
ν=1

a
′p

ν

)1/p( ∞∑
ν=1

b
′q

ν

)1/q

, p ≥ 1,
1

p
+

1

q
= 1. (1.3.3)

Действительно, если f ∈ L
(α)
2 и

f(t) =
a0
2
+

∞∑
ν=1

(aν cos νt+ bν sin νt) ,

то

∥f∥22 =
a20
2
+

∞∑
ν=1

(
a2ν + b2ν

)
,

∥f (γ)∥22 =
∞∑
ν=1

ν2γ
(
a2ν + b2ν

)
.

Полагаем (
a2ν + b2ν

)1−γ/α
= a

′

ν,
[
ν2α
(
a2ν + b2ν

)]γ/α
= b

′

ν,

в силу (1.3.3) при p = α/(α− γ) имеем

∥f (γ)∥22 =
∞∑
ν=1

ν2γ
(
a2ν + b2ν

)
=

=
∞∑
ν=1

(
a2ν + b2ν

)1−γ/α [
ν2α
(
a2ν + b2ν

)]γ/α ≤

≤

( ∞∑
ν=1

(
a2ν + b2ν

)(1− γ
α)

α
α−γ

)1− γ
α
( ∞∑

ν=1

[
ν2α
(
a2ν + b2ν

)] γ
α

α
γ

)γ/α

=

=

( ∞∑
ν=1

(
a2ν + b2ν

))1−γ/α( ∞∑
ν=1

ν2α
(
a2ν + b2ν

))γ/α

=
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= ∥f∥1−γ/α
2 ∥f (α)∥γ/α2 .

Непосредственным вычислением проверяется, что для функции

f(t) = b cosn(t+ a), n ∈ N, a, b ∈ R,

имеет место знак равенства. Из доказанной теоремы 1.3.1 вытекает

Следствие 1.3.1. Для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 при 0 < γ < α,

α, γ ∈ R+, справедливо неравенство

En−1(f
(γ))L2

≤ (En−1(f))
1−γ/α
L2

(
En−1(f

(α))
)γ/α
L2

. (1.3.4)

В самом деле, неравенство (1.3.4) вытекает из соотношения

∞∑
ν=n

ν2γ
(
a2ν + b2ν

)
≤

( ∞∑
ν=n

(
a2ν + b2ν

))1−γ/α( ∞∑
ν=n

ν2α
(
a2ν + b2ν

))γ/α

.

Дадим некоторые применения доказанных неравенств (1.3.2) и (1.3.4).

Так как для функции f ∈ L
(α)
2 (α ∈ R+) все дробные производные f (γ) (0 <

γ ≤ α) или f (α−γ)(0 < γ ≤ α) принадлежат согласно неравенству (1.3.4)

пространству L2, то представляет несомненный интерес изучение поведения

величины En−1(f
(α−γ)) на классе L(α)

2 . Заметим, что если в неравенстве (1.3.4)

число γ менять на α− γ, то мы получаем

En−1(f
(α−γ))L2

≤ (En−1(f))
γ/α
L2

(En−1(f
α))

1−γ/α
L2

. (1.3.4)
′

Из результатов предыдущего параграфа выведём следующее утверждение.

Теорема 1.3.2. Пусть m,n ∈ N; 0 < p ≤ 2; 0 < h ≤ π/n; γ, α ∈
R+; 0 < γ ≤ α, φ – неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не

эквивалентная нулю функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

(1.3.5)
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а) если, в частности, m,n ∈ N, p = 1/m, 0 < h ≤ π/n, γ, α ∈ R+, 0 < γ ≤ α

и φ(t) ≡ 1, то

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ω1/m
m (f (α), t)dt

m =

(
2

n
sin2

nh

4

)−m

. (1.3.6)

В частности,

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγ−mEn−1(f
(α−γ)) π/n∫

0

ω1/m
m (f (α), t)dt


m = 1.

б) если m,n ∈ N, p = 2/m, 0 < h ≤ π/n, γ, α ∈ R+, 0 < γ ≤ α и

φ(t) ≡ 1, то

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ω2/m
m (f (α), t)dt

m =

{
n

nh− sinnh

}m

. (1.3.7)

В частности,

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

nγ−mEn−1(f
(α−γ)) π/n∫

0

ω2/m
m (f (α), t)dt


m =

1

πm
.

Доказательство. Не уменьшая общности, покажем справедливость со-

отношения (1.3.5), поскольку равенства (1.3.6) и (1.3.7) из него вытекают как

следствие. Для произвольной f ∈ L2 при α ≡ 0 из (1.2.9) получаем

En−1(f) ≤
1

2m



h∫
0

ωp
m(f, t)φ(t)dt

h∫
0

(1− cosnt)mp/2φ(t)dt



1/p

. (1.3.8)
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Параллельно мы доказали, что для любой функции f ∈ L
(α)
2 имеет место

неравенство

En−1(f) ≤
1

2mnα



h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

h∫
0

(1− cosnt)mp/2φ(t)dt



1/p

.

В то же время из (1.3.8) заменой f на f (α) имеем:

En−1(f
(α)) ≤ 1

2m



h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

h∫
0

(1− cosnt)mp/2φ(t)dt



1/p

Воспользуясь доказанным неравенством между наилучшими приближе-

ниями дробных производных (1.3.4)
′ функции f ∈ L

(α)
2 , получаем

2mnγEn−1(f
(α−γ)) h∫

0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

1/p
≤

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2φ(t)dt

−1/p

. (1.3.9)

Рассмотрим функцию f1(x) = cosnx, для которой

En−1(f
(α−γ)
1 ) = nα−γ, ω2

m

(
f
(α)
1 , t

)
= 2mn2α(1− cosnt)m,

где 0 < t ≤ πn. Поскольку для f1 ∈ L
(α)
2

2mnγEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α)
1 , t)φ(t)dt

1/p
=

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2φ(t)dt

−1/p

,

то мы имеем

sup
f∈L(α)

2

f (α) ̸=const

2mnγEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

1/p
≥ 2mnγEn−1(f1) h∫

0

ωp
m(f

(α)
1 , t)φ(t)dt

1/p
=
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=

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2φ(t)dt

−1/p

=

 h∫
0

(
2 sin2

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

=

= 2m

 h∫
0

(
sin

nt

2

)2mp

φ(t)dt

−1/p

. (1.3.10)

Требуемое равенство (1.3.5) получаем из сопоставления неравенств

(1.3.9) и (1.3.10). Равенства (1.3.6) и (1.3.7) из правой части (1.3.5) полу-

чаются непосредственным вычислением при p = 1/m, p = 2/m и φ(t) ≡ 1,

чем и завершаем доказательство теоремы 1.3.2.

Следует отметить, что из равенства (1.3.5), в частности, вытекают ре-

зультаты М.Ш.Шабозова [54], М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [55] в случае

α ≡ γ ∈ N при произвольном неотрицательном с суммируемым весом φ(t),

0 ≤ t ≤ h (0 < h ≤ π/n), . Равенство (1.3.7) является своеобразным обобще-

нием результата С.Б.Вакарчука [7], ранее доказанном для множества функ-

ций f ∈ L
(α)
2 , для значений α ∈ N.
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§1.4. Вычисление верхних граней наилучших приближений

тригонометрическими полиномами некоторых классов

дифференцируемых в смысле Вейля функций в пространстве L2

Содержание этого параграфа связано с исследованием экстремальных

задач теории приближения 2π-периодических дифференцируемых функ-

ций тригонометрическими полиномами в гильбертовом пространстве L2 :=

L2[0, 2π]. Решение этих задач в конкретных ситуациях, как правило, требует

применение современных методов функционального анализа, основанных на

получении некоторого точного неравенства для нормы или какой-либо дру-

гой аппроксимационной характеристики, таких как, например, верхней грани

наилучшего приближения заданного класса функций.

Хорошо известно, что в экстремальных задачах теории приближения пе-

риодических функций f ∈ L2 с заданным классом функций M = {f} ⊂ L2,

часто связывают его следующие характеристики аппроксимации:

En−1(M)L2
:= E(M; T2n−1) = sup

f∈M
inf

Tn−1∈T2n−1

∥f − Tn−1∥L2
(1.4.1)

— наилучшее приближение класса M множеством T2n−1 тригонометрических

полиномов Tn−1 порядка n− 1;

γn−1(M)L2
= sup

{
∥f∥L2

: f ∈ M⊥
n

}
, (1.4.2)

где M⊥
n — множество функций f ∈ M таких, что

2π∫
0

f(t)

{
sin kx
cos kx

}
dt = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Помимо величин (1.4.1) и (1.4.2) часто будет полезным отыскание вели-

чины

En−1(M)L2
= inf

A∈Ln

sup
f∈M

∥f − Af∥L2
, (1.4.3)

где Ln – совокупность всех линейных операторов, переводящих функции f ∈
L2 в тригонометрические полиномы порядка n− 1.

Из приведённых выше аппроксимационных величин сразу следует, что

En−1(M)L2
≤ γn−1(M)L2

≤ En−1(M). (1.4.4)
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Очевидно, что второе неравенство в цепочке (1.4.4) вытекает из того факта,

что если f ∈ M⊥
n , то Af ≡ 0, и поэтому мы имеем

sup
{
∥f∥L2

: f ∈ M⊥
n

}
≤ sup {∥f − Af∥L2

: f ∈ M} .

С другой стороны, очевидно, что

En−1(M)L2
= sup

f∈M
inf

Tn−1∈T2n−1

∥f − Tn−1∥L2
≤ sup

f∈M⊥
n

∥f∥L2
= γn−1(M)L2

.

Из этих двух неравенств, сразу получаем цепочку неравенств (1.4.4). Да-

лее покажем, что в ряде важных случаев, для конкретных классов функций,

все введённые выше аппроксимационные характеристики совпадают.

Задача состоит в отыскании значения величин (1.4.1) - (1.4.3) для неко-

торых классов функций, естественно возникающих из утверждения теорем и

их следствий в предыдущем параграфе 1.2.

Пусть Φ(t), 0 ≤ t < ∞ — непрерывная неубывающая положительная

функция такая, что Φ(0) = 0. Для r ∈ Z+, m ∈ N, 0 < p ≤ 2, α > 0 и

0 < h ≤ 2π введём в рассмотрение следующие классы функций:

W (α)
m,p(h) =

f ∈ L
(α)
2 :

1

h

h∫
0

ωp
m(f

(α), t)L2
dt

1/p

≤ 1

 ,

W (α)
m,p(h,Φ) =

f ∈ L
(α)
2 :

1

h

h∫
0

ωp
m(f

(α), t)L2
dt

1/p

≤ Φ(h)

 ,

W̃ (α)
m,p(h) =

f ∈ L
(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

tωp
m(f

(α), t)L2
dt

1/p

≤ 1

 ,

W̃ (α)
m,p(h,Φ) =

f ∈ L
(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

tωp
m(f

(α), t)L2
dt

1/p

≤ Φ(h)

 ,
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W̄ (α)
m (h) =

f ∈ L
(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)L2

dt

m/2

≤ 1

 ,

W̄ (α)
m (h,Φ) =

f ∈ L
(α)
2 :

 2

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (α), t)L2

dt

m/2

≤ Φ(h)

 .

Для введённых классов функций справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.4.1 Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, α > 0 и 0 < p ≤ 2. Тогда при

любом h ∈ (0, π/n] справедливы равенства

En−1

(
W̄ (α)

m (h)
)
L2

= γn−1

(
W̄ (α)

m (h)
)
L2

=

= En−1

(
W̄ (α)

m (h)
)
L2

= 2−m/2n−α

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

, (1.4.5)

En−1

(
W̄ (α)

m (h,Φ)
)
L2

= γn−1

(
W̄ (α)

m (h,Φ)
)
L2

=

= En−1

(
W̄ (α)

m (h,Φ)
)
L2

= 2−m/2n−α

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

Φ(h). (1.4.6)

En−1

(
W (α)

m,p(h)
)
L2

= γn−1

(
W (α)

m,p(h)
)
L2

=

= En−1

(
W (α)

m,p(h)
)
L2

= 2−m · n−α

 1

nh

nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

=

= 2−m−1/pn−α

 1

nh

nh/2∫
0

sinmp tdt


−1/p

; (1.4.7)
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En−1

(
W (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= γn−1

(
W (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

=

= En−1

(
W (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= 2−mn−α

 1

nh

nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h) =

= 2−m−1/pn−α

 1

nh

nh/2∫
0

sinmp tdt


−1/p

Φ(h); (1.4.8)

En−1

(
W̃ (α)

m,p(h)
)
L2

= γn−1

(
W̃ (α)

m,p(h)
)
L2

=

= En−1

(
W̃ (α)

m,p(h)
)
L2

= 2−mn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

=

= 2−m−2/pn−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

t sin
t

2

mp

tdt


−1/p

; (1.4.9)

En−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= γn−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

=

= En−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= 2−mn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h) =

= 2−m−2/pn−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

t sinmp tdt


−1/p

Φ(h), (1.4.10)

Доказательство. Все равенства (1.4.5) – (1.4.10) доказываются одним

и тем же способом и только лишь небольшими вычислениями отличаются в

идейном отношении. Поэтому мы докажем только цепочку равенств (1.4.10).
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Очевидно, для справедливости равенство (1.4.10) достаточно доказать, что

оценка сверху и оценка снизу в точности совпадают. Так как в пространстве

L2 совокупность всех линейных операторов, переводящих любую функцию

f ∈ L2 в тригонометрические полиномы порядка n−1 совпадают с частными

суммами Sn−1(f, x) порядок n− 1 ряда Фурье, то имеет место равенство

En−1(f)L2
= En−1(f)L2

= ∥f − Sn−1(f)∥L2
.

Используя определение класса W̃
(α)
m,p(h,Φ) из соотношения (1.2.19), для про-

извольной функции f ∈ W̃
(α)
m,p(h,Φ) запишем

En−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
L2

= sup
{
∥f − Sn−1(f)∥L2

: f ∈ W̃ (α)
m,p(h,Φ)

}
≤

≤ sup
f∈W̃ (α)

m,p(h,Φ)

{
2−m+1/pn−α

 1

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

×

×

 2

(h)2

h∫
0

tωp
m(f

(α), t)dt

1/p

dt

}
≤

≤ 2−m+1/pn−α

 1

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h). (1.4.11)

Для получения оценки снизу величины En−1

(
W̃

(α)
m,p(h,Φ)

)
введём в рассмот-

рение функцию

f0(x) = 2−m+1/pn−α

 1

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h) cosnx.

Очевидно, что f0(x) ∈ W̃
(α)
m,p(h,Φ) и так как Sn−1(f0, x) ≡ 0, то

∥f0 − Sn−1(f0)∥L2
≡ ∥f0∥L2

=

= 2−m+1/pn−α

 1

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h). (1.4.12)

Таким образом, с учётом равенства (1.4.12) получаем

En−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
≥ ∥f0 − Sn−1(f0)∥ =
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= 2−m+1/pn−α

 1

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h). (1.4.13)

Требуемые равенства (1.4.10) вытекают из сравнения оценки сверху (1.4.11)

и оценки снизу (1.4.13), чем и завершаем доказательство теоремы 1.4.1.

Из утверждения теоремы 1.4.1 немедленно следует

Следствие 1.4.1. При выполнении всех условий теоремы 1.4.1 имеют

место равенства

En−1

(
W (α)

m,p

(π
n

))
L2

= γn−1

(
W (α)

m,p

(π
n

))
L2

=

= En−1

(
W (α)

m,p

(π
n

))
L2

= 2−mn−απ1/2p


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

;

En−1

(
W (α)

m,p

(π
n
,Φ
))

L2

= γn−1

(
W (α)

m,p

(π
n
,Φ
))

L2

=

= En−1

(
W (α)

m,p

(π
n
,Φ
))

L2

= 2−mn−απ1/2p


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

Φ
(π
n

)
,

где Γ(u) – гамма-функция Эйлера.

En−1

(
W̃

(α)
m,1/m(h)

)
L2

= γn−1

(
W̃

(α)
m,1/m(h)

)
L2

=

= En−1

(
W̃

(α)
m,1/m(h)

)
L2

=

{
8

(nh)2

(
sin

nh

2
− nh

2
cos

nh

2

)}−m

, 0 < nh ≤ π.

В частности, при h = π/n имеем

En−1

(
W̃

(α)
m,1/m(π/n)

)
L2

= γn−1

(
W̃

(α)
m,1/m(π/n)

)
L2

=

64



= En−1

(
W̃

(α)
m,1/m(π/n)

)
L2

=

(
π

2
√
2

)m

.

Аналогичным образом имеем

En−1

(
W

(α)
m,1/m (h,Φ)

)
L2

= γn−1

(
W

(α)
m,1/m (h,Φ)

)
L2

= En−1

(
W

(α)
m,1/m (h,Φ)

)
L2

=

=

{
8

(nh)2

(
sin

nh

2
− nh

2
cos

nh

2

)}−m

Φ(h), 0 < nh ≤ π.

В частности, при h = π/n имеем

En−1

(
W

(α)
m,1/m (π/n,Φ)

)
L2

= γn−1

(
W

(α)
m,1/m (π/n,Φ)

)
L2

=

= En−1

(
W

(α)
m,1/m (π/n,Φ)

)
L2

=

(
π

2
√
2

)m

Φ
(π
n

)
.

Напомним, что в 1910 году А.Лебегом [22] было впервые дано понятие

модуля непрерывности ω для функций f ∈ C[0, 2π] и в терминах указан-

ной характеристики гладкости получил оценки коэффициентов Фурье ak и

bk (k = 0, 1, 2, . . .).

В дальнейшем вопросы вычисления точных верхних граней модулей ко-

эффициентов Фурье на различных классах функций в различных простран-

ствах рассматривались в работах многих математиков (см., например, [32]).

Для классов функций введённых в этом параграфе, данный вопрос также

представляет определённый интерес. В самом деле, из утверждения теоремы

1.4.1 сразу получаем

Следствие 1.4.2 Если выполнены все условия теоремы 1.4.1, для лю-

бого n ∈ N имеют место равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (α)

m,p(h)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (α)

m,p(h)
}
=
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= 2−mn−α

 1

nh

nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

, (1.4.14)

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (α)

m,p(h,Φ)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (α)

m,p(h,Φ)
}
=

= 2−mn−α

 1

nh

nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h), (1.4.15)

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h)
}
=

= 2−m+1/pn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

, (1.4.16)

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}
=

= 2−m+1/pn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h), (1.4.17)

где an(f) и bn(f) – соответственно косинус- и синус-коэффициенты Фурье

функции f. В частности, при h = π/n из (1.4.14) – (1.4.17) вытекают

равенства

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (α)

m,p(π/n)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (α)

m,p(π/n)
}
=

= 2−mn−απ1/(2p)


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

;

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (α)

m,p(π/n,Φ)
}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (α)

m,p(π/n,Φ)
}
=
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= 2−mn−απ1/(2p)


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

Φ
(π
n

)
;

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃

(α)
m,1/m(π/n)

}
=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W̃

(α)
m,1/m(π/n)

}
=

(
π

2
√
2

)m

;

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃

(α)
m,1/m(π/n,Φ)

}
=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W̃

(α)
m,1/m(π/n,Φ)

}
=

(
π

2
√
2

)m

Φ
(π
n

)
.

Доказательство. Не уменьшая общности, докажем равенство (1.4.17)

для косинус-коэффициента an(f). Учитывая ортогональность частичной сум-

мы (n− 1)-го порядка Sn−1(f, x) функции cosnx, запишем равенство

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(x) cosnxdx =
1

π

2π∫
0

{f(x)− Sn−1(f, x)} cosnxdx. (1.4.18)

Используя неравенство Коши-Буняковского из (1.4.18) и соотношение

(1.4.10), получаем оценку сверху

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}
≤

≤ sup
{
∥f − Sn−1(f)∥ : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}
= En−1

(
W̃ (α)

m,p(h,Φ)
)
=

= 2−m+1/pn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h). (1.4.19)

Введём в рассмотрение функцию

g0(x) = 2−m+1/pn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h) cosnx
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Элементарным вычислением легко показать, что функция g0(x) принадлежит

классу W̃
(α)
m,p(h,Φ), а потому мы имеем:

sup
{
|an(f)| : f ∈ W̃ (α)

m,p(h,Φ)
}
≥ |an(g0)| =

1

π

∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

g0(x) cosnxdx

∣∣∣∣∣∣ =

= 2−m+1/pn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h)
1

π

2π∫
0

cos2 nxdx =

= 2−m+1/pn−α

 2

(nh)2

nh∫
0

t

(
sin

t

2

)mp

dt

−1/p

Φ(h). (1.4.20)

Равенство (1.4.17) для косинус-коэффициента an(f) вытекает из сопо-

ставления оценки сверху (1.4.19) и оценки снизу (1.4.20). Аналогичным обра-

зом доказываются остальные равенства (1.4.14) – (1.4.16), чем и завершаем

доказательство следствия 1.4.2.
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Глава II
Точные значения n-поперечников некоторых классов

функций в L2

§2.1. Определение n-поперечников и классов функций

В этом параграфе приводим необходимые определения и факты, нужные

нам в дальнейшем для изложения наших последующих результатов.

Пусть X – банахово пространство, S – единичный шар в нём, M – неко-

торое выпуклое центрально-симметричное подмножество в X, Ln ⊂ X – n-

мерное линейное подпространство, Ln ⊂ X – подпространство коразмерно-

сти n, Λ : X → Ln – линейный непрерывный оператор, отображающий X

в Ln, Λ
⊥ : X → Ln – непрерывный оператор линейного проектирования X

на подпространство Ln. Приближение фиксированного множества M ⊂ X

фиксированным подпространством Ln этого же пространства X определяет-

ся величиной

E(M, Ln)X
def
= sup

{
inf
{
∥f − φ∥X : φ ∈ Ln

}
: f ∈ M

}
.

Величина

E(M, Ln)X
def
= inf

{
sup

{
∥f − Λ(f)∥X : f ∈ M

}
: ΛX ⊂ Ln

}
характеризует наилучшее линейное приближение множества M элементами

подпространства Ln ⊂ X. Величины

bn(M, X) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Ln+1 ⊂ M} : Ln+1 ⊂ X} ,

dn(M, X) = inf {E(M, Ln) : Ln ⊂ X} ,

dn(M, X) = inf {sup {∥f∥X : f ∈ M ∩ Ln} : Ln ⊂ X} ,

δn(M, X) = inf {E(M, Ln)X : Ln ⊂ X} ,

Πn(M, X) = inf
{
E⊥(M, Ln)X : Ln ⊂ X

}
называют соответсвенно бернштейновским, колмогоровским, гельфандов-

ским, линейным и проекционным n-поперечниками.
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Указанные аппроксимационные величины монотонно убывают по n и

между ними в пространстве L2 выполняются соотношения [30,47]:

bn(M;L2) ≤ dn(M;L2) ≤ dn(M;L2) = δn(M;L2) = Πn(M;L2). (2.1.1)

Полученные в параграфах 1.2 и 1.4 результаты обеспечивают возмож-

ность вычислить точные значения всех перечисленных выше n-поперечников

для классов функций W̄
(α)
m (h), W

(α)
m,p(h) и W̃

(α)
m,p(h).

В параграфе 2.2 нами решена задача отыскания точной константы в

обобщённом неравенстве Джексона – Стечкина, а в параграфе 2.3 решается

задача С.Б.Стечкина о вычислении точных значений n-поперечников класса

W̃
(α)
p,h H

ωm. В завершающем четвёртом параграфе найдены точные значения

n-поперечников классов W̄
(α)
m (h), W

(α)
m,p(h) и W̃

(α)
m,p(h).
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§2.2. Об отыскании наименьшей константы в обобщённом

неравенсве Джексон – Стечкина

Пусть φ(t) – неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] функция.

Через Wm(f
(α);φ;h)p, где m ∈ N, α, p ∈ R+, 0 < h ≤ π обозначим среднее в

p-ой степени значение модуля непрерывности ωm(f
(α); t) := ωm(f

(α); t)L2[0,2π]

порядка m от дробной производной f (α)(x), α ∈ R+ с неотрицательной сум-

мируемой весом φ(t) :

Wm(f
(α);φ, h)p =



h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

. (2.2.1)

При решении экстремальных задач теории аппроксимации в простран-

стве L2, связанных с нахождением точных констант в неравенствах типа

Джексона – Стечкина

En−1(f) ≤ χn−αωm(f
(α), t/n), (2.2.2)

где t > 0, f ∈ L
(α)
2 , m ∈ N, f (0) ≡ f, α ∈ R+, многими математиками

в разное время рассматривались различные экстремальные характеристики,

способствовавшие уточнению оценок сверху констант χ при α ∈ N ∪ {0}
(см., например, [1, 2, 4–12, 15, 17, 23, 38, 39, 51–55, 57, 58]) и приведённую там

литературу.

В связи с отысканием точной константы в неравенстве Джексона – Стеч-

кина (2.2.2), следуя замечанием Н.И.Черных [51], отметим, что поскольку

функционал (2.2.1) меньше джексоновского функционала ωm(f
(α); t), то есть

Wm(f
(α);φ, h)p =

 h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

≤

≤

ωp
m(f

(α);h)

h∫
0

φ(t)dt

1/p h∫
0

φ(t)dt

−1/p

= ωm(f
(α);h), (2.2.3)
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то, по-видимому, для оценки экстремальных аппроксимационных характери-

стик, вводимых нами далее, и для выявлении структурных величин наилуч-

ших полиномиальных приближений En−1(f) периодических функций f в L2,

функционал (2.2.1) более естественен. Так, например, а работах [1, 15, 55] в

подтверждение гипотезы Черных в качестве веса была рассмотрена функция

φ(t) = sinγ
β

h
t (0 < β ≤ π; 0 < h ≤ π/n, n ∈ N; 0 ≤ γ ≤ αp − 1; α, p ∈ R+,

αp ≥ 1) и осреднённая экстремальная характеристика использовалась для

получения точных констант в неравенстве Джексона – Стечкина. Различные

весовые функции также рассматривались в работах [2,6,8,11,12,23,55,57,58].

Таким образом, осреднённый в p-й степени модуль непрерывности m-го

порядка (2.2.1) является наиболее общим функционалом при отыскания точ-

ной константы в неравенстве Джексона – Стечкина (2.2.2). Всюду далее, в

этом параграфе, L(α)
2 (m, p, h;φ) – множество функций f ∈ L

(α)
2 , для которых

выполняется неравенство

Wm(f
(α);φ, h)p ≤ 1.

Очевидно, что в силу свойства монотонности модуля непрерывности

m-го порядка ωm(f
(α); t) для произвольной суммируемой весовой функции

φ(t) ≥ 0, 0 < t ≤ h с учётом (2.2.3) из (2.2.1) вытекает неравенство

Cωm(f
(α);h) ≤ Wm(f

(α);φ, h)p ≤ ω(f (α);h),

где C = C(m,α, p, h) – положительная константа, которая зависит только от

значений указанных параметров в скобке.

Отыскание наименьшей константы в неравенстве Джексона – Стечкина

(2.2.2) равносильно задаче вычисления точной верхней грани

χm,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2, TN

)
= sup

{
E(f, TN)

Wm(f (α);φ, h)p
: f ∈ L

(α)
2

}
. (2.2.4)

В монографии В.И.Иванова и О.И.Смирнова [17], в частности, отмечается,

что
”
Интерес к точным константам, сложившиеся вокруг неравенства типа

Джексона – Стечкина (2.2.2), возможно, не был бы столь оправданным, если

бы каждый новый случай не требовал привлечения новых идей и методов,

которые затем оказывались полезными и при решении других экстремальных
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задач теории приближения”. Здесь мы приведём решение задачи о миними-

зации величины (2.2.4) по всем подпространствам TN размерности N, то есть

вычислим значения инфимума величины (2.2.4) относительно всего множе-

ства приближающихся подпространств TN ⊂ L2 размерности N :

χN,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= inf

{
χm,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2, TN

)
: TN ⊂ L2

}
=

= inf

{
sup

{
E(f, TN)

Wm(f (α);φ, h)p
: f ∈ L

(α)
2

}
: TN ⊂ L2

}
.

Положим также

EN−1

(
L
(α)
2 (m, p, h, φ), L2

)
= sup

{
∥f − SN−1(f)∥ : f ∈ L

(α)
2 (m, p, h;φ)

}
.

Теорема 2.2.1. Пусть h, p ∈ R+, α ≥ 0, m ∈ N ∪ {0}, n ∈ N. Тогда

имеет место равенство

χm,n,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= dn

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
.

Доказательство. Следуем схеме рассуждения, приведенной в [21,

с.385]. Пусть f ∈ L
(α)
2 и Wm(f

(α), φ)p,h = u > 0. Тогда, положив f1(x) =

u−1f(x), получим Wm(f
(α)
1 , φ)p,h = 1, то есть f1 ∈ L

(α)
2 (m, p, h;φ). Учитывая

положительную однородность функционалов E(f, TN) и Wm(f
(α), φ)p,h, при

фиксированном h, имеем

sup
f∈L(α)

2

E (f, TN)
Wm

(
f (α);φ

)
p,h

≤ sup
f∈L(α)

2 (p,h,m;φ)

E (f, TN) . (2.2.5)

Переходя в неравенстве (2.2.5) к нижним граням по всем подпростран-

ствам TN ⊂ L2 размерности N, получаем

χm,n,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
≤ dn

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
. (2.2.6)

С другой стороны, для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 (p, h,m;φ) в силу

определения класса L
(α)
2 (p, h,m;φ) имеем:

E (f, TN) ≤
E (f, TN)

Wm

(
f (α);φ

)
p,h

.
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Последнее неравенство верно для любого подпространства TN ⊂ L2, а

потому верно неравенство

dn

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≤ χm,n,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
. (2.2.7)

Утверждение теоремы 2.2.1 вытекает из сопоставления (2.2.6) и (2.2.7).

Теорема 2.2.2 Пусть весовая функция φ, заданная на отрезке [0, h],

является неотрицательной и непрерывно дифференцируемой. Если при

некоторых α ≥ 1, 1/α ≤ p ≤ 2 и любых t ∈ [0, h] выполнено неравенство

(αp− 1)φ(t)− φ′(t) ≥ 0,

то при всех m,n ∈ N и 0 < h ≤ π/n справедливы равенства

χ2n,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= χ2n−1,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= En

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

= λ2n

(
L
(α)
2 (L

(α)
2 (m, p, h;φ)L2

)
= λ2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

=
1

nα


h∫

0

φ(t)dt


1/p

h∫
0

(
2 sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

,

где λn(·) – любой из вышеперечисленных n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·),
δn(·) и Πn(·). Все n-поперечники реализуются частными суммами Фурье

Sn−1(f ; t).

Доказательство. В самом деле, при выполнении дифференциального

неравенства (αp − 1)φ(t) − tφ
′
(t) ≥ 0 в теореме 2.2.1 доказали, что имеет

место следующее экстремальное равенство

sup
f∈L(α)

2

2mnαEn−1(f) h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

1/p
=


h∫

0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt


−1/p

. (2.2.8)

Из равенства (2.2.8) вытекает, что h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

1/p

≥ 2mnα

 h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

En−1(f).
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Из последнего неравенства сразу следует, что для произвольной f ∈ L
(α)
2

справедливо неравенство

En−1(f) ≤
1

2mnα



h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

. (2.2.9)

Непосредственным вычислением убеждаемся, что равенство в (2.2.9) дости-

гается для функции f0(t) = sinnt ∈ L
(α)
2 . Поскольку Sn−1(Tn−1; t) ≡ Tn−1(t)

для любого Tn−1 ∈ T2n−1, а также Sn−1(f ; x) ∈ T2n−1 для любого f ∈ L2,

то для проекционного поперечника класса L
(α)
2 (m, p, h, φ) получаем оценку

сверху

Π2n

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≤ Π2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≤

≤ En−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ)

)
≤ 2−mn−α



h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

· φ(t)dt



1/p

=

= 2−mn−α



h∫
0

ωp
m(f

(α), t)φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt

·

h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

=
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= 2−mn−αWm(f
(α);φ, h)



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



−1/p

≤

≤ 2−mn−α

 h∫
0

φ(t)dt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

(2.2.10)

С целью получения оценки снизу бернштейновского n-поперечника класса

L
(α)
2 (m, p, h;φ) ввдём в рассмотрение (n+ 1)-мерный шар

B2n+1 =

=

Tn ∈ T2n+1 : ∥Tn∥ ≤ 2−mn−α

 h∫
0

φ(t)dt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p


в подпространстве тригонометрических полиномов T2n+1. Для завершения

доказательства теоремы 2.2.2 нам потребуется следующее утверждение.

Лемма 2.2.1. Для произвольного тригонометрического полинома

Tn(x) ∈ T2n+1 и произвольного число α ∈ R+ справедливо неулучшаемое нера-

венство
ωm(T

(α)
n ; t) ≤ 2mnα

(
sin

nt

2

)m

∥Tn∥, 0 < nt ≤ π. (2.2.11)

Неравенство (2.2.11) обращается в равенство для полинома

qn(t) = a cosnt+ b sinnt, a, b ∈ R, 0 < nt ≤ π.

Доказательство. Пусть

Tn(x) =
α0

2
+

n∑
k=1

(αk cos kt+ βk sin kt) ∈ T2n+1.
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Тогда, согласно определению производной Вейля, имеем

T (α)
n (x) =

n∑
k=1

kα
(
αk cos

(
kx+

απ

2

)
+ βk sin

(
kx+

απ

2

))
.

Отсюда, обозначая ρ2k(Tn) = α2
k+β2

k, k = 1, 2, · · · , n и применяя формулу

(1.1.12), запишем

ω2
m(T

(α)
n ; t) = 2m sup

{
n∑

k=1

k2αρ2k(Tn) · (1− cos kh)m : |h| ≤ t

}
. (2.2.12)

Воспользуясь тем, что при любом k (1 ≤ k ≤ n) имеет место неравенство

(1− cos kh)m ≤ (1− cosnh)m, 0 < nh ≤ π из (2.2.12), получаем

ω2
m(T

(α)
n ; t) ≤ 2m(1− cosnt)mn2α

n∑
k=1

ρ2k(Tn) =

= 22mn2α

(
sin

nt

2

)2m

∥Tn∥2. (2.2.13)

Из неравенства (2.2.13) сразу следует (2.2.11) и непосредственным вычисле-

нием убедимся, что для полинома qn(t) = a cosnt+ b sinnt оно обращается в

равенство, чем и завершаем доказательство леммы 2.2.1.

Продолжим доказательство теоремы 2.2.2. Из неравенства (2.2.11) для

произвольного полинома Tn(x) ∈ B ∩ T2n+1 получаем

ωp
m

(
T (α)
n ; t

)
≤ 2mpnαp

(
sin

nt

2

)mp

· ∥Tn∥p, 0 < nt ≤ π.

Из последнего неравенства непосредственно получаем

h∫
0

ωp
m

(
T (α)
n ; t

)
φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

≤ 2mnα



h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

∥Tn∥ ≤ 1,

а потому B2n+1 ∈ L
(α)
2 (m, p, h;φ). Отсюда, согласно определению бернштей-

новского поперечника, имеем оценки снизу

b2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≥ b2n

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
≥ b2n (B2n+1, L2) =
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= 2−mn−α

 h∫
0

φ(t)dt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

−1/p

. (2.2.14)

Сопоставляя неравенства (2.2.10) и (2.2.14), с учётом (2.1.1) завершаем

доказательство теоремы 2.2.2.

Из доказанной теоремы 2.2.2 в качестве следствия получаем ряд утвер-

ждений.

Следствие 2.2.1. Пусть φ(t) = sinγ
β

h
t; 0 ≤ γ ≤ αp − 1, α ≥ 1,

1/α < p ≤ 2. Тогда имеют место равенства

χ2n,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= χ2n−1,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
=

= λ2n

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
= λ2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

= 2−mn−α

 h∫
0

sinγ
β

h
tdt

1/p h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt

−1/p

, (2.2.15)

где λk(·) – любой из вышеперечисленных k-поперечников.

Отметим, что результат следствия 2.2.1 непосредственным вычислением

ранее получен М.Г.Есмаганбетовым [15].

Если в (2.2.15) полагать β = nh и сделать в подынтегральных выраже-

ниях замену переменной, то (2.2.15) приобретает вид:

χ2n,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
= χ2n−1,m,α,p,h

(
L
(α)
2 , L2

)
=

= λ2n

(
L
(α)
2 (m, p, h, φ), L2

)
= λ2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, h;φ), L2

)
=

= 2−mn−α

 nh∫
0

sinγ tdt

 ·

 nh∫
0

(
sin

t

2

)mp

· sinγ tdt

−1/p

. (2.2.16)
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В частности, из (2.2.16) при h = π/n получаем

χ2n,m,α,p,π/n

(
L
(α)
2 , L2

)
= χ2n−1,m,α,p,π/n

(
L
(α)
2 , L2

)
=

= λ2n

(
L
(α)
2 (m, p, π/n;φ), L2

)
= λ2n−1

(
L
(α)
2 (m, p, π/n;φ), L2

)
=

= 2−mn−α

 π∫
0

sinγ tdt

1/p π∫
0

(
sin

t

2

)mp

sinγ tdt

−1/p

=

= 2−mn−α

2γ−1

n
·
Γ2

(
γ + 1

2

)
Γ(γ + 1)


1/p2γ

n
·
Γ

(
mp+ γ + 1

2

)
Γ

(
γ + 1

2

)
Γ
(mp

2
+ γ + 1

)


−1/p

=

= 2−m−1/p

Γ

(
γ + 1

2

)
Γ
(mp

2
+ γ + 1

)
Γ (γ + 1)Γ

(
mp+ γ + 1

2

)


1/p

· 1

nα
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§2.3. Решение задачи С.Б.Стечкина для класса функций W̃
(α)
p,h H

ωm

Полученные в предыдущем параграфе результаты обеспечивают нам

возможность вычислить точные значения всех перечисленных в начале вто-

рой главы n-поперечников на некоторых классов функций, которые опреде-

ляются заданным модулем непрерывности.

Пусть W
(α)
p,h H

ωm
φ := W

(α)
p Hωm(φ;h) — множество функций f ∈ L

(α)
2 таких,

что для произвольной неотрицательной весовой функции φ(t) (0 ≤ t ≤ h,

0 < h ≤ π/n) выполнялось условие

Wm(f
(α);φ, h)p =



h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

≤ ω(h),

где ω(t) — заданный модуль непрерывности, то есть неотрицательная неубы-

вающая полуаддитивная на [0, π] функция такая, что ω(0) = 0. В преды-

дущем параграфе мы отмечали, что существует константа C = C(m,α, p),

зависящая от указанных в скобке чисел m,α, p такая, что

Cωm(f
(α);h) ≤ Wm(f

(α);φ, h)p ≤ ωm(f
(α);h).

Последнее неравенство лишь указывает на то, что введенный выше класс

W
(α)
p,h H

ωm
φ отличается от класса

W̃
(α)
p,h H

ωm
φ =

{
f ∈ L

(α)
2 : ωm(f

(α);h) ≤ ω(h)
}

только на некоторое постоянное число, а потому функционал Wm(f
(α);φ, h)p

в экстремальных задачах теории приближений более предпочтительнее для

характеристики наилучших приближений функций.

Задача о вычислении поперечников класса W̃
(α)
p,h H

ωm
φ была поставлена

С.Б.Стечкиным на Международной конференции по теории приближений

функций в 1975 г. в городе Калуге (см. Труды Международной конферен-

ции по теории приближения функций. Калуга, 24-28 июля 1975 г. М.:Наука,

1977, стр.431).
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В нижеследующей теореме приводится решение задачи С.Б.Стечкина

для модуля непрерывности ω(f (α), t)2 в Lp-норме (1/α < p ≤ 2, α ∈ R+).

Теорема 2.3.1 Пусть m ∈ N, α ∈ R+, 1/α < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n,

N = 2n− 1 или N = 2n. Тогда справедливы равенства

λ2n−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ ;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ ;L2

)
=

= En−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm;L2

)
=

1

2mnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

ω(h), (2.3.1)

где λn(·) — любой из n-поперечников Бернштейна, bn(·), Гельфанда dn(·),
Колмогорова dn(·), линейного δn(·), проекционного Πn(·).

Доказательство. Оценку сверху для проекционного поперечника с

учётом определения класса W̃
(α)
p,h H

ωm получаем из неравенства (2.2.9). В са-

мом деле, из неравенства (2.2.9) для произвольной функции f ∈ W̃
(α)
p,h H

ωm
φ ,

пользуясь тем, что модуль непрерывности ωp
m(f

(α), t) возрастает на отрезке

[0, h], имеем:

En−1(f) ≤
1

2mnα



h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

≤

≤ 1

2mnα


ωp
m(f

(α);h)

h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

≤ 1

2mnα


ωp(h)

h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

=
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=
ω(h)

2mnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

.

Отсюда получаем

Π2n

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ ;L2

)
≤ En−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ

)
L2

=

= sup
{
En−1(f) : f ∈ W̃

(α)
p,h H

ωm
φ

}
≤

≤ ω(h)

2mnα
·



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

. (2.3.2)

Чтобы доказать оценку снизу для бернштейновского n-поперечника

введём в рассмотрение шар

S∗
2n+1 =


Tn ∈ T2n+1 : ∥Tn∥ ≤ ω(h)

2mnα



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p


в (2n+1)-мерном подпространстве T2n+1 тригонометрических полиномов. По-

кажем, что S∗
2n+1 ⊂ W̃

(α)
p,h H

ωm. Снова, воспользовавшись неравенством

ωm(T
(α)
n , t) ≤ 2mnα

(
sin

nt

2

)m

∥Tn∥, 0 < nt ≤ π,

справедливым для любого Tn ∈ S∗
2n+1, получаем
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

h∫
0

ωp
m(T

(α)
n ; t)φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

≤


2mpnαp∥Tn∥p

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

≤

≤


2mpnαpωp(h) 2−mpn−αp

h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

≤ ω(h).

Последнее неравенство завершает доказательство справедливости включе-

ния S∗
2n+1 ⊂ W̃

(α)
p,h H

ωm
φ . Поэтому, согласно определению бернштейновского

n-поперечника, имеем:

b2n−1

(
W

(α)
p,h H

ωm
φ , L2

)
≥ b2n

(
W

(α)
p,h H

ωm
φ , L2

)
≥ b2n (S

∗
2n+1, L2) ≥

≥ ω(h)

2m · nα
·



h∫
0

φ(t)dt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

φ(t)dt



1/p

. (2.3.3)

Требуемые равенства (2.3.1) получаем из сопоставления сценки сверху

(2.3.2) и оценки снизу (2.3.3), чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.1.

Из доказанной теоремы 2.3.1 в качестве следствия можно вывести ряд

утверждений.

Следствие 2.3.1 Пусть φ∗(t) = sinγ
β

h
t; 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, n ∈ N,

α ≥ 1, 1/α < p ≤ 2. Тогда имеют место равенства

λ2n−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ∗

;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ∗

;L2

)
=
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= En−1

(
W̃

(α)
p,h H

ωm
φ∗

)
=

1

2mnα
·



h∫
0

sinγ
β

h
tdt

h∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ
β

h
tdt



1/p

ω(h). (2.3.4)

В частности, из (2.3.4) при h = π/n, β = π имеем:

λ2n−1

(
W̃

(α)
p,π/nH

ωm
φ∗

;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
p,π/nH

ωm
φ∗

;L2

)
=

= En−1

(
W̃

(α)
p,π/nH

ωm
φ∗

)
=

1

2mnα



π/n∫
0

sinγ ntdt

π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

sinγ ntdt



1/p

ω
(π
n

)
=

=
1

2mnα

Γ

(
γ + 1

2

)
Γ
(mp

2
+ γ + 1

)
Γ (γ + 1)Γ

(
mp+ γ + 1

2

)


1/p

ω
(π
n

)
, (2.3.5)

где Γ(u) — гамма-функция Эйлера.

В свою очередь, из равенства (2.3.5) для весовой функции φ∗(t) = sinnt,

то есть когда γ = 1, p = 2, получаем

λ2n−1

(
W̃

(α)
2,π/nH

ωm
φ∗

;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
2,π/nH

ωm
φ∗

;L2

)
=

= En−1

(
W̃

(α)
2,π/nH

ωm
φ∗

)
=

√
m+ 1

2m
· 1

nα
ω
(π
n

)
. (2.3.6)

Теперь приводим обобщение теоремы 2.2.1 для класса W̃
(α)
p,h H

ωm
φ , то есть

когда величина

Wm(f
(α);φ)p,h =



h∫
0

ωp
m(f

(α); t)φ(t)dt

h∫
0

φ(t)dt



1/p

≤ ω(h).
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Теорема 2.3.2. Пусть m ∈ N, α ∈ R+, 1/α < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n

и выполняется дифференциальное неравенство (1.2.8). Тогда справедливы

равенства

χ2n−1,m,p,α,h(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,p,α,h(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W̃

(α)
2,h H

ωm
φ ;L2

)
= λ2n

(
W̃

(α)
2,h H

ωm
φ , L2

)
,

где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников.

Доказательство. Пусть Wm(f
(α);φ)p,h = u > 0. Положим

f1(x) = u−1f(x)ω(h).

Тогда очевидно, в силу положительной однородности Wm(f
(α)
1 ;h)p,h = ω(h),

что означает f1 ∈ W̃
(α)
p,h H

ωm
φ . Снова, учитывая положительную однородность

функционала E(f, TN), где N = 2n − 1 или N = 2n, при фиксированном h

будем иметь

sup
f∈L(α)

2

E(f, TN)
Wm(f (α), φ)p,h

≤ sup
f∈W̃ (α)

p,h H
ωm
φ

E(f, TN).

В этом неравенстве, переходя к нижнем граням по всем подпростран-

ствам TN ⊂ L2 размерности N, получим неравенство

χN,m,p,α,h(L
(α)
2 , L2) ≤ dN(W̃

α
p,hH

ωm
φ , L2). (2.3.7)

С другой стороны, для произвольной функции f ∈ W̃ α
p,hH

ωm
φ в силу опре-

деления класса W̃ α
p,hH

ωm
φ , имеем

E(f, TN) ≤
E(f, TN)

Wm(f (α), φ)p,h
.

Последнее неравенство, как мы знаем, верно для любого подпространства

TN ⊂ L2, а потому верно обратное неравенство

dN(W̃p,hH
ωm
φ , L2) ≤ χN,m,p,α(L

(α)
2 , L2). (2.3.8)

Из сопоставления неравенств (2.3.7) и (2.3.8) вытекает равенство

χN,m,p,α(L
(α)
2 , L2) = dN(W̃p,hH

ωm
φ , L2)

и так как, согласно утверждению теоремы 2.3.1,
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dN(W̃p,hH
ωm
φ , L2) = bN(W̃p,hH

ωm
φ , L2) = dN(W̃p,hH

ωm
φ , L2) =

= δN(W̃p,hH
ωm
φ , L2) = ΠN(W̃p,hH

ωm
φ , L2),

то утверждения теоремы 2.3.2 полностью доказаны, чем и завершаем дока-

зательство теоремы 2.3.2.

Следствие 2.3.2. Пусть m ≥ 1, α ≥ 0, p = 2/m, 0 < h ≤ π/n,N =

2n− 1 или N = 2n, φ∗∗ = sinnt, 0 ≤ t ≤ h. Тогда справедливы равенства

χ2n−1,m,2/m,α,h(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,h(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,hHφ∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,hHφ∗∗;L2

)
=

=

(
2 sin

nh

2

)−m/2

· 1

nα
· ω
(π
n

)
. (2.3.9)

В частности, из (2.3.9) при h = π/n имеем:

χ2n−1,m,2/m,α,π/n(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,π/n(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,π/nHφ∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,π/nHφ∗∗;L2

)
=

=

(
1√
2

)m

· 1

nα
· ω
(π
n

)
.

Следствие 2.3.3. Пусть m ≥ 1, α ≥ 0, p = 2/m, 0 < h ≤ π/n,N =

2n− 1 или N = 2n, φ∗∗∗ = cosnt, 0 ≤ t ≤ h. Тогда справедливы равенства

χ2n−1,m,2/m,α,h(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,h(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,hHφ∗∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,hHφ∗∗∗;L2

)
=

=

(
3

sin2 nh
2

)m/2

· 1

nα
· ω
(π
n

)
. (2.3.10)

В частности, из (2.3.10) при h = π/n имеем:

χ2n−1,m,2/m,α,π/n(L
(α)
2 , L2) = χ2n,m,2/m,α,π/n(L

(α)
2 , L2) =

= λ2n−1

(
W

(α)
2/m,π/nHφ∗∗∗;L2

)
= λ2n

(
W

(α)
2/m,π/nHφ∗∗∗;L2

)
=

=
(
√
3)m

nα
· ω
(π
n

)
.

86



§2.4. Точные значения n-поперечников классов функций

В теореме 1.3.1 первой главы мы вычислили верхние грани наилучших

приближений тригонометрическими полиномами классов функций

W̄ (α)
m (h), W (α)

m,p(h), W̃ (α)
m,p(h). (2.4.1)

Полученные результаты обеспечивают возможность вычислить точные

значения всех перечисленных в параграфе 2.1 n-поперечников bn(·), dn(·),
dn(·), δn(·) или Πn(·) для указанных в (2.4.1) классов функций.

Теорема 2.4.1. Пусть m ∈ N, α ∈ R+, 1/α < p ≤ 2 и для числа

h выполнено условие 0 < nh ≤ π. Тогда при любом n ∈ N справедливы

равенства

λ2n−1

(
W̄ (α)

m (h), L2

)
= λ2n

(
W̄ (α)

m (h), L2

)
=

= 2−m/2n−α

{
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2
}−m/2

, (2.4.2)

λ2n−1

(
W (α)

m,p(h), L2

)
= λ2n

(
W (α)

m,p(h), L2

)
=

= 2−m−1/pn−α

 1

nh

nh/2∫
0

(sin t)mpdt


−1/p

, (2.4.3)

λ2n−1

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
= λ2n

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
=

= 2−m−2/pn−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

(sin t)mpdt


−1/p

, (2.4.4)

где λn(·) — любой из поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·), Πn(·).
Доказательство. Не умаляя общности, докажем равенства (2.4.4), по-

скольку равенства (2.4.2) и (2.4.3) доказываются по аналогичной схеме. Оцен-

ку сверху для проекционного n-поперечника получаем из соотношения (2.1.1)

Π2n

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
≤ Π2n−1

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
≤
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≤ 2−m−2/pn−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

t(sin t)mpdt


−1/p

. (2.4.5)

Для получения оценок снизу n-поперечников класса W̃
(α)
m,p(h) рассмотрим на

множестве T2n+1 ∩ L2 шар

σ2n+1 :=

Tn ∈ T2n+1 : ∥Tn∥ ≤ 2−m−2/pn−α

 2

(nh)2

nh/2∫
0

t(sin t)mpdt


−1/p


и покажем, что выполняется включение σ2n+1 ⊂ W̃

(α)
m,p(h).

Воспользуясь тем, что для произвольного полинома Tn ∈ σ2n+1 выпол-

няется неравенство

ωm(T
(α)
n ; t) ≤ 2mnα

(
sin

nt

2

)m

∥Tn∥,

при 0 < h ≤ π/n получаем

2

h2
·

h∫
0

tωp
m(T

(α)
n ; t)L2

dt ≤

≤ 2

h2
·

h∫
0

t

(
sin

nt

2

)mp

dt · 22 · 2mp · nαp · ∥Tn∥p ≤

≤ 2mp+2 · nαp · 2−mp−2 · n−αp

 2

(nh2)
·

nh/2∫
0

t(sin t)mpdt

×

×

 2

(nh)2
·

nh/2∫
0

t(sin t)mpdt


−1

= 1.

Последнее неравенство означает, что σ2n+1 ⊂ W̃
(α)
m,p(h).

Используя соотношение (2.1.1) и определение бернштейновского n-

поперечника, запишем оценку снизу для всех рассматриваемых нами n-

поперечников

λ2n−1

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
≥ λ2n

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
≥
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≥ b2n

(
W̃ (α)

m,p(h), L2

)
≥ b2n (σ2n+1, L2) ≥

= 2−m−2/p · n−α

 2

(nh)2
·

nh/2∫
0

t(sin t)mpdt


−1/p

. (2.4.6)

Сравнивая оценки сверху (2.4.5) и оценки снизу (2.4.6), получаем требуемые

равенства (2.4.4), чем и завершаем доказательство теоремы 2.4.1.
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