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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Основополагающими работами в теории уравне-

ний с частными производными с двумя независимыми переменными и си-

стем таких уравнений являются работы С.Н.Бернштейна, И.Г.Петровского, 

М.А. Лаврентьева, И.Н. Векуа, Л.Г. Михайлова, Л. Берса,  А.Д. Джураева,  их  

учеников и последователей.  

Одной из актуальных проблем в теории уравнений и систем уравнений с 

частными производными с двумя независимыми переменными представляет-

ся исследование задач о решениях, принадлежащих пространствам функций, 

определенных во всей плоскости и, удовлетворяющих условиям типа огра-

ниченности, периодичности, степенного роста и др. Задачи об ограниченных 

во всей плоскости (полуплоскости) решениях и решениях степенного роста, 

т.е. решений,  определенных во всей плоскости (полуплоскости) и растущих 

на бесконечности не быстрее степенной функции, указанных систем относят-

ся к классу сингулярных задач и, как правило, могут быть не нѐтеровыми.   

Вопросам о решениях, определѐнных во всем пространстве (полупро-

странстве) изменения независимых переменных, уравнений и систем уравне-

ний с частными производными посвящены работы В.С.Виноградова, 

Э.Мухамадиева, С.Байзаева, В.П.Паламодова, Н.Е.Товмасяна, Д.Сафарова,  

А.П.Солдатова, М.Отелбаева, К.Н.Оспанова,  А.И.Янушаускаса и др. Здесь 

получен ряд важных результатов, связанных с построением соответствую-

щих решений и вычислением размерности пространства этих решений, 

нахождением критериев нормальной разрешимости, нѐтеровости и вычисле-

нию индекса рассматриваемых задач и др. 

Исследование задач о решениях, ограниченных во всей плоскости и ре-

шениях степенного роста новых классов систем уравнений с частными про-

изводными с двумя независимыми переменными представляется важной и 

актуальной.  
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Цель работы. В диссертации рассматриваются системы линейных урав-

нений с частными производными первого порядка с двумя независимыми пе-

ременными  вида  

                      
),,(),(),(),( 321 yxFUyxAUyxAUyxA yx 

                  
(1) 

где  T

nuuuU ),...,,( 21 искомая вектор-функция, ),,(),,( 21 yxAyxA  

),(3 yxA вещественные матрицы порядка n ,  T

nfffF )...,,,( 21 заданная 

вектор-функция, а также исследуется эллиптическая система вида  

                                      ),()( zfwzAwLw z                                          (2)                                                                 

где  T

nwwww ),...,,( 21 искомая комплекснозначная вектор-функция, )(zА  

комплексная матрица-функция порядка ,n   T

nffff )...,,,( 21  комплексно-

значная вектор-функция. 

Через С  обозначим банахово  пространство  комплекснозначных функ-

ций )(zw , ограниченных и равномерно непрерывных по Гѐльдеру во всей 

комплексной плоскости С  с показателем )1,0(   с нормой  

)()(sup wHzww
z


 , 

где  

)()(sup)( 2121

21

zwzwzzwH
zz








 , 

а через 1

С  банахово пространство функций  )(zw  такие, что Cwww
zz ,,

  

с нормой  

 zz
wwww 

1,
. 

Такие же обозначения будем использовать и для пространств вектор- 

функций. 

Для систем вида (1) в случае постоянных коэффициентов исследуются 

следующие задачи и вопросы: 

  найти многообразие всех решений; 

  найти многообразие решений из пространства S  ; 
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   многообразие решений степенного роста и размерность пространства 

таких решений; 

  изучить вопрос о существовании периодических решений. 

Для систем вида (1) в случае переменных коэффициентов изучить во-

прос о справедливости принципа экстремума.  

Для систем вида (2) с ограниченными во всей плоскости коэффициента-

ми исследовать следующие задачи: 

  о нормальной разрешимости в гѐльдеровом пространстве ;1

C  

  о нѐтеровости оператора .: 1

 CCL   

Методы исследования. В работе применяются методы функционально-

го анализа, методы теории функций комплексной переменной и теории 

обобщенных функций и преобразование Фурье. 

 Научная новизна. Основные результаты диссертации являются новы-

ми и заключаются в следующем: 

1. Для систем вида (1) в случае постоянных коэффициентов при соответ-

ствующих условиях найдено многообразие всех решений. 

2. При 2n , постоянных коэффициентов и эллиптичности системы 

найдены  множество всех решений из пространства S  , многообразие реше-

ний степенного роста и периодических по переменным x  и y  решений соот-

ветствующей однородной системы; вычислена размерность пространства 

решений степенного роста.  

3. Для решений систем вида (1) в случае 2n  и переменных коэффици-

ентов установлены утверждения типа принципа экстремума.  

4. Для однородной системы соответствующей (2) с постоянной и сим-

метрической матрицей A  получено утверждение о тривиальной разрешимо-

сти в пространстве .S   

5. Получены необходимые и достаточные условия нѐтеровости операто-

ра .: 1

 CCL   
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Теоретическая и практическая ценность.  Работа является теоретиче-

ской. В ней исследованы задачи о многообразии всех решений, а также уме-

ренно растущих решений и решений степенного роста, рассматриваемых си-

стем уравнений с частными производными.  

Полученные результаты могут найти применение при исследовании кра-

евых задач в неограниченных областях для систем уравнений с частными 

производными с двумя независимыми переменными.  

Апробация результатов. Основные результаты  диссертации доклады-

вались и обсуждались на: 

  научной конференции “Дифференциальные и интегральные уравне-

ния”, посвященной 70-летию академика АН РТ Н. Раджабова, сентябрь 2008 

г., Душанбе; 

  международной научной конференции “Современные проблемы ма-

тематики и ее приложения”, посвященной 70-летию члена-корреспондента 

АН РТ Э.М. Мухамадиева, 28 – 30 июня 2011 г., Душанбе; 

  международной научной конференции “Обратные и некорректные  за-

дачи математической физики”, посвященной 80-летию со дня рождения ака-

демика РАН  М.М. Лаврентьева , 5 – 12 августа 2012 г., Новосибирск; 

  международной школе-семинаре “Нелинейный анализ и спектральные 

задачи ”, 4 – 6 апреля 2012 г., Уфа; 

  общеинститутском семинаре Института математики им.  А. Джураева 

АН Республики Таджикистан (2015 г); 

  семинарах кафедр дифференциальных уравнений и математического 

анализа Худжандского госуниверситета (2010 – 2012 гг.); 

  семинарах кафедры высшей математики и моделирования Таджикско-

го госуниверситета права, бизнеса и политики (2007 – 2011 гг.). 

Публикации.  Основные результаты диссертации опубликованы в семи 

статьях и в материалах научных конференций, список которых приведен в 

конце автореферата. В совместных работах, написанных с С. Байзаевым, по-

следнему принадлежат постановка задач и выбор метода доказательств ре-
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зультатов.  Работы [1], [2] опубликованы в журналах из перечня рецензируе-

мых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех 

глав и списка литературы, содержащего 94 источника. Работа изложена на 

114 страницах компьютерного набора.  

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и 

списка литературы.  

Во введении дается краткий исторический обзор результатов 

по затрагиваемым проблемам , обосновывается актуальность вы-

бранной темы, определяются цель и задачи исследования, научная 

новизна и практическая значимость полученных результатов. При-

водятся основные результаты диссертации.  

Глава 1  носит вспомогательный характер.  

В первом параграфе  приведен краткий обзор основных поня-

тий о функциональных пространствах и операторах, используемых в дис-

сертации. Сформулирован также ряд свойств этих пространств и операторов 

(леммы 1.1 – 1.3 и теоремы 1.1 – 1.2). 

Во втором параграфе приведены систематически используемые 

в работе сведения об операторе Векуа (теоремы 2.1 – 2.3). 

В третьем  параграфе  приведены некоторые свойства решений си-

стем уравнений с частными производными с двумя независимыми перемен-

ными. 

В четвертом параграфе  дается постановка задач, исследуемых 

в диссертации. 

Глава II посвящена системам линейных  уравнений с частными про-

изводными первого порядка с двумя независимыми переменными вида (1). 

Для таких систем рассмотрены задачи о многообразии всех решений, реше-

ний из пространства умеренно растущих обобщенных функций S  , а также 

решений, растущих на бесконечности не быстрее степенной функции. 
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В §1 для случая, когда ,2n  коэффициенты системы (1) являются по-

стоянными и система является эллиптической, исследована задача о нахож-

дении решений этой системы из пространства S  . 

В эллиптическом и гиперболическом случаях однородную систему соот-

ветствующую (1) можно привести к следующему виду 

           
,0 UBAUU yx                                          

(3) 

где 3

1

12

1

1 , AABAAA   . 

Через M обозначим многообразие решений системы (3) из пространства 

.S   Одна из теорем, полученных в этом параграфе, следующая  

Теорема 1. Пусть 2n  и система (3) является эллиптической. Тогда 

многообразие M состоит: 

а) из нулевой функции при ,0det B  

б) из многочленов относительно yx,  при ,0det B  

в) из квазимногочленов вида  

  









mjkjk

jk

kj

yxij

mjkjk

k

kj

yxi
yxbeyxaeyxU

,0,

)(

,0,

)( 0000,
  

при 0det B , здесь kjkj ba , постоянные векторы из 2R , m целое неотри-

цательное число. 

Отметим, что в этой теореме число m  равно порядку функции ),,( yxU  

рассматриваемую как обобщенную функцию из S   и этот порядок является 

конечным. 

В §2 для случая 2n  исследована задача о нахождении решений систе-

мы (3), определенных во всей плоскости и растущих при  yx  не 

быстрее степенной функции, то есть решений  ),,( yxU  удовлетворяющих 

условию 

)1(),(
NN

yxKyxU  ,                               (4) 

где 
21 uuU  , N целое неотрицательное число, K постоянная, зави-

сящая от  U . Многообразие таких решений образует линейное вещественное 
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пространство, которое  обозначим через 
NP . В этом параграфе разработана 

схема нахождения всех решений задачи (3) – (4). Оказывается структура про-

странства 
NP   зависит от матрицы B  и это пространство может быть нуле-

вым, состоит из многочленов относительно yx,  степени не выше N  или 

квазимногочленов относительно yx,  (см. теорему 1). Подсчитана размер-

ность пространства 
NP  и она определяется следующим образом:  






















.0det)1(2

,0)1(2

,0,0det1

.0det0

dim

BприN

BприN

BBприN

Bпри

PN  

Отметим, что для случая 






 











01

10
,

10

01
21 AA  полученные утверждения 

дополняют результаты В.С.Виноградова относительно задачи о решениях, 

растущих на бесконечности не быстрее степенной функции, обобщенной 

системы Коши – Римана. 

В §3 при произвольном n  исследована задача о нахождении всех реше-

ний системы (3). Здесь рассматриваются как эллиптический случай, так и ги-

перболический случай. При условии, что матрицы A  и B  являются переста-

новочными найдено многообразие всех решений таких систем. Отметим, что 

в рассматриваемом случае множество систем вида (3) не охватывает системы 

вида  

                                                        
,0 wAwz                                           (5) 

кроме случая  0A   и охватывает системы вида 0 Awwz . В работах 

В.С. Виноградова и Д. Сафарова рассмотрена задача о решениях степенного 

роста для системы (5) в случае матрицы второго порядка. Для более общего 

случая,  а  именно,  когда A комплексная матрица n -го порядка в работах 

С. Байзаева изучены задачи в пространствах функций степенного роста и S  .  

В начале (п. 3.1.1) рассматривается случай, когда все собственные зна-

чения матрицы A  являются простыми. Пусть собственные значения 
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n ,...,, 21  матрицы A  различны и nzzz ,...,, 21  собственные векторы, соот-

ветствующие этим собственным значениям. Так как матрицы A  и B  пере-

становочны, то nzzz ,...,, 21  будут собственными векторами и матрицы B . Че-

рез n ,...,, 21  обозначим собственные значения матрицы B , которым соот-

ветствуют собственные векторы nzzz ,...,, 21 , а через С – матрицу, столбцы 

которой это векторы nzzz ,...,, 21 . 

При этих предположениях установлено, что многообразие всех решений 

системы (3) определяется формулой 

,))(,...),((),( 11
1 T

nn

xx
yxeyxeCyxU n 

  
 

где j  произвольные вещественные функции класса 1C , если все j  веще-

ственные (гиперболический случай) и произвольные аналитические функции 

комплексной переменной, если все j  комплексные (эллиптический случай).  

Если система (3) является эллиптической, то  при выше сделанных 

предположениях показано (п. 3.2), что многообразие всех решений этой си-

стемы можно определить и следующей формулой 

     
T

nn

yxiyxi
yxeyxeCyxU nnnn ))(...,),((),(

Im)Re(

11

Im)Re( 1111 
  

, (6) 

где )(zj
 
произвольные аналитические  по z  функции. Эта формула удоб-

на для нахождения решений степенного роста. 

Далее рассматривается случай, когда у матрицы A  есть кратные соб-

ственные значения. Пусть  m ,...,, 21 различные собственные значения  

матрицы A  )( nm   и C матрица, приводящая матрицу A  к канонической 

форме Жордана     
mmJJdiagJ  ,...,11 . Через ks  обозначим порядок 

жордановой клетки  kkJ  . Тогда nss m  ...1 . Установлено (п. 3.2), что 

многообразие всех решений системы (3) определяется формулой 

),,(),( yxCVeyxU Bx                                             (7) 

где 
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kskk

T

m k
vvVVVV ,,11 ,...,,,...,  , ,,...,1 mk   

 







ls

j
kk

jls

kj

jls

kl

k

kk slyxxv
0

)(

,, ,,...,1,  

kj ,  произвольные вещественные функции класса 
1 jskC , если все k  веще-

ственные (гиперболический случай) и произвольные аналитические функции 

комплексной переменной, если все k  комплексные (эллиптический случай).  

В гиперболическом случае найдено (п. 3.3) многообразие всех решений 

неоднородной системы 

           
).,( yxfUBAUU yx 

                                         
(8) 

Для функции ),( yxh  положим 
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Тогда частное решение неоднородной системы (8) можно найти по фор-

муле (7), в которой компоненты вектора V  определяются формулами  
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В п. 3.4 и п. 3.5 рассмотрена задача о решениях системы (3), определен-

ных во всей плоскости и, удовлетворяющих при   yx  условию роста  

)1(),(
NN

yxKyxU  ,                               (9) 

где  NuuuU n ,...21 целое неотрицательное число, K постоянная, 

зависящая от U . Многообразие таких решений образует вещественное ли-

нейное пространство, которое обозначим через NP . 

В эллиптическом случае, исходя из формулы (6), показано (п. 3.4), что 

решения задачи (3), (9) имеют вид 

T

nnN

yxi

N

yxi
yxpeyxpeCyxU nnnn ))(...,),((),(

Im)Re(

11

Im)Re( 1111 
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где )(zp jN  полиномы относительно z  степени не выше N , причем простран-

ство NP  будет конечномерным и его размерность равна nN )1(  . 

В гиперболическом случае показано (п. 3.5), что если все собственные 

значения матрицы B  ненулевые, то пространство 
N

P  является нулевым, если 

же у матрицы B  есть нулевое собственное значение, то пространство 
N

P  бу-

дет бесконечномерным. 

В главе III рассматриваются вопросы нормальной разрешимости и нѐ-

теровости эллиптических систем первого порядка вида (2) в гѐльдеровых 

пространствах, а также исследуются вопросы о справедливости принципа 

экстремума и о периодических решениях для одного класса эллиптических 

систем. 

В этой главе под С  и 1

С  понимаются гѐльдеровы пространства вектор-

функций с соответствующими нормами. 

В § 1 (п. 1.1) вначале рассматривается однородная система с постоянны-

ми коэффициентами вида 

.0 wAwz                                                   (10) 

Для таких систем изучена задача о регулярных, то есть принадлежащих 

классу 
1С  решениях, растущих при z  не быстрее чем степенная функ-

ция. 

Справедлива следующая 

Теорема 2. Пусть в системе (10) матрица A  симметрическая и невы-

рожденная. Тогда задача о  регулярных решениях этой системы, растущих 

при z  не быстрее чем степенная функция, имеет только нулевое реше-

ние.  

В  п. 1.2 исследована задача о нормальной разрешимости и нѐтеровости 

эллиптических систем вида (2) в гѐльдеровых пространствах. 
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Пусть в системе (2) столбцы матрицы )(zA  принадлежат пространству 

С . Тогда оператор L  будет ограниченным и действует из пространства  1

С   

в пространство С .  

Функция Сf   называется слабо осциллирующейся на бесконечности, 

если выполняется соотношение 

.0)()(suplim
1







fzf
zz

 

Относительно нѐтеровости оператора  CCL 1:  установлена следую-

щая  

Теорема 3.  Пусть элементы матрицы )(zA  являются слабо осциллиру-

ющими на бесконечности и найдется такое число 00 R , что при 0Rz   

матрица )(zA  является симметрической. Тогда оператор  CCL 1:  бу-

дет нѐтеровым в том и только в том случае, когда выполняется условие 

.0)(detlim 


zA
z

 

В §2 в случае, когда 2n  и  система (3) является эллиптической, рас-

сматривается вопрос о принципе экстремума для решений этой системы. 

Относительно системы (3) справедлив принцип экстремума в следую-

щей форме. 

Теорема 4. Пусть коэффициенты системы (3) являются постоянными. 

Пусть 









v

u
U

 

является ненулевым решением этой системы. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения:  

А) если 0det B , то функции u  и v  не имеют локальных положитель-

ных максимумов и отрицательных минимумов; 

Б) если 0det B , то функции u  и v  не имеют локальных положитель-

ных максимумов и отрицательных минимумов, кроме случая, когда U  явля-

ется тождественно постоянной.  
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В п. 2.2 рассматривается случай, когда матрица A является постоянной, а 

матрица B – переменной, то есть 

.
),(),(

),(),(
,

43

21




















yxdyxc

yxbyxa
B

aa

aa
A  

Предполагается, что элементы матрицы B  определены в области G  и 

имеют непрерывные по Гѐльдеру частные производные первого порядка. 

Введем обозначения: 

).,(),(),(),(

),(),(),(det),(

24

24

yxdayxbayxbyxF

yxcayxaayxaByxE

yyx

yyx




                  

).,(),(),(),(

),,(),(),(det),(

311

311

yxaayxcayxcyxF

yxbayxdayxdByxE

yyx

yyx




                  

В этом случае относительно системы (3) справедлив принцип экстрему-

ма в следующей форме. 

Теорема 5. Пусть 









v

u
U  решение системы (3) в области G . 

А) Если выполнены условия: 

1)  GyxyxE  ),(0),( ;   2) ,),(0),( GyxyxF   

то функция ),( yxu  не имеет локальных положительных максимумов и от-

рицательных минимумов в области G , кроме случая, когда она является 

тождественно постоянной.  

Б) Если выполнены условия: 

3) GyxyxE  ),(0),(1 ;     4) ,),(0),(1 GyxyxF   

то функция ),( yxv  не имеет локальных положительных максимумов и от-

рицательных минимумов в области G , кроме случая, когда она является 

тождественно постоянной. 

В) Если выполнены условия 1) – 4), то функции ),( yxu  и ),( yxv  не име-

ют локальных положительных максимумов и отрицательных минимумов в 

области G , кроме случая, когда U  является тождественно постоянной. 
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Рассмотрим случай, когда в системе (3) коэффициенты имеют вид  



















 







mm

mm
yxBA

cossin

sincos
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01

10
 

где ),( yx функция класса 1C , причем 10  , 0   при 
2

122  yx , 

1  при ,122  yx  полярный угол.  

В этом случае для системы (3) справедлив следующий принцип макси-

мума для нормы решения. 

Теорема  6.  Пусть вектор-функция 









v

u
U  является ненулевым  реше-

нием  системы (3) во всей плоскости. Тогда функция  22 vu   при 

122  yx  не имеет локальных максимумов. 

В § 3 в случае, когда 2n  для системы (3) изучен вопрос о существова-

нии 2  – периодических по переменным x  и y  решений. 

Найдены необходимые и достаточные условия существования ненуле-

вых 2  – периодических по переменным x  и y  решений системы (3). Эти 

условия выражаются в виде некоторых соотношений, выписываемых через 

коэффициенты системы, то есть через элементы матриц A  и .B  При выпол-

нении соответствующих условий выписываются 2 – периодические по пе-

ременным x  и y  решения системы (3).  

В заключении анонсируются основные полученные результа-

ты: 

1. Для систем вида (1) в случае постоянных коэффициентов при соответ-

ствующих условиях найдено многообразие всех решений. 

2. При 2n , постоянных коэффициентов и эллиптичности системы (1) 

найдено множество всех решений из пространства S  , многообразие решений 

степенного роста и периодических по переменным x  и y  решений соответ-

ствующей однородной системы; вычислена размерность пространства реше-

ний степенного роста.  
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3. Для решений систем вида (1) в случае 2n  и переменных коэффици-

ентов установлены утверждения типа принципа экстремума.  

4. Для однородной системы соответствующей (2) с постоянной и сим-

метрической матрицей A  получено утверждение о тривиальной разрешимо-

сти в пространстве .S   

5. Получены необходимые и достаточные условия нѐтеровости операто-

ра L в гѐльдеровых пространствах функций, определенных во всей плоско-

сти. 
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