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ВВЕДЕНИЕ 

Основополагающими работами в теории уравнений с частными произ-

водными с двумя независимыми переменными и систем таких уравнений яв-

ляются работы С.Н. Бернштейна, И.Г. Петровского, М.А. Лаврентьева, И.Н. 

Векуа, Л.Г. Михайлова, Л. Берса, А.Д. Джураева, их учеников и последовате-

лей (см., например, [1, 14, 15, 16, 17, 21, 39, 41, 47, 66, 85, 86, 91, 94]). 

Одной из актуальных проблем в теории уравнений и систем уравнений с 

частными производными с двумя независимыми переменными представляет-

ся исследование задач о решениях, принадлежащих пространствам функций, 

определенных во всей плоскости и удовлетворяющих условиям типа ограни-

ченности, периодичности, степенного роста и др. Задачи об ограниченных во 

всей плоскости (полуплоскости) решениях и решениях степенного роста, т.е. 

решений,  определенных во всей плоскости (полуплоскости) и растущих на 

бесконечности не быстрее степенной функции, указанных систем относятся к 

классу сингулярных задач и, как правило, могут быть не нётеровыми. 

Вопросам о решениях, определенных во всем пространстве (полупро-

странстве) изменения независимых переменных, уравнений и систем уравне-

ний с частными производными посвящены работы В.С. Виноградова, Э. Му-

хамадиева, С. Байзаева, В.П. Паламодова, Н.Е. Товмасяна, Д. Сафарова, 

А.П.Солдатова, М. Отелбаева, К.Н. Оспанова, А.И. Янушаускаса и др. (см., 

например, [2, 4, 13, 18, 20, 22, 23, 30 – 34, 36, 40, 42, 45, 46, 49 – 52, 54 – 64, 

68 – 83, 87, 90, 93, 94]). Здесь получены ряд важных результатов, связанных с 

построением соответствующих решений и вычислением размерности про-

странства этих решений, нахождением критериев нормальной разрешимости, 

нётеровости и вычислению индекса рассматриваемых задач и др. 

Исследование задач о решениях, ограниченных во всей плоскости и ре-

шениях степенного роста новых классов систем уравнений с частными про-

изводными с двумя независимыми переменными представляется важной и 

актуальной. 
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В диссертации рассматриваются системы линейных уравнений с част-

ными производными первого порядка с двумя независимыми переменными 

вида 

                      ),,(),(),(),( 321 yxFUyxAUyxAUyxA yx                   (1) 

где T
nuuuU ),...,,( 21 искомая вектор-функция, ),,(),,( 21 yxAyxA  

),(3 yxA вещественные матрицы порядка n , T
nfffF )...,,,( 21 заданная 

вектор-функция, а также исследуется эллиптическая система вида 

                                             ),()( zfwzAwLw z                                   (2) 

где T
nwwww ),...,,( 21 искомая комплекснозначная вектор-функция, )(zА  

комплексная матрица-функция порядка ,n  T
nffff )...,,,( 21  комплексно-

значная вектор-функция. 

Через С  обозначим банахово пространство комплекснозначных функ-

ций )(zw , ограниченных и равномерно непрерывных по Гёльдеру во всей 

комплексной плоскости С  с показателем )1,0(  с нормой  

)()(sup wHzww
z

, 

где 

)()(sup)( 2121
21

zwzwzzwH
zz

, 

а через 1С  банахово пространство функций  )(zw  такие, что Cwww zz,,   
с нормой  

zz wwww
1,

. 

Такие же обозначения будем использовать и для пространств вектор- 

функций. 

Для систем вида (1) в случае постоянных коэффициентов исследуются 

следующие задачи и вопросы: 

- найти многообразие всех решений; 

- найти многообразие решений из пространства S ; 
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- найти многообразие решений степенного роста и размерность про-

странства таких решений; 

- изучить вопрос о существовании периодических решений. 

Для систем вида (1) в случае переменных коэффициентов изучить во-

прос о справедливости принципа экстремума. 

Для систем вида (2) с ограниченными во всей плоскости коэффициента-

ми исследовать следующие задачи: 

- о нормальной разрешимости в гёльдеровом пространстве ;1C  

- о нётеровости оператора .: 1 CCL  

Перейдем к краткому изложению содержания диссертации. Работа со-

стоит из введения, трех глав и списка литературы, содержащего 94 источни-

ка. Объем диссертации составляет 114 страницы машинописного текста.  

Глава 1  носит вспомогательный характер.  

В §1 приведен краткий обзор основных понятий о функцио-

нальных пространствах и операторах, используемых в диссертационной 

работе. Сформулированы также ряд свойств этих пространств и операторов 

(леммы 1.1 – 1.3 и теоремы 1.1 – 1.2). 

В §2 приведены систематически используемые в работе сведе-

ния об операторе Векуа (теоремы 2.1 – 2.3). 

В §3 приведены некоторые свойства решений систем уравнений с 

частными производными с двумя независимыми переменными. 

В §4 дается постановка задач, исследуемых в диссертационной 

работе. 

Глава II посвящена системам линейных уравнений с частными про-

изводными первого порядка с двумя независимыми переменными вида (1). 

Для таких систем рассмотрены задачи о многообразии всех решений, реше-

ний из пространства умеренно растущих обобщенных функций S , а также 

решений, растущих на бесконечности не быстрее степенной функции. 
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В §1 для случая, когда ,2n  коэффициенты системы (1) являются по-

стоянными и сама система является эллиптической, исследована задача о 

нахождении решений этой системы из пространства S . 

Однородную систему соответствующую (1) можно привести к следую-

щему виду 

                                  ,0UBAUU yx                                          (3) 

где 3
1

12
1

1 , AABAAA . 

Через M обозначим многообразие решений системы (3) из пространства 

.S  Одна из теорем, полученных в этом параграфе следующая  

Теорема 1. Пусть 2n  и система (3) является эллиптической. Тогда 

многообразие M состоит: 

а) из нулевой функции при ,0det B  

б) из многочленов относительно yx,  при ,0det B  

в) из квазимногочленов вида  

mjkjk

jk
kj

yxij

mjkjk

k
kj

yxi yxbeyxaeyxU
,0,

)(

,0,

)( 0000,  

при 0det B , здесь kjkj ba , постоянные векторы из 2R , m целое неотри-

цательное число. 

Отметим, что в этой теореме число m  равно порядку функции ),,( yxU  

рассматриваемую как обобщенную функцию из S  и этот порядок является 

конечным. 

В §2 для случая 2n  исследована задача о нахождении решений систе-

мы (3), определенных во всей плоскости и растущих при yx  не 

быстрее степенной функции, то есть решений ),,( yxU  удовлетворяющих 

условию 

)1(),( NN yxKyxU ,                               (4) 

где 21 uuU , N целое неотрицательное число, K постоянная, зави-

сящая от U . Многообразие таких решений образует линейное вещественное 
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пространство, которое обозначим через NP . В этом параграфе разработана 

схема нахождения всех решений задачи (3) – (4). Оказывается структура ли-

нейного пространства NP   зависит от матрицы B  и это пространство может 

быть нулевым, состоят из многочленов относительно yx,  степени не выше 

N  или квазимногочленов относительно yx,  (см. теорему 1). Подсчитана 

размерность пространства NP  и она определяется следующим образом: 

.0det)1(2
,0)1(2

,0,0det1
.0det0

dim

BприN
BприN

BBприN
Bпри

PN  

В работах В.С. Виноградова, Д. Сафарова (см. например, [22, 71]) рас-

смотрена задача о решениях степенного роста для эллиптической системы  

                                                 0ww
z

,                                                  (5) 

где комплексная матрица второго порядка. Для более общего случая, а 

именно, когда комплексная матрица n -го порядка в работах С. Байзаева 

[2, 4] изучена задача в пространстве S . 

В § 3 при произвольном n  исследована задача о нахождении всех реше-

ний системы (3). Здесь рассматриваются как эллиптический случай, так и ги-

перболический случай. При условии, что матрицы A  и B  являются переста-

новочными найдено многообразие всех решений таких систем. Отметим, что 

в рассматриваемом случае множество систем вида (3) не охватывает системы 

вида (5), кроме случая А=0 и охватывает системы вида .0ww
z

 

Вначале рассматривается случай, когда все собственные значения мат-

рицы A  являются простыми. Пусть собственные значения n,...,, 21  матри-

цы A  различны и nzzz ,...,, 21  собственные векторы, соответствующие этим 

собственным значениям. Так как матрицы A  и B  перестановочны, то 

nzzz ,...,, 21  будут собственными векторами и матрицы B . Через n,...,, 21  

обозначим собственные значения матрицы B , которым соответствуют соб-
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ственные векторы nzzz ,...,, 21 , а через С – матрицу, столбцы которой это век-

торы nzzz ,...,, 21 . 

При этих предположениях установлено (п. 3.1), что многообразие всех 

решений системы (3) определяется формулой 

,))(,...),((),( 11
1 T

nn
xx yxeyxeCyxU n  

где j  произвольные вещественные функции класса 1C , если все j  веще-

ственные (гиперболический случай)  и произвольные аналитические функции 

комплексной переменной, если все j  комплексные (эллиптический случай). 

Если система (3) является эллиптической, то при выше сделанных пред-

положениях показано (п. 3.2), что многообразие всех решений этой системы 

можно определить и следующей формулой 

 
T

nn
yxiyxi yxeyxeCyxU nnnn ))(...,),((),( Im)Re(

11
Im)Re( 1111 ,      (6) 

где )(zj  произвольные аналитические по z  функции. Эта формула удобна 

для нахождения решений степенного роста. 

Далее рассматривается случай, когда у матрицы A  есть кратные соб-

ственные значения. Пусть  m,...,, 21 различные собственные значения  

матрицы A  )( nm  и C матрица, приводящая матрицу A  к канонической 

форме Жордана mmJJdiagJ ,...,11 . Через ks  обозначим порядок 

жордановой клетки kkJ . Тогда nss m...1 . Установлено (п. 3.2), что 

многообразие всех решений системы (3) определяется формулой 

),,(),( yxCVeyxU Bx
                                            (7) 

где 

kskk
T

m k
vvVVVV ,,11 ,...,,,..., , ,,...,1 mk  

ls

j
kk

jls
kj

jls
kl

k
kk slyxxv

0

)(
,, ,,...,1,  
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kj ,  произвольные вещественные функции класса 1jskC , если все k  веще-

ственные (гиперболический случай)  и произвольные аналитические функции 

комплексной переменной, если все k  комплексные (эллиптический случай).  

В гиперболическом случае найдено (п. 3.3) многообразие всех решений 

неоднородной системы 

               ).,( yxfUBAUU yx                                           (8) 

Для функции ),( yxh  положим 
x

yx

dtyxtthhL .)(,  

Пусть  

kskk
T

m
Bx

k
hhgggfeC ,,11

1 ,...,,,..., , ,,...,1 mk  

Тогда частное решение неоднородной системы (8) можно найти по фор-

муле (7), в которой компоненты вектора V  определяются формулами  

kklklklkl slhL
y

LhL
y

hLv
kkkk

,...,1,...,2,1,, . 

В п. 3.4 и п. 3.5 рассмотрена задача о решениях системы (3), определён-

ных во всей плоскости и удовлетворяющих при  yx  условию роста  

)1(),( NN yxKyxU ,                               (9) 

где NuuuU n ,...21 целое неотрицательное число, K постоянная, 

зависящая от U . Многообразие таких решений образует вещественное ли-

нейное пространство, которое обозначим через NP . 

В эллиптическом случае, исходя из формулы (6) показано (п. 3.4), что 

решения задачи (3), (9) имеют вид 
T

nnN
yxi

N
yxi yxpeyxpeCyxU nnnn ))(...,),((),( Im)Re(

11
Im)Re( 1111 , 

где )(zp jN  полиномы относительно z  степени не выше N , причем простран-

ство NP  будет конечномерным и его размерность равна nN )1( . 
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В гиперболическом случае показано (п. 3.5), что если все собственные 

значения матрицы B  ненулевые, то пространство NP  является нулевым, если 

же у матрицы B  есть нулевое собственное значение, то пространство NP  бу-

дет бесконечномерным. 

В главе III рассматриваются вопросы нормальной разрешимости и нё-

теровости эллиптических систем первого порядка вида (2) в гёльдеровых 

пространствах, а также исследуются вопросы о справедливости принципа 

экстремума и о периодических решениях для одного класса эллиптических 

систем. 

В этой главе под С  и 1С  понимаются гёльдеровы пространства вектор-

функций с соответствующими нормами. 

В §1 (п. 1.1) вначале рассматривается однородная система с постоянны-

ми коэффициентами вида 

.0wAwz                                                   (10) 

Для таких систем изучена задача о регулярных, то есть принадлежащих 

классу 1С  решениях, растущих при z  не быстрее чем степенная функ-

ция. 

Справедлива следующая 

Теорема 2. Пусть в системе (10) матрица A симметрическая и невы-

рожденная. Тогда задача о регулярных решениях этой системы, растущих 

при z  не быстрее чем степенная функция, имеет только нулевое реше-

ние.  

В п. 1.2 исследована задача о нормальной разрешимости и нётеровости 

эллиптических систем вида (2) в гёльдеровых пространствах. 

Пусть в системе (2) столбцы матрицы )(zA  принадлежат пространству 

С . Тогда оператор L  будет ограниченным и действует из пространства  1С   
в пространство С .  
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Функция Сf  называется слабо осциллирующейся на бесконечности, 

если выполняется соотношение 

.0)()(suplim
1

fzf
zz

 

Относительно нётеровости оператора CCL 1:  установлена следую-

щая  

Теорема 3. Пусть элементы матрицы )(zA  являются слабо осциллиру-

ющими на бесконечности и найдётся такое число 00R , что при 0Rz  

матрица )(zA  является симметрической. Тогда оператор CCL 1:  бу-

дет нётеровым в том и только в том случае, когда выполняется условие 

.0)(detlim zA
z

 

В §2 в случае, когда 2n  и система (3) является эллиптической, рас-

сматривается вопрос о принципе экстремума для решений этой системы. 

Относительно системы (3) справедлив принцип экстремума в следую-

щей форме. 

Теорема 4. Пусть коэффициенты системы (3) являются постоянными. 

Пусть 
v
u

U
 
является ненулевым решением этой системы. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения: 

А) если 0det B , то функции u  и v  не имеют локальных положитель-

ных максимумов и отрицательных минимумов; 

Б) если 0det B , то функции u  и v  не имеют локальных положитель-

ных максимумов и отрицательных минимумов, кроме случая, когда U  явля-

ется тождественно постоянной. 

В п. 2.2 рассматривается случай, когда матрица A является постоянной, а 

матрица B – переменной, то есть 
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.
),(),(
),(),(

,
43

21

yxdyxc
yxbyxa

B
aa
aa

A  

Предполагается, что элементы матрицы B  определены в области G  и 

имеют непрерывные по Гёльдеру частные производные первого порядка. 

Введём обозначения: 

).,(),(),(),(
),(),(),(det),(

24

24

yxdayxbayxbyxF
yxcayxaayxaByxE

yyx

yyx
                  

).,(),(),(),(
),,(),(),(det),(

311

311

yxaayxcayxcyxF
yxbayxdayxdByxE

yyx

yyx
                  

В этом случае относительно системы (3) справедлив принцип экстрему-

ма в следующей форме. 

Теорема 5. Пусть 
v
u

U  решение системы (3) в области G . 

А) Если выполнены условия: 

1) GyxyxE ),(0),( ;    2) ,),(0),( GyxyxF  

то функция ),( yxu  не имеет локальных положительных максимумов и от-

рицательных минимумов в области G , кроме случая, когда она является 

тождественно постоянной.  

Б) Если выполнены условия: 

;),(0),(3 1 GyxyxE)     4) ,),(0),(1 GyxyxF  

то функция ),( yxv  не имеет локальных положительных максимумов и от-

рицательных минимумов в области G , кроме случая, когда она является 

тождественно постоянной. 

В) Если выполнены условия 1) – 4), то функции ),( yxu  и ),( yxv  не име-

ют локальных положительных максимумов и отрицательных минимумов в 

области G , кроме случая, когда U  является тождественно постоянной. 

Рассмотрим случай, когда в системе (3) коэффициенты имеют вид 
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mm
mm

yxBA
cossin

sincos
),(2;

01
10

 

где ),( yx функция класса 1C , причём 10 , 0  при 
2
122 yx ,   

1 при ,122 yx полярный угол.  

В этом случае для системы (3) справедлив следующий принцип макси-

мума для нормы решения. 

Теорема 6. Пусть вектор-функция 
v
u

U  является ненулевым реше-

нием системы (3) во всей плоскости. Тогда функция 22 vu  при 

122 yx  не имеет локальных максимумов. 

В § 3 в случае, когда 2n  для системы (3) изучен вопрос о существова-

нии 2  – периодических по переменным x  и y  решений. 

Найдены необходимые и достаточные условия существования ненуле-

вых 2  – периодических по переменным x  и y  решений системы (3). Эти 

условия выражаются в виде некоторых соотношений, выписываемых через 

коэффициенты системы, то есть через элементы матриц A  и .B  При выпол-

нении соответствующих условий выписываются 2 – периодические по пе-

ременным x  и y  решения системы (3).  

Выражаю глубокую благодарность своему научному руководителю 

С.Байзаеву за неоценимую помощь в работе. 

 

 

 

Глава I 

Вспомогательные утверждения. Постановка задачи 
§1. Основные функциональные пространства и операторы 

В этом параграфе мы рассмотрим некоторые классы функций и функци-

ональные пространства, которые используются в дальнейшем. 
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1.1 . Функциональные пространства. 

Ниже будут использоваться следующие обозначения (см., например, [4, 

21, 24]): 

С комплексная плоскость; 

yxz iwww
2
1 , yxz iwww

2
1  - операции комплексного дифференци-

рования; 

0С пространство непрерывных во всей плоскости С  комплекснознач-

ных функций; 

С банахово  пространство  комплекснозначных функций )(zw , огра-

ниченных и равномерно непрерывных по Гельдеру во всей комплексной 

плоскости С  с показателем )1,0(  с нормой  

),()(sup wHzww
z

 

где 

)()(sup)( 2121
21

zwzwzzwH
zz

; 

1С банахово пространство функций )(zw  такие, что Cwww zz,,  с 

нормой  

zz wwww
1, . 

Такие же обозначения будем использовать и для пространств вектор - 

функций. 

),( 0zrС банахово пространство функций, определённых и равномер-

но непрерывных по Гёльдеру с показателем )1,0(  в круге };:{ 0 rzzz  
норма в  ),( 0zrС  определяется аналогично норме в С . 

),( 0
1 zrС  банахово пространство функций, определённых и равномер-

но непрерывных вместе с частными производными первого порядка по Гёль-

деру с показателем )1,0(  в круге };:{ 0 rzzz  норма в ),( 0
1 zrС  опре-

деляется аналогично норме в 1С . 
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)(GDD пространство основных функций, G ограниченная область 

с кусочно-гладкой границей в 2R ; 

)(GDD пространство обобщённых функций (распределений); 

)(CSS пространство быстро убывающих функций; 

)(CSS пространство медленно растущих обобщённых функций 

(распределений); 

pL банахово пространство измеримых, p суммируемых функций в 

области G  с нормой  

;1,)(
1

pdxdyzww
p

G

p

Lp
 

)(GС p множество функций f , непрерывных вместе с частными произ-

водными порядка p  в области G ; 

)(GС p  функции из класса )(GС p , у которых все частные производные 

порядка )( pqq , допускают непрерывное продолжение на замыкание G . 

)(,1 GD p класс функций, имеющих внутри G  обобщённые производные 

первого порядка, принадлежащие 1,)( pGLp ;  

sH пространство Соболева порядка s , то есть множество распределе-

ний Su , для которых конечен интеграл  

dd
s

С
u

221)( , 

где )(u преобразование Фурье функции iu, . Величина этого ин-

теграла равна квадрату нормы u  в sH , которая обозначается s
u . 

Функция Сf  называется слабо осциллирующейся на бесконечности, 

если выполняется соотношение 

.0)()(suplim
1

fzf
zz
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Обобщённая функция ),( yxf , у которой носитель есть точка ),( 00 yx , 

единственным способом представляется в виде  

mjkjk
jk

jk

kj yx
yyxxCyxf

,0,

00 ),(),( , 

где kjС постоянные. 

1.2. Вспомогательные утверждения. 

Приведём некоторые понятия и факты из теории линейных операторов 

(см., например, [37]). 

),( FEL пространство линейных непрерывных операторов, действую-

щих из банахово пространства E  в банахово пространство F ; 

Оператор ),( FELA  называют нормально разрешимым, если область 

значений )(AR  этого оператора является замкнутым подпространством про-

странства )()(: ARARF .  

Нормально разрешимый оператор A  называют n нормальным (d

нормальным), если его ядро KerA  (коядро )(ker ARFCo ) конечномерно. 

Оператор A  называют нётеровым, если он n нормальный и d нор-

мальный.  

Число  

ACoKerAindA kerdimdim  

называют индексом оператора .A  

Для d нормального оператора A  справедливо равенство  

KerAAСo dimkerdim , 

где A сопряжённый оператор EFA : . 

Приведём несколько нужных в дальнейшем утверждений (см. [5]). 

Лемма 1.1. Пусть A n нормальный оператор и EE0  такое замкну-

тое подпространство, что }0{0 KerAE . Тогда образ 0AE  подпростран-

ства 0E  является замкнутым  в F . 
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Лемма 1.2. Пусть )(}{ 1CCwn  ограниченная последовательность. 

Тогда из неё можно выделить подпоследовательность },{
jnw  равномерно 

(вместе с частными производными первого порядка) сходящуюся на каждом 

компакте к некоторой функции )( 1
0 CCw . 

С уменьшением  пространства 1С  расширяются. Из следующего 

утверждения следует, что функции  и 
1,
 переменной )1,0(  явля-

ются непрерывными слева. 

Лемма 1.3. Для любых Cf  и 1Cg  справедливы равенства 

.lim,lim
1,1,00

ggff  

Для функций Cgf ,  имеет место неравенство (см.  [21]): 

gfgf . 

Справедливы следующие теоремы (см. [34]). 

Теорема 1.1. Для каждого линейного непрерывного функционала )(uf  

над пространством sH  найдётся единственный элемент sHv , что  

С

dxdyyxvyxuuf ),(),()( . 

Теорема 1.2. Если sHu  при 1ks , где 0k целое число, то u  
совпадает почти всюду с функцией v  из класса  )(СCC kk ,  при этом  

SC
uAv k , 

где постоянная А  не зависит от u . 

§2. Некоторые интегральные операторы и  

их основные свойства 

2.1. Преобразование Фурье и его свойства. 

Если функция f  интегрируема по 2R , то [24] ее преобразование Фурье 

определяется формулой  

.),(),( )(

2

dxdyeyxff yxi

R
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Если 1Lf , то можно выразить f  через f , используя обратное преобразо-

вание Фурье: 

.),()2(),( )(2

2

ddefyxf yxi

R

 

Приведённые формулы, естественно, справедливы для функции из про-

странства S . 

Свойство 1. Если Sf , то Sf . При этом для преобразований Фурье 

частных производных функции f   справедливы равенства: 

),,(fi
x
f ),,(fi

y
f  

),,(2
2

2

f
x
f ),,(2

2

2

f
y
f ),(

2

f
yx
f . 

Свойство 2. Преобразование Фурье сдвига: 

),(),( )(
00

00 feyxf yxi  

Аналогичные свойства верны и для обобщённых функций из простран-

ства S . 

2.2. Оператор Векуа и его свойства. 

Пусть )(z аналитическая функция. Тогда (см. [21]) 

)(,0 z
zz

. 

Первое из этих равенств является комплексной записью системы Коши - 

Римана, а второе – представляет собой производную от аналитической функ-

ции по комплексному аргументу.  

Пусть G ограниченная область в С  с кусочно-гладкой границей Г , а 

)(1 GCw . Тогда имеют место следующие формулы: 
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ГG

ГG

zdzw
i

dydx
z
w

dzzw
i

dydx
z
w

.)(
2
1

,)(
2
1

 

Эти формулы остаются в силе, если функция w  принадлежит классу )(1 GC  и 

непрерывна в замкнутой области G . 

Если фиксированная точка области G  и ),()(1 GCGCw  то спра-

ведливы формулы 

                                      
,)(1)(

2
1)(

z
dxdy

z
zw

z
dzzw

i
w

GГ

                      (1.1) 

         
.)(1)(

2
1)(

z
dxdy

z
zw

z
zdzw

i
w

GГ

 

Используя формулу (1.1) решение уравнения )(zfwz , непрерывное в 

области  G  можно представить в виде: 

iTfzФ
z
ddfzФzw

G

,)()(1)()(  , 

где 

,)(
2
1)(

z
dw

i
zФ

Г       G z
ddfTf )(1 . 

Определение оператора GT . Для функции )(GLf p  оператор Векуа 

определяются следующим образом: 

.)(1

G
G z

ddffTTf  

Теорема 2.1. Пусть G ограниченная область. Если 2),( pGLf p , 

то функция fTg G  удовлетворяет условиям 

,,)( 1 СzfMzg
Lp

 

p
pzzfMzgzg

Lp

2,)()( 21221 , 
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где 1z  и 2z произвольные точки плоскости, а 1M  и 2M постоянные, при-

чём 1M  зависит  от p  и G , а 2M только от p . 

Теорема 2.2.  Если 2,)(,1 pGDf p , то Tf  принадлежит классу 
2

2pC  

внутри G . 

Теорема 2.3. Пусть граница области G  является гладкой и 

),()( GCzf  .10  Тогда  функция fTzh G)(  принадлежит классу 

),(1 GC  причём fTG вполне непрерывный оператор в )(GC . Кроме того,  

,, fi
z
hf

z
h

 
где  

.
)(
)(1

2
G

G dd
z

fff  

Этот особый интеграл существует в смысле главного значения по Коши 

и принадлежит классу )(GC .  

Кроме того, f  представляет собой линейный ограниченный оператор в 

)(GC , отображающий это пространство в себя. 

 

 

 

 

 

 

 

§3. Некоторые свойства решений систем уравнений 

с частными производными 

3.1. Эллиптические и гиперболические системы. 

Рассмотрим систему линейных уравнений с частными производными 

вида   
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                      ),,(),(),(),( 321 yxFUyxAUyxAUyxA yx              (3.1) 

где T
nuuuU ),...,,( 21 искомая вектор-функция, ),,(),,( 21 yxAyxA  

),(3 yxA вещественные матрицы порядка n , T
nfffF )...,,,( 21 заданная 

вектор-функция; элементы матриц )3,2,1(),( jyxAj  и функции ),( yxfk  (

nk ...,,2,1 ) определены в некоторой области .2RG  

Пусть ),( yx  фиксированная точка области G . 

Выражение  

),(),(),;,( 210 yxAiyxAiyxP  
называют главным символом системы (3.1), а выражение  

),(),(),(),;,( 321 yxAyxAiyxAiyxP  
символом системы (3.1). 

Как известно (см., например, [83, 84]), система (3.1) называется эллип-

тической в точке ),( yx , если его главный символ ),;,(0 yxP  является не-

вырожденным при )0,0(),( , то есть  

                     ).0,0(),(0)(det),;,( 21 AAyxQ                (3.2) 

Система (3.1) называется гиперболической в точке ),( yx , если для каждо-

го R  все решения уравнения 0),;,( yxQ  относительно  будут дей-

ствительными.  

3.2. Теорема о гладкости решения эллиптических систем. 

Пусть коэффициенты системы (3.1) определены в области G  и система 

является в этой области эллиптической. 

Из работ И.Г. Петровского  (см., например, [64, 65]) следует утвержде-

ние. 

Теорема аналитичности. Если коэффициенты системы (3.1) и правая 

часть f  являются вещественными аналитическими функциями, то все ре-

шения этой системы также являются вещественными аналитическими 

функциями. 
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Теорема о непрерывности по Гёльдеру ([1], [15]). Если коэффициенты 

и правая часть эллиптического уравнения (системы) fLu  порядка m удо-

влетворяют условию Гёльдера с показателем )1,0( (принадлежат классу 

C ), то производные порядка m  любого решения этого уравнения (системы) 

также удовлетворяют условию Гёльдера с тем же показателем. Если же 

коэффициенты и правая часть имеют производные до порядка s , удовле-

творяющие условию Гёльдера с показателем )1,0(  (принадлежат классу 
sC ), то каждое решение уравнения (системы) имеет производные до поряд-

ка ms  и эти производные тоже удовлетворяют условию Гёльдера с пока-

зателем . 

Единственность продолжения. Эллиптические уравнения и системы 

обладают свойством единственности продолжения в слабом смысле: всякое 

решение однородного уравнения 0Lu , равное нулю на открытом множе-

стве, тождественно равняется нулю.  

Говорят, что эллиптическое уравнение обладает свойством един-

ственности продолжения в сильном смысле, если каждое решение этого 

уравнения, которое имеет в некоторой точке нуль бесконечного порядка, 

тождественно равняется нулю. 

Теорема о единственности продолжения  в сильном смысле справедлива 

и для эллиптической  системы (3.1). 

3.3. Принцип максимума для эллиптических   уравнений.  

Для эллиптического оператора второго порядка с двумя независимыми 

переменными вида  

uyxaMuLu ),( , 

где 

,),(),(),(),(2),( 2

22

2

2

y
yxE

x
yxD

y
yxC

yx
yxB

x
yxAM

 
справедлив принцип максимума (см., например, [15]), который содержится в 

следующих четырёх теоремах.  
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Теорема 3.1. Если 0Mu  в ограниченной области G  и функция ),( yxu  

достигает своего максимума во внутренней точке, то ),( yxu  постоянна. 

Теорема 3.2. Если 0,0 Lua   в области G , функция ),( yxu  достига-

ет своего максимума во внутренней точке области G  и этот максимум по-

ложителен, то ),( yxu  постоянна. 

Теорема 3.3. Пусть 0Mu  в области G , а функция ),( yxu принимает 

наибольшее значение в некоторой точке ),( 00 yx на границе Г области G . 

Предположим, что существует такой замкнутый круг, целиком лежащий в 

G , что точка ),( 00 yx  лежит на его границе. Тогда либо ),( yxu постоянна, 

либо производная этой функции в точке ),( 00 yx  по направлению внешней 

нормали dNdu  положительна. 

Теорема 3.4. Пусть 0,0 Lua  в области G , а функция ),( yxu  до-

стигает максимума в некоторой точке ),( 00 yx  на границе Г . Предполо-

жим, что это точка удовлетворяет условию, сформулированному в теоре-

ме 3.3. Если максимум ),( yxu  положителен, то либо ),( yxu  постоянна, ли-

бо производная в точке ),( 00 yx  по направлению внешней нормали dNdu  по-

ложительна. 

3.4. Априорные оценки шаудеровского типа.  

Рассмотрим дифференциальное выражение 

wzAwLw z )( , 

где w вектор-функция, А матрица-функция порядка n . 

При условии, что компоненты  вектор-функции w  принадлежат 1С  и 

элементы матрицы )(zA  принадлежат С , это дифференциальное выражение 

порождает линейный непрерывный оператор L , действующий из простран-

ства  вектор-функций 1С  в пространство вектор-функций С .  

Аналогично как в [5]можно установить справедливость ниже приводи-

мых априорных оценок. 
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Лемма 3.1. Пусть элементы матрицы )(zА  принадлежат простран-

ству С . Тогда для любой вектор-функции 1Cw  справедлива оценка  

)(sup11,
zwLwMw

z
, 

где постоянная 1M  зависит только от  и нормы матрицы A в простран-

стве С , норма в комплексном n -мерном пространстве nC . 

В предположении, что элементы матрицы А  принадлежат пространству 

С , справедлива внутренняя априорная оценка шаудеровского типа  

)(max
2),2(),1(

000
1 zwLwMw

zzzCzC  

где ),2( 0
1 zCw , M постоянная, зависящая только от  и нормы матрицы 

)(zA  в пространстве С . 

§4. Постановка задачи 

В диссертации рассматриваются системы линейных уравнений с част-

ными производными первого порядка с двумя независимыми переменными  

вида  

                      ),,(),(),(),( 321 yxFUyxAUyxAUyxA yx              (4.1) 

где T
nuuuU ),...,,( 21 искомая вектор-функция, ),,(),,( 21 yxAyxA  

),(3 yxA вещественные матрицы порядка n , T
nfffF )...,,,( 21 заданная 

вектор-функция; элементы матриц )3,2,1(),( jyxAj  и функции ),( yxfk  (

nk ...,,2,1 ) определены в некоторой области 2RG , а также эллиптическая 

система вида  

                                       )()( zfwzAwLw z                                       (4.2) 

где T
nwwww ),...,,( 21 искомая комплекснозначная вектор-функция, )(zА  

комплекснозначная матрица-функция порядка ,n  T
nffff )...,,,( 21  ком-

плекснозначная  вектор-функция. 
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Для систем вида (4.1) в случае постоянных коэффициентов исследуются 

следующие задачи и вопросы: 

- найти многообразие всех решений; 

- найти многообразие решений из пространства S ; 

- найти многообразие решений степенного роста и размерность про-

странства таких решений; 

- изучить вопрос о существовании периодических решений. 

Для систем вида (4.1) в случае переменных коэффициентов изучить во-

прос о справедливости принципа экстремума.  

Для систем вида (4.2) с ограниченными во всей плоскости коэффициен-

тами исследовать следующие задачи и вопросы: 

- о нормальной разрешимости в гёльдеровом пространстве ;1C  

- о нётеровости оператора .: 1 CCL  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Глава II 

Многообразие решений систем уравнений с частными про-

изводными с двумя независимыми переменными 
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В этой главе рассматриваются системы линейных уравнений с частными 

производными первого порядка с двумя независимыми переменными. Для 

таких систем рассмотрены задачи о многообразии всех решений, решений из 

пространства умеренно растущих обобщённых функций S , а также реше-

ний, растущих на бесконечности не быстрее степенной функции. 

§ 1. Разрешимость эллиптических систем в пространстве S  

Рассмотрим систему линейных уравнений с частными производными 

вида  

                              ),,(321 yxFUAUAUALu yx                             (1.1) 

где T
nuuuU ),...,,( 21 искомая вектор-функция, 321 ,, AAA постоянные 

вещественные матрицы порядка n , T
nfffF )...,,,( 21 заданная вектор- 

функция.  

Напомним (см., глава 1, §3), что выражение 210 ),( AiAiP   
называется  главным символом, а выражение 321),( AAiAiP  сим-

волом системы (1.1). Система (1.1) называется эллиптической, если его глав-

ный символ является невырожденным при )0,0(),( , то есть  

                      ).0,0(),(0)(det),( 21 AAQ                       (1.2) 

Будем предполагать, что система (1.1) эллиптическая. Покажем, что в 

этом случае 0det 1A  и 0det 2A . 

Действительно, если 0 , то )0,(Q 00)(det 1A . Отсюда 

0det 1A . Точно также можно установить, что 0det 2A . 

Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что 0det 1A , 0det 2A . 

Используя условие 0det 1A , умножая обе стороны системы (1.1) на 1A , по-

лучим 

).,(1
13

1
12

1
1 yxFAUAAUAAU yx  

В связи с этим в дальнейшем систему (1.1) будем записывать в следую-

щем виде 
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                                  ,),( yxfBUAUU yx                                       (1.3) 

где FAfAABAAA 1
13

1
12

1
1 ,, .  

Так как коэффициенты системы (1.3) постоянные, то символ и главный 

символ этой системы имеют вид: 

       ,),(0 AiEiP    .),( BAiEiP  
Из эллиптичности системы (1.3) вытекает, что 0),(det 0P  

0),( . Если 0 , то 0)()0,(det 0
niP  для любого 0 . Пусть 

0 , тогда EAiP n det)(),(det 0 . Отсюда видно, что условие эл-

липтичности системы (1.3) можно представить в виде 

                          
0det  для любых 0,R .                      (1.4) 

Обозначая ,
 
условие (1.4) перепишем в виде  

R0det . 

Поэтому условие эллиптичности системы (1.3) эквивалентно тому, что 

матрица A  не должна иметь вещественных собственных значений. 

Всюду в дальнейшем будем предполагать последнее условие выполнен-

ным. Так как у матрицы нечётного порядка хотя бы одно собственное значе-

ние вещественное, то матрица A  имеет чётный порядок. Отметим, что мат-

рица A  не может быть симметрическим, потому что, собственные значения 

вещественной симметрической матрицы вещественны (см. [28]). 

Итак, в эллиптической системе (1.3) количество уравнений чётное, мат-

рица A  не может бить симметрической. 

Рассмотрим случай n=2. Пусть 
43

21

aa
aa

A  и 
43

21

bb
bb

B . Тогда система 

(1.3) имеет вид 

                            
0

43

21

43

21 U
bb
bb

U
aa
aa

U yx                             (1.5) 
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Для этого случая будем исследовать задачу о решениях в пространстве 

умеренно растущих обобщённых функций S  (пространство Шварца). В ра-

ботах В.С. Виноградова, Д. Сафарова (см. например, [22, 70]) рассмотрена 

задача о решениях степенного роста для эллиптической системы  

0wwz , 

где комплексная матрица второго порядка. Для более общего случая, а 

именно, когда комплексная матрица n - го порядка в работах С. Байзаева 

[2, 4] изучена задача в пространстве S . 

Выразим условие эллиптичности  системы (1.5) на языке элементов мат-

рицы A . Характеристическое уравнение для матрицы A  имеет вид 

                             0)( 324141
2 aaaaaa .                                   (1.6) 

Чтобы корни характеристического уравнения (1.6) были комплексными, его 

дискриминант  должен быть отрицательным: 

                                           0det4)( 2
41 Aaa                                        (1.7) 

или  

                                        04)( 32
2

41 aaaa .                                        (1.8) 

Условие (1.7) или (1.8) является условием эллиптичности системы (1.5). 

В дальнейшем будем предполагать выполненным условие (1.8). Из условий 

(1.7) и (1.8) следует, что  0det A  и  032aa .                                  

Совершая преобразование Фурье от системы (1.5) переходим к системе 

функциональных уравнений 

                                   0),(Uii ,                                    (1.9) 

или 

,0),(),( UP  

где ),(U преобразование Фурье функции ),( yxU .  
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Если 0),(det P  ,),( 2R  то из (1.9) следует, что 0),(U . Ес-

ли же 0,det P  на каком-нибудь множестве 2RГ , то U  будет обоб-

щённой функцией с носителем на Г (см. [24, 87]). 

Поэтому, будем изучать множество корней уравнения 0),(det P . 

Так как 

,)()(
detdet)(

10
01

),(det

3223144141

2
41

2

43

21

43

21

babababaibbi
BAaa

bb
bb

aa
aa

iiP

 
то последнее уравнение эквивалентно системе двух уравнений 

)11.1(0)()(
)10.1(0detdet)(

3223144141

2
41

2

bababababb
BAaa

 

Множество решений уравнения (1.10) обозначим через 1Г , а – уравне-

ния  (1.11) через 2Г . Тогда множество решений системы (1.10)-(1.11) будет 

равно 21 ГГГ . 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.1. Пусть система (1.5) является эллиптической. Тогда:  

1) при 0det B  множество Г  будет пустым; 

2) при 0det B  множество Г  состоит из одной точки };0,0{  

3) при 0det B  множество 1Г является эллипсом, 2Г  прямой и 

множество Г  состоит из двух точек ),( 00 – точки пересечения 

прямой 2Г  с эллипсом .1Г  

Доказательство. Для доказательства теоремы 1.1, выясним, что из себя 

представляют уравнения (1.10) и (1.11) на плоскости ),( . Найдём дискри-

минант  и дискриминант  старших членов (см. [66]) уравнения (1.10): 
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);det4)((det
4
1

4
)(detdet

det
2

2
1

det

det00

0det
2

0
2

1

2
41

2
41

41

41

41

41

AaaBaaAB

Aaa

aa

B

B

Aaa

aa

 

)det4)((
4
1

det
2

2
1

2
41

41

41

Aaa
Aaa

aa

 

Так как из условия эллиптичности системы (1.5) следует неравенство 

(1.7), то 0 и знак  противоположен знаку Bdet . Возможны следующие 

случаи: 1) 0det B ; 2) 0det B ; 3) 0det B . Рассмотрим эти случаи в отдель-

ности.  

Случай 1: 0det B . Тогда 0 и уравнение (1.10) определяет мнимый 

эллипс. Поэтому множество вещественных решений уравнения (1.10) являет-

ся пустым, то есть 1Г . Следовательно, в этом случае Г . 

Случай 2: 0det B . Тогда 0 и уравнение (1.10) определяет одну точ-

ку )0,0(O . Точка )0,0(  принадлежит множеству 2Г . Поэтому в этом случае 

множество Г состоит из одной точки )0,0( . 

Случай 3: 0det B . Тогда 0  и уравнение (1.10) определяет эллипс, то 

есть 1Г эллипс. 

Покажем, что коэффициенты уравнения (1.11) одновременно не могут 

обращаться в нуль. Предположим противное. Пусть  

)13.1(0
)12.1(0

23321441

41

babababa
bb

 

Отсюда 41 bb  и  



31 
 

                                       0)( 2332141 bababaa .                                      (1.14) 

Так как  03241 bbbb , то 032
2

1 bbb  или 

                                                       02
132 bbb .                                              (1.15) 

Отсюда следует, что  

                                                              032bb .                                               (1.16) 

Проверим, что 01b . Если 01b , то из (1.14) следует, что 03223 baba . 

Но, так как числа 32ba и 23ba  в силу неравенств 032aa и (1.16) имеют оди-

наковый знак, то равенство 03223 baba  невозможно. Это противоречие 

показывает, что .01b  
Теперь переписывая условие эллиптичности (1.8) в виде     

2
41 aa )(4 32aa  

и умножая обе части последнего неравенства на 2
1b , с учётом (1.14) имеем:  

                           )(4)()( 32
2

1
2

41
2

1
2

2332 aabaabbaba .                       (1.17) 

В силу (1.15)  32
2

1 bbb , поэтому усиливая правую часть (1.17), получим не-

равенство 

))((4)( 3232
2

2332 aabbbaba , 

которое эквивалентно следующему  

0)( 2
2332 baba , 

что невозможно. Следовательно, при 0det B  равенства (1.12) и (1.13) одно-

временно не могут  выполняться.  

Так как уравнение (1.11) является линейным уравнением первого поряд-

ка, то  множество решений этого уравнения является прямой, то есть 2Г  яв-

ляется прямой, проходящей через точку ).0,0(  

Поэтому множество Г  как пересечение эллипса 1Г  и прямой 2Г  состо-

ит из двух точек ).,( 00  

Теорема 1.1 доказана. 
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Теорема 1.2. Решение системы функционалных уравнений (1.9) имеет 

вид: 

а) при 0det B   

0),(U ; 

б) при 0det B  

,,),(
,0, mjkjk

jk

jk

kjcU
 

где jkc постоянные векторы из 2R ; 

в) при 0det B  

],),(

),([),(

00

,0,

00

jk

jk

kj

mjkjk
jk

jk

kj

d

cU
 

где jkjk dс , постоянные векторы из 2R . 

Отметим, что в случаях б) и в) число m  равен порядку обобщенной  

функции ),(U , который конечен в силу компактности носителя ),(U  
(см. [24]). 

Доказательство. В случае 0det B  определитель ),(det P  системы 

(1.9) отличен от нуля. Поэтому эта система имеет только нулевое решение 

0),(U . 

В случае 0det B  функция ),(U  является обобщённой функцией, 

носитель которой состоит  из одной точки )0,0( . Поэтому в силу теоремы о 

структуре обобщенных функций с точечным носителем, имеем  

,,),(
,0, mjkjk

jk

jk

kjcU  

где jkс постоянные векторы из 2R , m порядок обобщенной функции U , 

который мы должны задать сами.  
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В случае 0det B  функция ),(U  является обобщённой функцией, но-

ситель которой состоит из двух точек, а именно точек ),( 00 . Поэтому 

она имеет вид 

],),(

),([),(

00

,0,

00

jk

jk

kj

mjkjk
jk

jk

kj

d

cU
 

где jkjk dс , постоянные векторы из 2R , m порядок обобщенной функции 

),(U . 

Теорема 1.2 доказана. 

Через M обозначим многообразие решений эллиптической системы (1.5) 

из пространства .S  Из теоремы 1.2 следует  

Теорема 1.3. Многообразие M состоит: 

а) из нулевой функции при ;0det B  

б) из многочленов относительно yx,  при ;0det B  

в) из квазимногочленов вида  

mjkjk

jk
kj

yxij

mjkjk

k
kj

yxi yxbeyxaeyxU
,0,

)(

,0,

)( 0000,  

при 0det B , здесь kjkj ba , постоянные векторы из 2R , m целое неотри-

цательное число. 

Доказательство. Воспользуемся теоремой 1.2. 

В случае 0det B  система (1.9) имеет только нулевое решение 

0),(U . Поэтому 0),( yxU , то есть многообразие M состоит из нулевой 

функции. 

В случае 0det B  решение системы функционалных уравнений (1.9) 

имеет вид  

mjkjk
jk

jk

kjcU
,0,

,),( , 



34 
 

где jkс постоянные векторы из 2R , m порядок обобщенной функции 

).,(U  

Совершая в этом равенстве обратное преобразование Фурье, в силу 

свойств этого преобразования (см. глава 1, § 2, п. 2.1) находим, что решения 

системы (1.5) в пространстве S  представляют собой многочлены 

относительно ., yx   

,,
,0,

j

mjkjk

k
kj yxpyxU  

где jkp постсоянные векторы из 2R , ...},2,1,0{m . 

В случае 0det B  функция ),(U  имеет вид 

],),(

),([),(

00

00

,0,

jk

jk

kj

jk

jk

mjkjk
kj

d

cU

 

где jkjk dс , постоянные векторы из 2R , m порядок обобщенной функции 

),(U . 

Совершая в этом равенстве обратное преобразование Фурье, с учётом 

его свойств находим, что решения системы (1.5) в пространстве S  являются 

квазимногочленами  вида 

mjkjk

jk
kj

yxij

mjkjk

k
kj

yxi yxbeyxaeyxU
,0,

)(

,0,

)( 0000, , 

где kjjk ba , постоянные векторы из 2R , ...},2,1,0{m . 

Теорема 1.3 доказана. 
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§ 2. Полиномиальные решения эллиптических систем 

Рассмотрим для эллиптической системы (1.5) задачу о полиномиальных 

решениях, то есть о решениях, определённых во всей плоскости и удовлетво-

ряющих  условию  

)1(),( NN yxKyxU , 

где 21 uuU , N целое неотрицательное число, K постоянная, зави-

сящая от U . 

Многообразие таких решений образует линейное вещественное про-

странство, которое обозначим через NP . Так как ,SPN  то для определения 

NP  будем использовать результаты первого параграфа. 

Рассмотрим три возможных случая: 1) 0det B ; 2) 0det B ; 3) .0det B  

Случай 1. Пусть 0det B . В этом случае в силу теоремы 1.3 система (1.5) 

в пространстве S  имеет только нулевое решение  0),( yxU . 

Следовательно, пространство NP  является нулевым.  

Случай 2. Пусть 0det B . Согласно теореме 1.3 пространство NP  состо-

ит из многочленов относительно yx,  порядка не выше N . 
Для нахождения коэффициентов этих многочленов удобнее решение 

системы (1.5) искать в виде однородных по x, y форм : 
N

j
j yxPyxU

0
),(),( , 

где 
j

k

kkj
kjj yxpyxP

0
;),( kjp векторы из 2R . Подставим эти выражения в 

систему (1.5)  

                                     
0

0

N

j
j

jj BP
y
P

A
x
P

.                                 (2.1) 

Вначале рассмотрим случай 0B . Из (2.1) имеем 0NBP , то есть 
N

k

kkN
kN yxBp

0
0 
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Поэтому ),0(0 NkBpkN , то есть kNp собственный вектор матрицы 

В, отвечающий нулевому собственному значению. Если 0q какой-нибудь 

собственный вектор матрицы B , отвечающий нулевому собственному значе-

нию, то  

                                       0qcp kNkN ,                                                      (2.2) 

где kNc  вещественные числа, ,0k .  

Теперь равенство (2.1) перепишем в виде  

0
1

1

N

j
j

jj BP
y
P

A
x
P

. 

Отсюда 

NjBP
y
P

A
x
P

j
jj ,1;01 . 

Подставляя производные функций jP  и выражение для 1jP  в последнее ра-

венство, имеем 
j

k

k
j

k

kj
jk

kkj
kj

kkj
kj yxpByxkApyxpkj

0

1

0

1
1,

11 0)(  

или 
1

0 1

1

0

1
1,

11 0)(
j

k

j

k

j

k

kkj
jk

kkj
kj

kkj
kj yxBpyxkApyxpkj . 

Заменяя во второй сумме индекс суммирования k  на 1k , и объединяя 

все суммы, получим  
1

0

1
1,,1 0)1()(

j

k

kkj
jkjkkj yxBpApkpkj . 

Отсюда  

    .1,0;,1;0)1()( 1,,1 jkNjBpApkpkj jkjkkj              (2.3) 

Так как B  ненулевая матрица и 0det 3241 bbbbB , то возможны следую-

щие случаи: 

2.1. 032bb ;   2.2. 032bb  
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Случай 2.1.Тогда 041bb , поэтому 1

4

2

3

1

b
b

b
b , ( 0 ). Следовательно, 

имеем: 
21

21

bb
bb

В . Найдём собственный вектор 
2

1
0q

 
 матрицыB : 

0
0

2211

2211

vbvb
vbvb

 

Отсюда следует, что 02211 vbvb  и в качестве 0q  можно взять вектор 

1

2

b
b

. Поэтому (2.2) примет вид 

kNkN c
b

b
p

1

2  ;   RckN ,  Nk ,0 . 

В дальнейшем будем изучать систему (2.3). Подставим в эту систему 

Nj : 

0)1()( 1,,1 NkNkKN BpApkpkN ; 1,0 Nk . 

Отсюда   

                      NkkNNk ApkpkNBp ,11, )1()( .                                  (2.4) 

Обозначив правую часть этой системы через 
kN

kN

d
b

, а вектор 1,Nkp  через 

2

1

q
q

, уравнение (2.4) перепишем в виде  

                                         kN

kN

dqbqb
bqbqb

2211

2211                                           (2.5) 

Условие разрешимости этой системы имеет вид: kNkN db , то есть  

.))(1()(
))(1()(

,114231

,112212

NkkN

NkkN

cbabakcbkN
cbabakcbkN

 

Упростим это соотношение:   

                     .)()()1(
))((

,114231221

12

Nk

kN

cbаbаbаbak
cbbkN

                   (2.6) 
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Возможны два случая: а) ;021 bb  б) .021 bb  

Рассмотрим случай а). В этом случае задаём произвольным образом NNc , 

остальные )1,0( NkckN  найдём из (2.6). 

Таким образом, в определении kNp  имеется один произвол. Далее усло-

вие разрешимости системы (2.5), то есть условие (2.6) будем считать выпол-

ненным. 

Пусть 
0
2

0
1

q
q

частное решение системы (2.5). Тогда общее решение этой 

системы имеет вид 

                         
1,0;

1

2
1,0

2

0
1

1, Nk
b

b
q
q

p NkNk ,                         (2.7) 

где 1,Nk произвольные вещественные числа.  

Далее в уравнении (2.3) подставим 1Nj : 

0)1()1( 2,1,11, NkNkNk BpApkpkN  

или   

         1,11,2, )1()1( NkNkNk ApkpkNBp ;  2,0 Nk .          (2.8) 

Условие разрешимости этой системы аналогично условию разрешимо-

сти системы (2.5): 1,1, NkNk db , где через 
1,

1,

Nk

Nk

d
b

 
обозначена правая часть 

системы (2.8). Следовательно, учитывая (2.7) имеем  

)()1()1(

)()()1())(1(

14231,1
0
24

0
1311,

0
2

12211,1
0
22

0
1121,

0
1

bаbaqaqaкbqkN

bаbaqaqakbqkN

NkNk

NkNk

 
или  

  
0
2

0
1

0
24

0
13

0
22

0
11

1,1142312211,12

11

11

qqkNqaqaqaqak

babababakbbkN NkNk (2.9) 

Отсюда видно, что 1,NK  линейно выражается через 

2,0,1,1 NkNk . Следовательно, произвольной остаётся только 1,1 NN , а 
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остальные 1,Nk  выражаются через неё. Итак, в определении 1, Nkp  имеется 

также один произвол. 

Общее решение системы (2.8) имеет  

1

2
2,1

2

1
1

2, b
b

q
q

p NkNk ,  2,0 Nk , 

где 
1
2

1
1

q
q

частное решение этой системы, а 2,Nk произвольные веще-

ственные числа. При продолжении этого процесса имеем, что в определении 

2,Nk  возникает один произвол. 

Таким образом, на каждом шаге появляется одна произвольная постоян-

ная. Следовательно, в случае а) размерность пространства P  равна 1N , то 

есть 1dim NPN . 

Рассмотрим случай б), то есть 021 bb и .02b  Тогда условие раз-

решимости системы (2.3), то есть соотношение (2.6) примет вид:  

0)()( ,114231221 Nkcbаbаbаbа ; 1,0 Nk  

или с учётом 21 bb  и 02b  

                             
0)()( ,14321 Nkcаааа ;    1,0 Nk .                           (2.10) 

Обозначим: )()()( 4321 aaaa . Используя условие эллип-

тичности системы (1.5) покажем, что 00)( . 

Пусть, напротив 0)( , для некоторого значения 0 . Тогда 

0)( 32
2

41 aaaa  или  

)1( 3241 aaaa . 

Но, с другой стороны по условию эллиптичности 32
2

41 4)( aaaa . По-

этому  

32
2

32 4)1( aaaa  
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или после преобразования  

0)1( 2
32 аа . 

Получили противоречие. Следовательно, выполняется неравенство 0)(

0 . Тогда из (2.10) следует, что ,0,1 Nkc  то есть 0kNp , 1,0 Nk , 

причём Nc0 произвольная постоянная. Система (2.9) примет вид: .01,NkBp  

Отсюда 

1

2
1,1, b

b
p NkNk

, 

где 1,Nk произвольные вещественные числа. 

Далее, полагая в уравнение (2.7) 1Nj  аналогично, как и при доказа-

тельстве соотношений ,0,1 Nkc можно установить, что 01,1 Nk , причём 

1,0 N произвольная постоянная.  

Таким образом, в случае б) также на каждом шаге возникает одна произ-

вольная постоянная. Следовательно, размерность пространства NP  равна 

1N , то есть .1dim NPN  

Остаётся рассмотреть случай 2.2, то есть случай когда 032bb . Тогда 

041bb , и следовательно, матрица В может иметь один из таких видов: 

.
00

;
00

;
0
0

;
0
0 21

433

1

4

2 bb
bbb

b
b
b

 

Например, рассмотрим случай  

.
0
0

4

2

b
b

B  

Заметим, что 042 bb . Найдём собственный вектор 
2

1
0 v

v
q матрицыB , 

отвечающий нулевому собственному значению. Так как  
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24

22

2

1

4

2
0 0

0
vb
vb

v
v

b
b

Bq , 

и  00Bq , то  

0
0

24

22

vb
vb

. 

Так как 042 bb , то 02v , причём 1v  произвольная. Возьмём 11v . Тогда 

.
0
1

0q  

Поэтому соотношение (2.2) примет вид  

 

NkRccp kNkNkN ,0,,
0
1

. 

Подставим в систему (2.3) Nj . 

.1,0;0)1()( 1,,1 NkBpApkpkN NkNkkN  

Отсюда  

.)1()( ,11, NkkNNk ApkpkNBp  

Пусть 
2

1
1, q

q
p Nk , тогда 

24

22

2

1

4

2
1, 0

0
qb
qb

q
q

b
b

Bp Nk . Поэтому  

                                 .0

)1()1(

24

,1122

qb

CakCNqb NkkN                          (2.11) 

Если 04b , то 02q  и из первого уравнения системы (2.11) получаем, что 

                                 0)1()1( ,11 NkkN CakCN .                                   (2.12) 

Задавая NNс  можно найти остальные )1,0( NkсkN  из (2.12).  

Далее в уравнение (2.3) подставим :1Nj  

.2,0;0)1()1( 2,1,11, NkBpApkpkN NkNkNk  

1,11,2, )1()1( NkNkNk ApkpkNBp . 
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Повторяя выше проведённую процедуру, приходим к заключению, что 

задавая 1,1 NNс  можно найти остальные 2,0,1, Nkс Nk . 

Продолжая этот процесс, заметим, что на каждом шаге появляется одна 

произвольная постоянная. Следовательно, размерность пространства NP  рав-

на 1N , то есть .1dim NPN  
Точно так же можно рассмотреть случай 04b  и получить, что 

.1dim NPN  

Наконец, в случае 0B  равенство (2.3) примет вид: 

               1,0;,1,01 ,1 jkNjApkpkj jkkj .              (2.13) 

Аналогично, рассмотренному выше можно шаг за шагом определить 

,kjp  причём на каждом шаге возникают две произвольные постоянные. По-

этому )1(2dim NPN , причём, задавая Njp jj ,0 , остальные kjp  можно 

определить из соотношения  (2.13).  

Случай  3. Пусть 0det B . В этом случае в силу теоремы 1.3 

предыдущего параграфа ),( yxU  является квазимногочленом, которого мож-

но представить в виде   

)],(),([),( )()(

0

0000 yxQeyxPeyxU j
yxi

j
yxi

n

j
, 

где  

.),(,),(
00

j

k

kkj
kjj

j

k

kkj
kjj yxqyxQyxpyxP  

Если kjkj qp и комплексные векторы, то, в общем, получаем комплекс-

ные решения. Если взять kjkj pq , то получаем вещественные решения.  

Найдем вещественные решения. Подставляя U  и её частные производ-

ные в систему (1.5), после приведения подобных коэффициентов, получаем  
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15.2.0

)14.2(,0

0
00

0
00

N

j
j

j
j

j
j

N

j
j

j
j

j
j

BQ
y

Q
QiA

x
Q

Qi

BP
y
P

PiA
x
P

Pi
 

Из уравнения (2.14) следует, что  

0
00

00

N

j

jj
N

j
jjj y

P
A

x
P

BPAPiPi . 

Заменяя во второй сумме j  на 1j , объединяя обе суммы и приравни-

вая к нулю слагаемые одинаковой однородности, получаем: 

                          ,000 NPBAiEi                                              (2.16) 

             
.10,11

00 Nj
y

P
A

x
P

PBAiEi jj
j             ( 2.17) 

Обозначая матрицу BAiEi 00  через 
43

21

сс
сс

С , подставляя в 

(2.16) и (2.17) вместо jP  её выражение, получаем 

                                          ,,0,0 NkCpkN                                          (2.18) 

        1,0;)1(
1

0

11
1,1,

0
NjyxAkpyxkjpyxpС

j

k

kkj
jk

kkj
jk

kkj
kj

j

k
. 

Отсюда в свою очередь имеем рекуррентные соотношения для коэффи-

циентов kjр  функций jP : 

               .1,0,,0,)1()1( 1,11, NjjkApkpkjСр jkjkkj         (2.19) 

Покажем, что 1rangC . Действительно, если 0rangC , то 

.0
0
0

0

4400

220

330

100

baii
bai
bai

bii

 

Так как по условию эллиптичности ),0,0(,,0 0032aa  то из этой си-

стемы следует, что 0jb , то есть 0B , что невозможно. Отсюда 1rangC . 
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Поэтому множество решений системы (2.18) образует одномерное ли-

нейное пространство над полем комплексных чисел. Следовательно, 

0qp kNkN , 

где  kj комплексные числа,  
1

2
0 c

c
q собственный вектор матрицы С, 

отвечающий нулевому собственному значению.  

В дальнейшем будем изучать систему (2.19). Обозначив правую часть 

системы (2.19) при 1Nj  через  
kN

kN

h
g

, а 1,Nkp через 
2

1

q
q

, имеем 

                                                  .
,

2211

2211

kN

kN

hqcqc
gqcqc

                                     (2.20) 

В предположении, что 0jc , условие разрешимости этой системы имеет вид 

kNkN hg  или   

,))(1()(
))(1()(

,114231

,112212

NkkN

NkkN

cacakckN
cacakсkN

 

где 13 cc . Упростим это соотношение   

                                   .)()(
)1())((

,114231221

12

Nk

kN

cаcаcаca
kcckN

                        (2.21) 

Возможны два случая: а) 021 cc ;   б) .021 cc  

Рассмотрим случай а). В этом случае задаём произвольным образом NN , 

остальные kN  ( 1,0 Nk ) найдём из (2.21). Таким образом, в определении 

kNp  имеется один произвол. Далее условие разрешимости системы (2.26) бу-

дем считать выполненным. 

Пусть 
0
2

0
1

q
q

 - частное решение системы (2.20). Тогда ее общее решение  

имеет вид   

                           1

2
1,0

2

0
1

1, с
с

q
q

p NkNk ;   1,0 Nk ,                            (2.22) 
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где 1,Nk  - произвольные комплексные числа. Далее в уравнении (2.19) под-

ставим  2Nj : 

          1,11,2, )1()1( NkNkNk ApkpkNСp ; 2,0 Nk .                (2.23) 

Условие разрешимости этой системы аналогично условию разрешимости си-

стемы (2.20): 1,1, NkNk hg , где через 
1,

1,

Nk

Nk

h
g

  
обозначена правая часть си-

стемы (2.23). Следовательно, учитывая (2.22) имеем  

0
2

0
1

0
24

0
13

0
22

0
11

1,1142312211,12

11

11

qqkNqaqaqaqak

cacacacakcckN NkNk  

Отсюда видно, что 1,NK  линейно выражается через 1,1 Nk  ( 2,0 Nk ). 

Следовательно, произвольным остаётся только 1,1 NN , а остальные 1,Nk  

выражаются через него. Итак, в определении 1, Nkp  имеется также один про-

извол. 

Общее решение системы (2.23)  имеет вид 

1

2
2,1

2

1
1

2, с
с

q
q

p NkNk ,  2,0 Nk , 

где 
1
2

1
1

q
q

частное решение этой системы, а 2,Nk  произвольные комплекс-

ные числа. При продолжении этого процесса имеем, что в определении 2,Nk  

возникает один произвол.  

Таким образом, на каждом  шаге появляется одна произвольная постоян-

ная. Следовательно, в случае  а) размерность пространства NP  как веще-

ственное линейное пространство равна )1(2 N . 

Рассмотрим случай б), то есть 021 сс  и 02с . Тогда условие раз-

решимости системы (2.19), то есть соотношение (2.21) примет вид: 

0)()( ,114231221 Nkсасасаса ; 1,0 Nk  

или с учётом 21 сс  и 02с  
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0)()( ,14321 Nkаааа ;    1,0 Nk .                            (2.24) 

Обозначим: )()()( 4321 aaaa . Используя условие эллиптично-

сти системы (1.5), аналогично как в случае 2 можно показать, что  

00)( . 

Тогда из (2.24) следует,  что  0,1 Nk , т. е. 0kNp , 1,0 Nk , причём 

N0  произвольная постоянная. Система (2.19) при 1Nj  примет вид: 

01,NkСp . Отсюда  

1

2
1,1, с
с

p NkNk , 

где 1,Nk произвольные комплексные числа. 

Далее, полагая в уравнение (2.19) 1Nj , аналогично, как и при дока-

зательстве соотношений 1,0,0,1 NkNk , можно установить, что 

01,1 Nk , причём 1,0 N произвольная постоянная.  

Таким образом, в случае б) также на каждом шаге возникает одна произ-

вольная постоянная. Следовательно, размерность пространства NP  равна 

)1(2 N . 

Аналогично можно рассматривать случай, когда у матрицы С  есть 

нулевые элементы, причем в таких случаях размерность пространства NP  бу-

дет равна )1(2 N . 

Таким образом, в каждом из трёх возможных случаев мы определили 

структуру пространства NP  и её размерность. Относительно размерности 

пространства NP  получили следующую 

Теорема 2.1. Пусть система (1.5) является эллиптической. Тогда 

.0det)1(2
,0)1(2

,0,0det1
.0det0

dim

BприN
BприN

BBприN
Bпри

PN  
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§ 3. Многообразие решений одного класса систем 

В этом параграфе для системы вида  

                                  ),,(321 yxFUAUAUA yyx                                (3.1) 

исследуются задачи о многообразии всех решений и решений, растущих на 

бесконечности не быстрее степенной функции. Вопросам о решениях, опре-

деленных во всей плоскости эллиптических уравнений и систем посвящены 

работы Виноградова В.С., Мухамадиева Э., Паламодова В.П., Товмасяна 

Н.Е., Сафарова Д. и др. (см., например, [13, 23, 62, 70, 75]). Для эллиптиче-

ских систем вида (1) при 2n  в параграфах 1 и 2 этой главы были изучены 

задачи об умеренно растущих решениях и решениях степенного роста. 

3.1. Общее решение системы.  

Если система (3.1) является эллиптической, то, используя результаты 

первого параграфа этой главы, систему можно переписать в виде: 

                                  ,),( yxfBUAUU yx                                       (3.2) 

где FAfAABAAA 1
13

1
12

1
1 ,, .  

Покажем, что и в гиперболическом случае систему (3.1) можно предста-

вить в виде (3.2). 

Пусть система (3.1) является гиперболической. Через ),(Q  обозначим 

определитель главного символа этой системы: 

)det(),( 21 AiAiQ . 

),(Q  является многочленом порядка n  по  и .  

Согласно определению гиперболичности (см. [15]) для любого R  все 

решения уравнения 0),( Q  относительно  будут действительными. 

Проверим, что 0det 1A . Действительно, если  0 , то 

11 det)()det()0,( AiAiQ n  и если 0det 1A , то уравнение 0)0,( Q  

имеет только действительный корень 0 . Если же 0det 1A , то любое 

комплексное число  будет решением уравнения 0)0,( Q . Поэтому си-

стема (3.1) при 0det 1A  не будет гиперболическим. 
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Итак, 0det 1A . Поэтому приходим к системе (3.2) и в гиперболическом 

случае. 

Предположим, что матрицы A и B  перестановочны, то есть BAAB . В 

системе (3.2) произведём замену искомой функции VCeU xB , где C не-

вырожденная матрица. Тогда имеем 

),( yxfCVeBCVeACVeBCVe xB
y

xB
x

xBxB  

или  

 

                ),(11 yxfeCCVeAeCV xB
y

xBxB
x .                                   (3.3) 

В силу перестановочности матриц A  и B  имеет место равенство 

AeAe xBxB . Поэтому система (3.3) примет вид 

                              ),(1 yxgCVACV yx ,                                              (3.4) 

где ).,(),( 1 yxfeCyxg xB  

В качестве C  возьмём матрицу, приводящую матрицу A  к канониче-

ской форме Жордана (см., например, [28]). Пусть )(...,,, 21 nmm  раз-

личные собственные значения матрицы A . Тогда система (3.4) распадается 

на системы меньшей размерности  

                   
,...,,1),,( mkyxg

y
V

x
V

k
k

k
k                                      (3.5) 

где  

k

k

k

k

k

0......0

1......0
...............
0...10
0...01

 

- жордановая клетка порядка ,ks ,...21 nsss m ,...,,, 21 VVVV T
m  

gggg T
m...,,, 21 . 
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Для удобства координаты вектора kV  обозначим через ...,,, 21

)( ks , а координаты вектора kg через hhh ...,,, 21 . Тогда систему (3.5) 

можно записать в виде  

                                
),,(1

211 yxh
yyx k                                   (3.6) 

                                  
),,(2

322 yxh
yyx k                                (3.7) 

                                ….………………………… 

                                
),,(1

11 yxh
yyx k                           (3.8) 

                                  
).,( yxh

yx k                                           (3.9) 

3.1.1. Случай простых собственных значений. 

Пусть матрица A  имеет n  различных собственных значений n,...,, 21  

и nzzz ,...,, 21  соответствующие собственные векторы. Если матрицы A  и B  

перестановочны, то, как известно (см., например, [28]), nzzz ,...,, 21  будут соб-

ственными векторами и матрицы B . Через n,...,, 21  обозначим собствен-

ные значения матрицы B , которым соответствуют собственные векторы 

nzzz ,...,, 21 .  

Справедлива следующая  

Теорема 3. 1. Пусть матрица A имеет n  различных собственных зна-

чений n,...,, 21  и  nzzz ,...,, 21  соответствующие собственные векторы. 

Пусть матрицы A и B  перестановочны. Тогда общее решение однородной 

системы  

                                        0BUAUU yx                                           (3.10) 

имеет вид 

                 ,))(,...),((),( 11
1 T

nn
xx yxeyxeCyxU n

                (3.11) 
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где С-матрица, столбцы которой это собственные векторы nzzz ,...,, 21  

матрицы A, j  собственные значения матрицы B ,  указанные выше, j  

произвольные вещественные функции класса 1C , если все j  вещественные 

(гиперболический случай) и произвольные аналитические функции комплекс-

ной переменной, если все j  комплексные (эллиптический случай).  

Доказательство. Так как ]...,,,[ 21 nzzzС , то замена CVeU Bx  систе-

му (3.10) приводит к виду  

0yx VV , 

где ]...,,[ 1 ndiag . В силу леммы 3.1 (см. ниже) общее решение послед-

ней системы имеет вид 
T

nn yxyxyxV )](...,),([),( 11 , 

 где j  произвольные вещественные функции класса 1C , если все j  веще-

ственные (гиперболический случай)  и произвольные аналитические функции 

комплексной переменной, если все j  комплексные (эллиптический случай).  

Поэтому  

                        .)](...,),([),( 11
T

nn
Bx yxyxCeyxU                    (3.12) 

Так как nzzz ...,,, 21  собственные векторы матрицы B , соответствующие 

собственным значениям n...,,, 21  , то матрица C  приводит матрицу B  к 

диагональному виду ]...,,[ 1 ndiagM , то есть MBCC 1 . Следовательно, 

в силу свойств экспоненциала матрицы справедливо равенство 

]...,,[ 1
1 xxMxxCMCBx neeCdiagCeCeCe  

Отсюда и из (3.12) получим формулу  
T

nn
xx yxyxeeCdiagU n )](...,),(][...,,[ 11

1  

из которой следует (3.11).  

Теорема доказана. 
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Рассмотрим уравнение вида  

                                            ),,( yxhuu yx                                         (3.13) 

где вещественное или комплексное число, ),( yxh заданная функция. 

Лемма 3.1. Общее решение однородного уравнения 

                                            0yx uu                                                   (3.14) 

имеет вид 

                                          )(),( yxyxu ,                                        (3.15) 

где  является произвольной вещественной функцией класса 1C  в случае 

вещественного  и произвольной аналитической функцией комплексной пе-

ременной в случае комплексного . 

Доказательство. Случай вещественного  является очевидным. Рас-

смотрим случай комплексного . Пусть )0(i  и )(z  произ-

вольная аналитическая по z  функция. Для функции )(),( yxyxu  име-

ем 

)()()( yxyx
x

yxu zzx , 

)()()( yxyx
y

yxu zzy . 

Отсюда следует, что функция  ),( yxu  удовлетворяет уравнению (3.14). 

Теперь покажем, что каждое решение ),( yxu  уравнения (3.14) можно 

представить в виде (3.15) с аналитической функцией )(z . Пусть yx . 

Тогда  

i
y

i
x

2
1,

2
1  

и подставляя эти выражения в функцию ),( yxu , получаем функцию пере-

менной )](,)([)(: yxuu . Вычислим производную u : 

yxyxyx uuiiuiuyuxuu
222

. 
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Так как ),( yxu решение уравнения (3.14), то 0u , то есть функция )(u  

является аналитической по . Поэтому найдётся аналитическая функция 

)(z  такая, что )()( yxu . Это и требовалось показать. 

Лемма 3.1 доказана. 

3.1.2. Случай кратных собственных значений. 

Рассмотрим случай, когда у матрицы A  есть кратные собственные зна-

чения. Пусть m,...,, 21 различные собственные значения  матрицы A  

)( nm , C матрица, приводящая матрицу A  к канонической форме Жорда-

на и ks порядок жордановой клетки kkJ .  

Справедлива следующая 

Теорема 3.2. Пусть матрицы A и B  перестановочны. Тогда общее ре-

шение однородной системы (3.10) определяется формулой 

),,(),( yxCVeyxU Bx  

где 

kskk
T

m k
vvVVVV ,,11 ,...,,,..., , ,,...,1 mk  

ls

j
kk

jls
kj

jls
kl

k
kk slyxxv

0

)(
,, ,,...,1,                           (3.16) 

kj ,  произвольные вещественные функции класса 1jskC , если все k  веще-

ственные  и произвольные аналитические функции комплексной переменной, 

если все k  комплексные. 

Доказательство. Так как система (3.10) распадается на однородные си-

стемы меньшей размерности вида  

                       
,...,,1,0 mk

y
V

x
V k

k
k                           (3.17)  

а каждая из последних систем в развёрнутой форме имеет вид  

,0211

yyx k                                  (3.18) 



53 
 

,0322

yyx k                                (3.19) 

….………………………… 

,011

yyx k                              (3.20) 

,0
yx k                                        (3.21) 

где ,ks  то достаточно найти общее решение системы уравнений (3.18) – 

(3.21). Из уравнения (3.21) в силу леммы 3.1, находим 

)(),( yxyx k , 

где  произвольная вещественная функция класса 1C , если k  веще-

ственное  и произвольная аналитическая функция комплексной переменной, 

если k  комплексное. Тогда уравнение (3.20) примет вид  

                                  
)(11 yx

yx kk .                         (3.22) 

Функция )( yxx k  является частным решением уравнения (3.22), 

здесь в случае вещественного k  мы предполагаем, что функция   принад-

лежит классу .2C  Поэтому общее решение уравнения (3.22) имеет вид 

),()( 11 yxyxx kk  

где )(1 z произвольная вещественная функция класса 1C , если k  веще-

ственное  и произвольная аналитическая функция комплексной переменной, 

если k  комплексное. Аналогично находим 

),()()( 21
2

2 yxyxxyxx kkk  

где )(2 z  произвольная вещественная функция класса 1C , если k  веще-

ственное  и произвольная аналитическая функция комплексной переменной, 

если k  комплексное, здесь в случае вещественного k  предполагается, что 

1
1

2 , CC . Продолжая эту процедуру, находим 13 ...,, .  
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Приведённая схема решения систем (3.17) показывает, что компоненты 

вектор-функции ),( yxV  определяются по формулам (3.16). 

Теорема доказана. 

3.1.3. Случай эллиптической системы. Предположим, что система 

(3.2) является эллиптической. Покажем, что в этом случае общее решение 

соответствующей однородной системы (3.10) можно представить в виде 

, (3.23) 

где )(zj  аналитические по z  функции. 

Действительно, в формулу (3.11) полагая 

)()( zez j
zi

j
j  

где )(,ImRe zjjjj  аналитические по z  функции, получим 

T
nn

iyxx

iyxx

yxee

yxeeCyxU
nnnn ))(

...,),((),(
)ImRe()(

11
)ImRe()( 1111

 

Покажем, что 

                  
jjjjjjjj yxiiyxx eee Im)Re()ImRe()(
.                        (3.24) 

Пусть           

., idciba jj  

Тогда имеем  

.
)())((

idycybdxibcxiadxacx
yidcxidcibayx jjj  

Отсюда  

b
cybdxacxiyxi

j

jjj )(
Im

)Re(
. 

Теперь преобразуем выражение: :)(
Im
Re

yxix j
j

j
j  

T
nn

yxiyxi yxeyxeCyxU nnnn ))(...,),((),( Im)Re(
11

Im)Re( 1111
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b
cycaxbdxi

b
icycbxicaxibdxcxb

yxiba
b
ciidxсxyxix j

j

j
j

)(

))(()(
Im
Re

 

Отсюда следует равенство (3.24). Поэтому общее решение системы (3.10) да-

ётся формулой (3.23). Эта формула удобна для нахождения решений степен-

ного роста. 

Воспользуясь леммой 3.1 можно найти общее решение однородной си-

стемы (3.10) и без предположения простоты собственных значений матрицы 

А.  

3.1.4. Случай гиперболической системы. 

Предположим, что система (3.2) является гиперболической. Тогда (см. 

глава 1, § 3) у матрицы А  все собственные значения вещественны. В этом 

случае будем определять общее решение неоднородной системы (3.4). Так 

как система (3.4) распадается на системы вида (3.6)-(3.9), то достаточно ре-

шить последние системы.  

Рассмотрим уравнение вида 

                                                ),( yxhUU yx ,                                  (3. 25) 

где вещественное число, ),( yxh заданная вещественная функция. 

Справедлива следующая 

Лемма 3. 2. Пусть  вещественное число и функция ),( yxh  непрерывна  

по x  и имеет непрерывную производную по y . Тогда общее решение уравне-

ния (3.25) даётся формулой 

                        

x

yx

dtyxtthyxyxU ])(,[)(),( ,                   (3.26) 

где произвольная функция класса 1С . 

Доказательство. Очевидно, )(0 yxU  является общим решением 

соответствующего (3.25) однородного уравнения. Обозначая интегральный 

член в (3.26) через ),( yx , покажем, что функция ),( yx  является частным 
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решением неоднородного уравнения (3.25). С учётом правила дифференци-

рования интеграла с переменными пределами, имеем 

,])(,[])(,[),(
x

yx
yx dyxhyxyxyxhyxh  

.])(,[])(,[
x

yx
yy dyxhyxyxyxh

 
Отсюда получим 

),,( yxhyx  
то есть  функция ),( yx  является решением неоднородного уравнения 

(3.25). Поэтому формула (3.26) даёт общее решение неоднородного уравне-

ния (3.25).  

Лемма 3.2 доказана.  

Используя эту лемму можно решить уравнение (3.9), то есть найти 

функцию ),( yx . Для функции ),( yxh  из леммы 3.2 положим: 
x

yx

dtyxtthyxhL ])(,[),)(( . 

Тогда из уравнения (3.9) имеем (предполагаем, что 1
yСh ): 

),)(()(),( yxhLyxyx
kk ,                       (3.27) 

где произвольная функция класса 1C . 

Подставим 
y

 в уравнение (3.8): 

                            y
hLyxyxh

yxyxh
yx

kkkk

kk

)])(1(,[

)(),(1
11

                      (3.28) 

Отсюда  

111 )(),( PLyxyx
kk ,                           (3.29) 
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где 1  произвольная функция класса 1C , а 1P правая часть уравнения 

(3.28). 

Продолжая эту процедуру, находим 12 ...,, . Нужно отметить, что при 

таком способе определения ...,,1  следует предполагать, что функции 

),1(),( jyxhj  должны быть непрерывны по x  и  иметь непрерывную 

частную производную порядка 1j  по y , а функции j  должны быть 

выбраны из класса jC . 

Пусть в системе (3.4) 

kskk
T

m
Bx

k
hhgggfeC ,,11

1 ,...,,,..., , .,...,1 mk  

Тогда по аналогии с формулами (3.27), (3.29) компоненты вектора V  можно 

найти по формулам  

kklklklkl slhL
y

LhL
y

hLv
kkkk

,...,1,...,2,1,, , 

а частное решение системы (3.4) определить по формуле  VCeU xB . 

3.2. Решения полиномиального роста. В этом пункте будем находить 

решения однородной системы (3.10), растущие при yx  не быстрее 

степенной функции.  

3.2.1. Полиномиальные решения эллиптической системы. Для одно-

родной системы (3.10) рассмотрим задачу о решениях ),( yxU , определённых 

во всей плоскости и удовлетворяющих при  yx  условию роста  

                               )1(),( NN yxKyxU ,                               (3.30) 

где NuuuU n ,...21 целое неотрицательное число, K постоянная, 

зависящая от U . Многообразие таких решений образует линейное простран-

ство, которое обозначим через NP . 

Пусть система (3.10) является эллиптической и выполнены условия тео-

ремы 3.1. Из формулы (3.23) в силу (3.30) получим оценку  
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)1()( 1 NN
jj yxCKyx  

при yx . Так как функция )(zj  аналитическая по z , то в силу теоре-

мы Лиувилля она будет полиномом относительно z  степени не выше N . По-

этому )()( zpz jNj , где )(zp jN  полиномы относительно z  степени не выше 

N . Следовательно, решения задачи (3.10), (3.30) имеют вид 
T

nnN
yxi

N
yxi yxpeyxpeCyxU nnnn ))(...,),((),( Im)Re(

11
Im)Re( 1111 , 

Тогда пространство NP  будет конечномерным и его размерность равна 

)1(Nn . 

3.2.2. Полиномиальные решения гиперболической системы. 

Рассмотрим задачу (3.10), (3.30) в случае гиперболичности системы 

(3.10). 

Пусть система (3.10) является гиперболической и выполнены условия 

теоремы 3.1. Тогда числа njjj ...,,1,,  будут вещественными. Из форму-

лы (3.11) в силу (3.30) получим оценку 

)1()( 1 NN
jj

x yxCKyxe j  

при yx . Отсюда при yx ,0  имеем оценку  

                                            )1()( 1 N
j yCKy ,                                       (3.31) 

а при xy ,0 оценку 

                                        ).1()( 1 N
jj

x xCKxe j                                 (3.32) 

Из оценки (3.31) следует, что функция )(tj  при t  растёт не быст-

рее степенной функции. Тогда из оценки (3.32) получаем, что либо 0j   
либо 0j . Поэтому в гиперболическом случае, если все собственные зна-

чения матрицы B  ненулевые, то задача (3.10), (3.30) имеет только нулевое 

решение, если же какое-то собственное значение 0
0j

, то взяв в формуле 



59 
 

(3.11) в качестве функции )(
0

tj  функцию класса 1С , растущую при t  не 

быстрее степенной функции и полагая 0j  для 0j , получим ненулевые 

решения задачи  (3.10), (3.30). В этом случае пространство NP  будет беско-

нечномерным. 

Таким образом, в случае, когда система (3.10) является гиперболиче-

ским, пространство решений полиномиального роста этой системы будет ли-

бо нулевым, либо бесконечномерным.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Глава III 

Ограниченные во всей плоскости решения эллиптических 

систем первого порядка  
В этой главе рассматриваются вопросы нормальной разрешимости и нё-

теровости эллиптических систем первого порядка в гёльдеровых простран-

ствах, а также принцип экстремума для одного класса эллиптических систем 

и задача о периодических решениях эллиптических систем. 

§ 1. Нётеровость одного класса эллиптических систем 
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в гёльдеровых пространствах 

1.1. Системы с постоянными коэффициентами.  

Рассмотрим комплексные эллиптические системы вида 

                                                0wAwz ,                                               (1.1) 

где T
nwww )...,,( 1 , A постоянная комплексная матрица порядка n . Будем 

изучать вопрос об ограниченных во всей плоскости регулярных, то есть при-

надлежащих классу 1С  решениях этой системы. 

Пусть )(zw  регулярное решение системы (1.1). Тогда в силу теоремы о 

гладкости решений эллиптических систем (глава 1, § 3) функция )(zw  будет 

бесконечно дифференцируемой. Поэтому дифференцируя равенство 

                                               0)()( zwAzwz
                                       (1.2) 

по z , получим 

0ZwAw zz . 

Так как )( zz ww   и  ww zz 4
1 ( - оператор Лапласа), то имеем 

.0)(
4
1

zwAw  

Отсюда в силу (1.2) будем иметь 

                                          .04 wAAw                                              (1.3) 

Итак, каждое регулярное решение системы (1.1) будет удовлетворять эл-

липтической системе второго порядка (1.3). 

Будем исследовать систему (1.3). В этой системе произведём замену 

Bw , где новая искомая вектор-функция, B постоянная невырож-

денная матрица. Тогда имеем 

04 BAAB  

или  

                                           .04 1 BAAB                                      (1.4) 
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В качестве B  возьмём матрицу, приводящую матрицу AA  к канониче-

ской форме Жордана. Пусть m...,,1 )( nm  различные собственные зна-

чения матрицы AA . Тогда система (1.4) распадается на системы меньшей 

размерности. Действительно, пусть ]...,,[ 1 mdiag каноническая 

форма Жордана матрицы AA , где ),1( mkk  жордановая клетка по-

рядка :ks  

k

k

k

k

k

0......0
1......0

....................
0...10
0...01

, nsss m...21 . 

Перепишем систему (1.4)  в виде  

                             0]...,,,[4 21 mdiag .                                (1.5) 

Вектор-функцию T
n )...,,( 1  запишем в виде  

T
muuu )...,,,( 21 , 

где 

),...,(...,),,...,(),...,,( 1...1211 112111 nssmssss m
uuu . 

При этом система (1.5) распадается на m   независимые системы: 

                       mkuu kkk ,1,04 .                                        (1.6) 

Эти системы относятся к системам вида  

                                   0Muu ,                                                   (1.7) 

где )...,,( 1 Nvvu искомая вектор-функция, M квазидиагональная матрица 

порядка N  вида  
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0......0
1......0

....................
0...10
0...01

4M  

Систему (1.7) распишем в развёрнутом виде 

                                      .04
044

..................................
044

11

211

NN

NNN

vv
vvv

vvv

                          (1.8) 

Для системы (1.8) рассмотрим задачу о регулярных решениях, опреде-

лённых во всей плоскости и растущих при z  не быстрее степенной 

функции, то есть удовлетворяющих условию  

                                         NjzKzv p
j ,1),1()(                            (1.9) 

p целое неотрицательное число, K постоянная, зависящая от решения. 

Справедлива следующая 

Лемма 1.1. Пусть 0 . Тогда задача (1.8)-(1.9) имеет только нулевое 

решение. 

Доказательство. Пусть )...,,( 00
1

0
Nvvv  решение задачи (1.8)-(1.9). 

Функция, растущая при z  не быстрее чем степенная функция, принад-

лежит пространству умеренно растущих функций )(CSS . Поэтому функ-

ции )(0 zv j  принадлежат пространству S . В тождествах, получающихся при 

подстановке Njzv j ,1),(0  в систему (1.8), переходя к образам Фурье, с учё-

том равенства ww 2

 [52], получим  



63 
 

.04

,04

....................................
,04

0
2

00

1
2

0

2

0

1
2

N

NN

v

vv

vv

 

Так как ,0  то из последнего равенства следует, что 0
0

Nv , то есть 

0)(0 zvN . Тогда из предпоследнего равенства получим: 0
0

1Nv , то есть 

;0)(0
1 zvN  и так далее получим 0... 0

1
0
2

0
2 vvvN . 

Итак, мы получили, что ,0)(0 zv j  то есть задача (1.8)-(1.9) имеет только 

нулевое решение. 

Лемма 1.1 доказана. 

Предположим, что в системе (1.1) матрица A  является симметрической, 

то есть TAA . Покажем, что собственные значения матрицы AA  являются 

неотрицательными. Действительно, пусть собственное значение матрицы 

AA  и e  соответствующий собственный вектор: 

eeAA . 

Умножая обе части этого равенства скалярно на вектор e , имеем 

),(),( eeeeAA . 

Но, ),(),(),( eAeAeAeAeeAA T ; поэтому 

),(, eeeAeA  

или  
22

eeA . 

Отсюда 22
eeA , то есть 0 . 

Справедлива следующая теорема о задаче регулярных решений системы 

(1.1), растущих при z  не быстрее чем степенная функция. 

Теорема 1.1. Пусть в системе (1.1) матрица A симметрическая и не-

вырожденная. Тогда задача о регулярных решениях системы (1.1), растущих 
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при z  не быстрее чем степенная функция, имеет только нулевое реше-

ние.  

Доказательство. Пусть )(zw  регулярное решение системы (1.1), расту-

щее при z  не быстрее чем pz p , целое неотрицательное число. Тогда 

эта функция будет решением системы (1.3), а функция wB 1 , где B

матрица, приводящая матрицу A  к канонической форме Жордана, удовле-

творяет системе (1.5). Но, система (1.5) распадается на m  систем вида (1.8), в 

которых число  равно собственному значению матрицы AA , а последние, 

как было установлено выше, положительные (в силу невырожденности мат-

рицы A , у матрицы  AA  нет нулевого собственного значения). Поэтому в си-

лу леммы 1.1 компоненты вектор-функции )(z  тождественно равны нулю. 

Следовательно, 0)(z , то есть 0)(zw . 

Теорема 1.1 доказана. 

2.2. Системы с переменными коэффициентами.  

Рассмотрим эллиптические комплексные системы вида  

                            ),()( zfwzAwz                                              (1.10) 

где T
nwww )...,,( 1 , )(zA комплексная матрица-функция порядка n , 

)(zf заданная вектор-функция.  

Через nС  обозначим n мерное пространство комплексных векторов, а 

через С  банахово пространство комплексных вектор-функций )(zw , огра-

ниченных во всей комплексной плоскости C , равномерно непрерывных по 

Гёльдеру с показателем )1,0(  с нормой 

nn C
zz

C
Cz

zwzwzzzww )()(sup)(sup 2121
21

, 

где nC
zw )( - норма в пространстве nС . Через 1С  обозначим пространство та-

ких вектор-функций )(zw , что Cwww yx ,, . Норма в 1С  определяется так  

yx wwww
1,

, 
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с этой нормой 1С  превращается в банахово пространство. 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что столбцы матрицы )(zA  и 

вектор-функция )(zf  принадлежат пространству С . Для вектор-функции 

)(zw  из 
1С   положим  

wzAwLw z )( . 

Тогда CLw  и L  является линейным (над полем вещественных чисел) опе-

ратором, действующим из пространства 1С  в пространство С . Покажем, 

что этот оператор является ограниченным. Действительно, для  Cw  учи-

тывая, что ,
2
1

yxz iwww  имеем 

            
wzAwwwzAwLw yxz )(

2
1)(

          
(1.11) 

Так как столбцы матрицы )(zA  принадлежат пространству С , то отображе-

ние wzAw )(  из 
1С   в  С  является линейным и ограниченным, то есть 

найдётся такая постоянная 0k , что  

1,
)( wkwzA  

(в качестве постоянной k  можно взять какую-нибудь матричную норму мат-

рицы )(zA ). Отсюда и из (1.11) следует, что 

1,2
1 wkwwLw yx . 

Усиливая правую часть, получим 

1,1,
)1( wkwkwwwLw yx , 

то есть  

1,
)1( wkLw , 

где постоянная k  не зависит от вектор-функции w . Следовательно, оператор 

CCL 1:  является ограниченным. 
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Будем изучать вопрос о нётеровости этого оператора. Как показано в ра-

ботах С. Байзаева (см., например, [4]), в общем случае оператор CCL 1:  

не будет нётеровым. Отметим, что если рассмотреть оператор L  в гёльдеро-

вых пространствах вектор-функций, определённых в ограниченной области, 

то он будет нётеровым (см., например, [19]). 

Справедлива следующая 

Теорема 1.2.  Пусть элементы матрицы )(zA  являются слабо осцилли-

рующими на бесконечности и найдётся такое число 00R , что при 0Rz  

матрица )(zA  является симметрической. Тогда оператор CCL 1:  бу-

дет нётеровым в том и только в том случае, когда выполняется условие 

                                                
0)(detlim zA

z
.                                        (1.12) 

Доказательство. Необходимость. Пусть оператор CCL 1:  является 

нётеровым. Для систем вида (1.10) справедлива теорема о единственности 

продолжения (см. глава 1, § 3). Поэтому подпространство  

10)(,: 1 zприzwCwwЕ  

пересекается с ядром KerL  оператора L  только в нуле, то есть 

00 KerLE .  Тогда в силу леммы 1.1 главы 1 образ LEF  подпростран-

ства E  замкнут в С , то есть F  является подпространством в С . 

Таким образом, линейный ограниченный оператор L  переводит подпро-

странство E  пространства 1С  на подпространство F  пространства С  и яв-

ляется взаимно однозначным. Следовательно, из теоремы Банаха об обрат-

ном операторе получаем, что оператор FEL :  имеет ограниченный об-

ратный  EFL :1 , то есть найдётся такая постоянная 0k , что для всех 

Fg  справедливо неравенство 

gKgL
1,

1 . 

Полагая в этом неравенстве Lwg , где w  произвольная вектор-функция из 

E , получим  
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,,

1,
EwwmLw                              (1.13) 

где 1Km . 

Пусть 1Cw произвольная вектор-функция с компактным носителем и 

Chn произвольная последовательность, стремящаяся к бесконечности, 

.nh  Тогда при больших значениях n  носитель вектор-функции 

)()()( nh hzwzwS
n  не пересекается с единичным кругом 1: zz  и по-

этому для таких значений n  вектор-функции wS
nh  принадлежат подпро-

странству E .  Поэтому для больших n  из неравенства (1.13) получим  

                                      1,
)( wSmwSL

nn hh .                             (1.14) 

В силу свойств оператора 
nhS  для 1Cw   имеем следующие равенства  

.)()(,
1,1,

wSLwSLSwwS
nnnn hhhh  

Тогда неравенство (1.14) можно переписать в виде  

                                       
.)(

1,
wmwSLS

nn hh                                   (1.15) 

Так как 11, CCСС  при   (см. глава 1, § 1), то оператор L  

можно рассматривать и в пространстве 1C , причём L будет действовать из 

пространства 1C  в пространство C  и по теореме о гладкости решений эл-

липтических систем (см. глава 1, § 1) оператор CCL 1:  будет n нор-

мальным. Поэтому, аналогично, тому, как было получено неравенство (1.15), 

можно установить, что для любой  вектор-функции 1Cw  с компактным 

носителем справедливо неравенство 

                                        
,

1,
wmgn                                     

(1.16) 

где m постоянная, не зависящая от w  и n , а ).( wSLSg
nn hhn   

Легко увидеть, что  

whzAwg nzn )( . 
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В силу того, что столбцы матрицы A  принадлежать пространству С  (см. 

глава 1, § 1), из последовательности  )( nhzA  можно выделить подпосле-

довательность )(
inhzA , которая равномерно сходится на каждом компак-

те плоскости к некоторой матрице 0A . Так как элементы матрицы )(zA  яв-

ляются слабо осциллирующими на бесконечности, то нетрудно показать, что 

предельная матрица 0A  будет постоянной и симметрической. Множество та-

ких предельных матриц обозначим через )(AH .  

Через }{ jp  обозначим подпоследовательность }{
jng , а через wL 0  век-

тор-функцию wAwz 0 . Покажем, что из последовательности }{ jp  можно 

выделить подпоследовательность }{
kj

p , сходящуюся по норме пространства 

C  к функции wL 0 . 

Действительно, так как wAhzAwLр
jnj ])([ 00 , то имеем  

),,(sup)(])([sup 2100
21

zzqzwAhzAwLp
zzCn

Cz
j nj

 

где 

njj Cnnj zwAhzAzwAhzAzzzzq )(])([)(])([),( 2021012121  

В силу того, что вектор-функция )(zw  имеет компактный носитель, справед-

ливо предельное соотношение 

                  
0)(])([sup 0 nj Cn

Cz
zwAhzA  при j .                    (1.17) 

Пусть ),(sup 21
0

21

zzqq j
zz

j , K носитель вектор-функции )(zw  и j  произ-

вольная положительная числовая последовательность, стремящаяся к нулю 

при j . Тогда по определению супремума найдутся такие точки  

jjjj C,, , что справедливы неравенства 

,...2,1,),( 00 jqqq jjjjjj                                       (1.18) 

Из последовательности jjj  выделим подпоследовательность 
kj
, 

имеющую конечный или бесконечный предел . В силу симметричности 
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функции ),( 21 zzq  относительно переменных 21 , zz  и компактности носителя 

вектор-функции )(zw , если нужно, переходя от последовательностей 

}{,}{
kk jj  к их подпоследовательностям, достаточно рассмотреть следую-

щие два случая: 

1) ...;,2,1,, kKK
KK jj    2) ...,2,1,, kKK

KK jj  

Случай 1. Имеем  

,)()()()(

)19.1()(])([)(])([

),(

0000

00

nkkjknkkjkkk

nkkjknkkjk

kkkkk

CjnjCjnjjj

CjnjCjnj

jjjjj

wAhAwAhA

wAhAwAhA

q

 

где 
00)( AhA

kjk nj - какая-нибудь матричная норма. Так как для произ-

вольной ограниченной последовательности Сj}{  верно равенство 

0)(lim
00AhA

jnjj
, 

то в случае, когда 0 , переходя в неравенстве (1.19) при k  к пределу, 

получим 

                                     
0),(lim

kkk jjjk
q                                           (1.20) 

Если же 0 , то из неравенства 

,)()(sup)()(

))()()(

)()()((),(

00

0

00

kk
n

kjk

nkkjkkjk

nkkkjkkkkkk

jjC
Cz

nj

Cjnjnj

Cjjnjjjjjj

AHzwwHAhA

whAhA

wwAhAq

 

где  )(),( wHAH гёльдеровы константы для соответствующих функций, 

следует справедливость предельного равенства (1.20). Тогда из (1.18) и (1.20) 

получим, что 00
jq  при j , которое вместе с соотношением (1.17) даёт 

требуемое равенство: 
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0lim 0wLp
kjk

. 

 

Случай 2. В этом случае 0)(
kj

w  и из неравенства (1.19) имеем 

).()(

)()()(),(

00

00

wHAhA

wwAhAq

kjk

nkkkjkkkkkk

nj

Cjjnjjjjjj
 

Отсюда  

0),(lim
kkk jjjk

q . 

Следовательно, 00
kj

q  и 00wLp
kj  

при k , что и требовалось до-

казать.  

Итак, мы показали, что из последовательности ng  можно выделить 

сходящуюся к wL0  по норме пространства C  подпоследовательность kjng . 

Поэтому из неравенства (1.16) при 
kj

nn  путём предельного перехода, по-

лучим 

                                        1,0 wmwL .                                         (1.21) 

Как известно, гёльдеровы нормы . и 
1,

.  как функции от  являются 

непрерывными слева (см. глава 1, § 1). Тогда переходя в неравенстве (1.21) к 

пределу при 0 , будем иметь неравенство 

                                     1,0 wmwL                                             (1.22) 

для любой 1Cw  с  компактным носителем.  

Теперь докажем, что это неравенство выполняется для любой вектор- 

функции 1Cw . Пусть Dz)(  такая функция, что Czz 1)(0  и 

1)(z  при 2z . Тогда для  произвольной  вектор-функции 1Cw  вектор-

функции )()( zw
n
zzvn  принадлежат пространству 1C  и имеют компакт-
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ный носитель.  Поэтому для вектор-функции  )(zvn  справедливо неравенство 

(1.22), то есть  

1,0 nn vmvL . 

Но,  

w
n
z

n
wL

n
zzw

n
zLvL zn

1)( 000  

и 

w
n
z

n
wL

n
zvL zn

1
00 . 

Следовательно,  

.1

1,
0 w

n
zmw

n
z

n
wL

n
z

z  

Переходя здесь к переделу при n , получим 
1

1,0 CwwmwL . 

Из этого неравенства следует, что предельная система  

                                       00 wAwz
                                              (1.23) 

в пространстве 1C   имеет только нулевое решение. Поэтому 0det 0A , так как 

в противном случае система (1.23) имела бы постоянные решения вида 0w , 

где 0, wR  собственный вектор матрицы 0A  соответствующий нулевому 

собственному значению. 

В силу произвольности последовательности nh ),( nh  для всех пре-

дельных матриц 0A  будет выполняться неравенство 0det 0A . Отсюда следует 

неравенство (1.12). Необходимость условия (1.12) доказана.  

Достаточность. Пусть выполнено условие (1.12). Доказательство нёте-

ровости оператора CCL 1:  будем проводить в несколько шагов. 
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Шаг 1. Из условия (1.12) следует, что любая предельная матрица 

)(0 AHA  является невырожденной. Поэтому в силу теоремы 1.1 все пре-

дельные системы  

                                    )(,0 00 AHAwAw
z

                                  (1.24) 

в пространстве 1C  имеют только нулевое решение. 

Покажем, что найдётся такая постоянная 0M , не зависящая от 1Cw , 

что верна априорная оценка вида  

                  
1

11,
)(max CwzwLwMw nCz

                        (1.25) 

В предположении противного, найдётся такая последовательность 1Cwk , 

что имеет место неравенство  

                      
...,2,1,)(max

11,
kzwLwkw nCkzkk                      (1.26) 

Положим  

.)(max,,
1

1,

nCkzkkk
k

k
k zrLf

w
w

 

Тогда поделив обе части неравенства (1.26) на ,
1,kwk  получим 

...,2,1,1 k
k

rf kk  

Переходя здесь к пределу при k , имеем 

                                           0kf  в C                                               (1.27) 

                                         0kr   при  k  .                                     (1.28) 

Для  оператора  CCL 1:   справедлива  априорная  оценка вида (см. глава 

1, § 3)  

                     
1

11,
,)(sup CwzwLwMw nC

Cz
                      (1.29) 

где 1M постоянная, не зависящая от w . Подставляя в (1.29) kw , с учётом 

соотношения 1
1,k , получим следующее неравенство 
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...,2,1,1)(sup
1

k
M

zL nCk
Cz

k  

В силу предельного соотношения (1.27), первое слагаемое в левой части по-

следнего неравенства для достаточно больших k  будет меньше чем 
12

1
M

. 

Поэтому для таких k  второе слагаемое, то есть nCk
Cz

z)(sup  будет больше 

чем 
12

1
M

. Тогда по определению супремума найдётся такое 0k  и последова-

тельность точек kz , что выполняется неравенство  

                                 
0

12
1)( kk
M

z nCkk .                                 (1.30) 

Рассмотрим два возможных случая: 1) последовательность kz  ограни-

ченная, 2) последовательность kz  неограниченная. 

Случай 1. Пусть последовательность kz  ограниченная. Выделим из этой 

последовательности сходящуюся подпоследовательность 
jkz . Пусть 0z  пре-

дел этой подпоследовательности. Из соотношения 1
1,jk  следует (см. 

глава 1, § 1), что последовательности 
z

z
z j

j

k
k

)(
)},({  содержат подпо-

следовательности 
z

z
z mj

mj

k
k

)(
)},({  равномерно сходящиеся на каждом 

компакте плоскости. Пусть ...},,,{
21 jj kkI  ),(z  )(zv  пределы последова-

тельностей Il
z

z l
l ,)},({  соответственно и R  произвольное положи-

тельное число большее чем |}|,1max{ 0z . Запишем равенства (см. глава 1, § 1)  

           z
dddt

zt
t

i
z

R

l

Rt

l
l

)(1)(
2

1)( ,                                (1.31) 

где RziIl ,, . Используя соотношение  
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)()()()( zfzzA
z
z

ll
l , 

равенство (1.31) перепишем в виде  

                    
.,,)(1

)()(1)(
2
1)(

IlRz
z

ddf

z
ddAdt

zt
t

i
z

R
l

R
l

Rt

l
l

 

                  (1.32) 

Переходя  в равенстве (1.32) к пределу при l , с учётом выше сказанного 

и соотношения (1.27), получим  

          
).(,)()(1)(

2
1)( Rz

z
ddAdt

zt
t

i
z

RR

       (1.33) 

Отсюда, учитывая свойства оператора Векуа GT  (см. глава 1, § 1) получим, 

что 

,)( RzzAz  

то есть  

                                         0)(zL  при  Rz  .                                   (1.34) 

Из (1.28)  следует, что  

                                         0)(z   при  1z .                                       (1.35) 

Далее с учётом неравенства (1.30) и равенства 1
1,jk , имеем 

           .)()()()()(

)()()()()(
2

1

00000

000
1

nnn

nnn

CClllC

ClClllCll

zzzzzHz

zzzzz
M         (1.36) 

Так как 1)( lH   и 0zzl , то первое слагаемое в правой части (1.36) 

стремится к нулю при l , второе слагаемое также стремится к нулю. По-

этому  

                                     1
0 2

1)(
M

z nC
.                                           (1.37) 

Соотношения (1.34), (1.35), (1.37) показывают, что вектор-функция )(z  при 

Rz  является ненулевым решением эллиптической системы 0Lw  и об-
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ращается в нуль при 1z . Это противоречит теореме единственности про-

должения решения для систем вида (1.10). Следовательно, случай 1 невозмо-

жен. 

Случай 2. Пусть последовательность kz  неограниченная. Будем считать, 

что kz  при k . Из последовательности матриц )}({ kzzA  можно 

выделить подпоследовательность )}({
jkzzA , равномерно сходящуюся на 

каждом компакте плоскости, причём в силу того, что элементы матрицы 

функции )(zA  являются слабо осциллирующими на бесконечности и при 

0Rz  матрица )(zA  симметрическая, предельная матрица 0A  будет посто-

янной и симметрической. 

Положим )()( kkj zzzv
j

. Так как 1
1,jv , то из последовательно-

сти jv  можно извлечь подпоследовательность 
mjv , равномерно сходя-

щуюся на каждом компакте к некоторой вектор-функции )(zv . Переписывая 

очевидные равенства 

)()()(
)(

zfzvzzA
z

zv
mjmmj

m

kjk
j  

в виде  

)(,

,)()()(1)(
2
1)(

Rzi

z
ddfvzAdt

zt
tv

i
zv

R
kjk

Rt

j
j mjmmj

m

m  

и переходя к пределу при m , с учётом соотношения (1.27), получим 

).(,)(1)(
2
1)( 0 Rz

z
ddvAdt

zt
tv

i
zv

RRt

 

Отсюда  

                          )()()( 0 RzzvAzvz                                (1.38) 

и в силу произвольности R  вектор-функция )(zv  будет удовлетворять систе-

ме (1.24) во всей плоскости.  
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Покажем, что 1Cv . Из равенства 1
1,mj

v
 
имеем следующие нера-

венства  

                 
1)()(sup)(sup 2121

21

nmmnm Cjj
zzCj

Cz
zvzvzzzv ,             (1.39) 

                
1

)()(
supsup 21

21
21 n

mm

n

m

C

jj

zzC

j

Cz z
zv

z
zv

zz
z

v
 .          (1.40) 

Из неравенства (1.39) следует, что 1)(sup nC
Cz

zv
 
 и 

Czzzzzvzv
nmm Cjj 212121 ,)()( . 

Фиксируя в последнем неравенстве точки 1z  и ,2z  и переходя к пределу при 

m , получим 

Czzzzzvzv nC 212121 ,)()( . 

Следовательно, Cv . Далее из (1.38) получим, что Cvz .  

Из (1.40) следует, что последовательность 
z

v
mj

 
равномерно ограниче-

на и равностепенно непрерывна. Поэтому без потери общности можно счи-

тать, что она равномерно на каждом компакте сходится к некоторой функции 

)(0 zu , причём Cu0 . В равенстве  

)(,,
)(1)(

2
1)( Rzi

z
ddv

td
zt
tv

i
zv

R

j

Rt

j
j

mm

m
, 

где R произвольное положительное число, переходя к пределу при m , 

будем иметь 

Rz
z

ddutd
zt

tv
i

zv
RRt

,)(1)(
2
1)( 0 . 

Отсюда с учётом свойства оператора GT  (см. глава 1, § 2) имеем ),()(
0 zu

z
zv

то есть .Cvz  Следовательно, 1Cv . 
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Из неравенства (1.30) следует, что 
12

1)0(
M

v nC
. Итак, вектор-

функция 1Cv  является ненулевым  решением системы (1.24). Но, как было 

указано выше в силу симметричности и невырожденности матрицы 0A  си-

стема (1.24) в пространстве 1C  имеет только нулевое решение. Получили 

противоречие. Поэтому справедлива априорная оценка (1.25). 

Шаг 2. Теперь используя априорную оценку (1.25) установим конечно-

мерность ядра KerL  оператора L . Пусть KerLwwCw kk ,1,
1,

1 . Из та-

кой последовательности, как было указано выше, можно выделить равномер-

но сходящуюся на каждом компакте подпоследовательность }{
jkw , причём 

предельная вектор-функция )(0 zw  будет, принадлежат пространству 1C  и в 

силу непрерывности оператора CCL 1:  будет выполнено равенство 

00wL , то есть KerLw0 . Тогда полагая в априорной оценке (1.25) 

0www
jk , имеем 

njj Ckzk zwzwMww )()(max 011,0 . 

Так как )(zw
jk  в круге 1: zz  равномерно сходится к вектор-функции 

)(0 zw , то из последнего неравенства получим, что 
jkw  сходится к 0w  и по 

норме пространства 1C . Очевидно, что 1
1,0w . 

Итак, мы показали, что произвольная последовательность )(zwk  из еди-

ничной сферы подпространства KerL  имеет сходящуюся подпоследователь-

ность; тем самым установили компактность этой сферы. Поэтому в силу тео-

ремы Рисса (см. [36]) KerL  конечномерно. 

Шаг 3. Остаётся показать, что образ 1CL  оператора CCL 1:  являет-

ся замкнутым. Пусть последовательность 1}{ CLfk  сходится к Cf0  по 

норме пространства C . Возьмём вектор-функции 1Cwk  такие, что 

kk fLw . Через kU  обозначим множество решений уравнения kfLw . Это 
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множество состоит из вектор-функций вида )()( zvzwk , где )(zv произ-

вольное решение однородного уравнения 0Lw . Рассмотрим функционал 

KerLvvwvF kk ,)(
1,

. 

Так как  

1,1,1,
)( vwvF kk , 

то  
1,

)(vFk  
при 

1,
v . Поэтому из конечномерности ядра KerL  

оператора L  следует, что функционал )(vFk  достигает своего минимума на 

каком-то элементе KerLvk , то есть  

1,
min)( vwvF kKerLvkk . 

Пусть  
1,

, kkkkk rvw . Тогда kk fL , то есть kk U   и  

                             kk Uww
1,1,

.                                     (1.41) 

Шаг 4. Покажем, что последовательность }{ kr  является ограниченной. 

Действительно, в предположении противного у последовательности  }{ kr  

есть подпоследовательность }{
jkr , такая что 

jkj
rlim . Пусть  

                           
...,2,1,1,1 j

r
g

r
u

j

j

j k
jk

k
j                                (1.42) 

Тогда 

,1,1
1, jk

k
jj gL

r
Luu

j

j

 

                                              
.1

j

j

k
k

j f
r

g                                         (1.43) 

В силу сходимости последовательности }{
jkf  числовая последовательность 

1j
k j

f  является ограниченной и поэтому из неравенства (1.43) следует, что 

последовательность вектор-функций }{ jg  будет сходится в C  к нулю. Из 

последовательности }{ ju  выделим подпоследовательность }{
mj

u , равномерно 
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сходящуюся на каждом компакте к некоторой вектор-функции )(0 zu . В силу 

априорной оценки (1.25) имеем  

                 
npmpmpm Cjj

z
jjjj zuzuggMuu )()(max

11,
 .           (1.44) 

Пусть 0 произвольное. Так как  0
mj

g  при m  в C , то существует 

такой номер 1N , что  

                                     
.

2 1Nm
M

g
mj

                                 (1.45) 

Далее в силу равномерной сходимости последовательности }{
mj

u , найдётся 

такое 2N , что  

                          
2

1
,

2
)()(max Npm

M
zuzu

npm Cjj
z

.             (1.46) 

Тогда из неравенств (1.43) – (1.46) при  },max{, 21 NNNpm , имеем 

MM
Muu

pm jj 221,
. 

Отсюда следует фундаментальность подпоследовательности 1}{ Cu
mj

, и 

следовательно, она сходится в 1C . Аналогично, как выше можно показать, 

что пределом последовательности }{
nj

u  будет вектор-функция )(0 zu . Поэто-

му, переходя в равенстве 
mm jj gLu  к пределу при m , с учётом непре-

рывности оператора CCL 1:  и неравенства (1.43), получим 

00uL , 

то есть )(0 zu  является решением однородного уравнения 0wL . Тогда 

mm jj guuL )( 0  или в силу (1.42) 

mjmmj kjk fuurL )]([ 0 . 

Отсюда получаем включение 
mjmmj kjk Uuur )( 0 . Поэтому с учётом (1.41) 

имеем 

mjmjmmj kkjk ruur
1,1,0 )(  
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или  

1
1,0uu

mj
. 

Это неравенство противоречит сходимости последовательности }{
nj

u  к век-

тор-функции )(0 zu  в пространстве 1C . 

Полученное противоречие показывает, что числовая последовательность 

}{ kr  является ограниченной.  

Шаг 5. В силу ограниченности }{ nr  из последовательности }{ n  можно 

выделить подпоследовательность }{
jn , равномерно сходящуюся на каждом 

компакте плоскости к некоторой вектор-функции 1
0 C . 

Из априорной оценки (1.25) имеем 

.)()(max
11, nkjkjkj Cnn

z
nnnn zzffM  

Первое слагаемое в правой части этого неравенства можно сделать сколь- 

угодно малым за счёт сходимости  последовательности }{ nf  в пространстве 

C , а второе слагаемое – за счёт равномерной сходимости подпоследова-

тельности }.{
jn  Поэтому последовательность }{

jn  будет фундаментальной 

в 1C  и, следовательно, сходится. Как выше можно установить, что пределом 

будет вектор-функция )(0 z . 

Теперь переходя в равенстве 
jj nn fL
 к пределу при j , получим 

00 fL , то есть 1
0 LCf .  

Итак, замкнутость образа 1LC  оператора CCL 1:  доказана. 

Отсюда в силу конечномерности ядра KerL  следует n нормальность 

оператора CCL 1:  

Шаг 6. Покажем, что сопряжённый оператор 1: CCL  имеет ко-

нечномерное ядро.  
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Пусть )(wf линейный непрерывный функционал в пространстве C , то  

есть Cf . Для значения 2m  гильбертово пространство )(CHH mm
 

непрерывно вложено в C  (см. глава 1, § 1). Поэтому, функционал )(wf  

непрерывен в )2(mH m
 и существует такой элемент  из двойственного 

пространства mH (см. глава 1, § 1), что функционал )(wf  представляется в 

виде 

                                   
mHwwwf ,,)( ,                                     (1.47) 

где dxdyww
C

),Re(,  значение функционала  на элементе w , 

),(w скалярное произведение в nC . 

Пусть теперь LKerf , то есть 10)( CwLwf . Тогда из (1.47) име-

ем 
m

C

HwdxdyLwLw 0),Re(, . 

Далее из цепочки равенств 

          

TT
z

T
zz

LwAw

AwwwAwLw

,,

,,,,,
                         (1.48) 

следует, что  
mT HwLw 0, , 

где )(zAL T
z

T . Последнее равенство означает, что  является 

обобщённым решением союзного уравнения  

                                                0vLT .                                               (1.49) 

Так как коэффициенты уравнения (1.49) принадлежат C , то по теореме о 

гладкости решений эллиптических уравнений  будет классическим реше-

нием этого уравнения. 

Пусть  

)(1)( 22 zzw
m

. 
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Согласно определению пространства mH  вектор-функция )(zw принад-

лежит 2L  (см. глава 1, § 1). Поэтому  

)(1)( 221 wFz
m

, 

( 1F - обратное преобразование Фурье) или  

)(1
4

1)( 22
2 wz

m
. 

Тогда используя свойства преобразования Фурье, вектор-функцию 

)(1)( 22 zzzu
m

 можно представить в виде  

                          
)(1

4
1)( 222

2 zwzIzu
mm

                  (1.50) 

где оператор  

vFvI
mm 2212 1  

действует из mH   в 2L  и является изометрически изоморфным (см. [42, 88]). 

Следовательно, из (1.50) имеем, что 2Lu . 

Так как 0TL , то  

0)(1 22 zuzL
m

T  

или  

0)(11
2

1 221
2222 uzAzuzzmuz T

mm

z

m

. 

Отсюда  

                              
0)(

12 21 uzAu
z

zmuuL T
z  .                          (1.51) 

Из этого равенства, в силу включения 0Hu , имеем  

0
2 )(

12
HuzAu

z
zmu T

z . 
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Поэтому из коэрцитивных неравенств для эллиптических операторов (см. 

[15]) получим, что 1Hu . Следовательно, по теореме о гладкости решений 

эллиптических уравнений вектор-функция )(zu  будет принадлежать про-

странству 1C . 

Теперь покажем, что функция тС
zu )(  экспоненциально убывает при 

z . Так как  

vzAv
z

zmvvLvM T
z )(

12 21 , 

то для оператора M соответствующие предельные операторы имеют вид 

vAvvM T
z 0

~ . 

Так как матрицы TA0 невырожденные, то уравнения 0~ vM  в пространстве 
1C  имеют только нулевое решение и аналогично априорной оценке (1.25), 

можно доказать справедливость следующего неравенства 

                 
,)(max 1

11,
CvtvvMKv nCt

                 (1.52) 

где K постоянная, не зависящая от  v . 

Пусть 21)( zz  и положительная постоянная. Тогда с учётом 

(1.51), имеем 

.

22

1

22

ueuuLe

uuAuzmueueAuemzueue

zz

z
T

z
T

z
 

Отсюда в силу свойств гёльдеровых норм (см. глава 1, § 1), получим 

ueue 0 , 

где 
z0 . Далее в силу оценки (1.52) будем иметь  

                    
nCt

tueueKue )(max
101,

.                  (1.53) 
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Число  выберем так чтобы 
2
1

0 K . Тогда из (1.53) следует неравенство  

nCt
tueKueue )(max

2
1

11,
 

или 

nCt
tueKue )(max2

11,
. 

В свою очередь из последнего неравенства имеем  

Cztudzue nn CtC

z )(max)(
10

)(  

или  

                           
Cztuedzu nn Ct

z
C

)(max)(
1

)(
0 ,                (1.54) 

где 2
0 ed . Так как  zz ~)(  при z , то из неравенства (1.54) следу-

ет, что функция nC
zu )(  экспоненциально убывает при z . Тогда из 

равенства )(1)( 22 zuzz
m

 получаем, что функция nC
z)(  также экспо-

ненциально убывает при z .  

Таким образом, с учётом того, что пространство mH  при 2m  непре-

рывно вложено в C  и формулы (1.47) получаем, что каждый функционал 

Сf  единственным образом представляется в виде  

                                 ,,,)( Cwwwf                                          (1.55) 

где вектор-функция )(z принадлежит TKerL . 

Обратно, для вектор-функции TKerL  ( )(z экспоненциально убы-

вает при z , это устанавливается как выше) формула (1.55) определяет 

линейный непрерывный функционал в пространстве C . Записывая цепочку 

равенств вида (1.48) получаем, что 10)( CwLwf , то есть KerLf . 

Итак, мы показали, что между ядром сопряжённого оператора L  и яд-

ром союзного оператора TL  есть изоморфизм и этот изоморфизм даётся фор-
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мулой (1.55). Из равенства )(1 zALvM
T

z
T

 следует, что 

1KerMKerLT . Оператор CCM 1
1 :  имеет конечномерное ядро (это 

устанавливается аналогично как для оператора L ). Поэтому  
TKerLKerL dimdim  

и оператор CCL 1:  является  d нормальным. 

Таким образом, мы показали, что CCL 1:  является n нормальным 

и d нормальным, то есть нётеровым. Достаточность условия (1.12) установ-

лена. 

 Теорема о нётеровости оператора CCL 1:  доказана.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

§ 2. Принцип экстремума для одного класса 

эллиптических систем 

2.1. Системы уравнений с постоянными коэффициентами.  

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с частными произ-

водными, записанную в матричной форме: 

                                0BUAUULU yx  ,                                         (2.1) 

где 
v
u

U – искомая вектор-функция, 
43

21

aa
aa

A
 
 и 

43

21

bb
bb

B
 
 посто-

янные квадратные матрицы второго порядка. 
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Предположим, что система (2.1) является эллиптической, то есть выпол-

нено условие (см. глава 2, § 1) 

                                     .04)( 32
2

41 aaaa                                             (2.2) 

Как известно [15, 47], для эллиптических уравнений справедлив принцип 

максимума. Что касается эллиптических систем, то для ряда таких систем 

принцип максимума имеет место в той или иной форме [1, 3, 16, 43, 91]. 

Относительно системы (2.1) справедлив принцип максимума в следую-

щей форме. 

Теорема 2.1. Пусть 
v
u

U
 
является ненулевым решением системы 

(2.1). Тогда справедливы следующие утверждения:  

А) если 0det B , то функции  u  и v  не имеют локальных положитель-

ных максимумов и отрицательных минимумов; 

Б) если 0det B , то  функции u  и v  не имеют локальных положитель-

ных максимумов и отрицательных минимумов, кроме случая, когда U  явля-

ется тождественно постоянной.  

Доказательство. Пусть пара vu,  является ненулевым решением систе-

мы (2.1). Пусть 0det 3241 bbbbB . Так как система эллиптическая, то из 

условия эллиптичности (2.1) следует неравенство  

                                                         032aa .                                                     (2.3) 

Систему (2.1) перепишем в виде 

                                      .0
,0

4343

2121

vbubvauav
vbubvauau

yyx

yyx                                (2.4) 

В силу эллиптичности системы и постоянности коэффициентов функции 

u и v  являются бесконечно дифференцируемыми. Поэтому уравнения си-

стемы (2.4) можно дифференцировать сколь угодно раз. Первое уравнение 

продифференцируем по x, а второе – по y:  

                                    .0
,0

4343

2121

yyyyyyxy

xxyxxyxx

vbubvauav
vbubvauau

                          (2.5) 
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Умножая второе уравнение на 2a  ( 02a  в силу (2.3)) и складывая с 

первым, получим  

                .042322142321 yyxxyyyyxyxx vbaubavbubvaauaauau        (2.6) 

 Теперь первое уравнение системы (2.4) продифференцируем по y  и из 

полученного равенства находим yyva2 : 

)( 2112 yyyyxyyy vbubuauva ; 

значение yyva2  подставим в (2.6) 

0
)(

423221

2114321

yyxx

yyyyxyyyxyxx

vbaubavbub
vbubuauauaauau

 

или     

                         ,0)(
)(det

42242

32141

yx

yxyyxyxx

vbabavb
ubabaubuAuSpAu

                  (2.7) 

где AиSpA det след и определитель матрицы A   соответственно.  

Из системы (2.4) находим: 

).(
),(

4343

2112

vbubvauav
vbubuauva

yyx

yxy  

Значения xv и yva2  подставим в (2.7): 

0

)(

)(det

2114211
2

24

4232211
2

42
32

32141

vbubuaubvbubuau
a
ba

vbbubbvbubuau
a
abuab

ubabaubuAuSpAu

yxyx

yxy

yxyyxyxx

 

или 

                             .0det)(
det

14323214 uBuababbaba
uSpBuAuSpAu

y

xyyxyxx

                      (2.8) 

Введя обозначения  

yxyyxyxx uababbabauSpBuAuSpAuuM 14323214det , 

Ba det , 
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соотношение (2.8) запишем в виде: 

                                                       0uauM .                                            (2.9) 

Повторяя все эти выкладки, можно показать, что функция v удовлетво-

ряет уравнению (2.9). 

В силу неравенства (1.7) из главы 2, § 1 имеем 

.0det)(
4
1 2 ASpA  

Поэтому дифференциальный оператор M  является эллиптическим. 

Итак, мы показали, что если пара vu,  является решением эллиптиче-

ской системы (2.4), то функции u  и v  будет решениями эллиптического 

уравнения второго порядка (2.9).  

Так как по условию теоремы 0a , то в силу принципа максимума для 

эллиптических уравнений второго порядка (см. глава 1, § 3) функции u и v  

не будут иметь положительных максимумов и отрицательных минимумов, 

кроме случая, когда они являются тождественно постоянными.  

Если 0a , то уравнение (2.9) не имеет постоянных решений, кроме ну-

левого. Поэтому в этом случае будет иметь место утверждение А). Если 0a

, то уравнение (2.9) имеет постоянные решения. Поэтому в этом случае 

функции u  и v  будут постоянными и, следовательно, имеет место утвер-

ждение Б). 

Теорема 2.1 доказана.  

2.2. Системы уравнений с переменными коэффициентами.  

Рассмотрим линейную систему уравнений с частными производными 

первого порядка с переменными коэффициентами при искомой функции:
                            

                                      
0BUAUU yx ,                                              (2.10) 

где 
),(),(
),(),(

;;
43

21

yxdyxc
yxbyxa

B
aa
aa

A
v
u

U . Будем предполагать, что 

матрица A  постоянная, система (2.10) эллиптическая и элементы матрицы B  
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определены в области G  и имеют непрерывные по Гёльдеру частные произ-

водные первого порядка. 

Ниже изучен вопрос о справедливости принципа экстремума для систе-

мы (2.10). Введём обозначения: 

              ).,(),(),(),(
),(),(),(det),(

24

24

yxdayxbayxbyxF
yxcayxaayxaByxE

yyx

yyx
                 (2.11) 

              ).,(),(),(),(
),,(),(),(det),(

311

311

yxaayxcayxcyxF
yxbayxdayxdByxE

yyx

yyx
                 (2.12) 

Справедлива следующая 

Теорема 2.2. Пусть 
v
u

u  решение системы (2.10) в области G . 

А) Если выполнены условия: 

2) GyxyxE ),(0),( ; 2) ,),(0),( GyxyxF  

то функция ),( yxu  не имеет локальных положительных максимумов и от-

рицательных минимумов  кроме случая, когда он  является тождественно 

постоянной.  

Б) Если выполнены условия: 

;),(0),(3 1 GyxyxE) ;  4) ,),(0),(1 GyxyxF  

то функция ),( yxv  не имеет локальных положительных максимумов и от-

рицательных минимумов,  кроме случая, когда она является тождественно 

постоянной. 

В) Если выполнены условия 1) – 4), то функции ),( yxu  и ),( yxv  не име-

ют локальных положительных максимумов и отрицательных минимумов, 

кроме случая, когда U  является тождественно постоянной.  

Доказательство. Пусть пара u  и v  является решением системы (2.10).  

Распишем систему (2.10) в виде:
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)14.2(0),(),(
)13.2(,0),(),(

43

21

vyxduyxcvauav
vyxbuyxavauau

yyx

yyx

 
В силу эллиптичности системы и условия на коэффициентов, функции u и 

v  имеют непрерывные по Гёльдеру частные производные второго порядка. 

Поэтому уравнения (2.13) и (2.14) можно дифференцировать. Дифференци-

руя уравнение (2.13) по x , а уравнение (2.14) – по y  получаем: 

.0),(),(),(),(
,0),(),(),(),(

43

21

yyyyyyyyxy

xxxxyxyxxx

vyxdvyxduyxcuyxcvauav
vyxbvyxbuyxauyxavauau

 

Умножая второе уравнение на 2a  ( 02a  в силу неравенства (2.3)) и скла-

дывая с первым уравнением получаем: 

.0),(),(
)15.2(),(),(),(

),(),(),(

22

224232

1

yy

yyyyyyx

xxxyxxx

vyxdavyxda
uyxcauyxcavaauaavyxb

vyxbuyxauyxauau

 

Теперь дифференцируем уравнение (2.13) по y  и из полученного равен-

ства находим yyva2 :

 ,0),(),(),(),(21 yyyyyyyyxy vyxbvyxbuyxauyxavauau  

yyyyyyxyyy vyxbvyxbuyxauyxauauva ),(),(),(),(12 . 

Значение yyva2  
подставим в (2.15) 

.0),(),(
),(),(),(),(

)16.2(),(),(
),(),(),(),(

22

2244

4414432

1

yy

yyyy

yyyyxyyy

xxxxyxxx

vyxdavyxda
uyxcauyxcavyxbavyxba
uyxaauyxaauaauauaa

vyxbvyxbuyxauyxauau

 

Это равенство содержит xv  и yv , которых выразим из уравнений (2.13) и 

(2.14): 
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vyxbuyxauauva yxy ),(),(12  

.),(),(43 vyxduyxcvauav yyx  

Отсюда 

vyxduyxcvyxbuyxauau
a
auav yxyx ),(),()),(),(( 1

2

4
3 . 

Выражения xv  и yva2  подставим в (2.16): 

.0]),(),()[,(),(

),(),(]),(),([),(
),(),(),(

]),(),()),(),(()[,(

),(),(),(

12

221
2

4

44414432

1
2

4
3

1

vyxbuyxauauyxdvyxda

uyxcauyxcavyxbuyxauau
a

yxba
vyxbauyxaauyxaauaauauaa

vyxduyxcvyxbuyxauau
a
auayxb

vyxbuyxauyxauau

yxy

yyyx

yyyyyxyyy

yxy

xxxyxxx

 

После упрощений получим  

           .0)],(),(),([)],(
),(),([det)],(),(
),(),([det

242

412

34

vyxdayxbayxbuyxca
yxaayxaBuyxdayxca
yxbayxaaSpBuAuSpAuu

yyxy

yxy

xyyxyxx

                  (2.17) 

Пусть 

.)],(),(
),(),([det

12

34

y

xyyxyxx

uyxdayxca
yxbayxaaSpBuAuSpAuuMu

 

Тогда с учётом обозначений  (2.11), соотношение (2.17) можно записать в ви-

де: 

                                   .0),(),( vyxFuyxEuM                                       (2.18) 

Повторяя все эти выкладки, получим следующее равенство 

                             .0),(),( 11 uyxFvyxEvM                                    (2.19) 
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Итак, мы показали, что если пара vu,  является решением эллиптиче-

ской системы (2.10), то для функций u  и v  справедливы соотношения (2.18) 

и (2.19). Отсюда мы получаем, что если выполнены условия 1) и 2), то есть 

0E  и ,0F  то в силу принципа максимума для эллиптических уравнений 

второго порядка (см. глава 1, § 3) функция u не будет иметь положительных 

максимумов и отрицательных минимумов, кроме случая, когда она является 

тождественно постоянной. Если же выполнены условия 3) и 4), то есть 01E  

и  ,01F  то функция v  не будет иметь положительных максимумов и отри-

цательных минимумов, кроме случая, когда она является тождественно по-

стоянной. Наконец, если выполнены условия 1) – 4), то есть 0E , 01E  и  

,01FF  то функции u и v  не будут иметь положительных максимумов и 

отрицательных минимумов, кроме случая, когда они являются тождественно 

постоянными. 

Теорема 2.2 доказана.  

Теперь рассмотрим случай, когда в системе (2.10) коэффициенты имеют 

вид 

mm
mm

yxBA
cossin

sincos
),(2;

01
10

 

где ),( yx функция, удовлетворяющая условию Гёльдера, причём 

10 , 0 при 
2
122 yx ,  1  при ,122 yx полярный угол, 

то есть m
x
yarctg , целое число.  

Распишем систему (2.10):  

                   
.0cos2sin2
,0sin2cos2

vmumuv
vmumvu

yx

yx                            (2.20) 

Справедлива следующая 
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Теорема 2.3. Пусть ),( vu  является ненулевым решением системы 

(2.20). Тогда функция 22 vu  при 122 yx  не имеет локальных мак-

симумов. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть функция  в некото-

рой точке ),( 00 yx  имеет локальный максимум. Тогда 0yx  в точке 

),( 00 yx . Так как 

)(),(
2

22 11

22 yyyxx
xx

x vvuuvvuu
vu

vvuu , 

то в точке ),( 00 yx  имеем  

                                                      .0
0

yy

xx

vvuu
vvuu

                                            (2.21) 

В точке максимума ,0,0 yyxx то есть   

                                            0 .                                                          (2.22) 

Если рассмотреть систему (2.21) относительно vu , , то его определитель 

должен равняться нулю, то есть  

                                               
0yxyx

yy

xx uvvu
vu
vu

.                           (2.23) 

Вычислим : 

2

22 )()( хxxxxxxxxxx
xx

vvuuvvuuvuvvuu
x

. 

Аналогично, находим yy : 

2

22 )()( yyyyyyyyyyy
yy

vvuuvvuuvuvvuu
y

. 

Поэтому  имеет вид: 

        .)()(

)()()()(1 2222
2

yyyxxx

yxyx

vvuuvvuu

vvuuvvuu

                (2.24)
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Вычислим и и . Так как 1 при 122 yx , то при таких зна-

чениях yx,  система (2.19) примет вид 

                   

.0)cos(sin2
,0)sincos(2

vmumuv
vmumvu

yx

yx

                               (2.25) 

Функции ),( yxu  и ),( yxv  имеют непрерывные по Гёльдеру частные 

производные второго порядка. Поэтому из системы (2.25) путем дифферен-

цирования можно перейти к системе дифференциальных уравнений второго 

порядка: 

.0))(coscos)(sin(sin2
,0))(sinsin)(coscos(2

vmvmumumuv
vmvmumumvu

yyyyyyxy

xxxxxyxx

 

Отсюда 

0sin2cos2cos2sin2
cos2sin2sin2cos2

vmmvmummum
vmmvmummumи

yyyy

xxxx           (2.26) 

Из формул 222 yxr  и  

                                              ,sin
,cos

ry
rx

                                                 (2.27) 

находим: 

                                
sin,cos

r
yr

r
xr yx                                    (2.28) 

Далее из (2.27) путём дифференцирования получим: 

.)(coscos0
,)(coscos1

yy

xx

rr
rr

 

Отсюда с учётом (2.28), имеем 
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rr yx
cos,sin

. 

Значения yx ,
 
подставим в соотношение (2.26): 

0cossinsincos2cossin2

coscossinsin2sincos2

vmm
r
mvmvm

umm
r
mumumu

yx

yx

         (2.29) 

Первое уравнение (2.25) умножим на mcos , а второе – на msin   и из по-

лученных соотношений находим xvmsin  и yvmcos : 

vmumumvm xy 2sincos2coscos 2 , 

vmumumvm yx 2sin(sin2sinsin 2 . 

Значения yvmcos
 
и xvmsin  подставим в равенство (2.29): 

0cossinsincos2
2sincos2cos2sinsin2sin2

coscossinsin2sincos2

22

vmm
r
m

vmumumvmumum

umm
r
mumumu

xy

yx

 

или 

.0cossinsincos2

2coscossinsin2

vmm
r
m

u
m
rmm

r
mu

 

Отсюда    

vm
r
mum

r
mu ))1sin((24)1cos(2

. 

Аналогично вычислим v : 
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um
r
mvm

r
mv )1sin(24)1cos(2

 

Поэтому  

).)1sin(2)()1(cos(2)(4

)1sin(44)1cos(24)1cos(2

)1sin(24)1cos(2

)1sin(24)1cos(2

2222

2222

2

2

vumvum
r
mvu

vum
r
mvvm

r
muum

r
m

vum
r
mvm

r
m

vum
r
mum

r
mvvuu

 

Используя формулу 

,sin,cos

),cos(sincos

220220

0
22

ba
b

ba
a

baba

 

имеем: 

)))1cos((2)((2))1cos(()(2)(4

))1cos(()2()(2)(4

222222

22222

m
r
mvumvu

r
mvu

mvuvu
r
mvuvvuu

или 

)))1cos((2)((2 22 m
r
mvuvvuu , 

где  

2222

22 2sin;cos
vu

uv
vu
vu

. 

Учитывая соотношения (2.21) и (2.24), в точке максимума ),( 00 yx  имеем: 

)))1cos((2(2 m
r
m  
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Введем обозначения: 

.)1()),)1cos((2 mm
r
m

 

Тогда в точке максимума ),( 00 yx  

2 . 

Покажем, что 0 .  

Действительно, если 0m , то mmcos  и 02
r
m , так как 

2
r
m

 
при 

r
mrr 0 ; если же 0m , то при 0cos  имеем 0cosm  и 

2 , а при 0cos  имеем mmcos  и 02
r
m

.  

Итак, мы получили, что в точке максимума ),( 00 yx , выполнено нера-

венство 0 , что противоречит неравенству (2.22).  

Следовательно, функция  при 122 yx  не имеет локальных макси-

мумов. Теорема 2.3 доказана.  

Отметим, что теоремы 2.2 и 2.3 могут быть использованы при исследо-

вании краевых задач для систем вида (2.11).  

 

 

§ 3. Периодические решения систем 

Рассмотрим однородную систему уравнений с частными производными 

первого порядка с постоянными коэффициентами 

                                      ,0BUAUU yx                                        (3.1) 

где 
v
u

U  – искомая вектор-функция переменных x  и y , 
dc
ba

A , 

B  – постоянные матрицы второго порядка. 
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Для системы (3.1) будем изучать вопрос о существовании 2  – перио-

дических по переменным x  и y  решений. Такие решения будем искать в ви-

де тригонометрического ряда Фурье в комплексной форме: 

                                         
,

2

21

Zk

ykxki
keUU                              (3.2) 

где  kU  – неизвестные векторы из 2С , ZZZZkkk ,,, 2
21 множество 

целых чисел. Находим производные: 

,
2

21
1

Zk

ykxki
kx eikUU

2

21
2

Zk

ykxki
ky eikUU  

Теперь подставляем эти выражения в уравнение (3.1): 

0
2

21

2

21

2

21
21

Zk

ykxki
k

Zk

ykxki
k

Zk

ykxki
k eUBeikUAeikU . 

Объединяя суммы, получим 

2

21 021
Zk

ykxki
k eUBAikEik . 

Отсюда имеем 

021 kUBAikEik  

или 

                                                      ,0kkUM                                              (3.3) 

где kM  – матрица второго порядка, зависящая от k :  

kM
dikikcik

bikaikik

212

221 . 

Вычислим определитель матрицы kM  

               

].[

det

21

2
221

2
1

22
2
22

12
2
221121

2
1

222121

kbcadki
kadbckkdak

bikcikbckaik
ikdikadkdkkikakkk

cikbikdikikaikikM k

          (3.4) 
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Однородная система линейных алгебраических уравнений (3.3) имеет 

всегда нулевое решение, причём, если 0det kM , то 0kU . Если же 

0det kM , то система имеет ненулевые решения и их можно найти. 

Рассмотрим случай, когда 0det kM . Приравнивая нулю вещественные 

и мнимые части kMdet  в силу (3.4) получаем: 

                .0
,

21

2
221

2
1

kbcadk
kbcadkkdak

                           
   (3.5) 

Эти равенства представляют собой систему двух алгебраических уравнений 

относительно неизвестных 21,kk . Первое уравнение является нелинейным 

(квадратичным), а второе уравнение – линейным.  

Введём обозначения: mda , nbcad , l . Заменяем 21,kk  

соответственно на yx, . Тогда получаем систему двух уравнений относитель-

но yx, : 

                         .0
,22

ybcadx
ybcadxydax

                     (3.6) 

Первое уравнение  lnymxyx 22  является уравнением кривой второго 

порядка. Эту кривую обозначим через . Вычислим дискриминант кривой  

(см. [66]): 

nmllmnl

l

nm

m

44
00

0
2

0
2

1
22

 

Находим минор второго порядка 

4
2

2
1 2

0
mn

nm

m

 

Возможны два случая: 1) 0, 2) 0.  
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Случай 1. 0, то есть 0
4

2

nml . Тогда 0
4

2mn , то есть 00 . 

Поэтому либо 00 , либо 00 . 

Если 00 , то есть когда система (3.1) эллиптическая, то кривая Г  – 

это эллипс, причём 

022 nymxyx 0, yx . 

Поэтому, если  0l , то Г  – мнимый эллипс, то есть Г . Тогда система 

(3.6) не имеет решения, поэтому система (3.5) также не будет иметь решения. 

Следовательно, в случае, когда система (3.1) эллиптическая и ,0det Bl  то 

она имеет только нулевое периодическое по yx,  решение. Этот вывод согла-

суется с теоремой 1.3 из главы 2, § 1.  

Если же 0l , то Г  действительный эллипс. Рассмотрим второе урав-

нение системы (3.6):  

0ybcadx . 

Аналогично как при доказательстве теоремы 1.1 из главы 2, § 1 можно 

показать, что коэффициенты последнего уравнения одновременно не могут 

равняться нулю. Поэтому, это уравнение определяет прямую L , проходящую 

через точку (0, 0). Координаты точек пересечения эллипса Г  и прямой L  бу-

дут решениями системы (3.6). Если эти координаты будут целыми, то систе-

ма (3.5) имеет решение ),( 0
2

0
1 kk . Тогда 0det 0kM , где ),( 0

2
0
1

0 kkk  и систе-

ма (3.3) при 0kk  имеет ненулевые решения. Найдя эти ненулевые решения 

0k
U  и подставляя в формулу (3.2) получаем периодические решения системы 

(3.1). 

Если 00  (в этом случае система (3.1) является гиперболической), то 

кривая Г  – это гипербола. Для этого случая решениями системы (3.6) будут 

координаты точек пересечения гиперболы Г  и прямой L  (если конечно ги-

пербола и прямая имеют точки пересечения). Если эти координаты будут це-

лыми, то система (3.5) имеет решение 0
2

0
1 , kk  и, найдя соответствующее ре-
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шение 0k
U  системы (3.1) и подставляя в формулу (3.2) получаем периодиче-

ские решения системы (3.1). 

Случай 2.  0 , то есть 0
4

2

nml . Рассмотрим возможные случаи: 

а) 0,0
4

2

lnm , б) 0,0
4

2

lnm , в) 0,0
4

2

lnm . 

Случай а). Пусть 0,0
4

2

lnm . В этом случае 00  и уравнение 

кривой Г  можно переписать в виде 

                                                lyx 2 .                                               (3.7) 

Так как 0l , то либо 0l , либо 0l . Если 0l , то lyx  и из 

(3.7)  получаем пару прямых: 

,lyx lyx . 

Если эти прямые пересекаются с прямой L , то система (3.6) имеет решения, 

причём если координаты точек пересечения целые, то система (3.5) имеет 

решение 0
2

0
1 , kk , и находя ненулевые решения 0k

U  системы (3.3) и подстав-

ляя в формулу (3.2) получаем периодические решения системы (3.1). Если 

хотя бы одна координата точек пересечения не целая, то система (3.3) не бу-

дет иметь ненулевых решений и система (3.1) будет иметь только нулевое 

периодическое решение. 

В случае, когда 0l  равенство (3.7) невозможно, поэтому Г  и в 

этом случае получаем только нулевое периодическое решение системы (3.1). 

Случай б). Пусть 0
4

2

nm , 0l . Тогда 00  и уравнение кривой Г  

имеет вид: 

                                        022 nymxyx .                                        (3.8) 

Отсюда видно, что точка Г0,0 . Уравнение (3.8) при 0y  перепишем в 

виде: 
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0
2

2 n
y
xm

y
xy  

и введя обозначение 
y
xt , последнее уравнение перепишем так: 

                                            ,02 nmtt                                                (3.9) 

которое представляет квадратное уравнение относительно t . Дискриминант 

этого квадратного уравнения больше нуля 042 nmD  и потому оно име-

ет два вещественных корня 

2
42

2,1
nmmt  

и возвращаясь к переменным x  и y  получаем пару прямых 

2
4

2

2 nmm
y
x ,

2
4

2

2 nmmyx  – прямая 1p ; 

2
4

2

2 nmm
y
x ,

2
4

2

2 nmmyx – прямая .2p  

Тогда 21 ppГ . В этом случае, если прямая L  не совпадает ни с одной из 

прямых ,1p 2p  система (3.6) имеет только одно решение 0yx . Поэтому 

система (3.5) также имеет единственное решение 021 kk  и система (3.1) 

имеет постоянные периодические решения. Если прямая L  совпадает с одной 

из прямых ,1p 2p  и на этой прямой есть целая точка ),,( 0
2

0
1

0 kkk  то система 

(3.5) имеет решения вида Zmmkmk ),,( 0
2

0
1 . Тогда система (3.1) имеет пери-

одические решения вида 

,),( )( 0
2

0
1

Zm

ykxkim
meUyxU  

где mU  решение системы .00UM
mk

 

Если 042 nmD , то уравнение (3.9) не имеет вещественных корней, 

поэтому 0,0Г . В этом случае 0U  – произвольное, 0kU  при  0k . 
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Следовательно, система (3.1) в этом случае имеет только постоянные перио-

дические решения. 

Случай в). Пусть 0,0
4

2

lnm . В этом случае уравнение Г  можно 

переписать в виде 

02 myx  

и Г  будет прямой, проходящей через точку (0, 0). Прямые Г  и L  пересека-

ются в точке (0, 0) или могут совпадать. В первом случае 0U  – произвольное, 

0kU  при 0k , то есть система (3.1) в этом случае имеет только постоян-

ные периодические решения. Во втором случае, если на прямой  02 myx  

есть целые точки ),( 0
2

0
1 kk , отличные от )0,0( , то находя ненулевые решения 

0
kU  системы (3.3) и подставляя в формулу (3.2) получаем периодические ре-

шения системы (3.1). 

Таким образом, в зависимости от коэффициентов, то есть элементов 

матриц A  и B , система (3.1) может иметь ненулевые периодические реше-

ния, которых можно найти по формуле (3.2), в которой векторы kU  являются 

решениями системы линейных алгебраических уравнений (3.3). 

 

 

 

 

 

 

 

Заключение  

В диссертации для систем линейных уравнений с частными производ-

ными первого порядка с двумя независимыми переменными вида  

                           ),,(),(),(),( 321 yxFUyxAUyxAUyxA yx              (1) 
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где T
nuuuU ),...,,( 21 искомая вектор-функция, ),,(),,( 21 yxAyxA  

),(3 yxA вещественные матрицы порядка n , T
nfffF )...,,,( 21 заданная 

вектор-функция, а также для эллиптических систем вида  

                                     ),()( zfwzAwLw z                                                   (2) 

где T
nwwww ),...,,( 21 искомая комплекснозначная вектор-функция, )(zА  

комплексная матрица-функция порядка ,n  T
nffff )...,,,( 21  комплексно-

значная вектор-функция получены следующие  основные результаты.  

1. Для систем вида (1) в случае постоянных коэффициентов при соответ-

ствующих условиях найдено многообразие всех решений. 

2. При 2n , постоянных коэффициентов и эллиптичности системы (1) 

найдены множество всех решений из пространства S , многообразие реше-

ний степенного роста и периодических по переменным x  и y  решений соот-

ветствующей однородной системы; вычислена размерность пространства 

решений степенного роста.  

3. Для решений систем вида (1) в случае 2n  и переменных коэффици-

ентов установлены утверждения типа принципа экстремума.  

4. Для однородной системы соответствующей (2) с постоянной и сим-

метрической матрицей A  получено утверждение о тривиальной разрешимо-

сти в пространстве .S  
5. Получены необходимые и достаточные условия нётеровости операто-

ра L в гёльдеровых пространствах функций, определенных во всей плоско-

сти. 
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