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Введение

Диссертационная работа посвящена исследованию разрешимости вариа-
ционной задачи Дирихле для некоторых классов эллиптических уравне-
ний с вырождением. Применяемый нами метод основан на элементах тео-
рии весовых нормированных пространств дифференцируемых функций
многих вещественных переменных (теоремы вложения, эквивалентные
нормировки, прямые и обратные теоремы о следах, теоремы о плотно-
сти гладких функций и т.д.). В отличие от ранее опубликованных работ
по этому направлению наши исследования основаны на применении анало-
га нера-венства Гординга для вырождающихся эллиптических уравнений,
доказа-тельство которого является основным результатом первой главы
настоящей работы.

Первый результат типа теорем вложения для весовых пространств
функций многих переменных был получен в 1938 г. в работе В.И.Кондрашова
[34]. Систематическое изучение весовых пространств с весом, равным
расстоянию до границы области в положительной степени, а также их
приложения к решению краевых задач для вырождающихся на грани-
це ограниченной области эллиптических дифференциальных уравнений,
впервые было проведено в монографии Л.Д.Кудрявцева [35]. Обзор работ
и подробная библиография по весовым функциональным пространствам
содержится в монографиях C.М.Никольского [51], Х. Трибеля [57, 58] и
статьях О.В. Бесова, Л.Д. Кудрявцева, П.И. Лизоркина, С.М. Никольско-
го [3], Л.Д.Кудрявцева, С.М.Никольского [36] и С.М. Никольского, П.И.
Лизоркина, Н.В. Мирошина [54].

Вариационная задача Дирихле для эллиптических уравнений в n - мер-
ной ограниченной области со степенным вырождением на (n−1) -мерной
границе области исследовалась в работах С.М. Никольского, П.И. Лизор-
кина [53], С.М. Никольского [52], П.И. Лизоркина и С.М. Никольского
[41, 42, 43], П.И. Лизоркина [39], Н.В. Мирошина [46, 47, 48], П.И. Лизор-
кина и Н.В. Мирошина [40], Б.Л.Байдельдинова [1, 2] и др.

В указанных выше работах С.М. Никольского, П.И. Лизоркина. Н.В.
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Мирошина, Б.Л. Байдельдинова предполагалось, что полуторалинейная
форма, связанная с дифференциальным уравнением, удовлетворяет усло-
вию коэрцитивности. Вариационная задача Дирихле в случае, когда эта
форма не является коэрцитивной, изучалась К.Х. Бойматовым, С.А. Ис-
хоковым и К. Седдики [4, 5, 6, 7, 8, 12, 17, 18, 19]. Дифференциальные
свойства решений этой задачи в зависимости от гладкости коэффициентов
оператора и правой части уравнения изучались в работах К.Х. Бойматова
и С.А. Исхокова [10], [17], [19].

В работах вышеуказанных авторов, в которых рассматривались выро-
ждающиеся эллиптические уравнения в ограниченной области n-мерного
евклидова пространства, коэффициенты дифференциальных операторов
имели форму произведения ограниченной функции и степени расстоя-
ния до границы области. В отличие от них в работах С.А. Исхокова и
А.Я. Куджмуродова [27, 28, 29] изучались дифференциальные уравнения,
младшие коэффициенты которых принадлежат некоторым весовым Lp

– пространствам. Исследование в этих работах основано на применении
теорем вложения разных метрик для соответствующих функциональных
пространств.

Следует отметить, что не все результаты, полученные по этому на-
правлению в случае ограниченных областей, обобщаются на случай, когда
рассматриваемая область является неограниченной. Поэтому суще-ствуют
лишь отдельные работы, в которых изучаются вариационные задачи для
эллиптических уравнений с вырождением в неограниченных областях
специального вида (внешность ограниченной области, полупро-странство
R+

n = {x = (x′, xn) : xn > 0} , предельно цилиндрическая область). Слу-
чай внешности ограниченной области рассматривался в работах Н.В. Ми-
рошина [49, 50], С.А.Исхокова, Г.И.Сивцевой [30]. Вариационная задача
Дирихле для вырождающихся эллиптических уравнений в полупростран-
стве R+

n исследовалась в работах И.А. Киприянова [33], Ю.В. Рыбалова
[55, 56], И.И. Матвеевой [44, 45], С.А. Исхокова [20, 21, 22]. Случай диф-
ференциальных уравнений, вырождающихся на неограниченных много-
образиях произвольной размерности меньше размерности пространства,
рассматривался в работах С.А.Исхокова и Г.И. Тарасовой [31].

Во всех вышеперечисленных работах, где изучалась вариационная за-
дача Дирихле для вырождающихся эллиптических уравнений, не исполь-
зовалось неравенство Гординга, что приводило к более жесткому усло-
вию эллиптичности, нежели соответствующее условие для уравнений без
вырождения. Исследования по этому направлению с применением нера-
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венства Гординга для эллиптических уравнений с вырождением проводи-
лись в работах И.А. Киприянова [32] и С.А. Исхокова [23]. Эллиптические
операторы, рассмотренные в работе [32], имеют специальный вид и вы-
рождаются только по одной независимой переменной, а операторы, рас-
смотренные в [23], имеют одинаковое вырождение по всем независимым
переменным. В отличие от этих работ в первой главе настоящей работы
доказывается неравенство Гординга для общих эллиптических операто-
ров высшего порядка с разными характерами вырождения по разным
независимым переменным и с помощью этого неравенства исследуется
разрешимость вариационной задачи Дирихле с однородными граничны-
ми условиями (в том смысле, что решение принадлежит функционально-
му пространству, где плотно множество бесконечнодиффе-ренцируемых
финитных функций).

Перейдем теперь к краткому изложению содержания диссертации. Ра-
бота состоит из настоящего введения, двух глав и списка литературы.
Используется тройная нумерация теорем, лемм, следствий и формул, в
которой первый номер совпадает с номером главы, второй указывает на
номер параграфа, а третий – на порядковый номер теорем, лемм, след-
ствий или формул в данном параграфе.

Первая глава диссертации состоит из трех параграфов и посвящена
исследованию однородной вариационной задачи для эллиптических урав-
нений с нестепенным вырождением в произвольной области. В первом
параграфе рассмотрены основные определения и доказаны вспомогатель-
ные интегральные неравенства.

Пусть Ω - произвольное открытое множество в n-мерном евклидовом
пространстве Rn и пусть Π(0) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| < 1/2, i =
1, n} -единичный куб с центром в начале координат. Для любой точки
ξ ∈ Rn и любого вектора t⃗ = (t1, . . . , tn) с положительными компонентами
определим параллелепипед Πt⃗(ξ) равенством

Πt⃗(ξ) = {x ∈ Rn : ((x1 − ξ1)/t1, . . . , (xn − ξn)/tn) ∈ Π(0)}.

Пусть gi(x) (i = 1, n) - определенные в Ω положительные функции.
Символом Πε,⃗g(ξ) обозначим параллелепипед Πt⃗(ξ) при t⃗ = ε · g⃗(ξ) , где
g⃗(ξ) = (g1(ξ), . . . , gn(ξ)) .

Далее, в первой главе предполагается, что множество Ω и функции
gi(x) (i = 1, n) связаны условием: существует число ε > 0 такое, что для
всех ξ ∈ Ω параллелепипед Πε,⃗g(ξ) содержится в Ω . Это условие является
аналогом условия погружения, рассмотренного в работе П.И.Лизоркина
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[38]. В работе [38] также рассмотрены примеры областей Ω и положитель-
ных функций gi(x) (i = 1, n) , удовлетворяющих условию погружения.

Пусть σ(x) – определенная в Ω положительная функция. Предпо-
ложим, что для любого ε ∈ (0, ε0) существуют положительные числа
λ(ε), ν(ε) такие, что

lim
ε→0+

λ(ε) = lim
ε→0+

ν(ε) = 1

и
1

ν(ε)
≤ σ(x)

σ(ξ)
≤ ν(ε),

1

λ(ε)
≤ g(x)

g(ξ)
≤ λ(ε), i = 1, n, (0.0.1)

для всех x из Πε,⃗g(ξ) .
Класс положительных функций σ(x), x ∈ Ω, удовлетворяющих усло-

вию (0.0.1) обозначим через Φε,⃗g(Ω)

Пусть 1 ≤ p < +∞ и r - натуральное число. Символом Lm
p,r(Ω;σ, g⃗) ,

где целое число m такое, что 0 ≤ m ≤ r , обозначим класс функций
u(x) , x ∈ Ω , имеющих обобщенные по Соболеву производные u(k)(x) ,
k = (k1, . . . , kn) - мультииндекс, |k| = k1 + · · · + kn ≤ r , с конечной
полунормой

∥u;Lm
p,r(Ω;σ, g⃗)∥ =

∑
|k|=m

∫
Ω

(σ(x)gk1−r
1 (x)gk2−r

2 (x) . . . gkn−r
n (x)|u(k)(x)|)pdx


1/p

,

а символом W r
p (Ω;σ, g⃗) - пространство функций u(x) , x ∈ Ω , с конечной

нормой

∥u;W r
p (Ω;σ, g⃗)∥ =

{
∥u;Lr

p,r(Ω;σ, g⃗)∥p + ∥u;L0
p,r(Ω;σ, g⃗)∥p

}1/p
. (0.0.2)

Пространство W r
p (Ω;σ, g⃗) является банаховым с нормой (0.0.2) и со-

гласно результатам работы С. А. Исхокова [24] в сделанных выше пред-
положениях при всех p ∈ [1,∞) и всех натуральных r множество C∞

0 (Ω)
плотно в этом пространстве.

Символом (W r
p (Ω;σ, g⃗))

′ обозначим пространство ограниченных анти-
линейных непрерывных функционалов, определенных на W r

p (Ω;σ, g⃗) , на-
деленное нормой сопряженного пространства.

Основным результатом первого параграфа первой главы является сле-
дующая лемма.

Лемма 0.1 Пусть положительные функции α(x), β(x) принадле-
жат классу Φε,⃗g(Ω), p ≥ 1, q ≥ 1 и r, t - натуральные числа. Для
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мультииндексов k, l таких, что |k| < r , |l| ≤ t, определим числа
ql, λkl, sk посредством следующих соотношений

1

ql
=


1

q
− t−|l|

n , n > q(t− |l|)

ε0, 0 < ε0 ≤ 1/q, n ≤ q(t− |l|),

1

λkl
>

1

ql
+

1

p
− r − |k|

n
, при n− p(r − |k|) > 0,

1

λkl
=

1

ql
+ ε1, где 0 < ε1 < 1/p, при n− p(r − |k|) ≤ 0,

1

sk
≥ 1

λkl
− 1

ql
.

Пусть положительная функция σkl(x) принадлежит классу Φε,⃗g(Ω) и
удовлетворяет неравенству

σkl(x)α
−1(x)β−1(x) ≤

≤ cgk1+l1
1 (x)gk2+l2

2 (x) . . . gkn+ln
n (x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))

−t+ 1
q−r+ 1

p−
1

λkl

для всех x ∈ Ω; положительное число c не зависит от x.
Тогда для любого τ > 0 справедливо неравенство∥∥∥u(k)v(l);Lλkl

(Ω;σkl)
∥∥∥ ≤

∥∥v;W t
q(Ω; β, g⃗)

∥∥ ·
∥∥u;W r

p (Ω;α, g⃗)
∥∥+

+ c0τ
−µk

∥∥∥u;Lsk(Ω;α, (g1g2 . . . gn)
−r+ 1

p−
1
sk )

∥∥∥ ,
где

µk =
s−1
k − λ−1

kl + q−1
l + |k|n−1

λ−1
kl − q−1

l − p−1 + (r − |k|)n−1

и положительная постоянная c0 зависит только от n, p, r, |k|.
Во втором параграфе первой главы рассматривается неравенство Гор-

динга для эллиптических операторов с вырождением.
Как известно, из общей теории дифференциальных уравнений в част-

ных производных (см.,например,[15],[16]), неравенство Гординга [62] игра-
ет важную роль в исследовании разрешимости краевых задач для равно-
мерно эллиптических уравнений методами функционального анализа. В
случае эллиптических уравнений с вырождением существуют лишь рабо-
ты И.А.Киприянова [32], С.А.Исхокова [23], в которых доказаны неравен-
ства Гординга и с их помощью изучена разрешимость задачи Дирихле.
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Эллиптические операторы, рассмотренные в работе [32], имеют специаль-
ный вид, а операторы, рассмотренные в работе [23], имеют одинаковое
вырождение по всем независимым переменным. В отличие от них, в пер-
вом параграфе первой главы изучены общие эллиптические операторы с
разными характерами вырождения по разным независимым переменным.

Рассмотрим дифференциальный оператор

(Au)(x) =
∑

|k|,|l|≤r

(−1)|l|
(
pk(x)pl(x)akl(x)u

(k)(x)
)(l)

, x ∈ Ω, (0.0.3)

где
pk(x) = σ(x)g−r+k1

1 (x)g−r+k2
2 (x) . . . g−r+kn

n (x)

и akl(x) - комплексозначные функции.
Изучение краевых задач для дифференциальных уравнений с опера-

тором (0.0.3) методами функционального анализа связано со следующей
полуторали-нейной формой, порожденной этим оператором

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx. (0.0.4)

Вариационная задача Дирихле, связанная с формой (0.0.4), ранее изу-
чалась в работах С.А.Исхокова [24, 25] в предположении, что коэффици-
енты akl(x) удовлетворяют следующему условию эллиптичности

Re
∑

|k|,|l|≤r

akl(x)ζkζl ≥ c
∑
|k|=r

|ζk|2 (0.0.5)

для всех x ∈ Ω и любого набора комплексных чисел ζ = {ζk}|k|≤r ⊂
C . Число c > 0 не зависит от x, ζ . Здесь, вместо условия (0.0.5), мы
предполагаем выполнение более слабого условия

Re
∑

|k|,|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r (0.0.6)

для всех x ∈ Ω, ξ ∈ Rn ; c - положительное число, не зависящее от x, ξ .
Основным результатом второго параграфа первой главы является сле-

дующая теорема, где доказывается неравенство, которое является весовым
аналогом неравенства Гординга для сильно эллиптических операторов.

Теорема 0.1. Пусть коэффициенты akl(x) при |k| = |l| = r огра-
ничены, удовлетворяют условию эллиптичности (0.0.6) и для любого
достаточно малого числа ν > 0 существуют число ε > 0 такое, что

|akl(y)− akl(z)| < ν
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для любого y ∈ Ω и любого

z ∈ Πε,⃗g(y) = {z ∈ Rn : |zi − yi| <
1

2
εgi(y), i = 1, n}.

Пусть также коэффициенты akl(x) при |k|, |l| ≤ r и |k| + |l| ≤ 2r − 1
принадлежат пространству Lpkl

(
Ω; (g1 · g2 . . . gn)−1/pkl

)
, где

pkl =

{
qkl при |k| ≤ r − 1, |l| ≤ r

qlk при |k| = r, |l| ≤ r − 1

а числа qkl определяются соотношениями:

n

2r − |k| − |l|
< qkl ≤

n

r − |l|
, если n > 2(r − |k|), n > 2(r − |l|);

n

r − |k| − ε1n
< qkl, 0 < ε1 <

1

2
если n > 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|);

qkl =


n

r − |l|+ ε2n
, 0 < ε2 <

1

2
если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|),

любое конечное число >1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|).

Тогда существуют такие постоянные c1 > 0 и c2 ≥ 0, что

ReB[u, u] ≥ c1∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥2 − c2∥u;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)∥2 (0.0.7)

для всех u ∈ W r
2 (Ω;σ, g⃗).

Применяя неравенство Гординга (0.0.7) в третьем параграфе первой
главы, мы рассматриваем разрешимость вариационной задачи Дирихле
для одного класса вырождающихся эллиптических уравнений.

Рассмотрим Вариационную задачу Дирихле.
Задача Dλ . Для заданного функционала F ∈ (W r

2 (Ω;σ, g⃗))
′ требует-

ся найти решение U(x) уравнения

B[u, v] + λ

∫
Ω

σ2(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−2rU(x)v(x)dx =< F, v >

(v ∈ C∞
0 (Ω)),

принадлежащее пространству W r
2 (Ω;σ, g⃗).

Основным результатом третьего параграфа первой главы является сле-
дующая теорема:
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Теорема 0.2. Пусть выполнены условия:
I) коэффициенты akl(x) при |k| = |l| = r ограничены и удовлетворяют
условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x, ξ ∈ Rn (c – положительная числа, не зависящее от x, ξ ), и
для любого достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0 такое,
что

|akl(x)− akl(ξ)| < ν

для любого ξ ∈ Ω и любого x ∈ Πε,⃗g(ξ);
II)коэффициенты akl(x) при |k|, |l| ≤ r и |k|+ |l| ≤ 2r− 1 принадлежат
пространству Lpkl

(
Ω; (g1g2 · · · gn)−1/pkl

)
где числа pkl – такие же как в

теореме 0.1.
Тогда существует число λ0 ≥ 0 такое, что при λ ≥ λ0 для любого за-

данного функционала F ∈ (W r
2 (Ω;σ, g⃗))

′ задача Dλ имеет единственное
решение U(x) и, при этом, выполняется оценка

∥U ;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ ≤M

∥∥F ; (W r
2 (Ω;σ, g⃗))

′∥∥ ,
где число M > 0 не зависит от F .

Вторая глава диссертационной работы посвящена изучению Ва-
риационной задачи Дирихле с неоднородными граничными условиями для
некоторых классов эллиптических уравнений с вырождением

Пусть Rn - n-мерное евклидово пространство точек x = (x1, x2, . . . , xn) .
Обозначим

R+
n = {x|x = (x′, xn) ∈ Rn, xn > 0}.

В первом параграфе второй главы доказываются некоторые вспомо-
гательные интегральные неравенства для функций, заданных в полупро-
странстве R+

n .
Пусть функция φ(t) ∈ C∞(R+

1 ) такая, что 0 ≤ φ(t) ≤ 1 для любого
t ∈

[
1
2 ; 1

]
и φ(t) ≡ 0 , когда t ≥ 1 ; φ = 1 для любого t ∈

[
0; 12

]
. Для

любых двух вещественных чисел α, β определим функцию

σα,β(t) = φ(t)t−α + (1− φ(t))tβ (t > 0).

Пусть p ∈ (1;+∞) и r - некоторое целое неотрицательное число. Сим-
волом V r

p;α,β(R
+
n ) обозначим пространство функций u(x) , определенных в
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полупространстве R+
n , имеющих все обобщенные по Соболеву производ-

ные u(k)(x) до порядка r включительно, с конечной нормой

∥u;V r
p;α,β(R

+
n )∥ =


∑
|k|≤r

∫
R+

n

(σα,β(xn)x
−r+|k|
n |u(k)(x)|)pdx


1/p

.

Обозначим через W r
p;α,β,γ(R

+
n ) пространство функций u(x) (x ∈ R+

n ) с
конечной нормой

∥u;W r
p;α,β,γ(R

+
n )∥ =

{
∥u;Lr

p;α,β(R
+
n )∥p + ∥u;L0

p;α,γ(R
+
n )∥p

}1/p
,

где

∥u;Lr
p;α,β(R

+
n )∥ =


∑
|k|=r

∫
R+

n

(σα,β(xn)|u(k)(x)|)pdx


1/p

.

Обозначим через C̃∞
0 (R+

n ) множество бесконечно дифференцируемых
функций в R+

n финитных сверху, то есть обращающихся в нуль при боль-
ших значениях xn . Если D - некоторое весовое пространство функций,
заданных в R+

n , то через
◦
D обозначим пополнение класса C∞

0 (R+
n ) в мет-

рике пространства D , а через D̃ - пополнение класса C̃∞
0 (R+

n ) в метрике
пространства D .

Свойства пространств V r
p;α,β(R

+
n ) , W r

p;α,β,γ(R
+
n ) ранее изучалась в рабо-

тах С.А.Исхокова [21], С.А.Исхокова и М.Ш.Ганиева [26].
Исследование разрешимости вариационной задачи Дирихле с неодно-

родными граничными условиями в полупространстве основывается на
применении вспомогательного интегрального неравенства, в котором оце-
нивается норма произведения производных функций u ∈ W̃ r

p;α,β,γ(R
+
n ) ,

v ∈ V r
q;α,β(R

+
n ) . Это вспомогательное интегральное неравенство сформу-

лировано и доказано в виде следующей теоремы.
Теорема 0.3 Пусть p > 1, q > 1, r - натуральное число, и веще-

ственные числа α, β удовлетворяют условиям

α ≤ 0, β +
1

p
/∈ {1, 2, . . . , r}.

Тогда для всех мультииндексов k, l таких, что |k| ≤ r , |l| ≤ r , |k|+|l| ≤
2r − 1 и всех функций u ∈ W̃ r

p;α,β,γ(R
+
n ), v ∈ V r

q;α,β(R
+
n ) справедливо
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неравенство
∫
R+

n

(
σαkl,βkl

(xn)|u(k)(x)v(l)(x)|
)λkl

dx


1/λkl

≪

≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(R

+
n )∥∥v;V r

q;α,β(R
+
n )∥,

где γ - произвольное вещественное конечное число и числа αkl, βkl, λkl
определяются следующими соотношениями:

1)если |k| < r, |l| < r , то

αkl = 2α + nεl +

(
r − |l| − n

q

)
+

,

βkl = 2β − r + |k| − δk − nεl −
(
r − |l| − n

q

)
+

,

1

λkl
= δk + εl +

(
1

q
− r − |l|

n

)
+

;

2)если |k| = r, |l| ≤ r − 1, то

αkl = 2α+ nεl +

(
r − |l| − n

q

)
+

,

βkl = 2β − nεl −
(
r − |l| − n

q

)
+

,

1

λkl
=

1

p
+ εl +

(
1

q
− r − |l|

n

)
+

;

3)если |k| ≤ r − 1, |l| = r , то

αkl = 2α,

βkl = 2β − r + |k|+ 1

p
− δk,

1

λkl
=

1

q
+ δk.

Здесь εl - произвольное число из интервала (0, 1/q), δk - произвольное
положительное число не превосходящее 1/p, и (µ)+ = µ, если µ - поло-
жительное число, а (µ)+ = 0 в противном случае.

Второй параграф второй главы посвящен разрешимости вариационной
задачи в полупространстве с неоднородными граничными условиями. В
первой части этого параграфа сначала сформулированы результаты о
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разрешимости вариационной задачи Дирихле в полупространстве с од-
нородными граничными условиями.

Пусть σ(x) , g⃗(x) , Lr
p,r(Ω;σ, g⃗) , W r

p,r(Ω;σ, g⃗) такие же объекты, как в
первой главе. Положим,

Ω = R+
n , σ(x) = σα,β(xn)x

r(n−1)
n ,

g1(x) = g2(x) = · · · = gn(x) = xn.

Тогда

∥∥u;Lr
p,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥ =


∑
|k|=r

∫
R+

n

(
σα,β(xn)

∣∣∣u(k)(x)∣∣∣)p

dx


1/p

,

∥∥u;L0
p,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥ =


∫
R+

n

(
σα,β(xn) · x−r

n |u(x)|
)p
dx


1/p

,

поэтому с точностью до эквивалентности норм имеет место равенство

W r
p (R

+
n ;σ, g⃗) = V r

p;α,β(R
+
n ).

Из равенств (2.2.1) следует, что

pk(x) = σ(x)g−r+k1
1 (x)g−r+k2

2 (x) . . . g−r+kn
n (x) = σα,β(xn)x

−r+|k|
n .

Рассмотрим полуторалинейную форму.

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
R+

n

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx,

где
pk(x) = σα,β(xn)x

−r+|k|
n

и akl(x) - комплекснозначные функции, определенные в полупространстве
R+

n .
Задача D′

λ . Для заданного функционала F ∈
(
V r
2;α,β(R

+
n )
)′ требуется

найти решение U(x) уравнения

B[U, v] + λ

∫
R+

n

σ2α,β(xn)x
−2r
n U(x)v(x)dx =< F, v > (v ∈ C∞

0 (R+
n )),

принадлежащее пространству V r
2;α,β(R

+
n ).
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Теорема 0.4. Пусть выполнены условия:
I) коэффициенты akl(x) при |k| = |l| = r ограничены, удовлетворяют

условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x ∈ R+
n , ξ ∈ Rn (c-положительное число, не зависящее от

x, ξ ), и для любого достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0
такое, что

|akl(x)− akl(y)| < ν

для всех x, y ∈ R+
n таких, что

|xi − yi| <
1

2
εyn, i = 1, n;

II)коэффициенты akl(x) при |k|, |l| ≤ r и |k|+|l| ≤ 2r−1 принадлежат
пространству Lpkl

(
R+

n ; x
−n/pkl
n

)
, где pkl – такие же числа как в теореме

0.1.
Тогда существует число λ0 ≥ 0 такое, что при λ > λ0 для любого

заданного функционала F ∈
(
V r
2;α,β(R

+
n )
)′ задача D′

λ имеет единственное
решение U(x) и при этом выполняется оценка∥∥U ;V r

2;α,β(R
+
n )
∥∥ ≤M

∥∥∥F ; (V r
2;α,β(R

+
n )
)′∥∥∥ ,

где число M > 0 не зависит от F и от λ.
Теорема 0.5. Пусть выполнены все условия теоремы 0.8 и пусть

также существует такое положительное число c0 , что

c0

∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r
n |v(x)|

)2
dx ≤ ReB[v, v]

для всех v ∈ C∞
0 (R+

n ).
Тогда справедливо утверждение теоремы 0.4 при λ0 = 0.
Далее исследуется существование решения вариационной задачи Ди-

рихле в пространстве
◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ) .

Задача D0 . Для заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

тре-
буется найти решение U(x) уравнения

B[U, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
R+

n

pk(x)pl(x)akl(x)U
(k)(x)v(l)(x)dx =< F, v > (v ∈ C∞

0 (R+
n )),

14



принадлежащее пространству
◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ).

Теорема 0.6. Пусть

−α +
1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ

и пусть выполнены все условия теоремы 0.5. Тогда для любого задан-

ного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

задача D0 имеет единственное
решение U(x). При этом выполняется оценка∥∥U ;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ≤M

∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥ ,

где число M > 0 не зависит от F .
В силу плотности класса C∞

0 (R+
n ) в пространствах V r

2;α,β(R
+
n ) ,

◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ) , граничные условия в задачах D′

λ и D0 формально счи-
таются однородными. При некоторых дополнительных ограничениях на
параметры α, β, γ можно выписать граничные условия задачи D0 в яв-
ном виде. Пусть выполнены условия

−α+
1

p
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

1

p
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ

и пусть

−r + 1

2
< α ≤ 1

2
, r +

1

2
≥ β, r − β + 1/2 < s0,

γ + s0 < 1/2, γ + s0 ̸= −1/2,

где s0 - целое число, удовлетворяющее неравенствам r + α − 1/2 ≤ s0 <
r + α + 1/2 . Тогда полунорма в пространстве Lr

2;α, β(R
+
n ) эквивалента на

функциях u ∈
◦
W r

2;α,β, γ(R
+
n ) норме ∥u;W r

2;α, β, γ(R
+
n )∥ и в силу результа-

тов П.И. Лизоркина [37] условие U(x) ∈
◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ) задачи D0 можно

заменить на эквивалентное ему условие

U(x) ∈ W̃ r
2;α, β, γ(R

+
n ) и

∂sU(x)

∂xsn

∣∣∣
xn=0

= 0, s = 0, 1, . . . , s0 − 1.

Во второй части второго параграфа второй главы исследуется разреши-
мость вариационной задачи Дирихле с неоднородными граничными
условиями.
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Рассмотрим полуторалинейную форму

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
R+

n

σ2α,β(xn)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx (0.0.8)

и связанную с ней вариационную задачу Дирихле.

Задача D . Для заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

и задан-

ного элемента Ψ(x) ∈ W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) требуется найти решение U(x) ∈

W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) уравнения

B[U, v] =< F, v >, ∀v ∈ C∞
0 (R+

n ), (0.0.9)

удовлетворяющее условию

U(x)−Ψ(x) ∈
◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n ).

Предположим, что коэффициенты akl(x) полуторалинейной формы
(0.0.8) удовлетворяют условиям:

Io) при |k| = |l| = r коэффициенты akl(x) ограничены, удовлетворяют
условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x ∈ R+
n , ξ ∈ Rn (c - положительное число, не зависящее от x, ξ ),

и для любого достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0 такое, что

|akl(x)− akl(y)| < ν

для всех x, y ∈ R+
n таких, что

|xi − yi| <
1

2
εyn, i = 1, n;

IIo ) при |k|+|l| ≤ 2r−1 коэффициенты akl принадлежат пространству
Lpkl (R

+
n ;σαkl,βkl

(xn)) , где числа αkl, βkl, pkl определяются соотношениями:
а)если |k| < r, |l| < r , то

αkl = −n
2
+

n

pkl
+ nδk − r + |l|, βkl = 2r − |k| − |l| − (n− 1)δk +

n

2
− n

pkl
,

1

pkl
= 1− δk − εl −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

,
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а числа δk, εl из интервала
(
0,

1

2

)
удовлетворяют условиям

0 <
1

2
− δk − εl < min

{
1

2
,
r − |k|
n

}
;

б)если |k| = r, |l| ≤ r − 1 , то

αkl =
n

pkl
− r + |l|, βkl = − n

pkl
+ r − |l|,

1

pkl
=

1

2
− ε0 −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

,

а ε0 - достаточно малое положительное число;
в)если |k| ≤ r − 1, |l| = r , то

αkl =
1

2
− δk, βkl = r − |k| − 1

2
+ δk,

1

pkl
=

1

2
− δk.

В этих условиях число δk такое, что

1

2
− 1

n
≤ δk <

1

2
.

Теорема 0.7. Пусть выполнены условия Io), IIo) и пусть существу-
ет такое положительное число c0 , что

c0

∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r
n |v(x)|

)2
dx ≤ ReB[v, v]

для всех v ∈ C∞
0 (R+

n ).
Пусть также

α < −1

2
, −α +

1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ.

Тогда для любого заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

и лю-

бого заданного элемента Ψ ∈ W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) задача D имеет единственное

решение U(x) и при этом выполняется оценка∥∥U ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ ≤

≤M

{∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥+

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥} ,
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где число M не зависит от F и Ψ.
Далее рассматривается более конкретный случай задачи D , когда гра-

ничные условия на гиперплоскости xn = 0 выписываются в явном виде.
Справедлива следующая лемма (см., например, [57, §2.9.2]).

Лемма 0.3. Пусть −r+ 1
2 < α < 1

2 . Тогда для любого набора функций

ψj ∈ B
r+α−1

2−j
2 (Rn−1), j = 0, 1, . . . , s0 − 1, (0.0.10)

где Bν
2 (Rn−1) – классы О.В.Бесова функций, определенных на Rn−1, s0 –

целое число, удовлетворяющее неравенствам

r + α− 1

2
< s0 < r + α +

1

2
,

существует функция Ψ ∈ Lr
2;−α(R

+
n ) такая, что:

Ψ(x) ≡ 0 на R+
n \Ω1/2;

∂jΨ

∂xjn

∣∣∣∣∣
xn=0

= ψj(x
′), j = 0, 1, . . . , s0 − 1;

∥∥Ψ;Lr
2;−α(R

+
n )
∥∥ ≪

s0−1∑
j=0

∥∥∥ψj;B
r+α−j−1/2
2 (Rn−1)

∥∥∥ .
Задача D1 . Для заданного функционала F ∈

(
W̃ r

2;α, β, γ(R
+
n )
)′

и за-
данного набора граничных функций (0.0.10) требуется найти решение
U(x) уравнения (0.0.9), принадлежащее пространству W̃ r

2;α, β, γ(R
+
n ) и

удовлетворяющее граничным условиям

∂jU(x)

∂xjn

∣∣∣∣∣
xn=0

= ψj(x
′), j = 0, 1, . . . , s0 − 1.

Результат о разрешимости задачи D1 сформулирован в виде следую-
щей теоремы

Теорема 0.8. Пусть выполнены все условия теоремы 0.11 и пусть
числа α, β, γ удовлетворяют условиям

−r + 1

2
< α < 0, r +

1

2
≥ β, r − β + 1/2 < s0,

γ + s0 < 1/2, γ + s0 ̸= −1/2, β +
1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}.
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Тогда для любого заданного функционала F ∈
(
W̃ r

2;α, β, γ(R
+
n )
)′

и любого
заданного набора граничных функций (0.0.10) существует единственное
решение U(x) задачи D1 и при этом выполняется оценка∥∥U ;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ≤

≤M

{∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥+

s0−1∑
j=0

∥∥∥ψj;B
r+α−j−1/2
2 (Rn−1)

∥∥∥} ,

где число M > 0 не зависит от F и набора граничных функций (0.0.10).
В третьем параграфе второй главы доказаны вспомогательные ин-

тегральные неравенства для функций, заданные в дополнении неограни-
ченного многообразия M размерности m ∈ [1, n− 1] в пространстве Rn ,
и на их основе в четвертом параграфе второй главы изучается раз-
решимость вариационной задачи Дирихле для вырождающихся эллипти-
ческих операторов высшего порядка в Rn \M .

Пусть M - неограниченное многообразие размерности m ∈ [1, n− 1]
в n-мерном евклидовом пространстве Rn , удовлетворяющее условию ко-
нуса. Положим Ω = Rn \ M и ρ(x) = dist{x,M} для всех x ∈ Ω .
Аналогично весовому пространству W r

2;α,β,γ(R
+
n ) определяется простран-

ство W r
2;α,β,γ(Ω) , в определении которого вместо xn используется функция

ρ(x) .
Пусть φα,β(x) = φ(ρ(x))ρ(x)−α + (1− φ(ρ(x)))ρ(x)β , где φ(t) такая же

функция, как в первом параграфе второй главы.
Рассмотрим полуторалинейную форму

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
Ω

φ2
α,β(x)akl(x)u

(k)(x)v(l)(x)dx, (0.0.11)

и связанную с ней вариационную задачу Дирихле.

Задача D. Для заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

и за-
данного элемента Ψ(x) ∈ W r

2;α,β,γ(Ω) требуется найти решение U(x)
уравнения

B[U, v] =< F, v >, ∀v ∈ C∞
0 (Ω),

принадлежащее пространству W r
2;α,β,γ(Ω) и удовлетворяющее условию

U(x)−Ψ(x) ∈
◦
W

r
2;α,β,γ(Ω).
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Предположим, что коэффициенты полуторалинейной формы (0.0.11)
удовлетворяют условиям:

I*) при |k| = |l| = r коэффициенты akl ограничены, удовлетворяют
условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x ∈ Ω , ξ ∈ Rn (c - положительная константа), и для любого
достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0 такое, что

|akl(x)− akl(ξ)| < ν

для любого ξ ∈ Ω и любого x ∈ {x ∈ Rn : |xi − ξi| < (ε/2)ρ(ξ), i = 1, n} ;
II*) коэффициенты akl(x) при |k| ≤ r , |l| ≤ r и |k| + |l| ≤ 2r − 1

принадлежат пространству Lpkl(Ω;φαkl,βkl
) , где

αkl =
n

pkl
− 2r + |k|+ |l|+ ε+ (α+ r − |k| − 1/2(n−m)− m

pkl
)+,

βkl = 2r − |k| − |l|+ ε− 1

pkl
(n−m) + (β − 1 + 1/2(n−m))+,

ε - достаточно малое положительное число и числа pkl такие же как в
теореме 0.1.

Теорема 0.9. Пусть выполнены условия I*), II*) и пусть веществен-
ные числа α, β, γ удовлетворяют условиям

−α+
n−m

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

n−m

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ.

Пусть также существует такое положительное число c0 , что

c0

∫
Ω

(φα,β(x)ρ
−r(x)|v(x)|)2dx ≤ ReB[v, v]

для всех v ∈ C∞
0 (Ω).

Тогда для любого заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

и любой
заданной функции Ψ(x) ∈ W r

2;α,β,γ(Ω) существует единственное решение
U(x) задачи D и при этом выполняется оценка

∥U ;W r
2;α,β,γ(Ω)∥ ≤M

{
∥F ;

( ◦
W

r
2;α,β,γ(Ω)

)′

∥+ ∥Ψ;W r
2;α,β,γ(Ω)∥

}
,

где числоM > 0 не зависит от F и Ψ.
Основные результаты диссертационной работы опубликованы в рабо-

тах [65] – [71].
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Глава 1

Однородная вариационная задача для
эллиптических уравнений с
нестепенным вырождением в
произвольной области

1.1 Функциональные пространства. Вспомогатель-
ные интегральные неравенства

Пусть Ω - произвольное открытое множество в n-мерном евклидовом
пространстве Rn и пусть Π(0) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| < 1/2, i =
1, n} -единичный куб с центром в начале координат. Для любой точки
ξ ∈ Rn и любого вектора t⃗ = (t1, . . . , tn) с положительными компонентами
определим параллелепипед Πt⃗(ξ) равенством

Πt⃗(ξ) = {x ∈ Rn : ((x1 − ξ1)/t1, . . . , (xn − ξn)/tn) ∈ Π(0)}.

Пусть gi(x) (i = 1, n) - определенные в Ω положительные функции.
Положим Πε,⃗g(ξ) = Πε,⃗g(ξ)(ξ) , где g⃗(ξ) = (g1(ξ), . . . , gn(ξ))

Далее, в этой главе, предполагается, что множество Ω и функции gi(x)
(i = 1, n) связаны условием: существует число ε > 0 такое, что для всех
ξ ∈ Ω параллелепипед Πε,⃗g(ξ) содержится в Ω . Это условие является ана-
логом условия погружения, рассмотренного в работе П.И.Лизоркина [38].
В работе [38] также рассмотрены примеры областей Ω и положительных
функций gi(x) (i = 1, n) , удовлетворяющих условию погружения.

Пусть σ(x) – определенная в Ω положительная функция. Предпо-
ложим, что для любого ε ∈ (0, ε0) существуют положительные числа
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λ(ε), ν(ε) такие, что

lim
ε→0+

λ(ε) = lim
ε→0+

ν(ε) = 1

и
1

ν(ε)
≤ σ(x)

σ(ξ)
≤ ν(ε),

1

λ(ε)
≤ g(x)

g(ξ)
≤ λ(ε), i = 1, n, (1.1.1)

для всех x ∈ Πε,⃗g(ξ) и всех ξ ∈ Ω .
Не трудно заметить, что Πε,⃗g(ξ) ⊂ Πε0 ,⃗g(ξ) для всех ε ∈ (0, ε0) и всех

ξ ∈ Ω .
Класс положительных функций σ(x), x ∈ Ω , удовлетворяющих усло-

вию (1.1.1) обозначим через Φε,⃗g(ξ)

Для любого натурального числа m и любого положительного числа ε
обозначим через Π

(m)
ε,⃗g (ξ) параллелепипед Πεm ,⃗g(ξ) при εm = m ·ε/(m+1) .

Заметим, что Π
(m)
ε,⃗g (ξ) ⊂ Πε0 ,⃗g(ξ) для любого натурального числа m .

Лемма 1.1.1. Пусть χ
(m)
ε,⃗g (x; ξ) - характеристическая функция па-

раллелепипеда Π
(m)
ε,⃗g (ξ). Тогда для любого натурального числа m и до-

статочно малого ε > 0 выполняется неравенство(
ε

2λ(ε)

)n

≤
(
1 +

1

m

)n

g−1
1 (x)g−1

2 (x) . . . g−1
n (x)

∫
χ
(m)
ε,⃗g (x; ξ)dξ ≤

(
λ(ε)ε

2

)n

,

(1.1.2)
где λ(ε) - такое же число как в условии (1.1.1).

Доказательство. Пусть x - произвольная фиксированная точка из Ω .
Вводим следующие обозначения

Tε,⃗g(x) =
{
ξ ∈ Rn : |ξi − xi| <

ε

2
gi(ξ), i = 1, n

}
,

Dε,⃗g(x) =
{
ξ ∈ Rn : |ξi − xi| <

ε

2
gi(x), i = 1, n

}
.

Пусть ξ ∈ Dελ(ε)−1 ,⃗g(x) . Тогда из условия (1.1.1) следует, что

|ξi − xi| <
ε

2λ(ε)
· gi(x) <

ε

2
gi(ξ), i = 1, n.

Следовательно, ξ ∈ Tε,⃗g(x) и поэтому

Dελ(ε)−1 ,⃗g(x) ⊂ Tε,⃗g(x) (1.1.3)

для всех x ∈ Ω .
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Пусть ξ ∈ Tε,⃗g(x) . Тогда

|ξi − xi| <
ε

2
· gi(ξ), i = 1, n.

Из условия (1.1.1) следует, что gi(ξ) < λ(ε)gi(x) . Поэтому

|ξi − xi| <
λ(ε)ε

2
· gi(ξ), i = 1, n.

Эти неравенства означают, что ξ ∈ Dελ(ε),⃗g(x) .
Таким образом, доказано включение

Tε,⃗g(x) ⊂ Dελ(ε),⃗g(x) (1.1.4)

для всех x ∈ Ω .
Так как ∫

χε,⃗g(x, ξ)dξ = |Tε,⃗g(x)| ,

где правая часть обозначает объем параллелепипеда Tε,⃗g(x) , то из (1.1.3),
(1.1.4) следует, что∣∣Dελ(ε)−1 ,⃗g(x)

∣∣ ≤ ∫
χε,⃗g(x, ξ)dξ ≤

∣∣Dελ(ε),⃗g(x)
∣∣ .

Вычисляя объем параллелепипедов Dελ(ε)−1 ,⃗g(x) , Dελ(ε),⃗g(x) , находим(
ε

2λ(ε)

)n

g1(x) · g2(x) . . . gn(x) ≤
∫
χε,⃗g(x, ξ)dξ ≤

≤
(
ελ(ε)

2

)n

g1(x) · g2(x) . . . gn(x).

Отсюда имеем(
ε

2λ(ε)

)n

≤ g−1
1 (x) · g−1

2 (x) . . . g−1
n (x)

∫
χε,⃗g(x, ξ)dξ ≤

(
λ(ε)ε

2

)n

. (1.1.5)

Заменяя в этом неравенстве ε через εm = εm/(m+ 1) получим (1.1.2).
Лемма 1.1.1 доказана.
Пусть 1 ≤ p < +∞ и r - натуральное число. Символом Ls

p,r(Ω;σ, g⃗) ,
где целое число s такое, что 0 ≤ s ≤ r , обозначим класс функций
u(x) , x ∈ Ω , имеющих обобщенные по Соболеву производные u(k)(x) ,
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k = (k1, k2 . . . , kn) - мультииндекс, |k| = k1 + k2 · · · + kn ≤ r , с конечной
полунормой

∥u;Ls
p,r(Ω;σ, g⃗)∥ =

∑
|k|=s

∫
Ω

(σ(x)gk1−r
1 (x)gk2−r

2 (x) . . . gkn−r
n (x)|u(k)(x)|)pdx


1/p

,

а символом W r
p (Ω;σ, g⃗) - пространство функций u ∈ Lr

p,r(Ω; σ, g⃗) с конеч-
ной нормой

∥u;W r
p (Ω;σ, g⃗)∥ =

{
∥u;Lr

p,r(Ω;σ, g⃗)∥p + ∥u;L0
p,r(Ω;σ, g⃗)∥p

}1/p
. (1.1.6)

Пространство W r
p (Ω;σ, g⃗) является банаховым с нормой (1.1.6), и, со-

гласно результатам работы С. А. Исхокова [24], в сделанных выше пред-
положениях при всех p ∈ [1,∞) и всех натуральных r множество C∞

0 (Ω)
плотно в этом пространстве.

Лемма 1.1.2. Пусть s - целое число и 0 ≤ s < r . Пусть p ≥ 1,
1 ≤ q1 ≤ q0 и числа q0 удовлетворяют условиям:

1

p
− r − s

n
<

1

q0
при n− (r − s)p > 0;

q0 − любое конечное число при n− (r − s)p ≤ 0.

Тогда для любого τ > 0 и всех v ∈ W r
p (Ω;σ, g⃗) справедливо неравен-

ство∥∥∥v;Ls
q0,r

(
Ω;σ(g1g2 . . . gn)

1
p−

1
q0 , g⃗

)∥∥∥ ≤ τ
∥∥v;W r

p (Ω;σ, g⃗)
∥∥+

+ c1τ
−µ

∥∥∥v;Lq1(Ω;σ(g1g2 . . . gn)
−r+ 1

p−
1
q1 , g⃗)

∥∥∥ (1.1.7)

где

µ =
q−1
1 − q−1

0 + sn−1

q−1
0 − p−1 + (r − s)n−1

(1.1.8)

Доказательство. В условиях этой леммы из интерполяционных нера-
венств для классических пространств Соболева (см. например [63], [59,
§4.7]) следует, что∥∥∥u(k);Lq0(Π(0))

∥∥∥ ≤ τ
∑
|l|=r

∥∥∥u(l);Lp(Π(0))
∥∥∥+

+ τ ∥u;Lp(Π(0))∥+ c1τ
−µ ∥u;Lq1(Π(0))∥ , (1.1.9)
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где k - любой мультииндекс длины s и число µ определяется равенством
(1.1.8).

Для удобства записи далее вместо u(η1, η2, . . . , ηn) коротко будем пи-
сать u(ηi) .

Пусть v - произвольная функция из пространства W r
p (Ω;σ, g⃗) , ξ - про-

извольная точка из множества Ω . Рассмотрим отображение z → x , осу-
ществляемое с помощью следующих равенств

xi =
zi − ξi
εgi(ξ)

, i = 1, n.

С помощью этого отображения параллелепипед

Πε,⃗g(ξ) =

{
z ∈ Rn : |zi − ξi| <

1

2
εgi(ξ)

}
отображается в единичный куб Π(0) .

Так как согласно сделанным выше предположениям относительно Ω и
функций gi(x) для всех ξ ∈ Ω и достаточно малых ε > 0 имеет место
включение Πε,⃗g(ξ) ⊂ Ω , то функция v̂ξ(x) = v(εxigi(ξ) + ξi) принадлежит
пространству W r

p (Π(0)) .
Так как

v̂
(k)
ξ (x) = v(k)(εxigi(ξ) + ξi) · ε|k| · gk11 (ξ)gk22 (ξ) . . . gknn (ξ),

v̂
(l)
ξ (x) = v(l)(εxigi(ξ) + ξi) · ε|l| · gl11 (ξ)g

l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ),

то неравенство (1.1.9) для функции u(x) = v̂ξ(x) примет вид

εs


∫

Π(0)

(∣∣∣v(k)(εxigi(ξ) + ξi)
∣∣∣ gk11 (ξ)gk22 (ξ) . . . gknn (ξ)

)q0
dx


1/q0

≤

≤ εrτ
∑
|l|=r


∫

Π(0)

(∣∣∣v(l)(εxigi(ξ) + ξi)
∣∣∣ gl11 (ξ)gl22 (ξ) . . . glnn (ξ))p

dx


1/p

+

+τ


∫

Π(0)

|v(εxigi(ξ) + ξi)|p dx


1/p

+c1τ
−mu


∫

Π(0)

|v(εxigi(ξ) + ξi)|q1 dx


1/q1

.
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В интегралах этого неравенства произведем замену переменных интегри-
рования равенствами

xi =
1

εgi(ξ)
(zi − ξi), i = 1, n,

где zi - новые переменные. В результате имеем

εs−n/q0


∫

Πε,g⃗(ξ)

(∣∣vk(z)∣∣ gk11 (ξ)gk22 (ξ) . . . gknn (ξ)
)q0

· g−1
1 (ξ)g−1

2 (ξ) . . . g−1
n (ξ)dz


1/q0

≤

≤ εr−n/pτ
∑
|l|=r


∫

Πε,g⃗(ξ)

(∣∣vl(z)∣∣ gl11 (ξ)gl22 (ξ) . . . glnn (ξ))p

· g−1
1 (ξ)g−1

2 (ξ) . . . g−1
n (ξ)dz


1/p

+

+ τε−n/p


∫

Πε,g⃗(ξ)

|v(z)|p g−1
1 (ξ)g−1

2 (ξ) . . . g−1
n (ξ)dz


1/p

+

+ c1τ
−µε−n/q1


∫

Πε,g⃗(ξ)

|v(z)|q1 g−1
1 (ξ)g−1

2 (ξ) . . . g−1
n (ξ)dz


1/q1

.

Обе части этого неравенства умножим на

σ(ξ) · (g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))−r+ 1
p−

1
q0 ,

результат возведем в степень q0 и проинтегрируем по ξ ∈ Ω (число const
τ вновь обозначим через τ ). В итоге получим неравенство

εs−n

∫
Ω

 ∫
Πε,g⃗(ξ)

(
σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))

−r+ 1
p−

1
q0 · gk11 (ξ)gk22 (ξ) . . . gknn (ξ)|v(z)|

)q0

g
k−1

1 (ξ)g
k−1

2 (ξ) . . . gk−1
n (ξ)dz

)
dξ ≤
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≤ εr−nq0/p0τ q0
∑
|l|=r

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0+

q0
p −1×

×(g−1
1 (ξ)g−1

2 (ξ) . . . g−1
n (ξ))q0/p(gl11 (ξ)g

l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ))

q0

 ∫
Πε,g⃗(ξ)

|v(l)(z)|pdz


q0/p

dξ+

+ τ q0ε−nq0/p

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0+

q0
p −1×

× (g−1
1 (ξ)g−1

2 (ξ) . . . g−1
n (ξ))q0/p

 ∫
Πε,g⃗(ξ)

|v(l)(z)|pdz


q0/p

dξ+

+c1τ
−µq0ε−nq0/q1

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0+

q0
p −1(g−1

1 (ξ)g−1
2 (ξ) . . . g−1

n (ξ))q0/q1×

×

 ∫
Πε,g⃗(ξ)

|v(z)|q0dz


q0/q1

dξ.

После некоторых элементарных преобразований отсюда следует, что

εs−n

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−2+

q0
p · (gk11 (ξ)gk22 (ξ) . . . gknn (ξ))q0×

×

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(k)(z)|q0dz

 dξ ≤

≤ τ q0εr−nq0/p
∑
|l|=r

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1(gl11 (ξ)g

l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ))

q0×
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×

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(l)(z)|pdz

q0/p

dξ+τ q0ε−nq0/p

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1×

×

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(z)|pdz

q0/p

dξ + c1τ
−µq0ε−nq0/q1

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1+

q0
p − q0

q1

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(z)|q1dz

q0/q1

dξ

(1.1.10)

Для оценки интегралов этого неравенства нам понадобится следующая
лемма из статьи С.А.Исхокова [24], которая является обобщением извест-
ной леммы Труази [64] на рассматриваемый случай.

Лемма 1.1.3. В сделанных выше предположениях относительно об-
ласти Ω и положительных функций σ(x), gi(x), x ∈ Ω, i = 1, n, спра-
ведливо соотношение эквивалентности∫
Ω

(σ(ξ)∥u;Lp(Πε,⃗g(ξ))∥)p dξ ≍
∫
Ω

(
σ(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))

1/p|u(x)|
)p

dx

где символ ≍ означает наличие двусторонней оценки с некоторыми по-
ложительными константами.

Применяя лемму 1.1.3 снизу оценим интеграл, стоящий в левой части
неравенства (1.1.10).

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0+

q0
p −2(gk11 (ξ)gk22 (ξ) . . . gknn (ξ))q0×

×

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(k)(z)|q0dz

 dξ ≫
∫
Ω

σq0(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−rq0+

q0
p −1×

× (gk11 (x)gk22 (x) . . . gknn (x))q0|v(k)(z)|q0dx =

=

∫
Ω

(σ(x)gk1−r
1 (x)gk2−r

2 (x) . . . gkn−r
n (x)(g1g2(x) . . . gn(x))

1
p−

1
q0 |v(k)(x)|)q0dx.

(1.1.11)
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Теперь используя следующее обобщенное неравенство Минковского

∫
X

∫
Y

|F (x, y)|pdy

q0/p

dx ≤


∫
Y

∫
X

|F (x, y)|q0dx

p/q0

dy


q0/p

,

(1.1.12)
оценим сверху интегралы правой части неравенства (1.1.10)

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(z)|pdz

q0/p

dξ =

=

∫
Ω

∫
Ω

(
χε,⃗g(z, ξ)σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))

−r−1/q0|v(z)|
)p

dz

q0/p

dξ ≤

≤


∫
Ω

∫
Ω

(
χε,⃗g(z, ξ)σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))

−r−1/q0|v(z)|
)q0

dξ

p/q0

dz


q0/p

.

Если z - фиксированная точка из Ω и χε,⃗g(z, ξ) = 0 , то ξ ∈ Πε,⃗g(z) и в
силу условия (1.1.1) выполняются неравенства

1

ν
σ(z) ≤ σ(ξ) ≤ νσ(z),

1

λ(ε)
gi(z) ≤ gi(ξ) ≤ λ(ε)gi(z), i = 1, n. (1.1.13)

Поэтому заменяя в последнем интеграле σ(ξ), gi(ξ) (i = 1, n) соответ-
ственно через σ(z), gi(z) (i = 1, n) , получим

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(z)|pdz

q0/p

dξ ≪

≪


∫
Ω

∫
Ω

(
χε,⃗g(z, ξ)σ(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))

−r−1/q0|v(z)|
)q0

dξ

p/q0

dz


q0/p

=

=


∫
Ω

|v(z)|pσp(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))−rp−p/q0

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)dξ

p/q0

dz


q0/p

.
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Далее применяя неравенство (1.1.2) леммы 1.1.1 получаем следующую
окончательную оценку

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(z)|pdz

q0/p

dξ ≪

≪ εn


∫
Ω

σp(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−rpdz


q0/p

. (1.1.14)

теперь переходим к оценке другого интеграла в правой части неравен-
ства (1.1.10). В начале применяя обобщенное неравенство Миньковского
(1.1.12) имеем∫

Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1(gl11 (ξ)g

l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ))

q0×

×

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(l)(z)|pdz

q0/p

dξ =

∫
Ω

∫
Ω

σp(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rp− p

q0

(gl11 (ξ)g
l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ))

pχε,⃗g(z, ξ)|v(l)(z)|pdz
)q0/p

dξ =

=

∫
Ω

∫
Ω

(
χε,⃗g(z, ξ)σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))

−r− 1
q0

gl11 (ξ)g
l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ)|v(l)(z)|

)p

dz
)q0/p

dξ ≤

≤


∫
Ω

∫
Ω

(
χε,⃗g(z, ξ)σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))

−r− 1
q0

gl11 (ξ)g
l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ)|v(l)(z)|

)q0
dξ
)p/q0

dz

}q0/p

=

=


∫
Ω

|v(l)(z)|p
∫

Ω

χε,⃗g(z, ξ)σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−r− 1

q0

(gl11 (ξ)g
l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ))

q0dξ
)p/q0

dz

}q0/p

.
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Согласно неравенствам (1.1.13) при χε,⃗g(z; ξ) ̸= 0 функции σ(ξ), gi(ξ) (i =
1, n) соответственно эквивалентны функциям σ(z), gi(z) (i = 1, n) . По-
этому заменяя σ(ξ), gi(ξ) (i = 1, n) на σ(z), gi(z) (i = 1, n) в последнем
интеграле, выносим их из под знака внутреннего интеграла. В результате
приходим к неравенству∫

Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1(gl11 (ξ)g

l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ))

q0×

×

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(l)(z)|pdz

q0/p

dξ ≪


∫
Ω

|v(l)(z)|pσp(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))−rp− p
q0

(gl11 (z)g
l2
2 (z) . . . g

ln
n (z))

p

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)dξ

p/q0

dz


q0/p

.

теперь применяя неравенство (1.1.2) из леммы 1.1.1 получаем следующую
окончательную оценку∫

Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0(gl11 (ξ)g

l2
2 (ξ) . . . g

ln
n (ξ))

q0×

×

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(l)(z)|pdz

q0/p

dξ ≪

≪ εn


∫
Ω

(
σ(z)gl1−r

1 (z)gl2−r
2 (z) . . . gln−r

n (z)|v(l)(z)|
)p

dz


q0/p

. (1.1.15)

Далее действуя аналогично, сверху оценим последний интеграл в правой
части неравенства (1.1.10). Обобщенное неравенство Минковского (1.1.12)
запишем в виде

∫
X

∫
Y

|F (x, y)|q1dy

q0/q1

dx ≤


∫
Y

∫
X

|F (x, y)|q0dx

q1/q0

dy


q0/q1

,

(1 ≤ q1 ≤ q0). (1.1.16)
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Применяя это неравенство, для последнего интеграла правой части нера-
венства (1.1.10) имеем

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1+

q0
p − q0

q1

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(z)|q1dz

q0/q1

dξ =

=

∫
Ω

∫
Ω

[
χε,⃗g(z, ξ)σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))

−r− 1
q1
+ 1

p−
1
q0 |v(z)|

]q1
dz

q0/q1

dξ ≤

≤


∫
Ω

∫
Ω

[
χε,⃗g(z, ξ)σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))

−r− 1
q1
+ 1

p−
1
q0 |v(z)|

]q0
dξ

q1/q0

dz


q0/q1

=

=


∫
Ω

|v(z)|q1
∫

Ω

χε,⃗g(z, ξ)σ(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−r− 1

q1
+ 1

p−
1
q0 dξ

q1/q0

dz


q0/q1

.

После применения неравенств (1.1.13) отсюда следует, что

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1+

q0
p − q0

q1

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(z)|q1dz

q0/q1

dξ ≪

≪


∫
Ω

|v(z)|q1(σ(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))−r− 1
q1
+ 1

p−
1
q0 )q1

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)dξ

q1/q0

dz


q0/q1

.

Далее применяя неравенство (1.1.2) из леммы 1.1.1, получим

∫
Ω

σq0(ξ)(g1(ξ)g2(ξ) . . . gn(ξ))
−rq0−1+

q0
p − q0

q1

∫
Ω

χε,⃗g(z, ξ)|v(z)|q1dz

q0/q1

dξ ≪

≪ εn


∫
Ω

(
σ(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))

−r− 1
q1
+ 1

p |v(z)|
)q1

dz


q0/q1

. (1.1.17)

В силу полученных неравенств (1.1.11), (1.1.14), (1.1.15) и (1.1.17) из
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(1.1.10) следует, что

εs−n

∫
Ω

(
σ(x)gk1−r

1 (x)gk2−r
2 (x) . . . gkn−r

n (x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
1
p−

1
q0 |v(k)(x)|

)q0
dx ≤

≤ τ q0εr−n
q0
p εn

∑
|l|=r


∫
Ω

(
σ(x)gl1−r

1 (x)gl2−r
2 (x) . . . gln−r

n (x)|v(l)(x)|
)p

dx


q0/p

+

+ τ q0ε−n
q0
p εn


∫
Ω

(
σ(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))

−r|v(x)|
)p
dx


q0/p

+

+c1τ
−µq0ε−n

q0
q1 εn


∫
Ω

(
σ(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))

−r− 1
q1
+ 1

p |v(x)|
)q1

dx


q0/q1

.

(1.1.18)

Заметим, что в этом неравенстве k - произвольный мультииндекс, длина
которого равна s . Поэтому произведя суммирование по мультииндексам
k : |k| = s из неравенства (1.1.18) получим∥∥∥v;Ls

q0,r

(
Ω;σ(g1g2 . . . gn)

1
p−

1
q0 , g⃗

)∥∥∥ ≤

≤ τ∥v;W r
p (Ω;σ, g⃗∥+ c1τ

−mu
∥∥∥v;Lq1,r

(
Ω;σ(g1g2 . . . gn)

−r+ 1
p−

1
q1 , g⃗

)∥∥∥ .
Это и есть требуемое неравенство.

Лемма 1.1.2 доказана.
Аналогично лемме 1.1.2 доказывается, что если число s такое, что 0 ≤

s ≤ r , и выполняются условия

1 ≤ p ≤ q0 < +∞, r − s− n

p
+
n

q0
> 0,

то для всех v ∈ W r
p (Ω;σ, g⃗) имеет место неравенство∥∥∥v;Ls

q0,r

(
Ω;σ(g1g2 . . . gn)

1
p−

1
q0 , g⃗

)∥∥∥ ≤M
∥∥v;W r

p (Ω;σ, g⃗)
∥∥ , (1.1.19)

где число M > 0 не зависит от функции v(x) .

Лемма 1.1.4. Пусть p0, q0 ≥ 1 и
1

p0
+

1

q0
≤ 1. Тогда справедливо

неравенство∫
Ω

|u(x)v(x)|λ0dx

1/λ0

≤

∫
Ω

|u(x)|p0dx

1/p0 ∫
Ω

|v(x)|q0dx

1/q0
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где число λ0 определяется из следующего равенства

1

λ0
=

1

p0
+

1

q0
.

Доказательство. Рассмотрим числа P =
p0
λ0

, Q =
q0
λ0

. Из условия
леммы следует, что

1

P
+

1

Q
= 1.

Поэтому, согласно неравенства Гельдера

∫
Ω

|U(x)V (x)|dx ≤

∫
Ω

|U(x)|Pdx

1/P ∫
Ω

|V (x)|Qdx

1/Q

=

=

∫
Ω

|U(x)|p0/λ0dx

λ)0/p0 ∫
Ω

|V (x)|q0/λ(ε)0dx

λ0/q0

.

Обе стороны полученного неравенства возведем в степень 1/λ0 .∫
Ω

|U(x)V (x)|dx

1/λ0

≤

∫
Ω

|U(x)|p0/λ0dx

1/p0 ∫
Ω

|V (x)|q0/λ0dx

1/q0

.

Отсюда с помощью подстановок

U(x) = |u(x)|λ0, V (x) = |v(x)|λ0

получаем требуемое неравенство. Лемма 1.1.4 доказана.
Лемма 1.1.5. Пусть положительные функции α(x), β(x) принадле-

жат классу Φε,⃗g(Ω), p ≥ 1, q ≥ 1 и r, t - натуральные числа. Для муль-
тииндексов k, l таких, что |k| < r , |l| ≤ t, определим числа ql, λkl, sk
посредством следующих соотношений

1

ql
=


1

q
− t−|l|

n , n > q(t− |l|)

ε0, 0 < ε0 ≤ 1/q, n ≤ q(t− |l|),
(1.1.20)

1

λkl
>

1

ql
+

1

p
− r − |k|

n
, при n− p(r − |k|) > 0, (1.1.21)

1

λkl
=

1

ql
+ ε1, где 0 < ε1 < 1/p, при n− p(r − |k|) ≤ 0, (1.1.22)
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1

sk
≥ 1

λkl
− 1

ql
. (1.1.23)

Пусть положительная функция σkl(x) принадлежит классу Φε,⃗g(Ω) и
удовлетворяет неравенству

σkl(x)α
−1(x)β−1(x) ≤

≤ cgk1+l1
1 (x)gk2+l2

2 (x) . . . gkn+ln
n (x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))

−t+ 1
q−r+ 1

p−
1

λkl (1.1.24)

для всех x ∈ Ω; положительное число c не зависит от x
Тогда для любого τ > 0 справедливо неравенство∥∥∥u(k)v(l);Lλkl

(Ω;σkl)
∥∥∥ ≤

∥∥v;W t
q(Ω; β, g⃗)

∥∥ ·
∥∥u;W r

p (Ω;α, g⃗)
∥∥+

+ c0τ
−µk

∥∥∥u;Lsk(Ω;α, (g1g2 . . . gn)
−r+ 1

p−
1
sk )

∥∥∥ , (1.1.25)

где

µk =
s−1
k − λ−1

kl + q−1
l + |k|n−1

λ−1
kl − q−1

l − p−1 + (r − |k|)n−1
(1.1.26)

и положительная постоянная c0 зависит только от n, p, r, |k|.
Доказательство. Пусть |k| < r, |l| ≤ t . Так как число ql , определен-

ное равенством (1.1.20), удовлетворяет условиям

1 ≤ q ≤ ql <∞, t− |l| − n

q
+
n

ql
> 0,

то применяя неравенство (1.1.19) имеем∥∥∥v(l);Lql

(
Ω; β(x)gl11 (x)g

l2
2 (x) . . . g

ln
n (x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))

−t+ 1
q−

1
ql

)∥∥∥ ≪

≪
∥∥v;W t

q(Ω; β, g⃗)
∥∥ . (1.1.27)

Далее заметим, что при q0 = pk, s = |k|, q1 = sk , где pk =
(
λ−1
kl − q−1

l

)−1

и числа ql, λkl, sk определены соотношениями (1.1.20)-(1.1.23), выполня-
ются условия леммы 1.1.2. Поэтому применяя лемму 1.1.2 в этом случае
получим∥∥∥u(k);Lpk

(
Ω;αgk11 g

k2
2 . . . gknn (g1g2 . . . gn)

−r+ 1
p−

1
pk

)∥∥∥ ≤ τ∥u;W r
p (Ω;α, g⃗)∥+

+ c0τ
−µk

∥∥∥u;Lsk(Ω;α(g1g2 . . . gn)
−r+ 1

p−
1
sk )

∥∥∥ , (1.1.28)

где

µk =
sk − p−1

k + |k|n−1

p−1
k − p−1 + (r − |k|)n−1

. (1.1.29)
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В силу равенства
1

λkl
=

1

pk
+

1

ql
(1.1.30)

и условия (1.24) с помощью неравенства Гельдера доказывается, что∥∥∥u(k)v(l);Lλkl
(Ω;σkl)

∥∥∥ ≤
∥∥∥v(l);Lql

(
Ω; βgl11 g

l2
2 . . . g

ln
n (g1g2 . . . gn)

−t+1
q−

1
ql

)∥∥∥×
×

∥∥∥u(k);Lqk

(
Ω;αgk11 g

k2
2 . . . gknn (g1g2 . . . gn)

−r+ 1
p−

1
pk

)∥∥∥ . (1.1.31)

Теперь легко можно заметить, что из (1.1.27), (1.1.28), (1.1.31) следует
неравенство (1.1.25). Равенство (1.1.26) следует из (1.1.29) в силу равен-
ства (1.1.30).

Лемма 1.1.5 доказана.

1.2 Неравенство Гординга для эллиптических опера-
торов с вырождением

Как известно из общей теории дифференциальных уравнений в част-
ных производных (см.,например,[15],[16]), неравенство Гординга [62] игра-
ет важную роль в исследовании разрешимости краевых задач для равно-
мерно эллиптических уравнений методами функционального анализа. В
случае эллиптических уравнений с вырождением существуют лишь рабо-
ты И.А.Киприянова [32], С.А.Исхокова [23], в которых доказаны неравен-
ства Гординга и с их помощью изучена разрешимость задачи Дирихле.
Эллиптические операторы, рассмотренные в работе [32], имеют специаль-
ный вид, а операторы, рассмотренные в работе [23], имеют одинаковое
вырождение по всем независимым переменным. В отличии от них, в этом
параграфе мы изучаем общие эллиптические операторы с разными харак-
терами вырождения по разным независимым переменным.

Рассмотрим дифференциальный оператор

(Au)(x) =
∑

|k|,|l|≤r

(−1)|l|
(
pk(x)pl(x)akl(x)u

(k)(x)
)(l)

, x ∈ Ω, (1.2.1)

где
pk(x) = σ(x)g−r+k1

1 (x)g−r+k2
2 (x) . . . g−r+kn

n (x) (1.2.2)

и akl(x) - комплексозначные функции. Область Ω и весовые функции
σ(x), gi(x), i = 1, n такие же как в §1.1.
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Изучение краевых задач для дифференциальных уравнений с опера-
тором (1.2.1) методами функционального анализа связано со следующей
полуторалинейной формой, порожденной этим оператором,

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx. (1.2.3)

Вариационная задача Дирихле, связанная с формой (1.2.3), ранее изу-
чалась в работах С.А.Исхокова [24, 25] в предположении, что коэффици-
енты akl(x) удовлетворяют следующему условию эллиптичности

Re
∑

|k|,|l|≤r

akl(x)ζkζl ≥ c
∑
|k|=r

|ζk|2 (1.2.4)

для всех x ∈ Ω и любого набора комплексных чисел ζ = {ζk}|k|≤r ⊂ C .
Число c > 0 не зависит от x, ξ .В этом параграфе, вместо условия (1.2.4),
мы предполагаем выполнение более слабого условия

Re
∑

|k|,|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r (1.2.5)

для всех x ∈ Ω, ξ ∈ Rn ; c - положительное число, не зависящее от x, ξ .
Теорема 1.2.1. Пусть коэффициенты akl(x) при |k| = |l| = r огра-

ничены, удовлетворяют условию эллиптичности (1.2.5) и для любого
достаточно малого числа ν > 0 существует число ε > 0 такое, что

|akl(y)− akl(z)| < ν (1.2.6)

для любого y ∈ Ω и любого

z ∈ Πε,⃗g(y) = {z ∈ Rn : |zi − yi| <
1

2
εgi(y), i = 1, n}.

Пусть также коэффициенты akl(x) при |k|, |l| ≤ r и |k| + |l| ≤ 2r − 1
принадлежат пространству Lpkl

(
Ω; (g1 · g2 . . . gn)−1/pkl

)
, где

pkl =

{
qkl при |k| ≤ r − 1, |l| ≤ r

qlk при |k| = r, |l| ≤ r − 1
, (1.2.7)

а числа qkl определяются соотношениями:
n

2r − |k| − |l|
< qkl ≤

n

r − |l|
, если n > 2(r − |k|), n > 2(r − |l|);

n

r − |k| − ε1n
< qkl, 0 < ε1 <

1

2
если n > 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|);

(1.2.8)
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qkl =


n

r − |l|+ ε2n
, 0 < ε2 <

1

2
если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|),

любое конечное число >1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|).
(1.2.9)

Тогда существуют такие постоянные c1 > 0 и c2 ≥ 0, что

ReB[u, u] ≥ c1∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥2 − c2∥u;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)∥2 (1.2.10)

для всех u ∈ W r
2 (Ω;σ, g⃗).

Доказательство. В начале рассмотрим случай, когда полуторалиней-
ная форма (1.2.3) не содержит младшие коэффициенты, то есть когда
akl(x) ≡ 0 (x ∈ Ω) для всех мультииндексов r, l таких, что |k|, |l| ≤ 2r и
|k|+ |l| ≤ 2r − 1 .

Фиксируя произвольную точку y ∈ Ω , рассмотрим полуторалинейную
форму

By[u, v] =
∑

|k|=|l|=r

∫
Rn

akl(y)u
(k)(x)v(l)(x)dx, u, v ∈ C∞

0 (Rn).

Применяя неравенство Гординга для сильно эллиптических операторов с
постоянными коэффициентами, имеем∑

|k|=r

∫
Rn

|u(k)(x)|2dx ≤

≤M

Re
∑

|k|=|l|=r

∫
Rn

akl(y)u
(k)(x)u(l)(x)dx+

∫
Rn

|u(x)|2dx

 (1.2.11)

для всех u ∈ C∞
0 (Rn) .

Вводим обозначение

Πm(0) =

{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| <

m

2(m+ 1)
, i = 1, n

}
,

где m - натуральное число.
Берем функцию φm(x) со следующими свойствами:
1) 0 ≤ φm(x) ≤ 1 для всех x ∈ Π(0) ;
2) φm(x) = 1 для всех x ∈ Πm(0) ;
3) существует число c > 0 такое, что |φ(k)

m (x)| ≤ c для всех x ∈ Π(0) и
всех мультииндексов k .
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Пусть u(x) - произвольная функция класса C∞(Π(0)) . Продолжая
функцию vm(x) = u(x)φm(x) вне множества Π(0) нулем, получаем функ-
цию vm ∈ C∞

0 (Rn) . Так как vm(x) = u(x) для всех x ∈ Πm(0) , то из
неравенства (1.2.11) для функции vm(x) следует, что

∑
|k|=r

∫
Πm(0)

|u(k)(x)|2dx ≤M0

ReBy[vm, vm] +

∫
Π(0)

|u(x)|2dx

 . (1.2.12)

Форму By[vm, vm] представим в виде

By[vm, vm] = B(1)
y [vm, vm] +B(2)

y [vm, vm], (1.2.13)

где

B(1)
y [vm, vm] =

∑
|k|=|l|=r

∫
Π(0)

akl(y)φ
2
m(x)u

(k)(x)u(l)(x)dx,

B(2)
y [vm, vm] = By[vm, vm]−B(1)

y [vm, vm].

Так как во всех интегралах, составляющих полуторалинейную форму
B

(2)
y [vm, vm] , порядок хотя бы одной из производных u(k)(x), u(l)(x) не

превосходит r − 1 , то применяя соответствующие теоремы вложения для
пространств Соболева без веса, а также неравенство Юнга с малым пара-
метром, получаем: для любого достаточно малого числа τ > 0 существует
конечное число M(τ) > 0 такое, что

|B(2)
y [vm, vm]| ≤ τ

∑
|k|=r

∫
Π(0)

|u(k)(x)|2dx+M(τ)

∫
Π(0)

|u(x)|2dx. (1.2.14)

Учитывая свойство 2) функций φm(x) , представим форму B
(1)
y [vm, vm] в

виде
B(1)

y [vm, vm] = B(11)
y,m [u, u] +B(12)

y,m [u, u], (1.2.15)

где

B(11)
y,m [u, u] =

∑
|k|=|l|=r

∫
Πm(0)

akl(y)u
(k)(x)u(l)(x)dx,

B(12)
y,m [u, u] =

∑
|k|=|l|=r

∫
Πm(0)

akl(y)φ
2
m(x)u

(k)(x)u(l)(x)dx,

Π(m)(0) = Π(0) \ Πm(0) =

{
x ∈ Rn :

m

2(m+ 1)
< |xi| <

1

2
, i = 1, n

}
.
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Согласно условию теоремы 1.2.1, коэффициенты akl ограничены при |k| =
|l| = r . Поэтому, применяя неравенство Коши-Буняковского и принимая
во внимание то, что |Π(m)(0)| → 0 при m→ ∞ , получаем

|B(12)
y,m [u, u]| ≤ µm∥u;Lr

2(Π(0))∥2, (1.2.16)

где

∥u;Lr
2(Π(0))∥ =


∑
|k|=r

∫
Π(0)

∣∣∣u(k)(x)∣∣∣2 dx


1/2

и положительные числа µm стремятся к нулю при m→ ∞ .
Из представлений (1.2.13), (1.2.15), в силу неравенства (1.2.12), имеем

∥u;Lr
2 (Πm(0))∥2 −M0|B(2)

y [vm, vm]| −M0|B(12)
y,m [u, u]| ≤ M0ReB

(11)
y,m [u, u].

Далее, подбирая натуральное число m достаточно большим и применяя

неравенство (1.2.14) при τ =
1

m
, а также неравенство (1.2.16), приходим

к неравенству

∥u;Lr
2 (Πm(0))∥2−
− cm ∥u;Lr

2 (Π(0))∥
2 − Cm ∥u;L2 (Π(0))∥2 ≤M0ReB

(11)
y,m [u, u] (1.2.17)

для всех u ∈ C∞(Π(0)) , где cm,Cm - положительные числа, не зависящие
от u(x) и cm → 0 при m→ ∞ .

Пусть v - произвольная функция из класса C∞
0 (Ω) и y - произволь-

ная фиксированная точка области Ω . Отображение z → x , определенное
равенствами

xi = (zi − yi)/εgi(y), i = 1, n,

отображает параллелепипед

Πε,⃗g(y) =

{
z ∈ Rn : |zi − yi| <

1

2
εgi(y)

}
в еденичный куб Π(0) , а параллелепипед Πε,⃗g(y) - в Πm(0) . При доста-
точно малых ε > 0 параллелепипед Πε,⃗g(y) содержится в области Ω и
поэтому функция v̂y(x) = v(xiεgi(y)+ yi) определена для всех x ∈ Π(0) и
принадлежит классу C∞(Π(0)) .

Неравенство (1.2.17) для функции u(x) = v̂y(x) с учетом равенства

Dk
xvy(x) = v(k)(xiεgi(y) + yi)ε

|k|gk11 (y)gk22 (y) . . . gknn (y) =

= v̂(k)y (x)ε|k|gk11 (y)gk22 (y) . . . gknn (y)
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примет вид

∑
|k|=r


∫

Πm(0)

|v̂(k)y (x)|2dx− cm

∫
Π(0)

|v̂(k)y (x)|2dx

 ε2rg2k11 (y)g2k22 (y) . . . g2knn (y)−

− Cm

∫
Π(0)

|v̂y(x)|2dx ≤M0Re
∑

|k|=|l|=r

ε2rgk1+l1
1 (y)gk2+l2

2 (y) . . . gkn+ln
n (y)×

×
∫

Πm(0)

akl(y)v̂
(k)
y (x)v

(l)
y (x)dx.

В интегралах этого неравенства переходим к новым переменным интегри-
рования

zi = xiεgi(y) + yi.

Тогда
dz = εng1(y)g2(y) · · · gn(y)dx,

v(k)y (x) = v(k)(xiεgi(y) + yi) = v(k)(z),

и интеграл по кубу Π(0) переходит к интегралу по параллелепипеду
Πε,⃗g(y) , а интеграл по Πm(0) - к интегралу по Π

(m)
ε,⃗g (y) .

В итоге мы переходим к неравенству

∑
|k|=r


∫

Π
(m)
ε,g⃗ (y)

|v(k)(z)|2dz − cm

∫
Πε,g⃗(y)

|v(k)(z)|2dz

 ε2r−ng2k1−1
1 (y)×

× g2k2−1
2 (y) . . . g2kn−1

n (y)− Cm

∫
Πε,g⃗(y)

|v(z)|2dzε−ng−1
1 (y)g−1

2 (y) . . . g−1
n (y) ≤

≤M0 Re

ε2r−n
∑

|k|=|l|=r

gk1+l1−1
1 (y)gk2+l2−1

2 (y) . . . gk2+l2−1
2 (y)

∫
Π

(m)
ε,g⃗ (y)

akl(y)v
(k)(z)v(l)(z)

 .
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Обе части этого неравенства умножим на

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r

и результат проинтегрируем по y ∈ Ω . В итоге имеем

∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2rε2r−n×

× g2k1−1
1 (y)g2k2−1

2 (y) . . . g2kn−1
n (y)

 ∫
Π

(m)
ε,g⃗ (y)

|v(k)(z)|2dz

 dy−

− cm
∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2rε2r−n×

× g2k1−1
1 (y)g2k2−1

2 (y) . . . g2kn−1
n (y)

 ∫
Πε,g⃗(y)

|v(k)(z)|2dz

 dy−

− Cm

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r−1ε−n

 ∫
Πε,g⃗(y)

|v(k)(z)|2dz

 dy ≤

≤M0ε
2r−n ReBε,m[v, v], (1.2.18)

где

Bε,m[v, v] =
∑

|k|=|l|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r−1×

× gk1+l1
1 (y)gk2+l2

2 (y) . . . gkn+ln
n (y)

 ∫
Π

(m)
ε,g⃗ (y)

akl(y)v
(k)(z)v(l)(z)dz

 dy (1.2.19)

Далее, применяя лемму 1.1.1 и неравенства (1.1.13), оценим интегралы
в левой части неравенства (1.2.18). Для первого интеграла с помощью
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неравенств (1.1.13) имеем

ε2r−n
∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r−1×

× g2k11 (y)g2k22 (y) . . . g2knn (y)

 ∫
Π

(m)
ε,g⃗ (y)

|v(k)(z)|2dz

 dy =

= ε2r−n
∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r−1×

× g2k11 (y)g2k22 (y) . . . g2knn (y)

∫
ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)|v

(k)(z)|2dz

 dy ≥

≥ ε2r−nν−2(εm)λ
−n(εm)

∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(z)(g1(y)g2(z) . . . gn(z))
−2r−1×

× g2k11 (z)g2k22 (z) . . . g2knn (z)

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy

 |v(k)(z)|2dz,

где

εm =
m

m+ 1
· ε.

Далее, применяя лемму 1.1.1, получим

ε2r−n
∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r−1×

× g2k11 (y)g2k22 (y) . . . g2knn (y)

 ∫
Π

(m)
ε,g⃗ (y)

|v(k)(z)|2dz

 dy ≥
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≥ ε2r−nν−2(εm)λ
−n(εm)

(
ε

2λ(εm)

)n(
1 +

1

m

)−n

×

×
∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(z)(g1(y)g2(z) . . . gn(z))
−2r×

× g2k11 (z)g2k22 (z) . . . g2knn (z)|v(k)(z)|2dz =

= ε2rν−2(εm)λ
−2n(εm)2

−n

(
1 +

1

m

)−n ∥∥v;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 . (1.2.20)

Теперь оценим второй интеграл в левой части неравенства (1.2.18).
Применяя неравенства (1.1.13), имеем

∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2rε2r−ng2k1−1

1 (y)g2k2−1
2 (y) . . . g2kn−1

n (y)×

×

 ∫
Πε,g⃗(y)

|v(k)(z)|2dz

 dy =

= ε2r−n
∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2rg2k1−1

1 (y)g2k2−1
2 (y) . . . g2kn−1

n (y)×

×

∫
Ω

χε,⃗g(z; y)|v(k)(z)|2dz

 dy ≤

≤ ε2r−nν2(ε)λ−n(ε)
∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(z)g2k1−2r−1
1 (z)g2k2−2r−1

2 (z) . . . g2kn−2r−1
n (z)|v(k)(z)|2×

×

∫
Ω

χε,⃗g(z; y)dy

 dz.

Далее, применяя лемму 1.1.1, получаем следующую окончательную оцен-
ку

∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2rε2r−ng2k1−1

1 (y)g2k2−1
2 (y) . . . g2kn−1

n (y)×
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×

 ∫
Πε,g⃗(y)

|v(k)(z)|2dz

 dy ≤ ε2r−nν2(ε)λ−n(ε)
(ε
2
λ(ε)

)n

×

×
∑
|k|=r

∫
Ω

σ2(z)g2k1−2r
1 (z)g2k2−2r

2 (z) . . . g2kn−2r
n (z)|v(k)(z)|2dz =

= ε2rν2(ε)2−n
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 . (1.2.21)

Переходим к оценке третьего интеграла в левой части неравенства (1.2.18).
Применяя неравенства (1.1.13), имеем

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r−1ε−n

 ∫
Πε,g⃗(y)

|v(z)|2dz

 dy =

= ε−n

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r−1

∫
Ω

χε,⃗g(z; y)|v(z)|2dz

 dy ≤

≤ ε−nν2(ε)λ−2rn−n(ε)×

×
∫
Ω

σ2(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−2r−1|v(z)|2

∫
Ω

χε,⃗g(z; y)dy

 dz.

Теперь, для оценки внутреннего интеграла применяем лемму 1.1.1 и при-
ходим к следующему неравенству

∫
Ω

σ2(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))
−2r−1ε−n

 ∫
Πε,g⃗(y)

|v(z)|2dz

 dy ≤

≤ ε−nν2(ε)λ−2rn−n(ε)
(ε
2
λ(ε)

)n
∫
Ω

σ2(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−2r|v(z)|2dz =

= ν2(ε)λ−2rn(ε)2−n
∥∥v;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 . (1.2.22)

Применяя полученные оценки (1.2.20) - (1.2.22) интегралов левой части
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неравенства (1.2.18), из этого неравенства получаем

ε2rν−2(εm)λ
−2n(εm)2

−n

(
1 +

1

m

)−r ∥∥v;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2−
−cmε2rν2(εm)2−n

∥∥v;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2−Cmν
2(ε)λ−2rn(ε)2−n

∥∥v;L0
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 ≤
≤M0ε

2r−nReBε,m[v, v].

Это неравенство можно записать в виде

(1− c̃m(ε))
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 − C̃m(ε)ε

−2r
∥∥v;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 ≤

≤ ε−nMm(ε)ReBε,m[v, v], (1.2.23)

где полуторалинейная форма Bε,m[v, v] определена равенством (1.2.19) и

c̃m = cmν
4(εm)λ

2n(εm)

(
1 +

1

m

)n

, εm =
m

m+ 1
ε,

C̃m(ε) = Cmν
4(ε)λ−2rn(ε)λ2n(εm)

(
1 +

1

m

)n

,

Mm(ε) =M0ν
2(εm)λ

2n(εm)2
n

(
1 +

1

m

)n

.

(1.2.24)

Заметим, что числа cm, λ(ε), ν(ε) имеют следующие свойства

lim
m→∞

cm = 0, lim
ε→0+

λ(ε) = 1, lim
ε→0+

ν(ε) = 1 (1.2.25)

Вводим новую полуторалинейную форму

B(1)
ε,m[u, v] =

∑
|k|=|l|=r

∫
Ω

∫
Ω

χ(m)
ε (z; y)akl(y)dy

×

× (g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1pk(z)pl(z)u

(k)(z)v(l)(z)dz, (1.2.26)

где

pk(z) = σ(z)g−r+k1
1 (z)g−r+k2

2 (z) . . . g−r+kn
n (z).
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В силу ограниченности коэффициентов akl(x) при |k| = |l| = r имеем∣∣∣B(1)
ε,m[v, v]−Bε,m[v, v]

∣∣∣ ≤
≤

∑
|k|=|l|=r

∫
Ω

∫
Ω

χ(m)
ε (z; y)|akl(y)|

(
pk(y)pl(y)(g1(y)g2(y) . . . gn(y))

−1−

−pk(z)pl(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))−1
)
|v(k)(z)||vl(z)|dz

)
dy ≤

≤M
∑

|k|=|l|=r

∫
Ω

∫
Ω

χ(m)
ε (z; y)

∣∣∣∣1− pk(y)pl(y)

pk(z)pl(z)
· g1(z)g2(z) . . . gn(z)
g1(y)g2(y) . . . gn(y)

∣∣∣∣×
× pk(z)pl(z)(g1(z)g2(z) . . . gn(z))

−1|v(k)(z)||vl(z)|dz
)
dy. (1.2.27)

Согласно неравенствам (1.1.1), при достаточно малых ε > 0 для всех
z ∈ Π

(m)
ε,⃗g (y) (т.е. когда χ(m)

ε (z, y) ̸= 0), имеют место неравенства

σ(y)ν−1(εm) ≤ σ(z) ≤ ν(εm)σ(y),
gi(y)λ

−1(εm) ≤ gi(z) ≤ λ(εm)gi(y), i = 1, n,

где εm = mε/(m + 1) и положительные числа ν(ε), λ(ε) такие, что
ν(ε) → 1, λ(ε) → 1 при ε → 0+ . Поэтому для достаточно малых ε > 0
существует положительное число µ1(ε) такое, что∣∣∣∣1− pk(y)pl(y)

pk(z)pl(z)
· g1(z)g2(z) . . . gn(z)
g1(y)g2(y) . . . gn(y)

∣∣∣∣ ≤ µ1(ε) (1.2.28)

для всех y, z ∈ Ω , удовлетворяющих условию χ
(m)
ε (z, y) ̸= 0 и µ1(ε) → 0

при ε→ 0

Учитывая это обстоятельство и применяя лемму 1.1.1, а также нера-
венство Коши-Буняковского из (1.2.27), получим∣∣∣B(1)

ε,m[v, v]−Bε,m[v, v]
∣∣∣ ≤ εnµ1(ε)

∥∥v;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 (1.2.29)

для всех v ∈ C∞
0 (Ω) .

Согласно нашим условиям, для любого достаточно малого ν > 0 суще-
ствует число ε > 0 такое, что

|akl(y)− akl(z)| < ν (|k| = |l| = r) (1.2.30)

для любого y ∈ Ω и любого z ∈ Πε,⃗g(y) .
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Рассмотрим новую полуторалинейную форму

B(2)
ε,m[u, v] =

∑
|k|=|l|=r

∫
Ω

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy

 akl(z)pk(z)pl(z)×

× (g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1u(k)(z)v(l)(z)dz, (u, v ∈ C∞

0 (Ω)).

В силу условия (1.2.30), леммы 1.2.1, действуя стандартным образом, с
помощью неравенства Коши-Буняковского, доказывается, что для любого
достаточно малого положительного ν существует число εν > 0 такое, что∣∣∣B(1)

ε,m[v, v]−B(2)
ε,m[v, v]

∣∣∣ ≤ εnν
∥∥v;Lr

2,r(Ω; σ, g⃗)
∥∥2 (1.2.31)

для всех v ∈ C∞
0 (Ω) и любого ε ∈ (0, εν) .

Лемма 1.2.1. Для любой вещественнозначной функции Φ(z) ∈ L1(Ω)
при достаточно малых ε > 0 справедливо неравенство

cn,m

∫
Ω

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy

 (g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1Φ(z)dz ≤

≤ λn(εm)ε
n

∫
Ω

Φ(z)dz + εn
[
λn(εm)− λ−n(εm)

] ∫
Ω

Φ−(z)dz, (1.2.32)

где

Φ−(z) = (|Φ(z)| − Φ(z))/2, cn,m = 2n
(
1 +

1

m

)n

.

Доказательство. Определим также функцию

Φ+(z) = (|Φ(z)|+ Φ(z))/2.

Заметим, что Φ(z) = Φ+(z) − Φ−(z) и функции Φ+(z),Φ−(z) неотрица-
тельны.

В силу леммы 1.1.1 имеем

εn2−nλ−n(εm)

(
1 +

1

m

)−n

≤

≤ (g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy, (1.2.33)
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(g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy ≤

≤ εn
(
1 +

1

m

)−n

2−nλn(εm). (1.2.34)

Так как Φ−(z) - неотрицательная функция, то умножая обе части нера-
венства (1.2.33) на Φ−(z) и интегрируя полученное неравенство по z ∈ Ω ,
получаем

εn2−nλ−n(εm)

(
1 +

1

m

)−n ∫
Ω

Φ−(z)dz ≤

≤
∫
Ω

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy

 (g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1Φ−(z)dz. (1.2.35)

Функция Φ+(z) также неотрицательна. Обе части неравенства (1.2.34)
умножим на Φ+(z) и затем интегрируем полученный результат по z ∈ Ω .
В итоге, приходим к неравенству

∫
Ω

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy

 (g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1Φ+(z)dz ≤

≤ εn
(
1 +

1

m

)−n

2−nλn(εm)

∫
Ω

Φ+(z)dz. (1.2.36)

Неравенство (1.2.35) умножим на (−1) и результат складываем с (1.2.36).
С учетом равенства Φ+(z) − Φ−(z) = Φ(z) , приходим к следующему ре-
зультату

∫
Ω

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy

 (g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1Φ(z)dz ≤

≤ εn
(
1 +

1

m

)−n

2−nλn(εm)

∫
Ω

Φ+(z)dz−

− εn2−nλ−n(εm)

(
1 +

1

m

)−n ∫
Ω

Φ−(z)dz.
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Из правой части этого равенства, используя равенство Φ+(z) = Φ(z) +
Φ−(z) , исключаем функцию Φ+(z) . В результате получаем

∫
Ω

∫
Ω

χ
(m)
ε,⃗g (z; y)dy

 (g1(z)g2(z) . . . gn(z))
−1Φ(z)dz ≤

≤ εn
(
1 +

1

m

)−n

2−nλn(εm)

∫
Ω

Φ(z)dz+

+ εn
(
1 +

1

m

)−n

2−n[λn(εm)− λ−n(εm)

∫
Ω

Φ−(z)dz.

Отсюда следует неравенство (1.2.32).
Лемма 1.2.1 доказана.
Применяя неравенство (1.2.32) при

Φ(z) = Re
∑

|k|=|l|=r

akl(z)pk(z)pl(z)v
(k)v(l)(z),

имеем

cn,mReB(2)
ε,m[v, v] ≤ λn(εm)ε

nReB[v, v]+

+ εn[λn(εm)− λ−n(εm)]

∫
Ω

Φ−(z)dz. (1.2.37)

В силу ограниченности коэффициентов akl(z) при |k| = |l| = r имеем∫
Ω

Φ−(z)dz ≤
∫
Ω

Φ(z)dz ≤
∑

|k|=|l|=r

∫
Ω

|akl(z)|pk(z)pl(z)|v(k)(z)||v(l)(z)|dz ≤

≤M
∑

|k|=|l|=r

∫
Ω

pk(z)pl(z)|v(k)(z)||v(l)(z)|dz ≤

≤M

∑
|k|=r

∫
Ω

(pk(z)|v(k)(z)|)2dz


1/2∑

|l|=r

∫
Ω

(pl(z)|v(l)(z)|)2dz


1/2

≤

≤M∥v;Lr
2,r(Ω; σ, g⃗)∥2.

Отсюда и из (1.2.37) следует, что

ReB(2)
ε,m[v, v] ≤ εnM

{
ReB[v, v] + µ2(ε)∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)∥2
}
, (1.2.38)
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где M - положительное число не зависящее от ε > 0 и v(x) , и

µ2(ε) = λn(εm)− λ−n(εm), εm =
m

m+ 1
· ε. (1.2.39)

Используя неравенство (1.2.23), имеем

(1− c̃m(ε))
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 − C̃m(ε)ε

−2r
∥∥v;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 ≤

≤ ε−nMm(ε)ReBε,m[v, v] = ε−nMm(ε)[Re (Bε,m[v, v]−B(1)
ε,m[v, v])+

+ Re (B(1)
ε,m[v, v]−B(2)

ε,m[v, v]) + ReB(2)
ε,m[v, v]] ≤

≤ ε−nMm(ε)ReB(2)
ε,m[v, v] + ε−nMm(ε)|Bε,m[v, v]−B(1)

ε,m[v, v]|+
+ ε−nMm(ε)|B(1)

ε,m[v, v]−B(2)
ε,m[v, v]|.

Отсюда, в силу неравенств (1.2.29), (1.2.31), следует, что

(1− c̃m(ε))
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 − C̃m(ε)ε

−2r
∥∥v;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 ≤

≤ ε−nMm(ε)ReB(2)
ε,m[v, v] + µ1(ε)Mm(ε)

∥∥v;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2+
+Mm(ε)ν

∥∥v;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 .
Далее, применяя неравенство (1.2.38), имеем

(1− c̃m(ε))
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 − C̃m(ε)ε

−2r
∥∥v;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 ≤

≤Mm(ε)M
{

ReB[v, v] + µ2(ε)
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2}+

+ µ1(ε)Mm(ε)
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 +Mm(ε)ν

∥∥v;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 .
Отсюда следует, что

[1− c̃m(ε)− µ2(ε)Mm(ε)M − µ1(ε)Mm(ε)−Mm(ε)ν]
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2−

− C̃m(ε)ε
−2r

∥∥v;L0
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 ≤Mm(ε)MReB[v, v], (1.2.40)

где числа c̃m(ε), C̃m(ε), Mm(ε) такие же как в (1.2.24), µ1(ε) - такое же
как в (1.2.28), а число µ2(ε) определено равенством (1.2.39).

Заметим, что числа c̃m(ε), µ1(ε), µ2(ε) обладают следующими свой-
ствами (см. (1.2.24), (1.2.25), (1.2.28), (1.2.39))

lim
m∈∞

c̃m(ε) = 0, lim
ε→0+

µ1(ε) = 0, lim
ε→0+

µ2(ε) = 0.

Поэтому, подбирая число m достаточно большим, а числа ε, ν - достаточ-
но малыми, из (1.2.40) получаем неравенство

ReB[v, v] ≥ c3
∥∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 − c4

∥∥v;L0
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 (1.2.41)
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для всех v ∈ C∞
0 (Ω) ; c3, c4 - положительные постоянные, не зависящие от

v(x) .
Таким образом, неравенство Гординга для вырождающегося эллипти-

ческого оператора, ассоциированного с полуторалинейной формой B[u, v] ,
определенной равенством (1.2.3) в случае akl ≡ 0 при |k| + |l| ≤ 2r − 1 ,
доказано.

Теперь перейдем к доказательству неравенства Гординга (1.2.10) в об-
щем случае. Положим,

B0[u, v] =
∑

|k|=|l|=r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx,

B1[u, v] = B[u, v]−B0[u, v] =

=
∑

|k|,|l|≤r,
|k|+|l|≤2r−1

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx, u, v ∈ C∞

0 (Ω).

(1.2.42)

Согласно вышедоказанному результату, для полуторалинейной формы
B0[u, v] имеет место неравенство вида (1.2.41), то есть существуют числа
c5 > 0, c6 ≥ 0 такие, что

ReB0[u, u] ≥ c5
∥∥u;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 − c6

∥∥u;L0
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 (1.2.43)

для всех u ∈ C∞
0 (Ω) .

Полуторалинейную форму B1[u, v] представим в виде

B1[u, v] = B11[u, v] +B12[u, v], (1.2.44)

где

B11[u, v] =
∑

|k|<r,|l|≤r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx,

B12[u, v] =
∑

|k|=r,|l|<r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx.

(1.2.45)

Для удобства чтения сформулируем утверждение леммы 1.1.5 в случае
α(x) = β(x) = σ(x) , p = q = 2 , sk = 2 , t = r .

Лемма 1.2.2. Пусть σ(x) ∈ Φε,⃗g(Ω), r - натуральное число. Для
мультииндексов k, l таких, что |k| < r , |l| ≤ r определим числа λkl , ql
посредством следующих соотношений:

1

ql
=


1

2
− r − |l|

n
, если n > 2(r − |l|)

ε1, 0 < ε1 <
1

2
, если n ≤ 2(r − |l|),

(1.2.46)
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1

λkl
>

1

ql
+

1

2
− r − |k|

n
при n− 2(r − |k|) > 0, (1.2.47)

1

λkl
=

1

ql
+ ε2, 0 < ε2 <

1

2
при n− 2(r − |k|) ≤ 0, (1.2.48)

1

2
≥ 1

λkl
− 1

ql
. (1.2.49)

Определим положительную функцию

σkl(x) = σ2(x)gk1+l1−2r
1 (x)gk2+l2−2r

2 (x) . . . gkn+ln−2r
n (x)×

× (g1(x)g2(x) . . . gn(x))
1−1/λkl. (1.2.50)

Тогда для всех функций u, v ∈ C∞
0 (Ω) и любого τ > 0 справедливо нера-

венство∥∥∥u(k)v(l);Lλkl
(Ω;σkl)

∥∥∥ ≤ ∥v;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥×

×
{
τ∥u;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥+ c0τ
−muk∥u;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)∥
}
, (1.2.51)

где

µk =
2−1 − λ−1

kl + q−1
l + |k|n−1

λ−1
kl − q−1

l − 2−1 + (r − |k|)n−1
. (1.2.52)

Определим числа qkl равенством

1

λkl
+

1

qkl
= 1, то есть

1

qkl
= 1− 1

λkl
. (1.2.53)

Тогда из условий (1.2.46) - (1.2.49) следует, что qkl удовлетворяет сле-
дующим соотношениям:

1

qkl
<

1

2
− 1

ql
+
r − |k|
n

при n− 2(r − |k|) > 0, (1.2.54)

1

qkl
= 1− 1

ql
− ε2, 0 < ε2 <

1

2
при n− 2(r − |k|) ≤ 0, (1.2.55)

1

2
≤ 1

qkl
+

1

ql
. (1.2.56)
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Из условий (1.2.46), (1.2.54) следует, что

1

qkl
=


r − |l|
n

+
r − |k|
n

, если n− 2(r − |k|) > 0, n− 2(r − |l|) > 0

1

2
− ε1 +

r − |k|
n

, если n− 2(r − |k|) > 0, n− 2(r − |l|) ≤ 0.

Следовательно

qkl =


n

2r − |k| − |l|
, если n > 2(r − |l|), n > 2(r − |k|)

2n

n− 2nε0 + 2(r − |k|)
, если n > 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|).

Вводим обозначение ε2 = 1 − 2ε1 . Так как 0 < ε1 < 1/2 , то 0 < ε2 < 1 .

Поэтому qkl >
2n

2(r − |k|) + ε2n
, 0 < ε2 < 1 , при n > 2(r − |k|) , n ≤

2(r − |l|) .
Из условий (1.2.46), (1.2.55) следует, что

1

qkl
=


1

2
+
r − |l|
n

− ε2, если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|)

1− ε2 − ε1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|).

Отсюда следует, что

qkl =


2n

ε2n+ 2(r − |l|)
, 0 < ε2 < 1 если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|)

любое конечное число > 1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|).

Относительно условия (1.2.56) заметим, что оно следует из (1.2.55) при
n− 2(r − |k|) ≤ 0 . Если же n− 2(r − |k|) > 0 , то условие (1.2.56) примет
вид

1

qkl
≥


r − |l|
n

, при n > 2(r − |l|),

ε3, 0 < ε3 < 1/2, при n ≤ 2(r − ||).

Следовательно, qkl ≤
n

r − |l|
, если n > 2(r − |l|) , а qkl меньше 1/ε3 , где

0 < ε3 < 1/2 . Так как (см. (1.2.2),(1.2.53))

pk(x)pl(x) = σ2(x)gk1+l1−2r
1 (x)gk2+l2−2r

2 (x) . . . gkn+ln−2r
n (x), 1− 1

λkl
=

1

qkl
,

то равенство (1.2.50) можно записать в виде

σkl(x) = pk(x)pl(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
1/qkl.
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Ввиду этого равенства, используя неравенство Гельдера с показателями
qkl , λkl , в силу условия∥∥∥akl;Lqkl(Ω; (g1g2 . . . gn)

−1/qkl)
∥∥∥ < +∞, |k|+ |l| ≤ 2r − 1,

имеем

|B11[u, v] ≤
∑

|k|<r,|l|≤r

∫
Ω

pk(x)pl(x)|akl(x)||u(k)(x)||v(l)(x)|dx =

=
∑

|k|<r,|l|≤r

∫
Ω

(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−1/qkl|akl(x)|σkl(x)|u(k)(x)||v(l)(x)|dx ≤

≤
∑

|k|<r,|l|≤r

∥∥∥akl;Lqkl

(
Ω; (g1g2 . . . gn)

−1/qkl
)∥∥∥∥∥∥u(k)v(l);Lλkl

(Ω;σkl)
∥∥∥ ≤

≤M0

∑
|k|<r,|l|≤r

∥∥∥u(k)v(l);Lλkl
(Ω;σkl)

∥∥∥ .
Далее, применяя лемму 1.2.2, получим

|B11[u, v] ≤M ∥v;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ {τ ∥u;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥+
+ c0τ

−µ
∥∥u;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥} , (1.2.57)

где µ = max
|k|<r

µk и числа µk определяются равенством (1.2.52); τ - доста-
точно малое положительное число.

Так как (см. (1.2.45)) полуторалинейная форма B12[u, v] содержит
u(k)(x)v(l)(x) при |l| < r , |k| = r , то меняя ролями u(x) и v(x) , и действуя
также как в доказательстве неравенства (1.2.57) имеем

|B12[u, v] ≤M ∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ {τ ∥v;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥+
+ c0τ

−µ
∥∥v;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥} . (1.2.58)

Используя неравенства (1.2.57), (1.2.58) при u(x) ≡ v(x) и равенство
(1.2.44) получаем

|B1[u, u] ≤M ∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ {τ ∥u;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥+
+ c0τ

−µ
∥∥u;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥} . (1.2.59)

Так как B[u, v] = B0[u, v] + B1[u, v] , то используя неравенства (1.2.43),
(1.2.59) находим

Re B[u, u] = Re B0[u, u] + Re B1[u, u] ≥ ReB0[u, u]− |B1[u, u] ≥
≥ (c5 − τ)

∥∥u;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 − (τ + c0τ
−2µ + c6)

∥∥u;L0
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 .
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Далее, фиксируя достаточно малое число τ > 0 , получим

ReB[u, u] ≥ c7
∥∥u;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)
∥∥2 − c8

∥∥u;L0
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 . (1.2.60)

Так как

∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ =

{∥∥u;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥2 + ∥∥u;L0
2,r(Ω; σ, g⃗)

∥∥2}1/2

,

то из полученного неравенства (1.2.60) следует неравенство (1.2.10).
Теорема 1.2.1 доказана.

1.3 Вариационная задача Дирихле для вырождаю-
щихся эллиптических уравнений

В этом параграфе исследуется разрешимость вариационной задачи Ди-
рихле для эллиптических уравнений с нестепенным вырождением в произ-
вольной (ограниченной или неограниченной) области. Здесь применяется
весовой аналог неравенства Гординга, полученный в §1.2 (см. неравенство
(1.2.10)).

Пусть область Ω ⊂ Rn и положительные функции σ(x), gi(x), i = 1, n
- такие же как в §1.1. На функциях u, v ∈ C∞

0 (Ω) рассмотрим полутора-
линейную форму

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx, (1.3.1)

где
pk(x) = σ(x)g−r+k1

1 (x)g−r+k2
2 (x) . . . g−r+kn

n (x)

и akl(x) - комплекснозначные функции, определенные в области Ω .
Обозначим через (W r

2 (Ω; σ, g⃗))
′

пространство ограниченных антили-
нейных непрерывных функционалов, определенных на W r

2 (Ω;σ, g⃗) , наде-
ленное нормой сопряженного пространства.

Далее считаем, что положительные функции σ(x), gi(x), i = 1, n удо-
влетворяют условиям §1.1 (см. С. А. Исхоков [24]), которые обеспечивают
плотность класса C∞

0 (Ω) в пространстве W r
2 (Ω;σ, g⃗) и условия, наложен-

ные ниже на коэффициенты akl(x) , позволяют продолжить по непрерыв-
ности билинейную форму B[u, v] на элементы u, v ∈ W r

2 (Ω; σ, g⃗) .
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Задача Dλ . Для заданного функционала F ∈ (W r
2 (Ω;σ, g⃗))

′
требует-

ся найти решение U(x) уравнения

B[U, v] + λ

∫
Ω

σ2(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−2rU(x)v(x)dx =< F, v >

(v ∈ C∞
0 (Ω)), (1.3.2)

принадлежащее пространству W r
2 (Ω;σ, g⃗).

Так как класс C∞
0 (Ω) плотно в пространстве W r

2 (Ω; σ, g⃗) и решение
U(x) задачи Dλ ищется в этом пространстве, то граничные условия в
задаче Dλ формально считаются однородными. Заметим, что в случае
достаточной гладкости коэффициентов akl(x) и правой части F уравне-
ния (1.3.2), решение U(x) задачи Dλ удовлетворяет дифференциальному
уравнению∑

|k|,|l|≤r

(−1)|l|
(
pk(x)pl(x)akl(x)U

(k)(x)
)(l)

+

+ λσ2(x) (g1(x)g2(x) · · · gn(x))−2r U(x) = F (x), x ∈ Ω.

Разрешимость задачи Dλ ранее исследовалась в работе С.А. Исхокова [24]
в предположении ограниченности всех коэффициентов akl(x) (|k|, |l| ≤ r ,
x ∈ Ω) . Здесь мы предполагаем, что старшие коэффициенты akl(x) (|k| =
|l| = r , x ∈ Ω) – ограничены, а младшие коэффициенты akl(x) (|k|+|l| ≤
2r − 1 , x ∈ Ω) принадлежат некоторым Lp – пространствам с весом.

Теорема 1.3.1 Пусть выполнены условия:
I) коэффициенты akl(x) при |k| = |l| = r ограничены и удовлетворяют
условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x, ξ ∈ Rn (c – положительная числа, не зависящее от x, ξ ), и
для любого достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0 такое,
что

|akl(x)− akl(ξ)| < ν

для любого ξ ∈ Ω и любого x ∈ Πε,⃗g(ξ);
II)коэффициенты akl(x) при |k|, |l| ≤ r и |k|+ |l| ≤ 2r− 1 принадлежат
пространству Lpkl

(
Ω; (g1g2 · · · gn)−1/pkl

)
, где

pkl =

{
qkl при |k| ≤ r − 1, |l| ≤ r

qlk при |k| = r, |l| ≤ r − 1
,
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а числа qkl определяются соотношениями:

n

2r − |k| − |l|
< qkl ≤

n

r − |l|
, если n > 2(r − |k|), n > 2(r − |l|);

n

r − |k|+ ε1n
< qkl, 0 < ε1 <

1

2
, если n > 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|);

qkl =


n

r − |l|+ ε2n
, 0 < ε2 <

1

2
, если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|),

любое конечное число >1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|).

Тогда существует число λ0 ≥ 0 такое, что при λ ≥ λ0 для любого за-
данного функционала F ∈ (W r

2 (Ω;σ, g⃗))
′ задача Dλ имеет единственное

решение U(x) и при этом выполняется оценка

∥U ;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ ≤M

∥∥F ; (W r
2 (Ω;σ, g⃗))

′∥∥ , (1.3.3)

где число M > 0 не зависит от F .
Доказательство. Обозначим

B(λ)[u, v] = B[u, v] + λ

∫
Ω

σ2(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−2ru(x)v(x)dx. (1.3.4)

Уравнение (1.3.2) принимает следующий вид

B(λ)[u, v] =< F, v > (v ∈ C∞
0 (Ω)). (1.3.5)

В условиях теоремы 1.3.1 выполняются все условия теоремы 1.2.1, соглас-
но которой существуют такие постоянные c1 > 0, c2 ≥ 0 , что

ReB[u, u] ≥ c1∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥2 − c2∥u;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)∥2

для всех u ∈ W r
2 (Ω;σ, g⃗) . Так как

∥u;L0
2,r(Ω;σ, g⃗)∥2 =

∫
Ω

σ2(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−2r|u(x)|2dx,

то отсюда следует, что при λ > c2 имеет место неравенство

B(λ)[u, u] ≥ c1∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥2 (1.3.6)

для всех u ∈ W r
2 (Ω;σ, g⃗) .
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Также как в §1.2 представим форму (1.3.1) B[u, v] в виде (см.(1.2.42))

B[u, v] = B0[u, v] +B1[u, v], (1.3.7)

где

B0[u, v] =
∑

|k|=|l|=r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)v(l)(x)dx,

B1[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r,
|k|+|l|≤2r−1

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)v(l)(x)dx.

Коэффициенты akl(x) полуторалинейной формы B0[u, v] ограничены. По-
этому используя неравенство Коши-Буняковского имеем

|B0[u, v]| ≤M0

∑
|k|=|l|=r

∫
Ω

pk(x)pl(x)|u(k)(x)||v(l)(x)|dx ≤

≤M0

∑
|k|=r

∫
Ω

(pk(x)|u(k)(x)|)2dx


1/2∑

|l|=r

∫
Ω

(pl(x)|v(l)(x)|)2dx


1/2

=

=M0∥u;Lr
2,r(Ω;σ, g⃗)∥ · ∥v;Lr

2,r(Ω;σ, g⃗)∥ ≤
≤M0∥u;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥ · ∥v;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ (1.3.8)

для всех u, v ∈ W r
2 (Ω; σ, g⃗) .

Полуторалинейную форму B1[u, v] представим в виде (см.(1.2.44),
(1.2.45))

B1[u, v] = B11[u, v] +B12[u, v], (1.3.9)

где

B11[u, v] =
∑

|k|≤r−1,|l|≤r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx,

B12[u, v] =
∑

|k|≤r,|l|≤r−1

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx.

Согласно неравенствам (1.2.57), (1.2.58) при всех τ > 0 и для любых
u, v ∈ W r

2 (Ω;σ, g⃗) имеют места следующие неравенства

|B11[u, v]| ≤M∥v;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥

{
τ∥u;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥+ c0τ
−µ∥u;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)∥
}
,

|B12[u, v]| ≤M∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥

{
τ∥v;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥+ c0τ
−µ∥v;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)∥
}
.
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Так как
∥u;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)∥ ≤ ∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥,

то фиксируя число τ из последних неравенств получим

|B11[u, v]| ≤M1∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ · ∥v;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥,

|B12[u, v]| ≤M1∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ · ∥v;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥.

Отсюда в силу равенства (1.3.9) следует, что

|B1[u, v]| ≤M2∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ · ∥v;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥. (1.3.10)

для всех u, v ∈ W r
2 (Ω; σ, g⃗) .

Далее, учитывая равенство (1.3.7) из (1.3.8), (1.3.10) имеем

|B[u, v]| ≤M3∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ · ∥v;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥. (1.3.11)

для всех u, v ∈ W r
2 (Ω; σ, g⃗) .

Применяя неравенство Коши-Буняковского, имеем∫
Ω

σ2(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−2r|u(x) · |v(x)|dx ≤

≤


∫
Ω

(σ(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−r|u(x)|)2dx


1/2

×

×


∫
Ω

(σ(x)(g1(x)g2(x) . . . gn(x))
−r|v(x)|)2dx


1/2

=

= ∥u;L0
2,r(Ω; σ, g⃗)∥ · ∥v;L0

2,r(Ω;σ, g⃗)∥ ≤
≤ ∥u;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥ · ∥v;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥. (1.3.12)

Ввиду равенства (1.3.4) из неравенств (1.3.11), (1.3.12) следует, что

|B(λ)[u, v]| ≤ (M3 + |λ|)∥u;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ · ∥v;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥ (1.3.13)

для всех u, v ∈ W r
2 (Ω; σ, g⃗) .

Полученные неравенства (1.3.6), (1.3.13) позволяют нам применить тео-
рему 2.0.1 работы [54], которая является обобщением известной теоремы
Лакса-Мильграма (см.,например, [60, 61]). В силу указанной теоремы при-
ходим к следующему результату.
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Утверждение 1.3.1. Существует линейный оператор A, осуществ-
ляющий гомеоморфизм пространств W r

2 (Ω;σ, g⃗) и (W r
2 (Ω; σ, g⃗))

′ , такой
, что

< Au, v >= B(λ)[u, v] ∀u, v ∈ W r
2 (Ω;σ, g⃗)

и всякий антилинейный функционал L(v) над пространством W r
2 (Ω;σ, g⃗)

допускает представление

L(v) = B(λ)[u0, v] =< Au0, v >, (v ∈ W r
2 (Ω; σ, g⃗))

причем, такое представление единственно.
Пусть F - произвольный функционал из (W r

2 (Ω;σ, g⃗))
′ . Тогда согласно

утверждению 1.3.1 существует единственная функция U(x) ∈ W r
2 (Ω;σ, g⃗)

такая, что

< F, v >= B(λ)[U, v] =< AU, v > ∀v ∈ W r
2 (Ω;σ, g⃗).

Ввиду однозначно определенности функции U(x) из последних равенств
следует, что F = AU и U = A−1F .

Следовательно, для любого заданного функционала F ∈ (W r
2 (Ω;σ, g⃗))

′

функция U = A−1F принадлежит пространству W r
2 (Ω;σ, g⃗) и удовлетво-

ряет уравнению (см. (1.3.5))

B(λ)[U, v] =< F, v > ∀v ∈ W r
2 (Ω;σ, g⃗).

Другими словами, U(x) является решением задачи Dλ .
Согласно утверждению 1.3.1, оператор A осуществляет гомеоморфизм

пространств W r
2 (Ω;σ, g⃗) и (W r

2 (Ω; σ, g⃗))
′ . Следовательно, оператор A−1

является ограниченным и из

∥U ;W r
2 (Ω;σ, g⃗)∥ = ∥A−1F ;W r

2 (Ω;σ, g⃗)∥ ≤ ∥A−1∥ · ∥F ; (W r
2 (Ω;σ, g⃗))

′∥

следует неравенство (1.3.3)
Теорема 1.3.1 доказана.
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Глава 2

Вариационная задача Дирихле с
неоднородными граничными
условиями для некоторых классов
эллиптических уравнений с
вырождением

2.1 Вспомогательные интегральные неравенства для
дифференцируемых функций в полупростран-
стве

Пусть Rn - n-мерное евклидово пространство точек x = (x1, x2, . . . , xn) .
Обозначим

R+
n = {x|x = (x

′
, xn) ∈ Rn, xn > 0}.

В первой части этого параграфа доказываются некоторые вспомога-
тельные неравенства для функций, заданных в полупространстве R+

n .
Пусть функция φ(t) ∈ C∞(R+

1 ) такая, что 0 ≤ φ(t) ≤ 1 для любого
t ∈

[
1
2 ; 1

]
и φ(t) ≡ 0 , когда t ≥ 1 ; φ = 1 для любого t ∈

[
0; 12

]
. Для

любых двух вещественных чисел α, β определим функцию

σα,β(t) = φ(t)t−α + (1− φ(t))tβ (t > 0).

Пусть p ∈ (1;+∞) и r - некоторое целое неотрицательное число. Сим-
волом V r

p;α,β(R
+
n ) обозначим пространство функций u(x) , определенных в

полупространстве R+
n , имеющих все обобщенные по Соболеву производ-
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ные u(k)(x) до порядка r включительно, с конечной нормой

∥u;V r
p;α,β(R

+
n )∥ =


∑
|k|≤r

∫
R+

n

(σα,β(xn)x
−r+|k|
n |u(k)(x)|)pdx


1/p

.

Обозначим через W r
p;α,β,γ(R

+
n ) пространство функций u(x) (x ∈ R+

n ) с
конечной нормой

∥u;W r
p;α,β,γ(R

+
n )∥ =

{
∥u;Lr

p;α,β(R
+
n )∥p + ∥u;L0

p;α,γ(R
+
n )∥p

}1/p
,

где

∥u;Lr
p;α,β(R

+
n )∥ =


∑
|k|=r

∫
R+

n

(σα,β(xn)|u(k)(x)|)pdx


1/p

.

Обозначим через C̃∞
0 (R+

n ) множество бесконечно дифференцируемых
функций в R+

n финитных сверху, то есть обращающихся в нуль при боль-
ших значениях xn . Если D - некоторое весовое пространство функций,
заданных в R+

n , то через
◦
D обозначим пополнение класса C∞

0 (R+
n ) в мет-

рике пространства D , а через D̃ - пополнение класса C̃∞
0 (R+

n ) в метрике
пространства D .

Свойства пространств V r
p;α,β(R

+
n ) , W r

p;α,β,γ(R
+
n ) ранее изучалась в рабо-

тах С.А.Исхокова [21], С.А.Исхокова и М.Ш.Ганиева [26]. В этих работах,
в частности, установлены следующие результаты.

Теорема 2.1.1 Пусть выполнены условия −α+ 1
p /∈ {1, 2, . . . , r}, β +

1
p /∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ . Тогда с точностью до эквивалентности
норм имеет место равенство

V r
p;α,β(R

+
n ) =

◦
W

r
p;α,β,γ(R

+
n ).

Теорема 2.1.2 Пусть p > 1 и числа α, β, γ удовлетворяют условиям
теоремы 2.1.1. Пусть также

−r+1

p
< α ≤ −1

p
, r+

1

p′ ≥ β, z−β+ 1

p′ < s0+1, γ+s0 <
1

p′ , γ+s0 ̸= −1

p
,

где p
′
= p/(p − 1) и s0 - целое число, удовлетворяющее неравенствам

r + α− 1/p ≤ s0 < r + α− 1/p+ 1.
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тогда для всех функций u ∈
◦
L r

p;α,β(R
+
n ) справедливо неравенство∫

R+
n

(σα,γ(xn)|u(x)|)pdx≪
∑
|k|=r

∫
R+

n

(σα,β(xn)|u(k)(x)|)pdx.

Следствие 2.1.1 В условиях теоремы 2.1.2 полунорма в простран-
стве Lr

p;α,β(R
+
n ) эквивалентна на функциях u ∈

◦
W r

p;α,β,γ(R
+
n ) норме в

W r
p;α,β,γ(R

+
n ).

Теорема 2.1.3 Пусть мультииндекс k такой, что |k| ≤ r − 1 и
пусть выполнены условия

α1 − α ≤ r − |k|+ 1

pk
− 1

p
, α1 <

1

pk
, 1 < p ≤ pk <∞,

β +
1

p
/∈ {1, 2, . . . , r − |k|}, β1 = β − r + |k| − 1

pk
+

1

p
.

Тогда для всех функций u ∈ W̃ r
p;α,β,γ(R

+
n ) имеет место неравенство

∫
R+

n

(
σα1,β1

(xn)|u(k)(x)|
)pk

dx


1/pk

≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(R

+
n )∥.

здесь γ - произвольное вещественное число.
Теорема 2.1.4 Пусть 1 ≤ q < ∞ и пусть мультииндекс l такой,

что |l| < r . Пусть также q ≤ ql < +∞, r − |l| − n
q +

n
ql
> 0. Тогда для

всех v ∈ V r
q;α,β(R

+
n ) справедливо неравенство

∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r+|l|+n
q−

n
ql

n |v(l)(x)|
)ql

dx


1/ql

≪ ∥v;V r
q;α,β(R

+
n )∥.

Далее используя эти результаты докажем оценку нормы произведения
призводных функций u ∈ W̃ r

p;α,β,γ(R
+
n ) , v ∈ V r

q;α,β(R
+
n ) .

Теорема 2.1.5 Пусть p > 1, q > 1, r - натуральное число, и веще-
ственные числа α, β удовлетворяют условиям

α ≤ 0, β +
1

p
/∈ {1, 2, . . . , r}.
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Тогда для всех мультииндексов k, l таких, что |k| ≤ r , |l| ≤ r , |k|+|l| ≤
2r − 1 и всех функций u ∈ W̃ r

p;α,β,γ(R
+
n ), v ∈ V r

q;α,β(R
+
n ) справедливо

неравенство
∫
R+

n

(
σαkl,βkl

(xn)|u(k)(x)v(l)(x)|
)λkl

dx


1/λkl

≪

≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(R

+
n )∥∥v;V r

q;α,β(R
+
n )∥, (2.1.1)

где γ - произвольное вещественное конечное число и числа αkl, βkl, λkl
определяются следующими соотношениями:

1)если |k| < r, |l| < r , то

αkl = 2α + nεl +

(
r − |l| − n

q

)
+

,

βkl = 2β − r + |k| − δk − nεl −
(
r − |l| − n

q

)
+

,

1

λkl
= δk + εl +

(
1

q
− r − |l|

n

)
+

;

(2.1.2)

2)если |k| = r, |l| ≤ r − 1, то

αkl = 2α+ nεl +

(
r − |l| − n

q

)
+

,

βkl = 2β − nεl −
(
r − |l| − n

q

)
+

,

1

λkl
=

1

p
+ εl +

(
1

q
− r − |l|

n

)
+

;

(2.1.3)

3)если |k| ≤ r − 1, |l| = r , то

αkl = 2α,

βkl = 2β − r + |k|+ 1

p
− δk,

1

λkl
=

1

q
+ δk.

(2.1.4)

Здесь εl - произвольное число из интервала (0, 1/q), δk - произвольное
положительное число не превосходящее 1/p, и (µ)+ = µ, если µ - поло-
жительное число, а (µ)+ = 0 в противном случае.

Доказательство. Пусть мультииндексы k и l такие, что |k| < r ,
|l| < r . Оценим норму u(k)(x)v(l)(x) для произвольных функций u(x) ∈
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W̃ r
p;α,β,γ(R

+
n ) , v(x) ∈ V r

q;α,β(R
+
n ) . Пусть числа λkl , αkl , βkl удовлетворяют

равенствам
1

λkl
=

1

ql
+

1

pk
,

αkl = αk + αl,
βkl = βk + βl.

(2.1.5)

Тогда учитывая неравенство

σαkl,βkl
(xn) ≤ c1σαk,βk

(xn)σαl,βl
(xn) (xn > 0),

где c1 > 0 не зависит от xn , в силу леммы 1.1.4 имеем
∫
R+

n

(
σαkl,βkl

(xn)|u(k)(x)v(l)(x)|
)λkl

dx


1/λkl

≪

≪


∫
R+

n

(
σαk,βk

(xn)|u(k)(x)|
)pk

dx


1/pk

×

×


∫
R+

n

(
σαl,βl

(xn)|v(l)(x)|
)ql

dx


1/ql

. (2.1.6)

Согласно теореме 2.1.3 для всех функций u(x) ∈ W̃ r
p;α,β,γ(R

+
n ) имеет место

неравенство
∫
R+

n

(
σα1,β1

(xn)|u(k)(x)|
)pk

dx


1/pk

≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(R

+
n )∥ (2.1.7)

если выполнены следующие условия

α1 − α ≤ r − |k|+ 1

pk
− 1

p
, α1 <

1

pk
, 1 < p ≤ pk <∞,

β +
1

p
/∈ {1, 2, . . . , r − |k|}, β1 = β − r + |k| − 1

pk
+

1

p
.

Так как |k| < r , то r − |k| ≥ 1 и число

αk = α (2.1.8)
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удовлетворяет неравенству

αk − α ≤ r − |k|+ 1

pk
− 1

p
.

с другой стороны из условия α ≤ 0 следует, что αk <
1

pk
. Поэтому нера-

венство (2.1.7) имеет место, если α1 заменим через αk , а β1 - через

βk = β − r + |k| − 1

pk
+

1

p
. (2.1.9)

Следовательно
∫
R+

n

(
σαk,βk

(xn)|u(k)(x)|
)pk

dx


1/pk

≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(R

+
n )∥. (2.1.10)

Согласно теореме 2.1.4 интегральное неравенство
∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r+|l|+n
q−

n
ql

n |v(l)(x)|
)ql

dx


1/ql

≪ ∥v;V r
q;α,β(R

+
n )∥ (2.1.11)

имеет место для всех v ∈ V r
q;α,β(R

+
n ) , если

1 < q ≤ ql < +∞, r − |l| − n

q
+
n

ql
> 0. (2.1.12)

Заметим, что число ql , определенное равенством

1

ql
=


1

q
− r − |l|

n
+ εl, если q(r − |l|) < n,

εl, если q(r − |l|) ≥ n,
(2.1.13)

где εl - произвольное число из интервала (0, 1/q) , удовлетворяет условиям
(2.1.12). Поэтому из неравенства (2.1.11) следует, что

∫
R+

n

(
σαl,βl

(xn)|v(l)(x)|
)ql

dx


1/ql

≪ ∥v;V r
q;α,β(R

+
n )∥, (2.1.14)

где
αl = α+ r − |l| − n

q
+
n

ql
, βl = β − r + |l|+ n

q
− n

ql
(2.1.15)
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и число ql определяется равенством (2.1.13).

Пусть q(r − |l|) < n . Тогда
1

ql
=

1

q
− r − |l|

n
+ εl и равенства (2.1.15)

принимают следующий вид

αl = α+ r − |l| − n

q
+
n

ql
= α + nεl

βl = β − r + |l|+ n

q
− n

ql
= β − nεl.

(2.1.16)

Если же q(r− |l|) ≥ n , согласно (2.1.13)
1

ql
= εl . В этом случае равенства

(2.1.15) принимают следующий вид

αl = α+ nεl + r − |l| − n

q

βl = β − nεl − r + |l|+ n

q
.

(2.1.17)

Вводим обозначение

(µ)+ =

{
µ, если µ > 0

0, если µ ≤ 0.

Тогда объединяя равенства (2.1.16), (2.1.17) имеем

αl = α+ nεl +

(
r − |l| − n

q

)
+

βl = β − nεl −
(
r − |l| − n

q

)
+

.

(2.1.18)

Отсюда и из неравенств (2.1.5), (2.1.13) следует, что

αkl = 2α+ nεl +

(
r − |l| − n

q

)
+

,

βkl = 2β − r + |k| − 1

pk
− nεl −

(
r − |l| − n

q

)
+

,

1

λkl
=

1

pk
+ εl +

(
1

q
− r − |l|

n

)
+

.

Так как pk - любое число не меньше p , то подставляя в эти равенства
εl = 1/pk получаем (2.1.2).
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В силу выше установленных неравенств (2.1.10), (2.1.14) из неравенства
(2.1.6) следует (2.1.1).

Таким образом, теорема 2.1.5 в случае |k| < r , |l| < r доказана.
Теперь рассмотрим случай |k| = r , |l| ≤ r − 1 .В этом случае имеет

место следующее неравенство
∫
R+

n

(
σα,β(xn)|u(k)(x)|

)p

dx


1/p

≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(R

+
n )∥. (2.1.19)

Пусть числа λkl, αkl, βkl удовлетворяют равенствам
1

λkl
=

1

p
+

1

ql
,

αkl = α + αl,
βkl = β + βl.

(2.1.20)

Тогда анаогично неравенству (2.1.6) с помощью леммы 1.1.4 доказывается,
что

∫
R+

n

(
σαkl,βkl

(xn)|u(k)(x)v(l)(x)|
)λkl

dx


1/λkl

≪

≪


∫
R+

n

(
σα,β(xn)|u(k)(x)|

)p

dx


1/p

×

×


∫
R+

n

(
σαl,βl

(xn)|v(l)(x)|
)ql

dx


1/ql

. (2.1.21)

Так как |l| < r , то имеет место неравенство (2.1.14), где числа αl, βl, ql
определяются равенствами (2.1.13), (2.1.18).

Подставляя значения чисел αl, βl, ql из равенств (2.1.13), (2.1.18) в
(2.1.20) получим

αkl = 2α+ nεl +

(
r − |l| − n

q

)
+

,

βkl = 2β − nεl −
(
r − |l| − n

q

)
+

,

1

λkl
=

1

p
+

(
1

q
− r − |l|

n

)
+

+ εl,
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то есть мы получили равенства (2.1.3).
Далее легко можно заметить, что в силу неравенств (2.1.14), (2.1.19) из

(2.1.21) следует неравенство (2.1.1) при |k| = r , |l| ≤ r − 1 .
Таким образом, теорема 2.1.5 в случае |k| = r , |l| ≤ r − 1 доказана.
Рассмотрим случай |k| ≤ r− 1 , |l| = r . Так как |l| = r , то имеет место

следующее очевидное неравенство
∫
R+

n

(
σα,β(xn)|v(l)(x)|

)q

dx


1/q

≪ ∥v;V r
q;α,β(R

+
n )∥. (2.1.22)

Пусть числа λkl, αkl, βkl удовлетворяют равенствам

1

λkl
=

1

pk
+

1

q
,

αkl = α+ αk,
βkl = β + βk.

(2.1.23)

Аналогично неравенству (2.1.21) доказывается, что
∫
R+

n

(
σαkl,βkl

(xn)|u(k)(x)v(l)(x)|
)λkl

dx


1/λkl

≪

≪


∫
R+

n

(
σαk,βk

(xn)|u(k)(x)|
)pk

dx


1/pk

×

×


∫
R+

n

(
σα,β(xn)|v(l)(x)|

)q

dx


1/q

. (2.1.24)

Так как |k| < r и u(x) ∈ W̃ r
p;α,β,γ(R

+
n ) , то имеет место неравенство

(2.1.10), где pk любое число не меньше p и числа αk, βk определяются
равенствами (см. (2.1.8), (2.1.9))

αk = α,

βk = β − r + |k| − 1

pk
+

1

p
.
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Подставляя эти значения в (2.1.23) получим

αkl = 2α+ 1,

βkl = 2β − r + |k| − 1

pk
+

1

p
.

Так как pk - любое число не меньше p , то подставляя в эти равенства и в
(2.1.23), εl = 1/pk , получаем (2.1.4).

Далее легко можно заметить, что в силу неравенств (2.1.10), (2.1.22) из
(2.1.24) следует основное неравенство теоремы 2.1.5, то есть неравенство
(2.1.1)

Теорема 2.1.5 доказана полностью.

2.2 Вариационная задача Дирихле в полупростран-
стве с неоднородными граничными условиями

Прежде чем приступить к исследованию разрешимости вариационной
задачи Дирихле в полупространстве с неоднородными граничными усло-
виями сформулируем результат о разрешимости вариационной задачи Ди-
рихле в полупространстве с однородными граничными условиями, кото-
рый является частным случаем результатов §1.3 первой главы.

Пусть σ(x) , g⃗(x) , Lr
p,r(Ω;σ, g⃗) , W r

p,r(Ω;σ, g⃗) такие же объекты как в
первой главе. Положим

Ω = R+
n , σ(x) = σα,β(xn)x

r(n−1)
n ,

g1(x) = g2(x) = · · · = gn(x) = xn.
(2.2.1)

Тогда

∥∥u;Lr
p,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥ =


∑
|k|=r

∫
R+

n

(
σα,β(xn)

∣∣∣u(k)(x)∣∣∣)p

dx


1/p

,

∥∥u;L0
p,r(Ω;σ, g⃗)

∥∥ =


∫
R+

n

(
σα,β(xn) · x−r

n |u(x)|
)p
dx


1/p

,

и поэтому с точностью до эквивалентности норм имеет место следующее
равенство

W r
p (R

+
n ;σ, g⃗) = V r

p;α,β(R
+
n ).
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Из равенств (2.2.1) следует, что

pk(x) = σ(x)g−r+k1
1 (x)g−r+k2

2 (x) . . . g−r+kn
n (x) = σα,β(xn)x

−r+|k|
n .

В рассматриваемом случае полуторалинейная форма (1.3.1) принимает
следующий вид

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
R+

n

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx,

где
pk(x) = σα,β(xn)x

−r+|k|
n

и akl(x) - комплекснозначные функции, определенные в полупространстве
R+

n .
Задача D

′

λ . Для заданного функционала F ∈
(
V r
2;α,β(R

+
n )
)′

требуется
найти решение U(x) уравнения

B[U, v] + λ

∫
R+

n

σ2α,β(xn)x
−2r
n U(x)v(x)dx =< F, v > (v ∈ C∞

0 (R+
n )), (2.2.2)

принадлежащее пространству V r
2;α,β(R

+
n ).

Заметим, что в случае достаточной гладкости коэффициентов akl(x) и
правой части F уравнения (2.2.2) решение U(x) задачи D′

λ удовлетворяет
дифференциальному уравнению∑

|k|,|l|≤r

(−1)|l|
(
pk(x)pl(x)akl(x)U

(k)(x)
)|l|

+

+ λσ2α,β(xn)x
−2r
n U(x) = F (x), x ∈ R+

n .

Теперь сформулируем результат о разрешимости задачи D
′

λ , который
следует из теоремы 1.3.1 первой главы.

Теорема 2.2.1. Пусть выполнены условия:
I) коэффициенты akl(x) при |k| = |l| = r ограничены, удовлетворяют

условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x ∈ R+
n , ξ ∈ Rn (c-положительное число, не зависящее от

x, ξ ), и для любого достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0
такое, что

|akl(x)− akl(y)| < ν
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для всех x, y ∈ R+
n таких, что

|xi − yi| <
1

2
εyn, i = 1, n;

II)коэффициенты akl(x) при |k|, |l| ≤ r и |k|+|l| ≤ 2r−1 принадлежат
пространству Lpkl

(
R+

n ;x
−n/pkl
n

)
, где

pkl =

{
qkl при |k| ≤ r − 1, |l| ≤ r,

qlk при |k| = r, |l| ≤ r − 1,

а числа qkl определяются соотношениями:
n

2r − |k| − |l|
< qkl ≤

n

r − |l|
, если n > 2(r − |k|), n > 2(r − |l|);

n

r − |k|+ ε1n
< qkl, 0 < ε1 <

1

2
, если n > 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|);

qkl =


n

r − |l|+ ε2n
, 0 < ε2 <

1

2
если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|),

любое конечное число >1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|).
Тогда существует число λ0 ≥ 0 такое, что при λ > λ0 для любого
заданного функционала F ∈

(
V r
2;α,β(R

+
n )
)′

задача D′

λ имеет единственное
решение U(x) и при этом выполняется оценка∥∥U ;V r

2;α,β(R
+
n )
∥∥ ≤M

∥∥∥F ; (V r
2;α,β(R

+
n )
)′∥∥∥ ,

где число M > 0 не зависит от F .
Теорема 2.2.2. Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.1 и пусть

также существует такое положительное число c0 , что

c0

∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r
n |v(x)|

)2
dx ≤ ReB[v, v] (2.2.3)

для всех v ∈ C∞
0 (R+

n ).
Тогда справедливо утверждение теоремы 2.1.1 при λ0 = 0.
Доказательство. В условиях теоремы 2.2.1 имеет место аналог нера-

венства Гординга (1.2.10), согласно которого существуют постоянные c1 >
0 и c2 ≥ 0 , что

ReB[v, v] ≥ c1
∥∥v;V r

2;α,β(R
+
n )
∥∥2 − c2

∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r
n |v(x)|

)2
dx (2.2.4)
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для всех v ∈ C∞
0 (R+

n ) .
Согласно результатам работ [9, 21] норма пространства V r

2;α,β(R
+
n ) эк-

вивалентна величине
∑
|k|=r

∫
R+

n

(
σα,β(xn)

∣∣∣v(k)(x)∣∣∣)2

dx+

∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r
n |v(x)|

)2
dx


1/2

. (2.2.5)

Поэтому из неравенства (2.2.4) следует, что

ReB[v, v] ≥ c1
∥∥v;Lr

2;α,β(R
+
n )
∥∥2 − c2

∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r
n |v(x)|

)2
dx (2.2.6)

для всех v ∈ C∞
0 (R+

n ) .
Здесь и далее

∥∥v;Lr
2;α,β(R

+
n )
∥∥ =


∑
|k|=r

∫
R+

n

(
σα,β(xn)

∣∣∣v(l)(x)∣∣∣)2

dx


1/2

.

В силу условия (2.2.3) из неравенства (2.2.6) следует, что

c1
∥∥v;Lr

2;α,β(R
+
n )
∥∥2 ≤ (

1 + c2 · c−1
0

)
ReB[v, v] (2.2.7)

для всех v ∈ C∞
0 (R+

n ) .
Так как величина (2.2.5) эквивалентна норме пространства V r

2;α,β(R
+
n ) ,

то из неравенств (2.2.3), (2.2.7) следует, что при некотором M0 > 0 для
всех v ∈ C∞

0 (R+
n ) имеет место неравенство

M0

∥∥v;V r
2;α,β(R

+
n )
∥∥2 ≤ ReB[v, v]. (2.2.8)

При выполнении равенств (2.2.1) из неравенства (1.3.11) первой главы
следует, что

|B[u, v]| ≤M3

∥∥u;V r
2;α,β(R

+
n )
∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α,β(R

+
n )
∥∥ (2.2.9)

для всех u, v ∈ V r
2;α,β(R

+
n ) .

На основе неравенств (2.2.8), (2.2.9) применяя теорему Лакса-Мильграма
(см.,например, [60, 61]) и поступая также как в доказательства теоремы
1.3.1 первой главы завершаем доказательство теоремы 2.2.2.
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Задача D0 . Для заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

тре-
буется найти решение U(x) уравнения

B[U, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
R+

n

pk(x)pl(x)akl(x)U
(k)(x)v(l)(x)dx =< F, v > (v ∈ C∞

0 (R+
n )),

принадлежащее пространству
◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ).

Теорема 2.2.3. Пусть

−α+
1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ (2.2.10)

и пусть выполнены все условия теоремы 2.2.2. Тогда для любого задан-

ного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

задача D0 имеет единственное
решение U(x) и при этом выполняется оценка∥∥U ;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ≤M

∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′∥∥∥∥ ,

где число M > 0 не зависит от F .
Доказательство. Согласно теореме 2.1.1 при выполнении условий

(2.2.10) имеет место следующее равенство

V r
2;α,β(R

+
n ) =

◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n ).

Поэтому утверждение теоремы 2.2.3 следует из теоремы 2.2.2.
В силу плотности класса C∞

0 (R+
n ) в пространствах V r

2;α,β(R
+
n ) ,

◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ) , граничные условия в задачах D

′

λ и D0 формально счи-
таются однородными. При некоторых дополнительных ограничениях на
параметры α, β, γ можно выписать граничные условия задачи D0 в яв-
ном виде. Пусть выполнены условия

−α+
1

p
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

1

p
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ

и пусть

−r + 1

2
< α ≤ 1

2
, r +

1

2
≥ β, r − β + 1/2 < s0,

γ + s0 < 1/2, γ + s0 ̸= −1/2,

где s0 - целое число, удовлетворяющее неравенствам r+α−1/2 ≤ s0 < r+
α+1/2 . Тогда в силу следствия 2.1.1 полунорма в пространстве Lr

2;α, β(R
+
n )
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эквивалента на функциях u ∈
◦
W r

2;α,β, γ(R
+
n ) норме ∥u;W r

2;α, β, γ(R
+
n )∥ . По-

этому из результатов П.И. Лизоркина [37] следует, что в рассматриваемом
случае условие U(x) ∈

◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ) задачи D0 можно заменить на экви-

валентное ему условие

U(x) ∈ W̃ r
2;α, β, γ(R

+
n ) и

∂sU(x)

∂xsn

∣∣∣
xn=0

= 0, s = 0, 1, . . . , s0 − 1.

Далее исследуем разрешимость вариационной задачи Дирихле с неод-
нородными граничными условиями. Рассмотрим полуторалинейную
форму

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
R+

n

σ2α,β(xn)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx (2.2.11)

и связанную с ней вариационную задачу Дирихле.

Задача D . Для заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

и задан-

ного элемента Ψ(x) ∈ W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) требуется найти решение U(x) ∈

W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) уравнения

B[U, v] =< F, v >, ∀v ∈ C∞
0 (R+

n ), (2.2.12)

удовлетворяющее условию

U(x)−Ψ(x) ∈
◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n ). (2.2.13)

Предположим, что коэффициенты akl(x) полуторалинейной формы
(2.2.11) удовлетворяют условиям:

Io) при |k| = |l| = r коэффициенты akl(x) ограничены, удовлетворяют
условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x ∈ R+
n , ξ ∈ Rn (c - положительное число, не зависящее от x, ξ ),

и для любого достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0 такое, что

|akl(x)− akl(y)| < ν

для всех x, y ∈ R+
n таких, что

|xi − yi| <
1

2
εyn, i = 1, n;
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IIo ) при |k|+|l| ≤ 2r−1 коэффициенты akl принадлежат пространству
Lpkl (R

+
n ;σαkl,βkl

(xn)) , где числа αkl, βkl, pkl определяются соотношениями:
а)если |k| < r, |l| < r , то

αkl = −n
2
+

n

pkl
+ nδk − r + |l|,

βkl = 2r − |k| − |l| − (n− 1)δk +
n

2
− n

pkl
,

1

pkl
= 1− δk − εl −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

,

(2.2.14)

а числа δk, εl из интервала
(
0,

1

2

)
удовлетворяют условиям

0 <
1

2
− δk − εl < min

{
1

2
,
r − |k|
n

}
;

б)если |k| = r, |l| ≤ r − 1 , то

αkl =
n

pkl
− r + |l|,

βkl = − n

pkl
+ r − |l|,

1

pkl
=

1

2
− ε0 −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

,

(2.2.15)

а ε0 - достаточно малое положительное число;
в)если |k| ≤ r − 1, |l| = r , то

αkl =
1

2
− δk,

βkl = r − |k| − 1

2
+ δk,

1

pkl
=

1

2
− δk.

(2.2.16)

В этих условиях число δk такое, что

1

2
− 1

n
≤ δk <

1

2
.

Теорема 2.2.4. Пусть выполнены условия Io), IIo) и пусть суще-
ствует такое положительное число c0 , что

c0

∫
R+

n

(
σα,β(xn)x

−r
n |v(x)|

)2
dx ≤ ReB[v, v] (2.2.17)
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для всех v ∈ C∞
0 (R+

n ).
Пусть также

α < −1

2
, −α +

1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ.

Тогда для любого заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

и лю-

бого заданного элемента Ψ ∈ W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) задача D имеет единственное

решение U(x) и при этом выполняется оценка∥∥U ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ ≤

≤M

{∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′∥∥∥∥+

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥} , (2.2.18)

где число M не зависит от F и Ψ.
Доказательство. Для удобства чтения сначала сформулируем резуль-

тат теоремы 2.1.5 в случае p = q = 2 .
Лемма 2.2.1. Пусть γ - произвольное вещественное число и числа

α, β удовлетворяют условиям

α < −1

2
, β +

1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}.

Тогда для всех мультииндексов k, l таких, что |k|, |l| ≤ r , |k| + |l| ≤
2r − 1 и всех функций u ∈ W̃ r

2;α,β,γ(R
+
n ), v ∈ V r

2;α,β(R
+
n ) справедливо

неравенство
∫
R+

n

(
σα̂kl,β̂kl

(xn)
∣∣∣u(k)(x)v(l)(x)∣∣∣)λkl

dx


1/λkl

≪

≪
∥∥u;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α,β(R

+
n )
∥∥ ,

где числа α̂kl, β̂kl, λkl определяются следующими соотношениями:
1)если |k| < r, |l| < r , то

α̂kl = 2α+ nεl +
(
r − |l| − n

2

)
+
,

β̂kl = 2β − r + |k| − δk − nεl −
(
r − |l| − n

2

)
+
,

1

λkl
= δk + εl +

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

;
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2)если |k| = r, |l| ≤ r − 1, то

α̂kl = 2α + nεl +
(
r − |l| − n

2

)
+
,

β̂kl = 2β − nεl −
(
r − |l| − n

2

)
+
,

1

λkl
=

1

2
+ εl +

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

;

3)если |k| ≤ r − 1, |l| = r , то

α̂kl = 2α,

β̂kl = 2β − r + |k|+ 1

2
− δk,

1

λkl
=

1

2
+ δk.

Здесь δk, εl - произвольные числа из интервала
(
0,

1

2

)
.

Рассмотрим полуторалинейную форму

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
R+

n

bkl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx. (2.2.19)

Предположим, что коэффициенты bkl(x) формы (2.2.19) удовлетворяют
условиям:

1) при |k| = |l| = r коэффициенты bkl(x) имеют вид

bkl(x) = σα,β(x)akl(x), (2.2.20)

где akl(x) - ограниченные функции;
2)при |k|, |l| ≤ r и |k|+ |l| ≤ 2r− 1 коэффициенты bkl(x) принадлежат

пространству Lµkl

(
R+

n ;σ−α̂kl,−β̂kl
(xn)

)
, где µkl = λkl/(λkl − 1) , а числа

α̂kl, β̂kl, λkl такие же как в лемме 2.2.1.
Лемма 2.2.2. Пусть выполнены условия 1), 2). Тогда для любого эле-

мента Ψ(x) ∈ W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) функционал G, определенный равенством

< G, v >= −B[Ψ, v]
(
v ∈ V r

2;α,β(R
+
n )
)
, (2.2.21)

принадлежит пространству
(
V r
2;α,β(R

+
n )
)′

и справедливо неравенство∥∥∥G; (V r
2;α,β(R

+
n )
)′∥∥∥ ≤M

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ , (2.2.22)
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где число M > 0 не зависит от Ψ.

Доказательство. Полуторалинейную форму (2.2.19) представим в ви-
де

B[u, v] = B(1)[u, v] + B(2)[u, v], (2.2.23)

где

B(1)[u, v] =
∑

|k|=|l|=r

∫
R+

n

bkl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx,

B(1)[u, v] =
∑

|k|+|l|≤2r−1

∫
R+

n

bkl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx.

Применяя неравенство (2.2.20) и неравенство Коши-Буняковского име-
ем

∣∣∣B(1)[u, v]
∣∣∣ ≪ ∑

|k|=|l|=r

∫
R+

n

σ2α,β(xn)
∣∣∣u(k)(x)∣∣∣ ∣∣∣v(l)(x)∣∣∣ dx≪

≪


∑
|k|=r

∫
R+

n

(
σα,β(xn)

∣∣∣u(k)(x)∣∣∣)2

dx


1/2

∑
|l|=r

∫
R+

n

(
σα,β(xn)

∣∣∣v(l)(x)∣∣∣)2

dx


1/2

.

Отсюда легко следует, что

∣∣∣B(1)[u, v]
∣∣∣ ≪ ∥∥u;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α,β(R

+
n )
∥∥ (2.2.24)

для всех u ∈ W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) , v ∈ V r

2;α,β(R
+
n ) .

Так как

1

µkl
+

1

λkl
= 1,
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то в силу условия 2) применяя неравенство Гельдера имеем∣∣∣B(2)[u, v]
∣∣∣ ≪

≪
∑

|k|+|l|≤2r−1

∫
R+

n

σ−α̂kl,−β̂kl
(xn)|bkl(x)|σαkl,βkl

(xn)
∣∣∣u(k)(x)∣∣∣ ∣∣∣v(l)(x)∣∣∣ dx≪

≪
∑

|k|+|l|≤2r−1


∫
R+

n

(
σ−α̂kl,−β̂kl

(xn)|bkl(x)|
)µkl

dx


1/µkl

×

×


∫
R+

n

(
σα̂kl,β̂kl

(xn)
∣∣∣u(k)(x)∣∣∣ ∣∣∣v(l)(x)∣∣∣)λkl

dx


1/λkl

≪

≪
∑

|k|+|l|≤2r−1


∫
R+

n

(
σα̂kl,β̂kl

(xn)
∣∣∣u(k)(x)v(l)(x)∣∣∣)λkl

dx


1/λkl

.

Далее применяя лемму 2.2.1, получим∣∣∣B(2)[u, v]
∣∣∣ ≪ ∥∥u;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α,β(R

+
n )
∥∥ (2.2.25)

для всех u ∈ W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) , v ∈ V r

2;α,β(R
+
n ) .

В силу неравенств (2.2.24), (2.2.25) из равенства (2.2.23) следует, что

|B[u, v]| ≪
∥∥u;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α,β(R

+
n )
∥∥

для всех u ∈ W̃ r
2;α,β,γ(R

+
n ) , v ∈ V r

2;α,β(R
+
n ) .

Из последнего неравенства следует, что функционал G , определенный
равенством (2.2.21), удовлетворяет следующей оценке

|< G,Ψ >| ≪
∥∥Ψ;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α,β(R

+
n )
∥∥

для всех v ∈ V r
2;α,β(R

+
n ) . Отсюда следует неравенство (2.2.22).

Лемма 2.2.2 доказана
Числа µkl , которые имеются в условиях леммы 2.2.2, определяются

равенством

µkl =
λkl

(λkl − 1)
,

где числа λkl такие же как в лемме 2.2.1. Отсюда и из условий леммы
2.2.1 следует, что
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1) если |k| < r , |l| < r , то

1

µkl
= 1− 1

λkl
= 1− δk − εl −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

;

2) если |k| = r , |l| ≤ r − 1 , то

1

µkl
=

1

2
− εl −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

;

3) если |k| ≤ r − 1 , |l| = r , то

1

µkl
=

1

2
− δk.

Здесь εl, δk - произвольные числа из интервала
(
0,

1

2

)
.

Утверждение 2.2.1. В условиях теоремы 2.2.4 коэффициенты akl(x)
формы (2.2.11) удовлетворяют условиям теоремы 2.2.3.

Доказательство. Не трудно заметить, что условие (2.2.3) следует из
(2.2.17), а условие Io) совпадает с условием I) теоремы 2.2.1. Условие II)
этой теоремы для коэффициентов akl полуторалинейной формы (2.2.11)
примет следующий вид:

II ′) при |k|+ |l| ≤ 2r − 1 имеет место включение

akl(x)x
2r−|k|−|l|
n ∈ Lpkl

(
R+

n ; x
−n/pkl
n

)
,

где числа pkl такие же как в теореме 2.2.1.
Проверим условие II ′) в случае |k| < r, |l| < r . В этом случае согласно

условию IIo) имеет место неравенство∫
R+

n

(σαkl,βkl
(xn)|akl(x)|)pkl dx < +∞, (2.2.26)

где
αkl = −r + |l| − n

2
+ nδk +

n

pkl
,

βkl = 2r − |k| − |l| − (n− 1)δk +
n

2
− n

pkl
.

Так как
σαkl,βkl

(xn) = φ(xn)x
−αkl
n + (1− φ(xn))x

βkl
n ,

82



то из определения функции φ(xn) при 0 < xn ≤ 1 следует, что

x2r−|k|−|l|−n/pkl
n σ−1

αkl,βkl
(xn) ≪ xr−|k|−n/2+nδk

n .

Отсюда в силу неравенств

r − |k| ≥ 1,
1

2
− 1

n
< δk

следует, что
x2r−|k|−|l|−n/pkl
n ≪ σαkl,βkl

(xn). (2.2.27)

Если же xn ≥ 1 , то

x2r−|k|−|l|−n/pkl
n σ−1

αkl,βkl
(xn) ≪ x(n−1)δk−n/2

n .

Отсюда в силу неравенства

δk(n− 1)− n

2
= −δk − n

(
1

2
− δk

)
< 0

следует справедливость неравенства (2.2.27) в случае xn ≥ 1 .
Используя (2.2.26), (2.2.27) имеем∥∥∥∥ akl(x)

x
−2r+|k|+|l|
n

;Lpkl

(
R+

n ;x
−n/pkl
n

)∥∥∥∥ =

=


∫
R+

n

(
x2r−|k|−|l|−n/pkl
n |akl(x)|

)pkl
dx


1/pkl

≪

≪


∫
R+

n

(σαkl,βkl
(xn)|akl(x)|)pkl dx


1/pkl

< +∞. (2.2.28)

Следовательно, условие II ′) в случае |k| < r , |l| < r выполняется, если
мы покажем, что число pkl удовлетворяет условиям теоремы 2.2.1.

В теореме 2.2.1 при |k| < r , |l| < r имеются следующие ограничения
на числа pkl :

n

2r − |k| − |l|
< pkl ≤

n

r − |l|
, если n > 2(r − |k|), n > 2(r − |l|);

n

r − |k|+ ε1n
< pkl, 0 < ε1 <

1

2
, если n > 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|);
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pkl =


n

r − |l|+ ε2n
, 0 < ε2 <

1

2
если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|),

любое конечное число >1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|).

В условиях теоремы 2.2.4 числа pkl определяются равенством

1

pkl
= 1− δk − εl −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

. (2.2.29)

Пусть n > 2(r − |l|) . Тогда согласно последнему равенству

1

pkl
=

1

2
− δk − εl +

r − |l|
n

. (2.2.30)

Условия теоремы 2.2.1 в этом случае записываются в виде

r − |l|
n

≤ 1

pkl
<
r − |l|
n

+
r − |k|
n

, если n > 2(r − |k|),

1

pkl
=
r − |l|
n

+ ε2, если n ≤ 2(r − |k|).

Числа pkl , определенные равенством (2.2.30) удовлетворяют этим услови-
ям, так как в условиях нашей теоремы

0 <
1

2
− δk − εl < min

{
1

2
,
r − |k|
n

}
.

Пусть n ≤ 2(r − |l|) . Тогда из (2.2.29) следует, что

1

pkl
= 1− δk − εl. (2.2.31)

Условия теоремы 2.2.1 в этом случае записываются в виде

1

pkl
<
r − |k|
n

+ ε1, 0 < ε1 <
1

2
, если n > 2(r − |k|),

pkl - любое конечное число >1, если n ≤ 2(r − |l|).

В рассматриваемом случае числа δk, εl удовлетворяют условию

1

2
− δk − εl <

r − k

n
.
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Тогда существует достаточно малое положительное число ε такое, что

1

2
− δk − εl + ε <

r − |k|
n

.

Отсюда и из (2.2.31) следует, что

1

pkl
<
r − |k|
n

+
1

2
− ε.

Это означает, что числа pkl удовлетворяют условиям теоремы 2.2.1 в слу-
чае n ≤ 2(r − |l|) , |k| < r , |l| < r .

Проверим условие II ′) в случае |k| ≤ r − 1 , |l| = r . В этом случае

αkl =
1

2
+ δk , βkl = r − |k|+ δk −

1

2
, и поэтому

x2r−|k|−|l|−n/pkl
n σ−1

αkl,βkl
(xn) ≪ x

r−|k|+1
2+δk−n/pkl

n

при 0 < xn ≤ 1 . Так как

r − |k| − n

pkl
≥ 1− n

pkl
= 1− n

2
+ δkn ≥ 0,

то отсюда следует неравенство (2.2.27) при 0 < xn ≤ 1 .
В случае xn ≥ 1 имеем

x2r−|k|−|l|−n/pkl
n σ−1

αkl,βkl
(xn) = xr−|k|−n/pkl

n σ−1
αkl,βkl

(xn) ≪ x−δk+1/2−n/pkl
n . (2.2.32)

Заметим, что

−δk +
1

2
− n

pkl
= −δk +

1

2
− n

(
1

2
− δk

)
= −(n− 1)

(
1

2
− δk

)
≤ 0.

Поэтому из (2.2.32) следует неравенство (2.2.27) в случае xn ≥ 1 .
Покажем, что число pkl из теоремы 2.2.4 удовлетворяет условиям тео-

ремы 2.2.1. В случае |k| ≤ r − 1 , |l| = r в условиях теоремы 2.2.1
имеются следующие ограничения на число pkl : если n > 2(r − |k|) , то
pkl > n/(r−|k|) , а если n ≤ 2(r−|k|) , то pkl - любое конечное число ≥ 2 .
Так как

1

pkl
=

1

2
− δk

и число δk удовлетворяет условиям

1

2
− 1

n
≤ δk <

1

2
,
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то легко проверяется, что число pkl удовлетворяет этим условиям теоремы
2.2.1.

Повторяя вкладки, приведенные в (2.2.28) заключаем, что условие II ′)
выполняется и в случае |k| ≤ r − 1 , |l| = r .

Рассмотрим случай |k| = r , |l| ≤ r − 1 . В этом случае

αkl =
n

pkl
− r + |l|

βkl = − n

pkl
+ r − |l|

1

pkl
=

1

2
− ε0 −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

,

(2.2.33)

где ε0 - достаточно малое положительное число. В теореме 2.2.1 при |k| =
r , |l| ≤ r − 1 имеются следующие ограничения на числа pkl : если n >
2(r−|l|) , то pkl ≥ n/(r−|l|) и pkl - любое конечное число ≥ 2 , в противном
случае. Равенство (2.2.33) записывается в виде

1

pkl
=


1

2
− ε0 если n ≤ 2(r − |l|)

r − |l|
n

− ε0 если n > 2(r − |l|).

Отсюда легко следует, что числа pkl удовлетворяют условиям теоремы
2.2.1.

В случае |k| = r , |l| ≤ r − 1 имеем

x2r−|k|−|l|−n/pkl
n σ−1

αkl,βkl
(xn) ≤ const,

что равносильно неравенству (2.2.27) и в силу которого имеет место нера-
венство (2.2.28).

Утверждение 2.2.1. доказано.
Утверждение 2.2.2. В условиях теоремы 2.2.4 коэффициенты полу-

торалинейной формы (2.2.11) удовлетворяют условиям леммы 2.2.2.
Доказательство. Коэффициенты полторалинейных форм (2.2.11) и

(2.2.19) связаны равенством

bkl(x) = σ2α,β(xn)akl(x) (|k|, |l| ≤ r, x ∈ R+
n ).

Поэтому из ограниченности коэффициентов akl(x) при |k| = |l| = r сле-
дует, что коэффициенты bkl удовлетворяют условию 1) леммы 2.2.2.
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Условие 2) леммы 2.2.2 в нашем случае означает, что

σ2α,β(xn)akl(x) ∈ Lµkl;−α̂kl,−β̂kl
(R+

n ) (2.2.34)

при |k|+ |l| ≤ 2r − 1 . Здесь µkl = λkl/(λkl − 1) и числа α̂kl, β̂kl, λkl такие
же как в лемме 2.2.1.

Пусть |k| < r , |l| < r . Тогда согласно условиям леммы 2.2.1

α̂kl = 2α+ nεl +
(
r − |l| − n

2

)
+
,

β̂kl = 2β − r + |k| − nεl − δk −
(
r − |l| − n

2

)
+
,

1

λkl
= δk + εl +

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

.

Отсюда следует, что

2α− α̂kl = −nεl −
(
r − |l| − n

2

)
+
, (2.2.35)

2β − β̂kl = r − |k|+ nεl + δk +
(
r − |l| − n

2

)
+
, (2.2.36)

1

µkl
= 1− 1

λkl
= 1− δk − εl −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

. (2.2.37)

Отсюда и из (2.2.14) следует, что

µkl = pkl. (2.2.38)

Учитывая это равенство из (2.2.37) находим

nεl = n− δkn− n

pkl
−

(n
2
− r + |l|

)
+
.

Используя это равенство из (2.2.35), (2.2.36) исключим εl :

2α− α̂kl = −n+ δkn+
n

pkl
+
(n
2
− r + |l|

)
+
−

(
r − |l| − n

2

)
+
,

2β − β̂kl = r − |k|+ n− δkn− n

pkl
−

(n
2
− r + |l|

)
+
+
(
r − |l| − n

2

)
+
+ δk.

Эти равенства после упрощения принимают следующий вид

2α− α̂kl = −n
2
+ nδk +

n

pkl
− r + |l|,

2β − β̂kl = 2r − |k| − |l|+ n

2
− nδk −

n

pkl
.

87



Отсюда и из равенств (2.2.14) следует, что

2α− α̂kl = αkl,

2β − β̂kl = βkl.
(2.2.39)

Поэтому из условия akl(x) ∈ Lpkl;αkl,βkl
(R+

n ) следует условие (2.2.34).
Пусть |k| = r , |l| ≤ r − 1 . Тогда согласно условиям леммы 2.2.1

α̂kl = 2α + nεl +
(
r − |l| − n

2

)
+
,

β̂kl = 2β − nεl −
(
r − |l| − n

2

)
+
,

1

λkl
=

1

2
+ εl +

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

.

(2.2.40)

Отсюда следует, что

1

µkl
= 1− 1

λkl
=

1

2
− εl −

(
1

2
− r − |l|

n

)
+

. (2.2.41)

Если положить εl = ε0 - достаточно малое положительное число, то от-
сюда и из (2.2.15) следует равенство (2.2.38). Из (2.2.38), (2.2.41) находим

nεl =
n

2
− n

pkl
−
(n
2
− r + |l|

)
+
.

Используя это равенство из (2.2.40) исключим εl

α̂kl = 2α+
n

2
− n

pkl
−

(n
2
− r + |l|

)
+
+
(
r − |l| − n

2

)
+
,

β̂kl = 2β − n

2
+

n

pkl
+
(n
2
− r + |l|

)
+
−

(
r − |l| − n

2

)
+
.

Следовательно
2α− α̂kl =

n

pkl
− r + |l|,

2β − β̂kl = − n

pkl
+ r − |l|,

то есть выполняются равенства (2.2.39) и из условия akl(x) ∈ Lpkl;αkl,βkl
(R+

n )
следует условие (2.2.34).

Теперь рассмотрим случай |k| ≤ r − 1 , |l| = r . В этом случае условия
леммы 2.2.1 имеют вид

α̂kl = 2α,

β̂kl = 2β − r + |k|+ 1

2
− δk,

1

λkl
=

1

2
+ δk.

88



Следовательно
1

µkl
= 1− 1

λkl
=

1

2
− δk =

1

pkl
.

Отсюда и из (2.2.16) следует, что

2α− α̂kl = 0 ≤ αkl =
1
2 − δkl

2β − β̂kl = r − |k| − 1

2
+ δkl = βkl.

Поэтому
σ2α,β(xn) · σ−α̂kl,−β̂kl

(xn) ≪ σαkl,βkl
(xn)

и в силу этого из условия akl(x) ∈ Lpkl;αkl,βkl
(R+

n ) следует условие (2.2.34).
Утверждение 2.2.2 доказано.
Теперь приступим к непосредственному доказательству теоремы 2.2.4.
Пусть задана функция Ψ(x) ∈ W̃ r

2;α,β,γ(R
+
n ) и пусть G - функционал

определенный равенством

< G, v >= −B[Ψ, v], v ∈
◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n ). (2.2.42)

Согласно утверждения 2.2.2 выполняются все условия леммы 2.2.2. В силу
этой леммы функционал G принадлежит пространству

(
W̃ r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

и
справедливо неравенство∥∥∥∥G;( ◦

W
r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥ ≤M0

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ (2.2.43)

где число M0 > 0 не зависит от Ψ(x) .
Рассмотрим следующую вспомогательную задачу: для заданного функ-

ционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n )
)′

требуется найти решение U∗(x) уравнения

B[U∗, v] =< F +G, v >, ∀v ∈ C∞
0 (R+

n ), (2.2.44)

принадлежащее пространству
◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ) .

Согласно утверждению 2.2.1 полуторалинейная форма B[u, v] удовле-
творяет всем условиям теоремы 2.2.3. В силу этой теоремы вспомогатель-
ная задача имеет единственное решение U∗(x) ∈

◦
W r

2;α,β,γ(R
+
n ) и имеет

место следующая оценка∥∥U∗;W
r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ ≤M1

∥∥∥∥F +G;
( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥ . (2.2.45)
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Пусть U∗(x) - решение вспомогательной задачи. Рассмотрим функцию

U(x) = U∗(x) + Ψ(x).

Из (2.2.42), (2.2.44) следует, что

B[U, v] = B[U∗, v] + B[Ψ, v] =< F +G, v > − < G, v >=< F, v >(
∀v ∈

◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)
,

то есть функция U(x) удовлетворяет уравнению (2.2.12).
С другой стороны

U(x)−Ψ(x) = U∗(x) ∈
◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n ),

то есть функция U(x) удовлетворяет граничному условию (2.2.13).
Таким образом, мы показали, что U(x) является решением задачи D .

Из единственности решения U∗(x) вспомогательной задачи следует един-
ственность U(x) .

Используя оценки (2.2.43), (2.2.45), имеем∥∥U ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ ≤

∥∥U∗;W
r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥+

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ ≤

≤M1

{∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥+

∥∥∥∥G;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥}+

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ ≤

≤M1

∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥+ (1 +M1M0)

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(R

+
n )
∥∥ .

Отсюда следует оценка (2.2.18) теоремы 2.2.4.
Теорема 2.2.4 доказана полностью.
Далее рассмотрим более конкретный случай задачи D , когда гранич-

ные условия на гиперплоскости xn = 0 выписываются в явном виде. Спра-
ведлива следующая лемма

Лемма 2.2.3. Пусть −r + 1
2 < α < 1

2 . Тогда для любого набора функ-
ций

ψj ∈ B
r+α−1

2−j
2 (Rn−1), j = 0, 1, . . . , s0 − 1, (2.2.46)

где Bν
2 (Rn−1) – классы Бесова функций, определенных на Rn−1, s0 – целое

число, удовлетворяющее неравенствам

r + α− 1

2
< s0 < r + α +

1

2
,
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существует функция Ψ ∈ Lr
2;−α(R

+
n ) такая, что:

Ψ(x) ≡ 0 на R+
n \Ω1/2;

∂jΨ

∂xjn

∣∣∣∣∣
xn=0

= ψj(x
′), j = 0, 1, . . . , s0 − 1; (2.2.47)

∥∥Ψ;Lr
2;−α(R

+
n )
∥∥ ≪

s0−1∑
j=0

∥∥∥ψj;B
r+α−j−1/2
2 (Rn−1)

∥∥∥ . (2.2.48)

Доказательство следует из результатов параграфа 2.9.2 монографии Х.
Трибеля [57].

Задача D1 . Для заданного функционала F ∈
(
W̃ r

2;α, β, γ(R
+
n )
)′

и за-
данного набора граничных функций (2.2.46) требуется найти решение
U(x) уравнения (2.2.12), принадлежащее пространству W̃ r

2;α, β, γ(R
+
n ) и

удовлетворяющее граничным условиям

∂jU(x)

∂xjn

∣∣∣∣∣
xn=0

= ψj(x
′), j = 0, 1, . . . , s0 − 1. (2.2.49)

Теорема 2.2.5. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.4 и пусть
числа α, β, γ удовлетворяют условиям

−r + 1

2
< α < 0, r +

1

2
≥ β, r − β + 1/2 < s0,

γ + s0 < 1/2, γ + s0 ̸= −1/2, β +
1

2
/∈ {1, 2, . . . , r}.

Тогда для любого заданного функционала F ∈
(
W̃ r

2;α, β, γ(R
+
n )
)′

и любого
заданного набора граничных функций (2.2.46) существует единственное
решение U(x) задачи D1 и при этом выполняется оценка∥∥U ;W r

2;α,β,γ(R
+
n )
∥∥ ≤

≤M

{∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′
∥∥∥∥+

s0−1∑
j=0

∥∥∥ψj;B
r+α−j−1/2
2 (Rn−1)

∥∥∥} , (2.2.50)

где число M > 0 не зависит от F и набора граничных функций (2.2.46).
Доказательство. Пусть Ψ(x) – функция из леммы 2.2.3, которая

определяется граничными функциями (2.2.46). Так как в условиях теоре-
мы 2.2.5 выполняются все условия теоремы 2.2.4, то существует единствен-
ное решение U(x) задачи D с этой функцией Ψ(x) . Далее докажем, что
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это решение U(x) удовлетворяет граничным условиям (2.2.49). В услови-
ях теоремы 2.2.5 также выполняются все условия теоремы 2.1.2, согласно
которой (см. следствие 2.1.1) полунорма в пространстве Lr

2;α, β(R
+
n ) экви-

валентна на функциях u ∈
◦
W r

2;α, β, γ(R
+
n ) норме в W r

2;α, β, γ(R
+
n ) . Поэтому

граничное условие (2.2.13) означает, что

V (x) = U(x)−Ψ(x) ∈
◦
L

r
2;α, β(R

+
n ).

Отсюда и из результатов работы П.И. Лизоркина [37] следует, что

∂sV (x)

∂xsn

∣∣∣∣∣
xn=0

= 0, s = 0, 1, . . . , s0 − 1.

Следовательно (см. (2.2.47)), решение U(x) уравнения (2.2.12) удовле-
творяет граничным условиям (2.2.49) и поэтому является решением зада-
чи D1 .

В силу неравенства (2.2.48) из (2.2.18) следует оценка (2.2.50).
Теорема 2.2.5 доказана.

2.3 Вспомогательные интегральные неравенства для
дифференцируемых функций в дополнении неогра-
ниченного многообразия

Пусть a, h - положительные числа и m - натуральное число меньшее n .
Определим следующие множества в n-мерном евклидовом пространстве
Rn :

S
(m)
h =

{
x : x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn;x1 = x2 · · · = xm = 0;

n∑
i=m+1

x2i < h2

}
;

Kh =

{
x : x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn; 0 < xn < h;

n−1∑
i=1

x2i < a2x2n

}
.

Символом Kh(ξ) , где ξ ∈ Rn и |ξ| = h , обозначим конус, который по-
лучается путем поворота конуса Kh вокруг начала координат так, что при
этом точка (0, 0, . . . , 0, h) переходит в точку ξ . Объединение всех конусов
Kh(ξ) , когда ξ пробегает ∂S(m)

h обозначим через V (m)
h .
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Определение 2.3.1. Неограниченное Co -многообразие M ⊂ Rn раз-
мерности m называется многообразием удовлетворяющим условию ко-
нуса, если существует линейное преобразование A : Rn → Rn , осуществ-
ляющее поворот вокруг начала координат, такое, что

x+ AV
(m)
h ⊂ Rn \M.

Далее предполагаем, что M - неограниченное Co -многообразие раз-
мерности m ∈ [1, n− 1] , удовлетворяющее условию конуса, Ω = Rn \M и
ρ(x) = dist{x,M} для всех x ∈ Ω .

Пусть функция ψ(t) ∈ C∞(0,+∞) такая, что 0 ≤ ψ(t) ≤ 1 для всех
t ∈ [1/2, 1] ; ψ(t) ≡ 0 при t ≥ 1 и ψ(t) = 1 для всех t ∈ (0, 1/2] . Для двух
вещественных чисел α , β определим функцию

φα,β(x) = ψ(ρ(x))ρ−α(x) + (1− ψ(ρ(x)))ρβ(x), x ∈ Ω.

Пусть p ∈ (1,+∞) и пусть r - целое неотрицательное число. Определим
следующие весовые классы функций, определенных в области Ω :

Lr
p;α,β(Ω) =

u(x) : ∥∥u;Lr
p;α,β(Ω)

∥∥ =

∑
|k|=r

∫
Ω

(φα,β(x)|u(k)(x)|)pdx


1/p

< +∞

 ,

W r
p;α,β,γ(Ω) =

{
u(x) :

∥∥u;W r
p;α,β(Ω)

∥∥ =
{∥∥u;Lr

p;α,β(Ω)
∥∥p + ∥∥u;Lo

p;α,γ(Ω)
∥∥p}1/p

< +∞
}
,

V r
p;α,β(Ω) =

u(x) : ∥∥u;V r
p;α,β(Ω)

∥∥ =

∑
|k|≤r

∫
Ω

(φα,β(x)ρ
−r+|k|(x)|u(k)(x)|)pdx


1/p

< +∞

 .

Сформулируем некоторые известные свойства этих пространств.
Теорема 2.3.1. Пусть r - целое неотрицательное число, α, β - ве-

щественные числа. Тогда множество C∞
o (Ω) плотно в пространстве

V r
p;α,β(Ω) и для любого натурального числа s справедливо вложение

V r
p;α,β(Ω) → V r−s

p;α+s,β−s(Ω).
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Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия −α+n−m

p
/∈ {1, 2, . . . , r};

β +
n−m

p
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ . Тогда с точностью до эквивалент-

ности норм выполняется равенство

V r
p;α,β(Ω) =

◦
W

r
p;α,β,γ(Ω).

Теоремы 2.3.1. и 2.3.2. доказаны в работе С. А. Исхокова и Г.И. Тара-
совой [31]

Теорема 2.3.3. Пусть целое число s такое, что 1 ≤ s ≤ r − 1, и
пусть выполнены условия

αs − α ≤ r − s+

(
1

q0
− 1

p

)
(n−m), αs <

n−m

q0
, 1 < p ≤ q0 <∞,

β − βs ≥ r − s+

(
1

q0
− 1

p

)
(n−m), βs + r − s− 1 < −n−m

q0
.

Тогда для всех функций u ∈ W r
p;α,β,γ(Ω) справедливо неравенство

∥u;Ls
q0;αs,βs

(Ω)∥ ≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(Ω)∥.

Теорема 2.3.4. Пусть целое число s такое, что 0 ≤ s ≤ r − 1 и
пусть выполнены условия 1 < p ≤ q0 <∞, −α+n−m

p
/∈ {1, 2, . . . , r−s},

β +
n−m

p
/∈ {1, 2, . . . , r − s}, β − r ≥ γ .

Тогда для всех функций u ∈
◦
W r

p;α,β,γ(Ω) справедливо неравенство

∥u;Ls
q0;αs,βs

(Ω)∥ ≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(Ω)∥,

где
αs = α+ r − s−

(
1

p
− 1

q0

)
(n−m),

βs = β − r + s+

(
1

p
− 1

q0

)
(n−m).

Эти теоремы доказаны в работе [14](см. также [13]).

94



Теперь сформулируем основной результат настоящего параграфа.
Теорема 2.3.5. Пусть p > 1, q > 1, r - натуральное число и пусть

вещественные числа α, β, γ удовлетворяют условиям

−α+
n−m

q
/∈ {1, 2, . . . , }, β +

n−m

q
/∈ {1, 2, . . . , }, β − r ≥ γ.

Тогда для всех мультииндексов k, l таких, что ∥k∥ ≤ r , ∥l∥ ≤ r ,
∥k∥ + ∥l∥ ≤ 2r − 1 и всех функций u ∈ W r

p;α,β,γ(Ω), v ∈
◦
W r

p;α,β,γ(Ω)
справедливо неравенство

∫
Ω

(
φαkl,βkl

(x)|u(k)(x)v(l)(x)|
)λkl

dx


1/λkl

≪

≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(Ω)∥ ∥v;W r

q;α,β,γ(Ω)∥, (2.3.1)

где числа αkl , βkl , λkl определяются соотношениями

1

λkl
≤ 1

p
+

1

q
;

1) если |k| ≤ r − 1 и |l| ≤ r , то

αkl ≤ α + r − |l| −
(
1

q
− 1

λkl

)
(n−m)+

+min{−ε;α+ r − |k| − 1

p
(n−m)},

βkl ≤ β − 2r + |l|+ |k|+ 1 +

(
1

q
− 1

λkl

)
(n−m)+

+min{−ε; β − 1 +
1

p
(n−m)}; (2.3.2)

2)если |k| = r и |l| ≤ r − 1, то

αkl = 2α + r − |l| −
(
1

p
+

1

q
− 1

λkl

)
(n−m),

βkl = 2β − r + |l|+
(
1

p
+

1

q
− 1

λkl

)
(n−m). (2.3.3)

Здесь ε - достаточно малое положительное число.
Доказательство. Рассмотрим случай |k| < r , |l| < r . Пусть числа pk ,

ql , αk , αl , βk , βl удовлетворяют условиям
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αkl = αk + αl, βkl = βk + βl,
1

λkl
=

1

pk
+

1

ql
, pk ≥ 1, ql ≥ 1. (2.3.4)

Тогда учитывая неравенство

φαkl,βkl
(x) ≤ c1φαk,βk

(x)φαl,βl
(x) (x ∈ Ω),

в силу леммы 1.1.4 имеем
∫
Ω

(φαkl,βkl
(x)|u(k)(x)v(l)(x)|)λkldx


1/λkl

≪

≪


∫
Ω

(φαk,βk
(x)|u(k)(x)|)pkdx


1/pk

×

×


∫
Ω

(φαl,βl
(x)|v(l)(x)|)qldx


1/ql

. (2.3.5)

Согласно теореме 2.3.3. для всех функций u ∈ Wp;α,β,γ(Ω) имеет место
неравенство


∫
Ω

(φαk,βk
(x)|u(k)(x)|)pkdx


1/pk

≪ ∥u;W r
p;α,β,γ(Ω)∥, (2.3.6)

если выполнены условия

αk − α ≤ r − |k|+ (
1

pk
− 1

p
)(n−m), αk <

n−m

pk
, 1 < p ≤ pk <∞,

β − βk ≥ r − |k|+ (
1

pk
− 1

p
)(n−m), βk + r − |k| − 1 < −n−m

pk
. (2.3.7)

Из теоремы 2.3.4. следует, что
∫
Ω

(φαl,βl
(x)|v(l)(x)|)qldx


1/ql

≪ ∥v;W r
q;α,β,γ(Ω)∥, (2.3.8)
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для всех функций v ∈
◦
W r

q;α,β,γ(Ω) , если выполнены условия

1 < q ≤ ql <∞, −α+
n−m

q
/∈ {1, 2, . . . , r − |l|},

β +
n−m

q
/∈ {1, 2, . . . , r − |l|}, β − r ≥ γ,

αl = α + r − |l| − (
1

q
− 1

ql
)(n−m),

βl = β − r + |l|+ (
1

q
− 1

ql
)(n−m). (2.3.9)

Ниже мы докажем, что числа αkl , βkl , λkl , определенные равенствами
(2.3.4), где αk , βk , pk - такие же как в (2.3.7), а αl , βl , ql - такие же как
в (2.3.9), удовлетворяют условиям теоремы 2.3.5.

Здесь основное неравенство теоремы 2.3.5., то есть неравенство (2.3.1)
следует из (2.3.5) в силу неравенств (2.3.6), (2.3.8).

Подставляя значения αl , βl из (2.3.9) в (2.3.4), находим следующие
выражения для чисел αk , βk :

αk = αkl − αl = αkl − α− r + |l|+ (
1

q
− 1

ql
)(n−m),

βk = βkl − βl = βkl − β + r − |l| − (
1

q
− 1

ql
)(n−m).

Подставляя эти выражения в условия (2.3.7), имеем

αk − α = αkl − 2α− r + |l|+ (
1

q
− 1

ql
)(n−m) ≤ r − |k| − (

1

p
− 1

pk
)(n−m),

αk = αkl − α− r + |l|+ (
1

q
− 1

ql
)(n−m) <

n−m

pk
,

β − βk = 2β − βkl − r + |l|+ (
1

q
− 1

ql
)(n−m) ≥ r − |k| − (

1

p
− 1

pk
)(n−m),

βk + r− |k| − 1 = βkl − β + 2r− |l| − |k| − 1− (
1

q
− 1

ql
)(n−m) < −n−m

pk
.

Далее, используя равенство

1

pk
+

1

ql
=

1

λkl
,
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упростим полученные соотношения:

αkl ≤ 2α+ 2r − |k| − |l| − (
1

p
+

1

q
− 1

λkl
)(n−m),

αkl < α+ r − |l| − (
1

q
− 1

λkl
)(n−m),

βkl ≤ 2β − 2r + |k|+ |l|+ (
1

p
+

1

q
− 1

λkl
)(n−m),

βkl < β − 2r + |l|+ |k|+ 1 + (
1

q
− 1

λkl
)(n−m).

Не трудно заметить, что все эти неравенства выполняются в силу усло-
вий (2.3.2) теоремы 2.3.5.

Теорема 2.3.5. в случае |k| < r , |l| < r доказана. Рассмотрим случай
|k| = r , |l| ≤ r − 1 . Пусть числа ql , αl , βl такие, что

1

λkl
=

1

p
+

1

ql
, αkl = α+ αl, βkl = β + βl. (2.3.10)

Следовательно, выполняются условия (2.3.4) при pk = p , αk = α , βk = β

и поэтому из (2.3.5) следует, что
∫
Ω

(
φαkl,βkl

(x)|u(k)(x)v(l)(x)|
)λkl

dx


1/λkl

≪

≪


∫
Ω

(
φα,β(x)|u(k)(x)|

)p

dx


1/p

×

×


∫
Ω

(
φαl,βl

(x)|v(l)(x)|
)ql

dx


1/ql

.

Так как |k| = r , то отсюда и из (2.3.8) следует неравенство (2.3.1)
теоремы 2.3.5., если воспользоваться очевидным неравенством

∫
Ω

(
φα,β(x)|u(k)(x)|

)p

dx


1/p

≤
∥∥u;W r

p;α,β,γ(Ω)
∥∥ .

Подставляя значения αl , βl из (2.3.9) в (2.3.10), находим следующие
выражения для αkl , βkl :
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αkl = 2α + r − |l| − (
1

q
− 1

ql
)(n−m),

βkl = 2β − r + |l|+ (
1

q
− 1

ql
)(n−m).

Так как
1

ql
=

1

λkl
− 1

p
,

то отсюда следует, что

αkl = 2α+ r − |l| − (
1

p
+

1

q
− 1

λkl
)(n−m),

βkl = 2β − r + |l| − (
1

p
+

1

q
− 1

λkl
)(n−m).

Эти равенства выполняются в силу условия (2.3.3) теоремы 2.3.5. Тео-
рема 2.3.5. при |k| = r , |l| ≤ r − 1 доказана.

Рассмотрим случай |k| ≤ r − 1 , |l| = r . Пусть числа αk , βk , pk такие,
что

1

λkl
=

1

pk
+

1

q
, αkl = αk + α, βkl = βk + β. (2.3.11)

Следовательно выполняются условия (2.3.4) при ql = q , αl = α , βl = β и
поэтому из (2.3.5) следует, что

∫
Ω

(
φαkl,βkl

(x)|u(k)(x)v(l)(x)|
)λkl

dx


1/λkl

≪

≪


∫
Ω

(
φαk,βk

(x)|u(k)(x)|
)pk

dx


1/pk

×

×


∫
Ω

(
φα,β(x)|v(l)(x)|

)q

dx


1/q

.

Так как |l| = r , то отсюда и из (2.3.6) следует неравенство (2.3.1) тео-
ремы 2.3.5., если воспользоваться очевидным неравенством

∫
Ω

(
φα,β(x)|v(l)(x)|

)q

dx


1/q

≤
∥∥v;W r

q;α,β,γ(Ω)
∥∥ .
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Из (2.3.11) находим значения αk , βk , pk и подставим в условия (2.3.7):

αkl ≤ 2α + r − |k| − (
1

p
+

1

q
− 1

λkl
)(n−m),

αkl < α+ (
1

λkl
− 1

q
)(n−m),

βkl ≤ 2β − r + |k|+ (
1

p
+

1

q
− 1

λkl
)(n−m),

βkl < β − r + 1− (
1

λkl
− 1

q
)(n−m).

Эти условия выполняются в силу условий (2.3.2) теоремы 2.3.5. при
|l| = r .

Теорема 2.3.5. в случае |l| = r , |k| ≤ r− 1 и, следовательно, и в общем
случае доказана.

2.4 Вариационная задача Дирихле с неоднородными
граничными условиями на неограниченном мно-
гообразии

Пусть M - неограниченное многообразие размерности m ∈ [1, n−1] в n-
мерном евклидовом пространстве Rn , удовлетворяющее условию конуса.
Так же как в § 2.3 положим Ω = Rn \ M и ρ(x) = dist{x,M} для всех
x ∈ Ω .

В первой части настоящего параграфа сформулируем результаты о раз-
решимости вариационной задачи Дирихле с однородными граничными
условиями для эллиптических уравнений, вырождающихся на многооб-
разии M , которые непосредственно следуют из результатов § 1.3.

Пусть φα,β(x) - такая же функция как в § 1.3. В случае

σ(x) = ρr(n−1)(x)φα,β(x), g1(x) = g2(x) = · · · = gn(x) = ρ(x) (2.4.1)

пространство W r
p (Ω;σ, g⃗) совпадает с пространством V r

p;α,β(Ω) , определен-
ное в § 2.3. В этом случае полуторалинейная форма (1.3.1) принимает
следующий вид

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
Ω

pk(x)pl(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx,
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где
pk(x) = φα,β(x)ρ

−2r+|k|+|l|(x)

и akl(x) - комплекснозначные функции, определенные в Ω . Рассмотрим
следующую задачу

Задача Dλ . Для заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

требу-
ется найти решение U(x) уравнения

B[U, v] + λ

∫
Ω

σ2α,β(x)ρ
−2r(x)U(x)v(x)dx =< F, v > (v ∈ C∞

0 (Ω)),

принадлежащее пространству
◦
W r

2;α,β,γ(Ω).
Теорема 2.4.1. Пусть

−α+
n−m

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

n−m

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ

и пусть также выполнены условия:
I) Коэффициенты akl при |k| = |l| = r ограничены, удовлетворяют

условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x ∈ Ω, ξ ∈ Rn (c-положительное число, не зависящее от x, ξ ),
и для любого достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0 такое,
что

|akl(x)− akl(ξ)| < ν

для любого ξ ∈ Ω и любого x ∈ {x ∈ Rn : |xi − ξi| <
1

2
ερ(ξ), i = 1, n};

II) коэффициенты akl(x) при |k|, |l| ≤ r и |k|+ |l| ≤ 2r − 1 принадле-
жат пространству Lpkl(Ω; ρ

−n/pkl), где

pkl =

{
qkl при |k| ≤ r − 1, |l| ≤ r

qlk при |k| = r, |l| ≤ r − 1,

а числа qkl определяются соотношениями:
n

2r − |k| − |l|
< qkl ≤

n

r − |l|
, если n > 2(r − |k|), n > 2(r − |l|);

n

r − |k|+ ε1n
≤ qkl, 0 < ε1 < 1/2, если n > 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|);
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qkl =


n

r − |l|+ ε2n
, 0 < ε2 < 1/2, если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|)

любое конечное число > 1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|)
.

Тогда существует число λ0 ≥ 0 такое, что при λ ≥ λ0 для любо-

го заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

задача Dλ имеет един-
ственное решение U(x) и при этом выполняется оценка

∥U ;W r
2;α,β,γ(Ω)∥ ≤M

∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(Ω)

)′∥∥∥∥ ,
где число M > 0 не зависит от F .

Доказательство. Сформулированный результат непосредственно сле-
дует из теоремы 1.3.1., если заметить, что

◦
W

r
2;α,β,γ(Ω) = V r

2;α,β(Ω)

в силу теоремы 2.3.2. и

W r
2 (Ω;σ, g⃗) = V r

2;α,β(Ω)

в частном случае (2.4.1)
Теорема 2.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 2.4.1. и пусть

также существует такая положительная константа c0 , что

c0

∫
Ω

(φα,β(x)ρ
−r(x)|v(x)|)2dx ≤ ReB[v, v] (2.4.2)

для всех v ∈ C∞
0 (Ω).

Тогда справедливо утверждение теоремы 2.4.1. при λ0 = 0.
Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 2.2.2.
Далее, во второй части настоящего параграфа, мы исследуем разре-

шимость вариационной задачи Дирихле с неоднородными граничными
условиями. Рассмотрим полуторалинейную форму

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
Ω

φ2
α,β(x)akl(x)u

(k)(x)v(l)(x)dx, (2.4.3)

и связанную с ней вариационную задачу Дирихле.

Задача D. Для заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

и за-
данного элемента Ψ(x) ∈ W r

2;α,β,γ(Ω) требуется найти решение U(x)
уравнения

B[U, v] =< F, v >, ∀v ∈ C∞
0 (Ω), (2.4.4)
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принадлежащее пространству W r
2;α,β,γ(Ω) и удовлетворяющее условию

U(x)−Ψ(x) ∈
◦
W

r
2;α,β,γ(Ω). (2.4.5)

Предположим, что коэффициенты полуторалинейной формы (2.4.3)
удовлетворяют условиям:

I*) при |k| = |l| = r коэффициенты akl ограничены, удовлетворяют
условию эллиптичности

Re
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl ≥ c|ξ|2r

для всех x ∈ Ω , ξ ∈ Rn (c - положительная константа), и для любого
достаточно малого ν > 0 существует число ε > 0 такое, что

|akl(x)− akl(ξ)| < ν

для любого ξ ∈ Ω и любого x ∈ {x ∈ Rn : |xi − ξi| < (ε/2)ρ(ξ), i = 1, n} ;
II*) коэффициенты akl(x) при |k| ≤ r , |l| ≤ r и |k| + |l| ≤ 2r − 1

принадлежат пространству Lpkl(Ω;φαkl,βkl
) , где

αkl =
n

pkl
− 2r + |k|+ |l|+ ε+ (α + r − |k| − 1/2(n−m)− m

pkl
)+, (2.4.6)

βkl = 2r − |k| − |l|+ ε− 1

pkl
(n−m) + (β − 1 + 1/2(n−m))+, (2.4.7)

где ε - достаточно малое положительное число,

pkl =

{
qkl, при |k| ≤ r − 1, |l| ≤ r

qlk, при |k| = r, |l| ≤ r − 1
,

а числа qkl определяются соотношениями:

n

2r − |k| − |l|
< qkl ≤

n

r − |l|
, если n > 2(r − |k|), n > 2(r − |l|);

n

r − |k|+ ε1n
≤ qkl, 0 < ε1 < 1/2, если n > 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|);

qkl =


n

r − |l|+ ε2n
, 0 < ε2 < 1/2, если n ≤ 2(r − |k|), n > 2(r − |l|)

любое конечное число > 1, если n ≤ 2(r − |k|), n ≤ 2(r − |l|)
.
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Теорема 2.4.3. Пусть выполнены условия I*), II*) и пусть веще-
ственные числа α, β, γ удовлетворяют условиям

−α+
n−m

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

n−m

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ.

Пусть также существует такое положительное число c0 , что

c0

∫
Ω

(φα,β(x)ρ
−r(x)|v(x)|)2dx ≤ ReB[v, v] (2.4.8)

для всех v ∈ C∞
0 (Ω).

Тогда для любого заданного функционала F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

и любой
заданной функции Ψ(x) ∈ W r

2;α,β,γ(Ω) существует единственное решение
U(x) задачи D и при этом выполняется оценка

∥U ;W r
2;α,β,γ(Ω)∥ ≤M

{
∥F ;

( ◦
W

r
2;α,β,γ(Ω)

)′

∥+ ∥Ψ;W r
2;α,β,γ(Ω)∥

}
, (2.4.9)

где числоM > 0 не зависит от F и Ψ.
Доказательство. Для удобства чтения сначала сформулируем резуль-

тат теоремы 2.3.5. в случае p = q = 2 в удобной для нас форме.
Лемма 2.4.1. Пусть вещественные числа α, β, γ удовлетворяют

условиям

−α+
n−m

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β +

n−m

2
/∈ {1, 2, . . . , r}, β − r ≥ γ.

Тогда для всех мультииндексов k, l таких, что |k| ≤ r , |l| ≤ r , |k| +
|l| ≤ 2r + 1 и всех функций u ∈ W r

2;α,β,γ(Ω), v ∈
◦
W r

2;α,β,γ(Ω) справедливо
неравенство
∫
Ω

(
φγkl,δkl(x)|u(k)(x)v(l)(x)|

)λkl

dx


1/λkl

≪
∥∥u;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥·∥∥v;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥ ,

где λkl > 1 и числа γkl , δkl определяются следующими соотношениями:
1) если |k| ≤ r − 1 и |l| ≤ r , то

γkl ≤ α + r − |l| − (
1

2
− 1

λkl
)(n−m) +min{−ε;α + r − |k| − 1/2(n−m)},

δkl ≤ β−2r+ |l|+ |k|+1+(
1

2
− 1

λkl
)(n−m)+min{−ε; β−1+1/2(n−m)};

(2.4.10)
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1) если |k| = r и |l| ≤ r − 1, то

γkl = 2α + r − |l| − (1− 1

λkl
)(n−m),

δkl = 2β − r + |l|+ (1− 1

λkl
)(n−m). (2.4.11)

Здесь ε - достаточно малое положительное число.
Рассмотрим полуторалинейную форму

B[u, v] =
∑

|k|,|l|≤r

∫
R+

n

bkl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx, (2.4.12)

Предположим, что коэффициенты bkl(x) формы (2.4.12) удовлетворя-
ют условиям:

1) при |k| = |l| = r коэффициенты bkl(x) принадлежат пространству
Lµkl

(Ω;φ−γkl,−δkl) , где µkl = λkl/(λkl−1) , а числа γkl , δkl , λkl такие же как
в лемме 2.4.1.

Лемма 2.4.2. Пусть выполнены условия 1), 2). Тогда для любого эле-
мента Ψ(x) ∈ W r

2;α,β,γ(Ω) функционал G, определенный равенством

< G, v >= −B[Ψ, v], (2.4.13)

принадлежит пространству
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

и справедливо неравенство∥∥∥∥G;( ◦
W

r
2;α,β,γ(R

+
n )
)′∥∥∥∥ ≤M

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(Ω)

∥∥ , (2.4.14)

где число M > 0 не зависит от Ψ.
Доказательство. Полуторалинейную форму (2.4.12) представим в ви-

де
B[u, v] = B(1)[u, v] +B(2)[u, v], (2.4.15)

где

B(1)[u, v] =
∑

|k|=|l|=r

∫
Ω

bkl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx,

B(2)[u, v] =
∑

|k|+|l|≤2r−1

∫
Ω

bkl(x)u
(k)(x)v(l)(x)dx.
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В силу условия 1) применяя неравенство Коши-Буняковского, имеем

|B(1)[u, v]| ≪
∑

|k|=|l|=r

∫
Ω

φα,β(x)|u(k)(x)| · |v(l)(x)|dx≪

≪

∑
|k|=r

∫
Ω

(φα,β(x)|u(k)(x)|)2dx


1/2∑

|l|=r

∫
Ω

(φα,β(x)|v(l)(x)|)2dx


1/2

≪

≪
∥∥u;Lr

2;α,β(Ω)
∥∥ ·

∥∥v;Lr
2;α,β(Ω)

∥∥ .
Следовательно

|B(1)[ψ, v]| ≪
∥∥Ψ;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥∥∥v;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥ (2.4.16)

для всех v ∈
◦
W r

2;α,β,γ(Ω) . Так как

1

µkl
+

1

λkl
= 1 (|k|+ |l| ≤ 2r − 1),

и bkl(x) ∈ Lµkl
(Ω;φ−γkl,−δkl) при |k| + |l| ≤ 2r − 1 , где λkl , γkl , δkl - та-

кие же числа, как в лемме 2.4.1., то применяя неравенство Гельдера с
показателями µkl , λkl , в силу леммы 2.4.1. имеем

|B(2)[u, v]| ≪
∑

|k|+|l|≤2r−1

∫
Ω

|bkl(x)|(φγkl,δkl(x))
−1×

× φγkl,δkl(x)|u(k)(x)||v(l)(x)|dx≪

≪
∑

|k|+|l|≤2r−1


∫
Ω

|(bkl(x)|(φγkl,δkl(x))
−1)µkldx


1/µkl

×

×


∫
Ω

(φγkl,δkl(x)|u(k)(x)||v(l)(x)|)λkldx


1/λkl

≪

≪
∑

|k|+|l|≤2r−1

∥bkl;Lµkl
(Ω;φ−γkl,−δkl)∥ · ∥u;W r

2;α,β,γ(Ω)∥×

× ∥v;W r
2;α,β,γ(Ω)∥ ≪ ∥u;W r

2;α,β,γ(Ω)∥ · ∥v;W r
2;α,β,γ(Ω)∥

для всех u ∈ W r
2;α,β,γ(Ω) , v ∈

◦
W r

2;α,β,γ(Ω) . Здесь мы также воспользова-
лись неравенством

(φγkl,δkl(x))
−1 ≪ φ−γkl,−δkl(x) ∀x ∈ Ω.
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Таким образом, мы доказали, что

|B(2)[ψ, v]| ≪
∥∥Ψ;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥∥∥v;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥ (2.4.17)

для всех v ∈
◦
W r

2;α,β,γ(Ω) .
В силу неравенств (2.4.16), (2.4.17) из (2.4.13), (2.4.15) следует, что

| < G, v > | ≪
∥∥Ψ;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥∥∥v;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥

для всех v ∈
◦
W r

2;α,β,γ(Ω) . Это означает, что G ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

и имеет
место неравенство (2.4.14).

Лемма 2.4.2. доказана.
Теперь приступим к непосредственному доказательству утверждения

теоремы 2.4.3. Сначала покажем, что в условиях теоремы 2.4.3. выпол-
няются все условия теоремы 2.4.2. Не трудно заметить, что условие I*)
теоремы 2.4.3. совпадает с условием I) теоремы 2.4.2.(см. теорему 2.4.1.),
а условие (2.4.8) - с условием (2.4.2).

Условие II) теоремы 2.4.2.(см. теорему 2.4.1.) для коэффициентов akl(x)
полуторалинейной формы (2.4.3) примет следующий вид

akl(x)ρ
2r−|k|−|l|(x) ∈ Lpkl(Ω; ρ

−n/pkl), (2.4.18)

где pkl - такие же числа, как в теореме 2.4.3. Из определения весовой
функции φα,β(x) следует, что φα1,β1

(x) ≪ φα2,β2
(x) , если α1 ≤ α2 , β1 ≤ β2 .

Поэтому
ρ2r−|k|−|l|−n/pkl(x) ≪ φαkl,βkl

(x) (x ∈ Ω), (2.4.19)
если

−2r + |k|+ |l|+ n

pkl
≤ αkl,

2r − |k| − |l| − n

pkl
≤ βkl.

Эти неравенства выполняются в силу условий (2.4.6), (2.4.7) теоремы 2.4.3.
Поэтому используя (2.4.19), имеем

∥aklρ2r−|k|−|l|;Lpkl(Ω; ρ
−n/pkl)∥ =

=


∫
Ω

(ρ2r−|k|−|l|−n/pkl(x)|akl(x)|)pkldx


1/pkl

≪

≪


∫
Ω

(φαkl,βkl
(x)|akl(x)|)pkldx


1/pkl

= ∥akl;Lpkl(Ω;φαkl,βkl
(x)∥ < +∞
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то есть включение (2.4.18), а следовательно и условие II) теоремы 2.4.2.(см.
теорему 2.4.1.) выполняется.

Далее проверим, что в условиях теоремы 2.4.3. выполняются условия
леммы 2.4.2. Условие этой леммы для коэффициентов akl(x) , (|k| + |l| ≤
2r − 1) полуторалинейной формы (2.4.3) примет вид

φ2
α,β(x)akl(x) ∈ Lµkl

(Ω;φ−γkl,−δkl). (2.4.20)

Из определения весовой функции φα,β(x) (см. § 2.3) следует, что
φα1,β1

(x)φα2,β2
(x) ≪ φα1+α2,β1+β2

(x) Поэтому

∥φ2
α,βakl;Lpkl(Ω;φ−γkl,−δkl)∥ =


∫
Ω

(φ2
α,β(x)φ−γkl,−δkl(x)|akl(x)|)pkldx


1/pkl

≪

≪


∫
Ω

(φ2α−γkl,2β−δkl(x)|akl(x)|)pkldx


1/pkl

Ниже покажем, что

2α− γkl ≤ αkl, 2β − δkl ≤ βkl. (2.4.21)

Поэтому

∥φ2
α,βakl;Lpkl(Ω;φ−γkl,−δkl)∥ ≪ ∥akl;Lpkl(Ω;φαkl,βkl

)∥ < +∞

и следовательно включение (2.4.20) имеет место при µkl = pkl .
Числа γkl , δkl определены соотношениями 1), 2) леммы 2.4.1. Пусть

|k| ≤ r − 1 , |l| ≤ r . Тогда из (2.4.10) имеем

γkl ≤ α+ r−|l|− (
1

2
− 1

λkl
)(n−m)+min{−ε;α+ r−|k|− 1/2(n−m)} =

= α + r − |l|+ (
1

2
− 1

µkl
)(n−m) +min{−ε;α− |k| − 1/2(n−m)}

Следовательно

γkl ≤ α + r − |l|+ (
1

2
− 1

µkl
)(n−m)− ε,

γkl ≤ 2α + 2r − |k| − |l| − 1

µkl
(n−m).
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Отсюда следует, что

2α− γkl ≥ α− r + |l| − (
1

2
− 1

µkl
)(n−m) + ε, (2.4.22)

2α− γkl ≥ −2r + |k|+ |l|+ 1

µkl
(n−m). (2.4.23)

Из (2.4.6) следует, что

αkl =
n

pkl
− 2r + |k|+ |l|+ ε, (2.4.24)

если
α+ r − |k| − 1/2(n−m)− m

pkl
≤ 0.

Следовательно

αkl ≥
n

pkl
− 2r + |k|+ |l|+ ε+ [α+ r − |k| − 1/2(n−m)− m

pkl
] =

= α− r + |l|+ ε− (
1

2
− 1

pkl
)(n−m) (2.4.25)

Из (2.4.22), (2.4.23) при µkl = pkl и из (2.4.24), (2.4.25) следует, что су-
ществуют такие числа γkl , удовлетворяющие условиям леммы 2.4.1., что
αkl ≥ 2α − γkl , то есть первое неравенство в (2.4.21) выполняется. Если
же

α + r − |k| − 1/2(n−m)− m

pkl
> 0, (2.4.26)

то согласно условию (2.4.6) теоремы 2.4.3.

αkl = α− r + |l|+ ε− (
1

2
− 1

pkl
)(n−m). (2.4.27)

Следовательно число γkl , удовлетворяющее условию (2.4.22) при µkl = pkl ,
а также неравенство αkl ≥ 2α− γkl существуют.

В силу (2.4.27) число γkl , удовлетворяющее условию (2.4.23) при µkl =
pkl , а также неравенству αkl ≥ 2α− γkl существует, если

α+ r − |k|+ ε− 1/2(n−m) ≥ 0.

Это неравенство имеет место в силу (2.4.26). Первое неравенство в (2.4.21)
в этом случае также выполняется.
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Из (2.4.10) при |k| ≤ r − 1 , |l| ≤ r имеем

δkl ≤ β−2r+|l|+|k|+1+(
1

2
− 1

λkl
)(n−m)+min{−ε; β−1+1/2(n−m)} =

= β−2r+ |l|+ |k|+1− (
1

2
− 1

µkl
)(n−m)+min{−ε; β−1+1/2(n−m)}.

Следовательно

δkl ≤ β − 2r + |k|+ |l|+ 1− (
1

2
− 1

µkl
)(n−m)− ε,

δkl ≤ 2β − 2r + |k|+ |l|+ 1

µkl
(n−m).

Отсюда следует, что

2β − δkl ≥ β + 2r − |k| − |l| − 1 + (
1

2
− 1

µkl
)(n−m) + ε, (2.4.28)

2β − δkl ≥ 2r − |k| − |l| − 1

µkl
(n−m). (2.4.29)

Из (2.4.7) имеем

βkl = 2r − |k| − |l|+ ε− 1

pkl
(n−m), (2.4.30)

если
β − 1 + 1/2(n−m) ≤ 0.

Следовательно

βkl ≥ 2r − |k| − |l|+ ε+ β − 1 + (
1

2
− 1

pkl
)(n−m). (2.4.31)

Из (2.4.30), (2.4.31) следует существование числа δkl , которое удовлетво-
ряет неравенствам (2.4.28), (2.4.29) при µkl = pkl , а также неравенству
βkl ≥ 2β − δkl .

Если же
β − 1 + 1/2(n−m) > 0, (2.4.32)

то согласно условию (2.4.7) теоремы 2.4.3.

βkl = 2r − |k| − |l|+ ε+ β − 1 + (
1

2
− 1

pkl
)(n−m). (2.4.33)

Следовательно, число δkl , удовлетворяющее неравенству (2.4.28) при
µkl = pkl и неравенству βkl ≥ 2β − δkl существует.
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Из (2.4.29) при µkl = pkl и из (2.4.33) следует, что число δkl , удовлетво-
ряющее неравенству βkl ≥ 2β − δkl существует, если

ε+ β − 1 + 1/2(n−m) ≥ 0,

что возможно в силу условия (2.4.32).
Таким образом мы показали, что в случае |k| ≤ r − 1 , |l| ≤ r суще-

ствуют числа γkl , δkl , удовлетворяющие неравенствам (2.4.21).
Теперь рассмотрим случай |k| = r , |l| ≤ r − 1 .
Из (2.4.11) следует, что

γkl = 2α + r − |l| − (1− 1

λkl
)(n−m),

δkl = 2β − r + |l|+ (1− 1

λkl
)(n−m).

Так как µkl = λkl/(λkl − 1) , то

γkl = 2α + r − |l| − 1

µkl
(n−m),

δkl = 2β − r + |l|+ 1

µkl
(n−m).

При |k| = r из условий (2.4.6), (2.4.7) теоремы 2.4.3. следует, что

αkl =
n

pkl
− r + |l|+ ε+ (α− 1/2(n−m)− m

pk
)+,

βkl = r − |l|+ ε− 1

pkl
(n−m) + (β − 1 + 1/2(n−m))+.

Следовательно при µkl = pkl неравенства

αkl ≥ 2α− γkl, βkl ≥ 2β − δkl

имеют место, если

n

pkl
− r + |l|+ ε+ (α− 1/2(n−m)− m

pkl
)+ ≥ −r + |l|+ 1

pkl
(n−m),

r − |l|+ ε− 1

pkl
(n−m) + (β − 1 + 1/2(n−m))+ ≥ r − |l| − 1

pkl
(n−m).

После сокращения соответствующих членов, эти неравенства принимают
вид

m

pkl
+ ε+ (α− 1/2(n−m)− m

pkl
)+ ≥ 0,
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ε+ (β − 1 + 1/2(n−m))+ ≥ 0.

Таким образом, мы показали, что в условиях теоремы 2.4.3. выполняются
условия теоремы 2.4.2. и леммы 2.4.2.

Пусть заданы элементы F ∈
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

, Ψ ∈ W r
2;α,β,γ(Ω) . Тогда в

силу леммы 2.4.2. функционал G , определенный равенством

< G, v >= −B[Ψ, v], v ∈
◦
W

r
2;α,β,γ(Ω), (2.4.34)

принадлежит пространству
( ◦
W r

2;α,β,γ(Ω)
)′

и справедливо неравенство∥∥∥∥G;( ◦
W

r
2;α,β,γ(Ω)

)′∥∥∥∥ ≤M0

∥∥Ψ;W r
2;α,β,γ(Ω)

∥∥ , (2.4.35)

где число M0 > 0 не зависит от Ψ(x) .
Рассмотрим следующую вспомогательную задачу: требуется найти ре-

шение U∗(x) уравнения

B[U∗, v] =< F +G, v >, ∀v ∈ C∞
0 (Ω), (2.4.36)

принадлежащее пространству
◦
W r

2;α,β,γ(Ω) .
Так как в условиях теоремы 2.4.3. выполняются все условия теоремы

2.4.2., то в силу этой теоремы вспомогательная задача имеет единственное
решение и выполняется оценка∥∥U∗;W

r
2;α,β,γ(Ω)

∥∥ ≤M1

∥∥∥∥G+ F ;
( ◦
W

r
2;α,β,γ(Ω)

)′∥∥∥∥ . (2.4.37)

Рассмотрим функцию U(x) = U∗(x) + Ψ(x) . Так как U∗(x) ∈
◦
W

r
2;α,β,γ(Ω) , то U(x)−Ψ(x) ∈

◦
W r

2;α,β,γ(Ω) , то есть U(x) удовлетворяет усло-
вию (2.4.5) задачи D.

Из (2.4.34), (2.4.36) следует, что

B[U, v] = B[U∗ +Ψ, v] = B[U∗, v] +B[Ψ, v] =

=< G+ F, v > − < G, v >=< F, v >,

то есть U(x) является решением уравнения (2.4.4) задачи D.
Таким образом, мы показали, что функция U(x) = U∗(x) + Ψ(x) есть

решение задачи D. Из единственности U∗(x) следует единственность ре-
шение U(x) .
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Докажем оценку (2.4.9) теоремы 2.4.3. Так как∥∥U ;W r
2;α,β,γ(Ω)

∥∥ ≤
∥∥U∗;W

r
2;α,β,γ(Ω)

∥∥+
∥∥Ψ;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥

и согласно (2.4.37)∥∥U∗;W
r
2;α,β,γ(Ω)

∥∥ ≤M1

{∥∥∥∥G;( ◦
W

r
2;α,β,γ(Ω)

)′∥∥∥∥+

∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(Ω)

)′∥∥∥∥} ,
то применяя оценку (2.4.35) получим∥∥U ;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥ ≤M1

∥∥∥∥F ;( ◦
W

r
2;α,β,γ(Ω)

)′∥∥∥∥+(1+M0M1)
∥∥Ψ;W r

2;α,β,γ(Ω)
∥∥ .

Отсюда следует оценка (2.4.9). Теорема 2.4.3. доказана.
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