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Введение

Актуальность и степень разработанности темы исследова­

ния. Работа посвящена исследованию коэрцитивных свойств и теоремам

разделимости различных нелинейных дифференциальных операторов вто­

рого и более высокого порядка. На основе разделимости дифференциаль­

ных операторов изучается коэрцитивная разрешимость нелинейных диф­

ференциальных уравнений.

Установление коэрцитивных неравенств является основной проблемой

самостоятельного направления современной теории дифференциальных

операторов. Наличие коэрцитивных оценок для дифференциальных опе­

раторов, позволяет сразу установить разделимость этих операторов и ис­

следовать свойства гладкости решения дифференциальных уравнений.

Термин «разделимость дифференциального оператора» впервые был

введен в научную литературу английским математиком В.Н. Эвериттом

(W.N.Everitt) и шведский математиком М.Гирцом (M.Girtz) в начале се­

мидесятых годов прошлого столетия. В своих работах ([66]-[69]) они, в

основном, изучали разделимость оператора Штурма-Лиувилля

𝐿[𝑦] = −𝑦′′
(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥)

и его степеней.

Позже результаты статьи [66] обобщались в других работах этих ав­

торов [67]-[73], а также в работах Ф.М.Аткинсона(F.V.Atkinson)[60], В.Н.

Эверитта, М. Гирца, Дж. Вайдмана (J.Weidmann) [74], А.Цеттла (A.Zettl)

[100], В.Д. Эванса (W.D.Evans), А.Цеттла [65], К.Х. Бойматова [12]-[25],

М. Отелбаева [49], [50], М.М. Бакоевой, С.А. Исхокова [7], Р.С. Брауна
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(R.C.Brown) [61], Р.С. Брауна, Д.Б. Хинтона (D.B.Hinton) [62], Н. Черняв­

ской (N.Chernyaskaya), Л. Шустера (L.Shuster) [63], [64] и др.

В частности для оператора Штурма-Лиувилля впервые избавились 

от условии гладкости на потенциал 𝑞(𝑥) независимо друг о друга 

К.Х.Бойматова [12] и В.М.Аткинсон (F.V.Atcinson [60]. М. Отелбаев [49] 

исследовал разделимость оператора Штурма-Лиувилля в весовом про­

странстве 𝐿2,𝑘(𝐼) , где 𝐼 - открытий отрезок вещественной прямой.

Например, можно доказать, что при 0 < 𝑙 < 1
𝑝(1 +

1
𝑝) для дифферен­

циального выражения

𝐴(𝑥,𝐷𝑥) = 𝐴(𝑙)(𝑥,𝐷𝑥) = − 𝑑

𝑑𝑥2
+ 𝑙 · 𝑥−2,

𝐿𝑝 - разделимость не имеет смысла (см.Бойматов К.Х.([18])).

Разделимость обыкновенных дифференциальных выражений более

высокого порядка исследовалась в работах К.Х. Бойматова, П.И. Лизор­

кина [20], Ф.В. Аткинсона(F.N.Atkinson)[60], В.Д. Эванса (Evans W.D.),

А. Цеттла (Zettl.А) [65], С.А. Исхокова [36], Д.С. Гоибова [32] и др.

Разделимость дифференциальных выражений с частными производ­

ными впервые исследовалась в работе К.Х. Бойматова ([13]) и далее в

работах К.Х. Бойматова ([14]-[16]) , М. Отелбаева [52], Р. Ойнарова [48] и

их учеников.

Разделимость нелинейных обыкновенных дифференциальных выра­

жений изучалась в работах А.А. Биргебаева, М. Отелбаева [9], Т.Т. Ама­

новой, М.Б. Муратбекова [4], Э.З.Гриншпуна, М. Отелбаева [33], М.М.

Бакоева [6], К.Н. Оспанова, Р.Д. Ахмедкалиевой [91], [92] и др.

Отметим, что разделимость оператора Штурма-Лиувилля с нелиней­

ным потенциалом 𝑞(𝑥, |𝑥|) в пространстве 𝐿1(−∞,+∞) получена в работе
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Т.Т. Амановой, М.Б. Муратбекова. В работе Э.З. Гриншпуна, М. Отелбае­

ва доказано, что нелинейный оператор Штурма-Лиувилля, с положитель­

ным потенциалом всегда разделим в пространстве 𝐿1(−∞,+∞) .

В работах К.Х. Бойматова [22], А.С. Мохамеда [82] и др. рассмотрены

дифференциальные операторы с матричными коэффициентами.

Отметим, что в работе А.С.Мохамеда [82] допускалась нелинейность

рассматриваемого дифференциального оператора за счет слабого возму­

щения линейного оператора.

Нелинейные дифференциальные выражения c частными производны­

ми рассматривались в работах Б.М.Муратбекова, М.Отелбаева [44], К.Х.

Бойматова ([18]),([19]), К.Х. Бойматова, А. Шарифова ([22]), З. Оера

(Z.Oer) ([87]) и др.

В статьях К.Х.Бойматова [12], [13], [14], [17], [19], [22], [23], М.Б. Му­

ратбекова, М. Отелбаева [44], М. Отелбаева [52], R.C. Brown [62], H.A.Atia,

R.A. Mahmoud [58], W.N. Everitt, M. Gierz [70], [67], [74], A.S. Mohamed,

H.A. Atia [82],З. Оера ([87]), S. Omran, K.A. Gepreel [88], [89], S. Omran,

K.A. Gepreel, E.T.A. Nofal [90], K.N. Ospanov, R.D. Akhmedkaliyeva [91],

[92], E.M.E.Zayed [94],[95], E.M.E. Zayed, O. Salem [96], [97] исследована 𝐿2

- разделимость. А общий случай, то есть 𝐿𝑝 - разделимость, рассматривал­

ся в работах К.Х. Бойматова [18], [24], А.С.Мохамеда [42], Н.Чернявской,

Л.Шустера [64], И.Курбонова, М.Шодиева [40], З.Х.Рахимова [54], Д.С.

Гоибова [32] и др.

В работах Х.А.Ати, Р.С.Алсаиди, А.Рамади (H.A.Atia, R.S.Alsaedi,

A.Ramady) [59] и O.Милатовича (O.Milatovic) [83], [84], [85], [86] рассмат­

ривается разделимость дифференциальных операторов с частными произ­
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водными, заданных на римановых многообразиях.

Дифференциальные выражения более высокого порядка исследованы 

в следующих работах: К.Х.Бойматов [20], М.Б. Муратбеков [43], М.Б. Му­

ратбеков, М.М. Муратбеков, К.Н. Оспанов [47], М.Г.Гадоев, Ф.С.Исхоков 

[29],[30], М.Г.Гадоев, С. А. Исхоков, Ф. С. Исхоков [31] и др.

В работе М.Г. Гадоева, С.А. Исхокова, Ф.С. Исхокова [31] впервые до­

казаны теоремы разделимости для вырождающихся эллиптических опе­

раторов общего вида в случае, когда область, в которой задается диффе­

ренциальный оператор и неотрицательные функции, которые характери­

зируют вырождения коэффициентов дифференциального оператора, за­

даются в паре друг с другом и удовлетворяют условию погружения (см.

П.И.Лизоркин [41]).

Коэрцитивная разрешимость дифференциальных операторов рас­

смотрена в следующих статьях: К.Х. Бойматова, А.Шарифова [22],

М.Б.Муратбеков, М.М. Муратбеков, К.Н. Оспанов К.Н. [47], E.M.E. Zayed,

A.S. Mohamed, H.A. Atia [93] и др.

Из приведенного выше краткого обзора результатов по теории разде­

лимости дифференциальных операторов следует, что актуальной пребле­

мой разделимости этой теории является исследование разделимости силь­

но нелинейных дифференциальных операторов, то есть операторов кото­

рые не являются слабыми возмущениями линейных операторов. Именно

этой актуальной проблеме посвящена настоящая диссертационная работа.

Связь работы с научными программами (проектами), тема­

ми. Данное диссертационное исследование выполнено в рамках реализа­

ции перспективного плана научно-исследовательской работы Института
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математики им. А. Джураева Национальной Академии наук Таджики­

стана на 2016-2020гг. по теме «Обобщенные краевые задачи для вырож­

дающихся эллиптических уравнений с измеримыми коэффициентами и

нелинейные эволюционные уравнения дробного порядка».

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы яв­

ляется исследование коэрцитивных свойств широкого класса нелинейных

операторов и систем нелинейных дифференциальных операторов второго

и более высокого порядка, заданных во всем пространстве 𝑅𝑛 , в весо­

вом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 ; установление разделимости этих нелинейных

дифференциальных операторов в весовом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 ; получе­

ние соответствующих коэрцитивных неравенств; изучение коэрцитивной

разрешимости исследуемых уравнений на основе установленных коэрци­

тивных неравенств.

В соответствии с поставленной целью выделяются следующие задачи:

• изучить коэрцитивные свойства строго нелинейных дифференциаль­

ных операторов второго порядка в весовом пространстве, доказать

соответствующие коэрцитивные неравенства и на их основе доказать

разделимость соответствующих операторов;

• найти достаточные условия разделимости строго нелинейных диффе­

ренциальных операторов порядка выше второго и доказать соответ­

ствующие коэрцитивные неравенства;

• доказать теоремы существования и единственности решения строго

нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка.

Объекты исследования. Объектами исследования являются строго
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нелинейные дифференциальные операторы второго и более высокого по­

рядка во всем пространстве, которые не являются слабыми возмущениями

линейных дифференциальных операторов.

Методы исследования. Основными методами исследования явля­

ются современные методы функционального анализа и теории нелиней­

ных дифференциальных уравнений в частных производных; метод инте­

грирования по частям, впервые примененный В.Н. Эвериттом и М.Гирцом

и в последующем получившей развитие в работах К.Х.Бойматова.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются

новыми, представляют теоретический интерес и состоят в следующем:

• установлены коэрцитивные оценки и доказана теорема о разделимо­

сти нелинейного оператора Лапласа-Бельтрами и нелинейных диф­

ференциальных операторов второго порядка в весовом гильбертовом

пространстве;

• изучены коэрцитивные свойства оператора Гельмгольца с нелиней­

ным матричным потенциалом в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 и доказана

теорема о разделимости нелинейного оператора Гельмгольца с мат­

ричным потенциалом;

• изучены коэрцитивные свойства нелинейных дифференциальных опе­

раторов второго порядка с переменными старшими коэффициентами

в пространстве вектор-функций и доказана теорема о разделимости

общих нелинейных дифференциальных операторов второго порядка

с матричными коэффициентами;

• изучены коэрцитивные свойства бигармонического оператора с нели­

нейным матричным потенциалом в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 и доказана
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теорема о разделимости нелинейного бигармонического оператора с

матричным потенциалом;

• установлены коэрцитивные оценки, и доказана теорема о разделимо­

сти нелинейного обыкновенного дифференциального оператора ше­

стого порядка в гильбертовом пространстве;

• найдены условия коэрцитивной разрешимости нелинейного уравне­

ния Лапласа–Бельтрами и доказана теорема о существование и един­

ственности решение нелинейного уравнение Лапласа-Бельтрами в

гильбертовом пространстве.

• найдены условия коэрцитивной разрешимости нелинейных диффе­

ренциальных уравнений второго порядка и доказана теорема о су­

ществование и единственности решения нелинейных дифференциаль­

ных уравнений второго порядка в весовом пространстве.

Положения, выносимые на защиту:

1. Теорема о разделимости нелинейного дифференциального оператора

Лапласа-Бельтрами в гильбертовом пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛) .

2. Теорема о разделимости общего нелинейного дифференциального

оператора второго порядка в весовом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) .

3. Теорема о разделимости строго нелинейного дифференциального

оператора Гельмгольца с матричным потенциалом в пространстве

𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 .

4. Теорема о разделимости нелинейных дифференциальных операторов

второго порядка с переменными старшими коэффициентами в про­

странстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 .
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5. Теорема о разделимости строго нелинейного дифференциального би­

гармонического оператора в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 .

6. Теорема о разделимости одного класса нелинейных обыкновенных

дифференциальных операторов шестого порядка в гильбертовом про­

странстве 𝐿2(𝑅) .

7. Теорема о сушествовании и единственности решения нелинейного

дифференциального уравнения Лапласа -Бельтрами в гильбертовом

пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛) .

8. Теорема о существовании и единственности решения нелинейного

дифференциального оператора второго порядка в весовом гильбер­

товом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) .

Личный вклад автора. Задачи исследования были сформулирова­

ны совместно с научным консультантом работы, который оказывал кон­

сультативное содействие. Основные результаты диссертационной работы,

отраженные в разделе ”Научная новизна”, получены лично автором.

Теоретическая и практическая ценность работы. Результаты,

полученные в диссертации, носят теоретический характер. Они могут най­

ти применение в теории дифференциальных операторов с частными про­

изводными, в теории пространств дифференцируемых функции многих

переменных и спектральной теории дифференциальных операторов. Мате­

ралы диссертации могут использоваться при чтении специальных курсов

для студентов и магистров в высших учебных заведениях, обучающихся

по специальности "Математика".

Степень достоверности результатов проведенных исследова­

ний. Достоверность результатов диссертационной работы обеспечивается
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строгими математическими доказательствами всех утверждений, приве­

денных в диссертации, подтверждается исследованиями других авторов.

Апробация работы: Основные результаты работы обсуждены и по­

лучили положительные отзывы на следующих семинарах отдела теории

функции и функционального анализа, общеинститутском семинаре Ин­

ститута математики им. А.Джураева НАН Таджикистана. Результаты

диссертации были представлены в ходе выступлений на следующих конфе­

ренциях: Международная научная конференция «Современные проблемы

математического анализа и их приложений», посвященная 60-летию ака­

демика К.Х.Бойматова, г.Душанбе, 24 июня, 2010г.; Международная на­

учная конференция «Наука и инновационные разработки -Северу», Рос­

сия, г.Мирный, 10-12 марта 2014г.; Международная научная конферен­

ция «Современные проблемы функционального анализа и дифференци­

альных уравнений», посвященная 80-летию чл.-корр. НАН Таджикиста­

на, д.ф.-м.н., профессора В.Л.Стеценко, г.Душанбе, 27-28 апреля 2015г.;

Международная конференция «Функциональные пространства и тео­

рия приближения», посвященная 110-летию со дня рождения академика

С.М.Никольского, г.Москва, 25-29 мая 2015г.; VI-ая Всероссийская научно­

практическая конференция студентов, аспирантов и молодых ученых. СВ­

ФУ им. М.К. Аммосова, Политехнический институт, Россия, г.Мирный,

2015г.; Международная научная конференция «Современные проблемы

математики и её приложений», посвященная 25-летию независимости Рес­

публики Таджикистан. Филиал МГУ им М.В.Ломоносова, г.Душанбе, 3-4

июня 2016г.; Международная летняя математическая школа-конференция

С.Б.Стечкина по теории функций, г.Душанбе, 15-25 августа 2016г.; Между­
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народная математическая конференция по теории функций, посвященная

100-летию член.корр РАН СССР А.Ф. Леонтьева, Россия, г.Уфа, 27-30

мая, 2017г., С. 81-82; Уфимская международная конференция «Современ­

ные проблемы математики и ее приложений», Россия, Уфа, 27-30 сентября,

2016г.; Международная международная научная конференция «Диффе­

ренциальные и интегральные уравнения с сингулярными коэффициента­

ми и краевые задачи теории функций», посвященная 90-летию академика

НАН Таджикистана, лауреата государственной премии имени Абуали Ибн

Сино Михайлова Л.Г., г.Душанбе, 27-28 февраля 2018г.; IV-ая междуна­

родная научной конференции «Актуальные проблемы прикладной мате­

матики», Приэльбрусье, п. Терскол, Кабардино-Балкарская республика,

22-26 мая 2018г.; Международная научная конференция «Спектральная

теория и смежные вопросы», Россия, г.Уфа, 1-4 октября 2018г.; Междуна­

родная научная конференция «Современные проблемы математики и ме­

ханики», посвященная 80-летию академика РАН В.А. Садовничего МГУ,

г.Москва, 13-15 мая 2019г.; Международная научно-практическая конфе­

ренция «Наука и инновационные разработки - Северу», Россия, г.Мирный,

2019г, 14-15 марта 2019г.; XVI-ая международная конференция, посвящен­

ная 80-летию со дня рождения профессора Мишеля Деза, Россия, г.Тула,

13–18 мая 2019г.; Международная конференция «Современные проблемы

и приложения алгебры, теории чисел и математического анализа», посвя­

щенная 60-летию академика НАН Таджикистана, доктора физико-матема­

тических наук, профессора Рахмонова З.Х. и члена-корреспондента НАН

Таджикистана, доктора физико-математических наук, профессора Исхо­

кова С.А., Душанбе, 13–14 декабря 2019г.; Международная конференция



14

«Сингулярные интегральные уравнения и дифференциальные уравнения

с сингулярными коэффициентами», посвященная 70-летию профессора

Джангибекова Гулходжа, Душанбе, 30-31 января 2020г.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 34

работах, список которых приведен в конце автореферата. Работы [1-16]

опубликованы в журналах из перечня рецензируемых научных журналов

и изданий, рекомендованных ВАК при Президенте Республики Таджики­

стан и ВАК Министерства образования и науки РФ. Работы [1]-[6] входят

в международные библиографические и реферативные базы данных Web

of Science и Scopus.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения,

трех глав, списка цитированной литературы из 135 наименований и за­

ключения, занимает 157 страницу машинописного текста и набрана на

LATEX. Для удобства в диссертации применена сквозная нумерация тео­

рем, лемм и формул. Они имеют тройную нумерацию, в которой первая

цифра совпадает с номером главы, вторая указывает на номер парагра­

фа, а третья-на порядковый номер теорем, лемм или формул в данном

параграфе.
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Глава 1

Коэрцитивные свойства и разделимость нелинейных

дифференциальных операторов второго порядка

Настоящая глава посвящена доказательству неравенств коэрцитивно-

сти для нелинейных дифференциальных операторов с частными произ-

водными второго порядка. Из неравенств коэрцитивности следует разде-

лимость нелинейных дифференциальных операторов в рассматриваемом

пространстве.

В первом параграфе главы приведены основные обозначения, опре-

деления терминов и некоторые вспомогательные утверждения.

Во втором параграфе изучаются коэрцитивные свойства нелиней-

ного оператора Лапласа-Бельтрами

L[u] = − 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
+ V (x, u)u(x)

в пространстве L2(R
n) .

Доказывается теорема о разделимости нелинейного оператора Ла-

пласа-Бельтрами в гильбертовом пространстве.

Во третьем параграфе первой главы изучаются коэрцитивные свой-

ства нелинейных дифференциальных операторов вида

L[u] = −
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
+ V (x, u)u,

где aij(x) ∈ C2(Rn) , bj(x) ∈ C1(Rn) в весовом пространстве L2,ρ(R
n) ,
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норма которого определяется равенством

∥u;L2,ρ(R
n)∥ =


∫
Rn

ρ(x)|u(x)|2dx


1
2

.

Здесь ρ(x) - положительная функция, определенная в Rn .

Из полученных коэрцитивных оценок доказывается разделимость рас-

сматриваемых операторов.

В четвертом параграфе изучаются коэрцитивные свойства нели-

нейного оператора Гельмгольца в пространстве L2,ρ(R
n)l . Доказывается

теорема о разделимости нелинейного оператора Гельмгольца в весовом

пространстве.

В пятом параграфе первой главы исследуются коэрцитивные свой-

ства и разделимость общего нелинейного дифференциального оператора

второго порядка. На основе полученных коэрцитивных оценок устанавли-

вается разделимость этих дифференциальных операторов в пространстве

L2,ρ(R
n)l

1.1. Основные обозначения и некоторые вспомогательные

леммы

Пусть Rn - n - мерное евклидово пространство и x = (x1, x2, . . . xn) -

произвольная точка этого пространства. Символом Lp(R
n) , где 1 ≤ p <

+∞ обозначим пространство измеримых в Rn функций φ(x) с конечной

нормой

∥φ;Lp(R
n)∥ =


∫
Rn

|φ(x)|pdx


1
p

.
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Пусть l - некоторое натуральное число. Символом Lp(R
n)l обозначим

пространство вектор-функций u(x) = (u1(x), u2(x), . . . , ul(x)) таких, что

uk(x) ∈ Lp(R
n), (k = 1, l) . Норму в пространстве Lp(R

n)l определяем

следующим образом

∥u(x);Lp(R
n)l∥ =

{
l∑

k=1

∥uk∥pLp(Rn)

} 1
p

.

При p = 2 пространство Lp(R
n)l является гильбертовым, и скалярное

произведение в L2(R
n)l определяется с помощью равенства

(u, υ) =
l∑

j=1

∫
Rn

uj(x)υj(x)dx .

Пусть α = (α1, α2, . . . , αn) - мультииндекс, т.е.вектор с целочисленны-

ми неотрицательными компонентами. Обозначим |α| = α1+α2+ . . .+αn ,

Dα =

(
1

i

)|α|
· ∂

α1

∂xα1
1

· · · ∂
αn

∂xαn
n

Через C∞
0 (Rn) обозначим множество финитных и бесконечно диф-

ференцируемых в Rn функций с компактным носителем. Говорят, что

функция φ(x) имеет обобщенную производную мультииндекса α в Rn

в смысле Соболева, если существует локально суммируемая в Rn функ-

ция ψ(x) такая, что∫
Rn

φ(x) ·Dαω(x)dx =

∫
Rn

ψ(x) · ω(x)dx

для всех ω(x) ∈ C∞
0 (Rn) , при этом ψ(x) = Dαω(x) .

Пусть r - некоторое натуральное число и 1 ≤ p < +∞ . Символом

W r
p (R

n) обозначим пространство комплекснозначных функций φ(x) ∈
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Lp(R
n) , имеющих в Rn всевозможные обобщенные производные Dαφ по-

рядка |α| ≤ r , также принадлежащие пространству Lp(R
n) . Норма в про-

странстве W r
p (R

n) определяется равенством

∥φ(x);W r
p (R

n)∥ =

∑
|α|≤r

∫
Rn

|Dαφ(x)|pdx


1
p

.

Будем говорить, что вектор-функция u(x) = (u1(x), u2(x), . . . , ul(x))

принадлежит классу W r
p (R

n)l , если ее компоненты uk(x)(k = 1, l) принад-

лежат W r
p (R

n) .

Пространство W r
p (R

n)l также является нормированным простран-

ством, и его норма определяется следующим образом:

∥φ(x);W r
p (R

n)l∥ =

{
l∑

k=1

∥uk;W r
p (R

n)∥p
} 1

p

.

При p = 2 пространства W r
p (R

n)l , то есть когда W r
2 (R

n)l является

гильбертовым пространством, скалярное произведение определяется ра-

венством

⟨u, ϑ;W r
2 (R

n)l⟩ =
l∑

k=1

∑
|α|≤r

∫
Rn

Dαuk(x)Dαϑk(x)dx.

Пусть l - некоторое натуральное число и B - нормированное про-

странство функций u(x), (x ∈ Rn) . Символом Bl обозначим простран-

ство всех вектор-функций u(x) = (u1(x), u2(x), . . . ul(x)) с компонентами

uk(x) ∈ B, k = 1, l . Пространство Bl также является нормированным.

Если вектор-функция φ(x)u(x) принадлежит пространству W r
p (R

n)l

для всех φ(x) ∈ C∞
0 (Rn) , то говорят, что u(x) принадлежит классу

W r
p,loc(R

n)l .
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Символом EndC l обозначим пространство l × l матриц a = (aij)
l
i,j=1

с нормой ∥a∥ = max
i,j

|aij| . (см. [39])

Определение 1.1.1. Комплексная матрица A = (aij)
n
i,j=1 называ-

ется эрмитово-сопряженной или просто эрмитовой, если выполняется

равенство

aij = aji

для любых i, j = 1, 2, . . . , l .

Лемма 1.1.1. Пусть ω(x) ∈ C∞
0 (Rn). Тогда для любых двух вектор-

функций u, ϑ ∈ W 1
2,loc(R

n)l выполняется равенство

(
∂u

∂xi
, ψϑ) = −(u, ψ

∂ϑ

∂xi
)− (u, ϑ

∂ψ

∂xi
) (i = 1, n). (1.1.1)

Доказательство. Доказательство этой леммы достаточно провести для

случая l = 1 . Пусть u, ϑ ∈ C1(Rn) . Тогда равенство (1.1.1) доказывается

обычным интегрированием по частям. Пусть теперь u, ϑ ∈ W 1
2,loc(R

n)l , и

Ω ⊂ Rn - ограниченная область такая, что suppψ ⊂ Ω . Тогда существуют

последовательности

∥u− uk;W
1
2 (Ω)∥ → 0, ∥ϑ− ϑk;W

1
2 (Ω)∥ → 0 (1.1.2)

при k → ∞ . Так как uk, ϑk ∈ C1(Rn) , то для них выполняется равенство

(1.1.1), и следовательно,

(
∂uk
∂xi

, ψϑk) = −(uk, ψ
∂ϑk
∂xi

)− (uk, ϑk
∂ψ

∂xi
) (1.1.3)

для любого k = 1, 2, . . .

Из (1.1.2) и обычных свойств нормы следует, что

∥uk;W 1
2 (Ω)∥ → ∥u;W 1

2 (Ω)∥ k → ∞,
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∥ϑk;W 1
2 (Ω)∥ → ∥ϑ;W 1

2 (Ω)∥ k → ∞,

и существует положительное число М, удовлетворяющее неравен-

ствам

∥uk;W 1
2 (Ω)∥ ≤M, ∥ϑk;W 1

2 (Ω)∥ ≤M (∀k = 1, 2, . . .)

∥u;W 1
2 (Ω)∥ ≤M, ∥ϑ;W 1

2 (Ω)∥ ≤M,

sup
Rn

{|ψ(x) + ∆ψ(x)|} ≤M.

Учитывая эти неравенства и применяя неравенство Коши-Буняков-

ского, имеем∣∣∣∣(∂uk∂xi
, ψϑk)− (

∂u

∂xi
, ψϑ)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(∂uk∂xi
− ∂u

∂xi
, ψϑk) + (

∂u

∂xi
, ψ(ϑk − ϑ)

∣∣∣∣ ≤
≤ ∥∂uk

∂xi
− ∂u

∂xi
;L2(Ω)∥ × ∥ψϑ;L2(Ω)∥+ ∥ ∂u

∂xi
;L2(Ω)∥ × ∥ψ(ϑk − θ);L2(Ω)∥ ≤

≤M 2∥uk − u;W 2
1 (Ω)∥+M 2∥ϑk − ϑ;W 2

1 (Ω)∥

Следовательно,

lim
k→∞

(
∂uk
∂xi

, ψϑk) = (
∂u

∂xi
, ψϑ)

Аналогично доказываются равенства

lim
k→∞

(uk, ψ
∂ϑk
∂xi

) = (u, ψ
∂ϑ

∂xi
),

lim
k→∞

(uk, ϑk
∂ψ

∂xi
) = (u, ϑ

∂ψ

∂xi
).

Теперь, переходя к пределу при k → ∞ в равенстве (1.1.3), получаем

равенство (1.1.1).

Лемма 1.1.1 доказана.(см.[56])
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Определение 1.1.2. Если для оператора A[ϑ] оказывается возмож-

ным оценить в некоторой норме производные порядка ≤ 2m функции ϑ

через норму A[ϑ] и норму самой функции ϑ, то такая оценка называет-

ся коэрцитивной.

1.2. О коэрцитивной оценке и разделимости нелинейного

дифференциального оператора Лапласа-Бельтрами в

гильбертовом пространстве

В этом параграфе исследованы коэрцитивные свойства нелинейного

оператора Лапласа-Бельтрами в гильбертовом пространстве L2(R
n)

L[u] = − 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
+ V (x, u)u(x),

и на основе коэрцитивных оценок доказана его разделимость в этом про-

странстве. Исследуемый оператор не является слабым возмущением ли-

нейного оператора, то есть является строго нелинейным.

Рассматривается нелинейный уравнение Лапласа-Бельтрами в про-

странстве L2(R
n)

L[u] = − 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u(x)

∂xj

]
+ V (x, u)u(x) = f(x),

где g(x) = (gij(x))- эрмитова матрица, а V (x, z) -положительная функ-

ция.

Установлены соответствующие неравенства коэрцитивности для опе-

ратора L[u] и найдены новые достаточные условия разделимости это-

го оператора в пространстве L2(R
n) . Фундаментальные результаты

по теории разделимости дифференциальных операторов принадлежат
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В.Н.Эверитту и М.Гирцу. В работах [66]–[70] они получили ряд важных

результатов относительно проблемы разделимости оператора Штурма-

Лиувилля и его степеней. Ими был рассмотрен также многомерный слу-

чай оператора Шрёдингера. Существенный вклад в дальнейшее развитие

этой теории внесли К.Х.Бойматов, М.Отелбаев и их ученики (см.[12]–[43]

и имеющиеся там ссылки). Условия разделимость нелинейных операто-

ров Шредингера и Дирака рассмотрены в [23]. Разделимость нелинейного

оператора Шрёдингера изучена в работе [43]. Коэрцитивная разрешимость

дифференциального уравнения нечетного порядка рассматривалась в [44],

а также для линейных операторов Гельмгольца, бигармонического и три-

жды гармонического операторов в работах [94]-[95]. Разделимость и ко-

эрцитивные свойства строго нелинейных операторов рассматривались в

работах [22], [15-A].

Разделимость дифференциальных выражений с частными производ-

ными впервые исследовалась в работе К.Х.Бойматова [13]. Разделимость

линейного оператора Лапласа-Бельтрами

L[u] = − 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
+ V (x)u(x),

ранее изучалась в работe [94]. В данном параграфе мы обобщаем резуль-

таты работы [94] для нелинейного случая.

Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных

операторов, в основном, исследовалась в случае, когда оператор является

слабым возмущением линейного оператора.

Формулировка основного результата
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В пространстве L2(R
n) рассматриваем дифференциальное уравнение

− 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
+ V (x, u)u(x) = f(x), (1.2.1)

u(x) ∈ W 2
2,loc(R

n),

где g(x) = (gij(x))- эрмитова матрица, а V (x, z) -положительная функ-

ция.

Определение 1.2.1. Уравнение (1.2.1) (и соответствующий ему

дифференциальный оператор) называются разделимыми в L2(R
n), если

1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
,

V (x, u(x))u(x) ∈ L2(R
n) для всех u(x) ∈ L2(R

n) ∩W 2
2,loc(R

n) таких, что

f(x) ∈ L2(R
n).

В дальнейшим предположим, что V (x, z) ∈ C1(Rn × C) . Для форму-

лировки основного результата введем функции

F (x, ξ, η) = V
1
2 (x, z), ξ = Rez, η = Imz,

Q(x, ξ, η) = V (x, z), ξ = Rez, η = Imz.

Предположим, что для всех x ∈ Rn, ω = (ξ+iη) ∈ C, Ω = (µ+iν) ∈ C

функция F (x, ξ, η) удовлетворяет условиям
n∑

i=1

∥∥∥∥g−1
2F

1
2
∂

∂xi
[ln(detg(x))];C

∥∥∥∥2 ≤ σ1, (1.2.2)

n∑
i=1

∥∥∥∥g−1
2 (x)F−1

2
∂F

∂xi
F−3

2 ;C

∥∥∥∥2 ≤ σ1, (1.2.3)
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∥∥∥∥g−1
2 (x)F− 1

2 (
∂F

∂ξ
µ+ ν

∂F

∂η
)ω;C

∥∥∥∥ ≤ δ1

∥∥∥F 1
2Ω;C

∥∥∥ . (1.2.4)

Также предполагается, что для всех x ∈ Rn, ω = (ξ + iη) ∈ C, Ω =

(µ+ iν) ∈ C выполнены неравенства
n∑

i=1

∥∥∥∥g−1
2F

∂

∂xi
[ln(detg(x))];C

∥∥∥∥2 ≤ σ3, (1.2.5)

n∑
i=1

∥∥∥∥g−1
2 (x)F−1∂Q

∂xi
F−2;C

∥∥∥∥2 ≤ σ4, (1.2.6)

∥∥∥∥g−1
2 (x)F−1(

∂Q

∂ξ
µ+ ν

∂Q

∂η
)ω;C

∥∥∥∥ ≤ δ2 ∥FΩ;C∥ . (1.2.7)

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 1.2.1. Пусть выполнены условия (1.2.2) –(1.2.7), и пусть

числа σj, δj (j = 1, 4) такие, что

nσ1+2nσ2 < 4, σ1+2σ2+4δ1 < 4, nσ3+2nσ4 < 4, σ3+2σ4+4δ2 < 4. (1.2.8)

Тогда уравнение (1.2.1) разделяется в L2(R
n), и для всех функций u(x) ∈

L2(R
n) ∩W 2

2,loc(R
n) таких, что f(x) ∈ L2(R

n) справедливы включения

1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
,

V (x, u)u, g−
1
2 (x)V

1
2 (x)

∂u

∂xj
∈ L2(R

n), i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., n.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство∥∥∥∥∥ 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
;L2(R

n)

∥∥∥∥∥+ ∥V (x, u)u;L2(R
n)∥+

+
n∑

j=1

∥∥∥∥g− 1
2 (x)V

1
2 (x)

∂u

∂xj
;L2(R

n)

∥∥∥∥ ≤M∥f(x);L2(R
n)∥,

(1.2.9)
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где положительное число М не зависит от u(x), f(x).

Замечание 1. Легко можно видеть, что из коэрцитивного нера-

венства (1.2.9) следует разделимость нелинейного оператора Лапласа-

Бельтрами в пространстве L2(R
n).

Вспомогательные леммы

Лемма 1.2.1. Пусть в уравнении (1.2.1) функция f(x) принад-

лежит пространству L2(R
n), и функция u(x) принадлежит классу

L2(R
n) ∩ W 2

2,loc(R
n). Тогда функции V

1
2u(x), g−

1
2 (x)V

1
2 (x) ∂u

∂xj
∈ L2(R

n)

(j = 1, 2, . . . , n) принадлежат пространству L2(R
n).

Доказательство. Пусть φ(x) ∈ C∞
0 (Rn) - фиксированная неотри-

цательная функция, обращающаяся в единицу при |x| < 1 . Для любого

положительного числа ε положим φε(x) = φ(εx) .

Рассмотрим скалярное произведение

⟨f, φεu⟩ = ⟨− 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
, φεu⟩+⟨V (x, u)u, φεu⟩

и после интегрирования по частям получим

⟨f, φεu⟩ =
n∑

i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂φε

∂xi
u⟩+

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂u

∂xi
⟩−

− 1

2

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,

1

detg(x)

∂

∂xj
[detg(x)]φεu⟩+ ⟨V (x, u)u, φεu⟩,

где ⟨, ⟩ - скалярное произведение в пространстве L2(R
n) .

Так как функция φε– вещественнозначная и∣∣∣∣∂φε

∂xi

∣∣∣∣ ≤M1ε,

∣∣∣∣ ∂2φε

∂xj∂xi

∣∣∣∣ ≤M0ε
2, ∀x ∈ Rn,

где

M1 = sup|∇φε(x)|, M0 = sup|∆φε(x)|,
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то из равенства (1.2.10), переходя к пределу при ε → 0 , учитывая нера-

венство (1.2.2), находим

Re (f, u) ≥ (1− ασ1
4

)
n∑

j=1

∥g−
1
2 (x)

∂u

∂xj
∥2 + (1− σ1

4α
)(V (x, u)u, u),

что и доказывает лемму.

Лемма 1.2.1 доказана.

Лемма 1.2.2. Пусть выполнены условия (1.2.2) –(1.2.4), и пусть

функция u(x) из класса L2(R
n) ∩ ∩W 2

2,loc(R
n) является решением

уравнения (1.2.1) с правой частью f(x) ∈ L2(R
n). Тогда функции

F
3
2 (x, u(x))u(x), g−

1
2 (x)F

1
2 (x, u(x))

∂u

∂xj
, j = 1, ..., n, принадлежат про-

странству L2(R
n).

Доказательство. Пусть функция φε(x) такая же, как в доказатель-

стве леммы 1.2.1. Очевидно, что

⟨f, φεF (x, ξ, η)u⟩ =
n∑

i,j=1

⟨− 1√
detg(x)

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
, φεF (x, ξ, η)u⟩+

+⟨V (x, u)u, φεF (x, ξ, η)u⟩.

Отсюда, учитывая равенство

∂(φεF (x, ξ, η)u)

∂xi
=
∂φε

∂xi
F (x, ξ, η)u+ φε

∂F (x, ξ, η)

∂xi
u+

+ φε
∂F (x, ξ, η)

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+ φε

∂F (x, ξ, η)

∂η
Im

∂u

∂xi
u+

+ φεF (x, ξ, η)
∂u

∂xi
,

после несложных преобразований получим

⟨f, φεFu⟩ =
1

2
Aε

1(u) + Aε
2(u) + Aε

3(u) + Aε
4(u) + Aε

5(u) + ⟨V u, φεFu⟩,

(1.2.10)
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где

Aε
1(u) = −

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂

∂xi
[ln(detg(x))]φεFu⟩,

Aε
2(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂φε

∂xi
Fu⟩,

Aε
3(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂F

∂xi
u⟩,

Aε
4(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂F

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂F

∂η
Im

∂u

∂xi
u⟩,

Aε
5(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φεF

∂u

∂xi
⟩.

Здесь и далее значения F ,
∂F

∂xi
,
∂F

∂ξ
,
∂F

∂η
взяты в точке

(x1, . . . , xn, Reu(x), Imu(x)).

Поочередно оцениваем абсолютные значение функционалов Aε
m(u) ,

m = 1, 5 .

Функционал Aε
1(u) преобразуем к виду

|Aε
1(u)| = | −

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂

∂xi
[ln(detg(x))]φεFu⟩| =

=

∣∣∣∣∣−
n∑

i,j=1

⟨φ
1
2
ε g

−1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj
, φ

1
2
ε g

−1
2 (x)F

1
2
∂

∂xi
[ln(detg(x)]u⟩

∣∣∣∣∣ =
далее применяя неравенство Коши-Буняковского, учитывая неравенство
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(1.2.2), имеем

|Aε
1(u)| ≥ −

n∑
i,j=1

{
α

2

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2+
+

1

2α
∥φ

1
2
ε g

− 1
2 (x)[ln(detg(x))]F

1
2u∥2

}
≥

≥ −nα
2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

− 1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 − nσ1
2α

∥φ
1
2
εF

3
2u∥2.

Для функционала Aε
2(u) в силу леммы 1.2.1 находим, что функционал

Aε
2(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂φε

∂xi
Fu⟩ =

n∑
i,j=1

⟨g−
1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj
,
∂φε

∂xi
g−

1
2 (x)F

1
2u⟩

стремится к нулю при ε→ 0 .

Теперь оценим абсолютное значение функционала Aε
3(u) .

|Aε
3(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂F

∂xi
u⟩

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
i,j=1

⟨φ
1
2
ε g

−1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj
, φ

1
2
ε g

− 1
2 (x)F

1
2
∂F

∂xi
u⟩

∣∣∣∣∣
Далее применяя неравенство Коши-Буняковского, учитывая неравенство

(1.2.3), имеем

|Aε
3(u)| ≤

n∑
i,j=1

{
β

2

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

− 1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + 1

2β

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

− 1
2 (x)F− 1

2
∂F

∂xi
u

∥∥∥∥2
}

≤

≤ nβ

2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + nσ2
2β

∥φ
1
2
εF

3
2u∥2,

Сначала функционал Aε
4(u) запишем в виде

Aε
4(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂F

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂F

∂η
Im

∂u

∂xi
u⟩ =

=
n∑

i,j=1

⟨φ
1
2
ε g

− 1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj
, φ

1
2
ε g

− 1
2 (x)F

1
2 (
∂F

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂F

∂η
Im

∂u

∂xi
u)⟩
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теперь применяя неравенство Коши-Буняковского и учитывая неравен-

ство (1.2.4), получим

|Aε
4(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂F

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂F

∂η
Im

∂u

∂xi
u⟩

∣∣∣∣∣ ≤
≤ nδ1

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

− 1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 ,
Далее оценим абсолютное значение функционала Aε

5(u) . Для функци-

онала Aε
5(u) справедлива следующая оценка:

|Aε
5(u)| = |

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φεF

∂u

∂xi
⟩| ≤ n

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
Здесь α , β– произвольные положительные числа, а σ1, σ2 и δ1 - кон-

станты из условий (1.2.2) – (1.2.4). На основе полученных оценок из ра-

венства (1.2.10) имеем

|⟨f, φεFu)⟩| ≥
(
1− nσ1

4α
− nσ2

2β

)
· ⟨V u, φεFu⟩ − |Aε

2(u)|+

+ n ·
(
1− α

4
− β

2
− δ1

)
·

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
Далее применяем неравенство Коши-Буняковского и затем, переходя к

пределу при ε→ 0 , получим неравенство

∥f ;L2(R
n)∥∥Fu;L2(R

n)∥ ≥ |(f, Fu)| ≥
(
1− nσ1

4α
− nσ2

2β

)
· (V u, Fu)+

+ n ·
(
1− ασ1

4
− βσ2

2
− δ1

)
·

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
(1.2.11)

Теперь подбираем положительные числа α , β так,чтобы выполнялись

условия
nσ1
4α

+
nσ2
2β

< 1,
ασ1
4

+
βσ2
2

+ δ1 < 1.
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Так как по лемме 1.2.1 Fu ∈ L2(R
n) , то из неравенства (1.2.11) сле-

дует, что функции g−
1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj
, (j = 1, 2, ..., n) , F

3
2u принадлежат про-

странству L2(R
n) .

Лемма (1.2.2) доказана.

Доказательство теоремы 1.2.1.

Переходим к непосредственному доказательству теоремы 1.2.1. Посту-

пая так же, как и выше, из равенства

⟨f, φεQ(x, ξ, η)u⟩ = ⟨− 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
, φεQ(x, ξ, η)u⟩+

+⟨V (x, u)u, φεQ(x, ξ, η)u⟩,

после несложных преобразований получим

⟨f, φεQu⟩ =
1

2
Bε

1(u) +Bε
2(u) +Bε

3(u) +Bε
4(u) +Bε

5(u) + ⟨V u, φεQu⟩,

(1.2.12)

где

Bε
1(u) = −

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂

∂xi
[ln(detg(x))]φεQu⟩,

Bε
2(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂φε

∂xi
Qu⟩,

Bε
3(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂Q

∂xi
u⟩,

Bε
4(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂Q

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂Q

∂η
Im

∂u

∂xi
u⟩,

Bε
5(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φεQ

∂u

∂xi
⟩.
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Здесь и далее значения Q ,
∂Q

∂xi
,
∂Q

∂ξ
,
∂Q

∂η
взяты в точке

(x1, . . . , xn, Reu(x), Imu(x)).

Поочередно оцениваем абсолютные значение функционалов Bε
m(u) ,

m = 1, 5 .

Функционал Bε
1(u) преобразуем к виду

|Bε
1(u)| = | −

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂

∂xi
[ln(detg(x))]φεQu⟩| =

= | −
n∑

i,j=1

⟨φ
1
2
ε g

− 1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj
, φ

1
2
ε g

− 1
2 (x)Q

1
2
∂

∂xi
[ln(detg(x)]u⟩| =

далее применяя неравенство Коши-Буняковского, учитывая неравенство

(1.2.5) имеем

|Bε
1(u)| ≥ −

n∑
i,j=1

{
α1

2

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2+
+

1

2α1
∥φ

1
2
ε g

−1
2 (x)[ln(detg(x))]Q

1
2u∥2

}
≥

≥ −nα1

2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 − nσ3
2α1

∥φ
1
2
εV u∥2.

Для функционала Bε
2(u) в силу леммы (1.2.1) находим, что функцио-

нал

Bε
2(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
,
∂φε

∂xi
Qu⟩ =

n∑
i,j=1

⟨g−
1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj
,
∂φε

∂xi
g−

1
2 (x)Q

1
2u⟩

стремится к нулю при ε→ 0 .

Теперь оценим абсолютное значение функционала Bε
3(u) .

|Bε
3(u)| = |

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂Q

∂xi
u⟩| =

= |
n∑

i,j=1

⟨φ
1
2
ε g

−1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj
, φ

1
2
ε g

−1
2 (x)Q

1
2
∂Q

∂xi
u⟩|
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Далее применяя неравенство Коши-Буняковского, учитывая неравенство

(1.2.5), имеем

|Bε
3(u)| ≤

n∑
i,j=1

{
β1
2

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + 1

2β1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)Q− 1

2
∂Q

∂xi
u

∥∥∥∥2
}

≤

≤ nβ1
2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

− 1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + nσ4
2β1

∥φ
1
2
εV u∥2.

Сначала функционал Bε
4(u) напишем в виде

Bε
4(u) =

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂Q

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂Q

∂η
Im

∂u

∂xi
u⟩ =

=
n∑

i,j=1

⟨φ
1
2
ε g

−1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj
, φ

1
2
ε g

− 1
2 (x)Q

1
2 (
∂Q

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂Q

∂η
Im

∂u

∂xi
u)⟩;

теперь применяя неравенство Коши-Буняковского и учитывая неравен-

ство (1.2.6), получим

|Bε
4(u)| = |

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φε

∂F

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂Q

∂η
Im

∂u

∂xi
u⟩| ≤

≤ nδ2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
Далее оценим абсолютное значение функционала Bε

5(u) . Для функци-

онала Bε
5(u) справедлива следующая оценка:

|Bε
5(u)| = |

n∑
i,j=1

⟨g−1(x)
∂u

∂xj
, φεQ

∂u

∂xi
⟩| ≤ n

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

− 1
2 (x)Q

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
Здесь α1 , β1– произвольные положительные числа, а σ3, σ4, и δ2 –

константы из условий (1.2.5) – (1.2.7).

На основе полученных оценок из равенства (1.2.12) имеем

|⟨f, φεV u)⟩| ≥
(
1− nσ3

4α1
− nσ4

2β1

)
· ⟨V u, φεV u⟩ − |Bε

2(u)|+

+ n ·
(
1− α1σ3

4
− β1σ4

2
− δ2

)
·

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)V

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
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Применяя неравенство Коши-Буняковского и затем переходя к преде-

лу при ε→ 0 , получим неравенство

∥f ;L2(R
n)∥∥V u;L2(R

n)∥ ≥ |(f, V u)| ≥
(
1− nσ3

4α1
− nσ4

2β1

)
· (V u, V u)+

+n ·
(
1− α1σ3

4
− β1σ4

2
− δ2

)
·

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε g

−1
2 (x)V

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
(1.2.13)

Далее подбираем положительные числа α1 , β1 так,чтобы выполня-

лись условия

nσ3
4α1

+
nσ4
2β1

< 1,
α1σ3
4

+
β1σ4
2

+ δ2 < 1.

Из неравенство (1.2.13) в частности, следует, что

∥V u;L2(R
n)∥ ≤ 1(

1− nσ3

4α1
− nσ4

2β1

)∥f ;L2(R
n)∥ (1.2.14)

Так как

1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]
= V (x, u)u(x)− f(x),

то ∥∥∥∥∥ 1√
detg(x)

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[√
detg(x)g−1(x)

∂u

∂xj

]∥∥∥∥∥ ≤ (1.2.15)

≤ (1 +
1

1− nσ3

4α1
− nσ4

2β1

)∥f ;L2(R
n)∥.

Из неравенств (1.2.13)-(1.2.15) следует, что∥∥∥∥g−1
2 (x)V

1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥ ≤ (1.2.16)

≤ 1√(
1− nσ3

4α1
− nσ4

2β1

)
n ·
(
1− α1σ3

4 − β1σ4

2 − δ2

)∥f ;L2(R
n)∥.
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Теперь можно легко заметить, что основная коэрцитивная оценка

(1.2.9) теоремы 1.2.1 следует из неравенств (1.2.14)-(1.2.16).

Разделимость нелинейного оператора (1.2.1) в пространстве L2(R
n)

следует из коэрцитивного неравенства (1.2.9).

Теорема 1.2.1 полностью доказана.

1.3. О коэрцитивной оценке и разделимости нелинейных

дифференциальных операторов второго порядка в весовом

пространстве

В настоящем параграфе первой главы изучаются коэрцитивные

свойства нелинейных дифференциальных операторов вида

L[u] = −
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
+ V (x, u)u,

где aij(x) ∈ C2(Rn) , bj(x) ∈ C1(Rn) в весовом пространстве L2,ρ(R
n) . Из

полученных коэрцитивных оценок доказывается разделимость рассматри-

ваемых операторов.

Пусть Rn - n- мерное евклидово пространство точек x = (x1, x2, . . . , xn) .

Символом Lp,ρ(R
n) , где 1 ≤ p < +∞ , обозначим пространство измеримых

функций u(x) , определённых в Rn , с конечной нормой

∥u;Lp,ρ(R
n)∥ =


∫
Rn

ρ(x)|u(x)|pdx


1
p

,

где ρ(x) ∈ C1(Rn) - положительная функция. Определим также простран-

ство W 2
p (R

n) функций u ∈ Lp(R
n) , имеющих все обобщенные (в смысле

С.Л.Соболева) частные производные до второго порядка включительно, с
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конечной нормой

∥u;W 2
p (R

n)∥ =


n∑

i,j=1

∫
Rn

∣∣∣∣∂2u(x)∂xi∂xj

∣∣∣∣p dx+ ∫
Rn

|u(x)|pdx


1
p

.

Символом W 2
2,loc(R

n) обозначим линейное пространство всех функций

u(x) , x ∈ Rn , для которых φ(x)u(x) ∈ W 2
2 (R

n) при всех φ(x) ∈ C∞
0 (Rn) .

Пространство L2,ρ(R
n) является гильбертовым пространством, и в

нём скалярное произведение определяется с помощью равенства

(u, v;L2,ρ(R
n)) =

∫
Rn

ρ(x)u(x)v(x)dx.

Основы теории разделимости дифференциальных операторов заложе-

ны в серии работ В.Н.Эверитта и М.Гирца, опубликованных в начале

семидесятых годов прошлого столетия. В статьях [66]–[69] был получен

ряд важных результатов относительно проблемы разделимости операто-

ра Штурма-Лиувилля и его степеней. Существенный вклад в дальнейшее

развитие этой теории внесли К.Х.Бойматов, М.Отелбаев и их ученики,

(см.[12]–[52] и имеющуюся там библиографию). Условия разрешимости

нелинейных уравнений Шредингера и Дирака рассмотрены в [23]. Раздели-

мость нелинейного оператора Шрёдингера изучена в работе [43]. Коэрци-

тивная разрешимость дифференциального уравнения нечетного порядка

рассматривалась в [44], а в статье [27] исследовалась коэрцитивная разре-

шимость эллиптических операторов в банаховых пространствах. В публи-

кациях [93]-[95] и [98] изучаются разделимость и разрешимость бигармони-

ческого и трижды гармонического операторов, операторов Шредингера и

Лапласа-Бельтрами. Разделимость и коэрцитивные свойства строго нели-

нейных операторов рассматривались в работах [13], [15-A]-[31-A].
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Разделимость дифференциальных выражений с частными производ-

ными впервые исследовалась в статье К.Х.Бойматова [13]. Разделимость

линейного дифференциального оператора второго порядка

L[u] = −
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
+ V (x)u(x),

ранее изучалась в работах [19], [27] и [97] . В данном параграфе обобща-

ются результаты работ [19], [27] и [97] на нелинейный случай.

Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных

операторов, в основном, исследовалась в случае, когда оператор является

слабым возмущением линейного оператора. В отличие от этого, рассмат-

риваемые ниже нелинейные дифференциальные операторы не являются

слабым возмущением линейного оператора, т.е. строго нелинейны.

Формулировка основного результата

В пространстве L2,ρ(R
n) рассматриваем дифференциальное уравне-

ние

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
+ V (x, u)u(x) = f(x), (1.3.1)

u(x) ∈ W 2
2,loc(R

n),

где aij(x) ∈ C2(Rn) , bj(x) ∈ C1(Rn) , а V (x, z) -положительная функция.

Определение 1.3.1. Уравнение (1.3.1) (и соответствующий ему

дифференциальный оператор) называются разделимыми в L2,ρ(R
n), ес-

ли

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
, V (x, u(x))u(x) ∈ L2,ρ(R

n)

для всех u(x) ∈ L2,ρ(R
n) ∩W 2

2,loc(R
n) таких, что f(x) ∈ L2,ρ(R

n).
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В дальнейшим предположим, что V (x, z) ∈ C1(Rn × C) .

Для формулировки основного результата введем функции

F (x, ξ, η) = V
1
2 (x, z), ξ = Rez, η = Imz,

Q(x, ξ, η) = V (x, z), ξ = Rez, η = Imz.

Пусть для всех x ∈ Rn, ω = (ξ + iη) ∈ C, Ω = (µ+ iν) ∈ C функция

F (x, ξ, η) удовлетворяет условиям∥∥∥∥a− 1
2

ij (x)
∂aij(x)

∂xi
F−1

∥∥∥∥2 ≤ σ1, (1.3.2)

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)ρ
−1 ∂ρ

∂xi
F−1

∥∥∥∥2 ≤ σ2, (1.3.3)

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)F
− 1

2
∂F

∂xi
F− 3

2

∥∥∥∥2 ≤ σ3, (1.3.4)

∥∥∥∥1na− 1
2

ij (x)bj(x)F
−1

∥∥∥∥2 ≤ σ4, (1.3.5)

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)F
− 1

2 (
∂F

∂ξ
µ+ ν

∂F

∂η
)ω;C

∥∥∥∥ ≤ δ1

∣∣∣F 1
2Ω;C

∣∣∣ . (1.3.6)

Также предполагается, что для всех x ∈ Rn, ω = (ξ + iη) ∈ C, Ω =

(µ+ iν) ∈ C выполнены неравенства:∥∥∥∥a 1
2

ij(x)F
−1∂Q

∂xi
F−2;C

∥∥∥∥2 ≤ σ5, (1.3.7)

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)F
−1(

∂Q

∂ξ
µ+ ν

∂Q

∂η
)ω;C

∣∣∣∣ ≤ δ2 ∥FΩ;C| . (1.3.8)

Сформулируем основной результат работы.
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Теорема 1.3.1. Пусть выполнены условия (1.3.2) –(1.3.8), и пусть

числа σj, (j = 1, 5), δ1, δ2 такие, что

σ1 + σ2 + σ4 <
4

3n2
,

2

n2(σ1 + σ2 + σ3 + σ4)
< 1− δ1, (1.3.9)

2

n2(σ1 + σ2 + σ4 + σ5)
< 1− δ2

Тогда уравнение (1.3.1) разделяется в L2,ρ(R
n), и для всех функций

u(x) ∈ L2,ρ(R
n) ∩ W 2

2,loc(R
n) таких, что f(x) ∈ L2,ρ(R

n), справедливы

включения

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
, V (x, u(x))u(x) ∈ L2,ρ(R

n),

a
1
2

ij(x)V
1
2 (x)

∂u

∂xj
∈ L2,ρ(R

n), i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., n.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство∥∥∥∥∥
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
;L2(R

n)

∥∥∥∥∥+ ∥V (x, u)u;L2,ρ(R
n)∥+

+
n∑

i,j=1

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)V
1
2 (x, u)

∂u

∂xj
;L2,ρ(R

n)

∥∥∥∥ ≤M∥f(x);L2,ρ(R
n)∥, (1.3.10)

где положительное число М не зависит от u(x), f(x).

Замечание 2. Легко можно видеть, что из коэрцитивного неравен-

ства (1.3.10) следует разделимость оператора (1.3.1) в пространстве

L2,ρ(R
n).

Вспомогательные леммы

Следующая лемма является аналогом леммы 1.2.1 в случае диффе-

ренциальных операторов второго порядка.
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Лемма 1.3.1. Пусть в уравнении (1.3.1) функция f(x) принадле-

жит пространству L2,ρ(R
n), и функция u(x) принадлежит классу

L2,ρ(R
n)∩W 2

2,loc(R
n). Тогда функции V

1
2u(x), a

1
2

ij(x)V
1
2 (x) ∂u

∂xj
∈ L2,ρ(R

n)

(j = 1, 2, . . . , n) принадлежат пространству L2,ρ(R
n).

Доказательство. Пусть φ(x) ∈ C∞
0 (Rn) - фиксированная неотри-

цательная функция, обращающаяся в единицу при |x| < 1 . Для любого

положительного числа ε принимаем φε(x) = φ(εx) .

Рассмотрим скалярное произведение

⟨f, ρφεu⟩ = ⟨−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
, ρφεu⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφεu⟩,

после интегрирования по частям, имея в виду, что

∂

∂xi
(aij(x)ρφεu) =

∂aij(x)

∂xi
ρφεu+ aij(x)

∂ρ

∂xi
φεu+ aij(x)ρ

∂φε

∂xi
u+ aij(x)ρφε

∂u

∂xi
,

получим

⟨f, ρφεu⟩ =
n∑

i,j=1

⟨ ∂u
∂xj

, aij(x)ρφε
∂u

∂xi
⟩+ (1.3.11)

+ Jε
1(u) + Jε

2(u) + Jε
3(u) + Jε

4(u) + (V (x, u)u, ρφεu⟩,

где

Jε
1(u) =

n∑
i,j=1

⟨ ∂u
∂xj

, aij(x)ρ
∂φε

∂xi
u⟩,

Jε
2(u) =

n∑
i,j=1

⟨ ∂u
∂xj

, aij(x)φε
∂ρ

∂xi
u⟩,

Jε
3(u) =

n∑
i,j=1

⟨ ∂u
∂xj

,
∂aij(x)

∂xi
ρφεu⟩,

Jε
4(u) =

n∑
j=1

⟨bj(x)
∂u

∂xj
, ρφεu⟩.
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Преобразуем функционал Jε
1(u) к виду

ReJε
1(u) =− 1

2
(

n∑
i,j=1

⟨u, ∂aij(x)
∂xi

ρ
∂φε

∂xj
u⟩ −

n∑
i,j=1

⟨u, ∂ρ
∂xi

aij(x)
∂φε

∂xj
u⟩− (1.3.12)

−
n∑

i,j=1

⟨u, ρ ∂2φε

∂xi∂xj
aij(x)u⟩).

Так как функция φε - вещественнозначная и∣∣∣∣∂φε

∂xi

∣∣∣∣ ≤M1ε,

∣∣∣∣ ∂2φε

∂xj∂xi

∣∣∣∣ ≤M0ε
2, ∀x ∈ Rn,

где

M1 = sup|∇φε(x)|, M0 = sup|∆φε(x)|,

тогда

lim
ε→0

ReJε
1(u) = 0.

Далее, поочередно оценивая абсолютные значения функционалов

Jε
m(u), m = 2, 4 , применяя неравенство Коши-Буняковского и учитывая,

что для любого α > 0 и для любых y1 и y2 справедливо неравенство

|y1y2| ≤
α

2
|y1|2 +

1

2α
|y2|2,

имея ввиду неравенства (1.3.2), (1.3.3) и (1.3.5), из равенства (1.3.11) по-

лучим следующие оценки:

|Jε
2(u)| ≤

α1

2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φεa
1
2

ij(x)
∂u

∂xj
;L2,ρ(R

n)

∥∥∥∥2+ (1.3.13)

+
n2σ2
2α1

∥∥∥√φεV
1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)
∥∥∥2 ,

|Jε
3(u)| ≤

α1

2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φεa
1
2

ij(x)
∂u

∂xj
;L2,ρ(R

n)

∥∥∥∥2+ (1.3.14)

+
n2σ1
2α1

∥∥∥√φεV
1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)
∥∥∥2 ,
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|Jε
4(u)| ≤

α1

2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φεa
1
2

ij(x)
∂u

∂xj
;L2,ρ(R

n)

∥∥∥∥2+ (1.3.15)

+
n2σ4
2α1

∥∥∥√φεV
1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)
∥∥∥2 .

Имея ввиду эти оценки, из равенства (1.3.11), переходя к пределу при

ε→ 0 , учитывая неравенство Коши-Буняковского, находим

Re (f, u) ≥ (1− 3α1

2
)

n∑
i,j=1

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)
∂u

∂xj

∥∥∥∥2+(1−n2(σ1 + σ2 + σ4)

2α1
)(V (x, u)u, u),

что и доказывает лемму. лемма 1.3.1 доказана.

Следующая лемма является аналогом леммы 1.2.2 в случае диффе-

ренциальных операторов второго порядка.

Лемма 1.3.2. Пусть выполнены условия (1.3.2) –(1.3.6), и пусть

функция u(x) из класса L2,ρ(R
n) ∩ ∩W 2

2,loc(R
n) является решением

уравнения (1.3.1) с правой частью f(x) ∈ L2,ρ(R
n). Тогда функции

F
3
2 (x, u(x))u(x), a

1
2

ij(x)F
1
2 (x, u(x))

∂u

∂xj
, j = 1, ..., n, принадлежат про-

странству L2,ρ(R
n).

Доказательство. Пусть функция φε(x) такая же, как в доказатель-

стве леммы 1.3.1. Очевидно, что

⟨f, ρφεF (x, ξ, η)u⟩ = ⟨−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
, ρφεF (x, ξ, η)u⟩+

+⟨
n∑

j=1

bj(x)
∂u

∂xj
, ρφεF (x, ξ, η)u⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφεF (x, ξ, η)u⟩.
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Отсюда, применяя лемму 1.1.1, учитывая равенство

∂

∂xi
(ρφεaij(x)F (x, u)u) =

∂ρ

∂xi
φεaij(x)F (x, u)u+ ρ

∂φε

∂xi
aij(x)F (x, u)u+

+ ρφε
∂aij(x)

∂xi
F (x, u)u+ ρφεaij(x)

∂F (x, u)

∂xi
u+

+ ρφεaij(x)(Re
∂u

∂xi

∂F (x, u)

∂ξ
+ Im

∂u

∂xi

∂F (x, u)

∂η
)u+ ρφεaij(x)F

∂u

∂xi
,

после несложных преобразований получим

⟨f, ρφε(x)F (x, u)u⟩ =
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρφεF (x, u)

∂u

∂xi
⟩+G

(ε)
1 (u) +G

(ε)
2 (u)+

(1.3.16)

+G
(ε)
3 (u) +G

(ε)
4 (u) +G

(ε)
5 (u) +G

(ε)
6 (u) + ⟨V (x, u)u, ρφε(x)F (x, u)u⟩,

где

G
(ε)
1 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρ
∂φε

∂xi
F (x, u)u⟩,

G
(ε)
2 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρφε(Re

∂u

∂xi

∂F (x, u)

∂ξ
+ Im

∂u

∂xi

∂F (x, u)

∂η
)u⟩,

G
(ε)
3 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρφε

∂F

∂xi
u⟩,

G
(ε)
4 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
,
∂ρ

∂xi
φεF (x, u)u⟩,

G
(ε)
5 (u) =

n∑
i,j=1

⟨ ∂u
∂xj

, ρφε
∂aij(x)

∂xi
F (x, u)u⟩,
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G
(ε)
6 (u) =

n∑
j=1

⟨bj(x)
∂u

∂xj
, ρφεF (x, u)u⟩.

Здесь и далее значения F (x, u) ,
∂F (x, u)

∂xi
,
∂F (x, u)

∂ξ
,
∂F (x, u)

∂η
взяты в

точке

(x1, . . . , xn, Reu(x), Im u(x)).

Поочередно оценивая абсолютные значения функционалов, находим,

что в силу леммы 1.3.1 функционал Gε
1(u) стремится к нулю при ε→ 0 :

lim
ε→0

ReGε
1(u) = 0. (1.3.17)

Относительно функционалов Gε
m(u) , (m = 2, 6) учитывая неравенство,

что для любого α > 0 и для любых y1 и y2 справедливо неравенство

y1y2 ≤
α

2
|y1|2 +

1

2α
|y2|2,

получаем следующие оценки:

|Gε
2(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, φε

∂F

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂F

∂η
Im

∂u

∂xi
u⟩

∣∣∣∣∣ ≤
≤ δ1

n∑
i,j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 ,

|Gε
3(u)| = |

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρφε

∂F

∂xi
u⟩| ≤

≤
n∑

i,j=1

{
β

2

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + 1

2β

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
− 1

2
∂F

∂xi
u

∥∥∥∥2
}

≤

≤ β

2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + n2σ3
2β

∥φ
1
2
εF

3
2u∥2,
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|Gε
4(u)| = |

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, φε

∂ρ

∂xi
Fu⟩| ≤

≤
n∑

i,j=1

{
β

2

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + 1

2β

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)ρ
−1 ∂ρ

∂xi
V − 1

2u

∥∥∥∥2
}

≤

≤ β

2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + n2σ2
2β

∥φ
1
2
εF

3
2u∥2,

|Gε
5(u)| = |

n∑
i,j=1

⟨a
1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj
, a

−1
2

ij (x)
∂aij(x)

∂xi
φεF

1
2u⟩| ≤

≤
n∑

i,j=1

{
β

2

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + 1

2β
∥φ

1
2
ε a

− 1
2

ij (x)F
1
2
∂aij(x)

∂xi
F− 3

2F
3
2u∥2

}
≤

≤ β

2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + n2σ1
2β

∥φ
1
2
εF

3
2u∥2,

|Gε
6(u)| = |⟨

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
, ρφεF (x, ξ, η)u⟩| =

= |
n∑

i,j=1

⟨φ
1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj
,
1

n
bj(x)a

−1
2

ij (x)F−1F
3
2u⟩| ≤

≤ β

2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + n2σ4
2β

∥φ
1
2
εF

3
2u∥2.

Здесь β– произвольное положительное число, а σ1, σ2 , σ3 , σ4 и δ1 - кон-

станты из условий (1.3.2) – (1.3.6). На основе полученных оценок из ра-

венства (1.3.16) имеем

|⟨f, ρφεFu)⟩| ≥
(
1− n2(σ1 + σ2 + σ3 + σ4)

2β

)
· ⟨V u, φεFu⟩ − |Gε

1(u)|+

+ (1− 2β − δ1) ·
n∑

j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
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Далее применяем неравенство Коши-Буняковского и затем, переходя к

пределу при ε→ 0 , получим неравенство

∥f ;L2,ρ(R
n)∥∥Fu;L2,ρ(R

n)∥ ≥ |(f, Fu)| ≥

≥
(
1− n2(σ1 + σ2 + σ3 + σ4)

2β

)
· (V u, Fu)+

+ (1− 2β − δ1) ·
n∑

j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)F
1
2
∂u

∂xj
;L2,ρ(R

n)

∥∥∥∥2 .
(1.3.18)

Теперь подбираем положительное числа β так, чтобы выполнялись

условия
n2(σ1 + σ2 + σ3 + σ4)

2β
< 1, 2β + δ1 < 1.

Так как по лемме 1.3.1 Fu ∈ L2,ρ , то из неравенства (1.3.18) следует, что

функции aij(x)
1
2 (x)F

1
2
∂u

∂xj
, (j = 1, 2, ..., n) , F

3
2u принадлежат простран-

ству L2,ρ(R
n) .

Лемма 1.3.2 доказана.

Доказательство теоремы 1.3.1

Переходим к непосредственному доказательству теоремы 1.3.1.

Поступая так же, как и выше, из равенства

⟨f, φεQ(x, ξ, η)u⟩ = ⟨−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
, φεQ(x, ξ, η)u⟩+

+
n∑

j=1

⟨bj(x)
∂u

∂xj
, φεQ(x, ξ, η)u⟩+ ⟨V (x, u)u(x), φεQ(x, ξ, η)u⟩

после несложных преобразований получим

⟨f, ρφε(x)Q(x, u)u⟩ =
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρφεQ(x, u)

∂u

∂xi
⟩+B

(ε)
1 (u) +B

(ε)
2 (u)+

(1.3.19)

+B
(ε)
3 (u) +B

(ε)
4 (u) +B

(ε)
5 (u) +B

(ε)
6 (u) + ⟨V (x, u)u, ρφε(x)Q(x, u)u⟩,
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где

B
(ε)
1 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρ
∂φε

∂xi
Q(x, u)u⟩,

B
(ε)
2 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρφε(Re

∂u

∂xi

∂Q(x, u)

∂ξ
+ Im

∂u

∂xi

∂Q(x, u)

∂η
)u⟩,

B
(ε)
3 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρφε

∂Q

∂xi
u⟩,

B
(ε)
4 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
,
∂ρ

∂xi
φεQ(x, u)u⟩,

B
(ε)
5 (u) =

n∑
i,j=1

⟨ ∂u
∂xj

, ρφε
∂aij(x)

∂xi
Q(x, u)u⟩,

B
(ε)
6 (u) =

n∑
j=1

⟨bj(x)
∂u

∂xj
, ρφεQ(x, u)u⟩.

Здесь и далее значения F (x, u) ,
∂F (x, u)

∂xi
,
∂F (x, u)

∂ξ
,
∂F (x, u)

∂η
взяты

в точке

(x1, . . . , xn, Reu(x), Im u(x)).

Поочередно оценивая абсолютные значения функционалов Bε
j (u) , j =

1, 6 , находим, что функционал Bε
1(u) стремится к нулю при ε→ 0 .

Относительно функционалов Bε
m(u) , (m = 2, 6) , получаем следующие

оценки:

|Bε
2(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, φε

∂Q

∂ξ
Re

∂u

∂xi
u+

∂Q

∂η
Im

∂u

∂xi
u⟩

∣∣∣∣∣ ≤
≤ δ2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 ,
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|Bε
3(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, ρφε

∂Q

∂xi
u⟩

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i,j=1

{
β

2

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + 1

2β1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
− 1

2
∂Q

∂xi
u

∥∥∥∥2
}

≤

≤ β

2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + n2σ5
2β1

∥φ
1
2
εV u∥2,

|Bε
4(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xj
, φε

∂ρ

∂xi
Qu⟩

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i,j=1

{
β1
2

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + 1

2β

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)ρ
−1 ∂ρ

∂xi
V − 1

2u

∥∥∥∥2
}

≤

≤ β

2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + n2σ2
2β1

∥φ
1
2
εV u∥2,

|Bε
5(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

⟨a
1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj
, a

−1
2

ij (x)
∂aij(x)

∂xi
φεV

1
2u⟩

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i,j=1

{
β1
2

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + 1

2β
∥φ

1
2
ε a

−1
2

ij (x)V
1
2
∂aij(x)

∂xi
V −1V u∥2

}
≤

≤ β1
2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + n2σ1
2β

∥φ
1
2
εV u∥2,

|Bε
6(u)| =

∣∣∣∣∣⟨
n∑

j=1

bj(x)
∂u

∂xj
, ρφεQ(x, ξ, η)u⟩

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

⟨φ
1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj
,
1

n
bj(x)a

−1
2

ij (x)V − 1
2V u⟩

∣∣∣∣∣ ≤
≤ β1

2

n∑
j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 + nσ4
2β1

∥φ
1
2
εV u∥2.

Здесь β1– произвольное положительное число, а σ1, σ2, σ4, σ5 и δ2 –

константы из условий (1.3.2),(1.3.3),(1.3.5),(1.3.7) и (1.3.8).
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На основе полученных оценок из равенства (1.3.19) имеем

|⟨f, φεV u)⟩| ≥
(
1− n2(σ1 + σ2 + σ4 + σ5)

2β1

)
· ⟨V u, φεV u⟩ − |Bε

1(u)|+

+ · (1− 2β1 − δ2) ·
n∑

j=1

∥∥∥∥φ 1
2
ε a

1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
Применяя неравенство Коши-Буняковского и затем переходя к преде-

лу при ε→ 0 , получим неравенство

∥f ;L2,ρ(R
n)∥∥V u;L2,ρ(R

n)∥ ≥ |(f, V u)| ≥

≥
(
1− n2(σ1 + σ2 + σ4 + σ5)

2β1

)
· (V u, V u)+

+ (1− 2β1 − δ2) ·
n∑

j=1

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 .
(1.3.20)

Далее подбираем положительное число β1 так,чтобы выполнялись

условия

n2(σ1 + σ2 + σ4 + σ5)

2β1
< 1, 2β1 + δ2 < 1.

В частности, из (1.3.20) следует, что

∥V u;L2,ρ(R
n)∥ ≤ 2β1

2β1 − n2(σ1 + σ2 + σ4 + σ5)
∥f ;L2,ρ(R

n)∥ (1.3.21)

Так как

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
= f(x)− V (x, u(x))u(x),

то ∥∥∥∥∥−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
;L2,ρ(R

n)

∥∥∥∥∥ ≤ (1.3.22)

≤ (1− 2β1
2β1 − n2(σ1 + σ2 + σ4 + σ5)

)∥f ;L2,ρ(R
n)∥
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Из (1.3.21) и (1.3.22) также следует, что

(1− 2β1 − δ2) ·
n∑

j=1

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥2 ≤
≤ ∥f ;L2(R

n)l∥∥V u;L2(R
n)l∥ ≤ 1

1− 2β1

2β1−n2(σ1+σ2+σ4+σ5)

∥f ;L2,ρ(R
n)∥2;

отсюда имеем

n∑
j=1

∥∥∥∥a 1
2

ij(x)V
1
2
∂u

∂xj

∥∥∥∥ ≤ θ∥f ;L2,ρ(R
n)∥, (1.3.23)

где θ =
1√

(1− 2β1 − δ2)(1− n2(σ1+σ2+σ4+σ5))
2β1

)
.

Теперь из полученных неравенств (1.3.21)-(1.3.23) следует основная

коэрцитивная оценка (1.3.10).

Разделимость нелинейного оператора (1.3.1) в пространстве L2,ρ(R
n)

следует из коэрцитивного неравенства (1.3.10).

Теорема 1.3.1 полностью доказана.

1.4. О коэрцитивных свойствах и разделимости оператора

Гельмгольца

Пусть ρ(x) - положительная функция, определенная в Rn , l - неко-

торое натуральное число. Символом L2,ρ(R
n)l обозначим пространство

вектор-функций u(x) = (u1(x), ..., ul(x)), uj(x) ∈ L2,ρ(R
n), (j = 1, l) с

конечной нормой

∥u;L2,ρ(R
n)l∥ =


n∑

j=1

∫
Rn

ρ(x)|uj(x)|2dx


1
2

.
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Пространство L2,ρ(R
n)l является гильбертовым пространством, и в

нём скалярное произведение определяется с помощью равенства

⟨u, υ⟩ρ =
l∑

j=1

∫
Rn

ρ(x)uj(x)υj(x)dx .

Рассмотрим оператор Гельмгольца с нелинейным матричным потен-

циалом

L[u] = (−∆+ k2)u(x) + V (x, u(x))u(x), (1.4.1)

где ∆ =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i
, а значения V (x, ω) , x ∈ Rn, ω ∈ C l являются квадратны-

ми положительно-определёнными эрмитовыми (l× l) матрицами. Здесь и

далее l -некоторое фиксированное натуральное число.

Определение 1.4.1. Уравнение (1.4.1) (и соответствующий ему

дифференциальный оператор), называется разделимым в пространстве

L2,ρ(R
n)l , если для всех вектор-функций u(x) ∈ L2,ρ(R

n)l ∩ W 2
2,loc(R

n)l

таких, что L[u] ∈ L2,ρ(R
n)l , выполняются включения

(−∆+ k2)u(x), V (x, u(x))u(x) ∈ L2,ρ(R
n)l.

Разделимость дифференциальных выражений и соответствующие

неравенства коэрцитивности исследованы во многих работах (см. [66]-[71],

[12]-[18], [49]-[52] и имеющиеся там ссылки). Коэрцитивные оценки и раз-

делимость для эллиптических операторов второго порядка в линейном

случае при l = 1 изучалась в работе Бойматова К.Х. [19]. Вопрос о раз-

делимости оператора Гельмгольца в линейном случае, то есть, в случае

V (x, u(x))u(x)) = q(x) , исследовался в работах [88] и [17-A].
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В данном параграфе рассматривается нелинейный оператор Гельм-

гольца в весовом пространстве L2,ρ(R
n)l . Следует отметить, что разде-

лимость нелинейных дифференциальных операторов, в основном, иссле-

довалась в случае, когда оператор является слабым возмущением линей-

ного оператора. В отличие от этого, рассматриваемые ниже нелинейные

дифференциальные оператор не являются слабым возмущением линейно-

го оператора.

Для z(i) = (z
(i)
1 , · · · , z

(i)
l ) (i = 1, 2) положим ⟨z(1), z(2)⟩ =

l∑
j=1

z
(1)
j z

(2)
j .

Далее обозначим (u, v) =
∫
Rn

⟨u(x), v(x)⟩dx , если интеграл в правой части

абсолютно сходится.

Предположим, что значения матрица-функции V (x, ω) ∈ C(Rn ×

C l; EndC l) являются квадратными положительно-определёнными эрми-

товыми матрицами порядка l . Известно, что понятие квадратный корень

от положительно-определенной матрицы определяется однозначно.

Для удобства вводим следующие обозначения

F (x1, x2, ..., xn, ξ1, ξ2, ..., ξl, η1, η2, ..., ηl) = V 1/2(x, ω), (xi ∈ R, ξj, ηj ∈ R),

Q(x1, x2, ..., xn, ξ1, ξ2, ..., ξl, η1, η2, ..., ηl) = F 2(x, ω), (xi ∈ R, ξj, ηj ∈ R),

где ω определяется по формуле ω = (ξ1 + iη1, . . . , ξl + iηl) .

Здесь V
1
2 (x, ω) определяется как квадратный корень от положи-

тельно-определенной эрмитовой матрицы.

Определение 1.4.2. Будем говорить, что матрица-функция V (x, ω)

принадлежит классу T δ1,δ2,χ1,χ2
σ1,σ2

, если выполняются следующие условия

для всех x ∈ Rn, ω = (ξ1 + iη1, . . . , ξl + iηl) ∈ C l, Ω = (µ1 + iν1, . . . , µl +
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iνl) ∈ C l : ∥∥∥F−1
2 (x, u)u

∥∥∥2 ≤ δ1∥F (x, u)u∥2, (1.4.2)

n∑
i=1

∥∥∥∥F−1
2 (x, u)

∂F (x, u)

∂xi
F− 3

2 (x, u)

∥∥∥∥2 ≤ χ1, (1.4.3)

∥∥∥∥∥
l∑

j=1

µjF
−1

2 (x, u)
∂F (x, u)

∂ξi
ω + νjF

−1
2 (x, u)

∂F (x, u)

∂ηi
ω;C l

∥∥∥∥∥ ≤ (1.4.4)

≤ σ1

∥∥∥F 1
2 (x, u)Ω;C l

∥∥∥ ,
∥∥V −1(x, u)u

∥∥2 ≤ δ2∥u∥2, (1.4.5)

n∑
i=1

∥∥∥∥Q−1
2 (x, u)

∂Q(x, u)

∂xi
Q−1(x, u)

∥∥∥∥2 ≤ χ2, (1.4.6)

∥∥∥∥∥
l∑

j=1

µjF
−1(x, u)

∂Q(x, u)

∂ξi
ω + νjF

−1(x, u)
∂Q(x, u)

∂ηi
ω;C l

∥∥∥∥∥ ≤ (1.4.7)

≤ σ2
∥∥F (x, u)Ω;C l

∥∥ .
Справедлива следующая

Теорема 1.4.1. Пусть матрица-функция V (x, ω) принадлежит

классу T δ1,δ2,χ1,χ2
σ1,σ2

, и пусть весовая функция ρ(x) принадлежит классу

C1(Rn) и для всех x ∈ Rn, ω = (ξ1+ iη1, . . . , ξl+ iηl) ∈ C l удовлетворяет

неравенству
n∑

i=1

∥∥∥∥∂ρ(x)∂xi
ρ−

1
2 (x)Q− 1

2 (x, ω)

∥∥∥∥ ≤ σ3. (1.4.8)
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Тогда при выполнении условий

0 < σ1 < 1, 0 < σ2 < 1, χ1 + 2δ1k
2 + σ3 < 4, χ2 + 2δ2k

2 + σ3 < 4,

нелинейный оператор Гельмгольца (1.4.1) разделяется в пространстве

L2,ρ(R
n)l , и для всех решений u(x) ∈ L2,ρ(R

n)l ∩W 2
2,loc(R

n)l уравнения

−(∆ + k2)u(x) + V (x, u(x))u(x) = f(x)

с правой частью f(x) ∈ L2,ρ(R
n)l выполняется следующее коэрцитивное

неравенство:

∥(∆ + k2)u(x);L2,ρ(R
n)l∥+∥V (x, u(x))u(x);L2,ρ(R

n)l∥+

+
n∑

i=1

∥V
1
2 (x, u(x))

∂u(x)

∂xi
;L2,ρ(R

n)l∥+∥V
1
2 (x, u(x))u(x);L2,ρ(R

n)l∥ ≤

≤M∥f(x);L2,ρ(R
n)l∥, (1.4.9)

где положительное число М не зависит от u(x), f(x).

Замечание 3. Легко видеть, что из коэрцитивного неравенства

(1.4.9) следует разделимость нелинейного оператора Гельмгольца (1.4.1)

в пространстве L2,ρ(R
n)l

Переходим к доказательству теоремы (1.4.1). Для этого докажем сле-

дующую лемму

Лемма 1.4.1. Пусть в уравнении

−(∆ + k2)u(x) + V (x, u(x))u(x) = f(x)

вектор-функция f(x) принадлежит пространству L2,ρ(R
n)l , и вектор-

функция u(x) принадлежит классу L2,ρ(R
n)l ∩ W 2

2,loc(R
n)l . Тогда при
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выполнении условия (1.4.5) вектор-функции V
1
2 (x, u(x))u(x),

∂u

∂xi
(i =

1, 2, . . . , n) принадлежат пространству L2,ρ(R
n)l .

Доказательство. Пусть φ(x) ∈ C∞
0 (Rn) - фиксированная неот-

рицательная функция, обращающаяся в единицу при |x| < 1 . Для лю-

бого положительного числа ε положим φε(x) = φ(εx) . Очевидно, что

φε ∈ C∞
0 (Rn) и φε(x) ≡ 1 при |x| < 1

ε . Так как

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ . . .+

∂2

∂x2n

и

⟨f, ρφεu⟩ = ⟨−∆u, ρφεu⟩ − k2⟨u, ρφεu⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφεu⟩,

где ⟨ , ⟩ скалярное произведение в пространстве L2,ρ(R
n)l , то применяя

лемму (1.1.1), получим

⟨f, ρφεu⟩ =
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

,
∂

∂xi
(ρφεu)⟩ − k2⟨u, ρφεu⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφεu⟩ =

(1.4.10)

=
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρ
∂φε

∂xi
u⟩+

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, φε
∂ρ

∂xi
u⟩+

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂u

∂xi
⟩−

− k2⟨u, ρφεu⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφεu⟩

Отсюда следует, что

|⟨f, ρφεu⟩| ≥
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂u

∂xi
⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφεu⟩− (1.4.11)

− k2⟨u, ρφεu⟩ − |F1,ε(u)| − |F2,ε(u)|,

где

F1,ε(u) =
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρ
∂φε

∂xi
u⟩
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F2,ε(u) =
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

, φε
∂ρ

∂xi
u⟩.

Так как
∣∣∣∣∂φε(x)

∂xi

∣∣∣∣ ≤M · ε (∀x ∈ Rn) и

|⟨u, kϑ⟩| = |⟨
√
ku,

√
kϑ⟩| ≤ ∥u;L2,ρ(R

n)l∥ · ∥ϑ;L2,ρ(R
n)l∥,

то

|F1,ε(u)| ≤ ε ·M
n∑

i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi ;L2,ρ(R
n)l
∥∥∥∥ · ∥u;L2,ρ(R

n)l∥.

Используя неравенство

c · d ≤ β

2
· c2 + 1

2β
· d2 (β, c, d > 0), (1.4.12)

получим оценку для функционала

|F1,ε(u)| ≤ ε · M
2

n∑
i=1

(

∥∥∥∥ ∂u∂xi ;L2,ρ(R
n)l
∥∥∥∥2 + ∥u;L2,ρ(R

n)l∥2). (1.4.13)

Теперь оценим функционал F2,ε(u)

|F2,ε(u)| ≤
n∑

i=1

⟨√φε
√
ρ
∂u

∂xi
,
√
φε

√
ρ−1

∂ρ

∂xi
u⟩

Теперь, применяя неравенство Коши-Буняковского, затем неравен-

ство (1.4.12), находим

|F2,ε(u)| ≤
α

2

n∑
i=1

∥√φε
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l∥2 + 1

2α

n∑
i=1

∥∥∥∥√φε

√
ρ−1

∂ρ

∂xi
u;L2(R

n)l
∥∥∥∥2 .

В силу условия (1.4.8)
n∑

i=1

∥∥∥∥√φε

√
ρ−1

∂ρ

∂xi
u;L2(R

n)l
∥∥∥∥2 =

=
n∑

i=1

∥∥∥∥ρ−1 ∂ρ

∂xi
V −1

2 (x, u)
√
φε

√
ρV

1
2 (x, u)u;L2(R

n)l
∥∥∥∥2 ≤

≤ σ3∥
√
φεV

1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥.
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Поэтому

|F2,ε(u)| ≤ (1.4.14)

≤ α

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φε
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 + σ3

2α

n∑
i=1

∥∥∥√φεV
1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥2 .

Так как

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂u

∂xi
⟩ = ⟨√ρ√φε

∂u

∂xi
,
√
ρ
√
φε
∂u

∂xi
⟩ =

∥∥∥∥√φε
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 ,

⟨V (x, u)u, ρφεV (x, u)u⟩ = ⟨√ρ√φεV
1
2 (x, u)u,

√
ρ
√
φεV

1
2 (x, u)u⟩ =

=
∥∥∥√φεV

1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥2 ,

то из неравенств (1.4.11), (1.4.13), (1.4.14) с учетом неравенства (1.4.5)

следует, что

∥√φεf ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥√φεu;L2,ρ(R

n)l∥ ≥ |⟨f, ρφεu⟩| ≥

≥ (1− α

2
− Mε

2
) ·

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂u

∂xi
⟩+

+ (1− σ3
2α

− k2δ2)∥
√
φεV

1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥2 − Mε

2
∥u;L2,ρ(R

n)l∥2.

Переходя к пределу в этом неравенстве при ε→ 0 , получим

∥f ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥u;L2,ρ(R

n)l∥ ≥ (1− α

2
) ·

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂u

∂xi
⟩+ (1.4.15)

+ (1− σ3
2α

− k2δ2)∥
√
φεV

1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥2.

Отсюда следует, что при σ3 + 2αk2 · δ2 < 2α и α < 2∥∥∥∥ ∂u∂xi ;L2,ρ(R
n)l
∥∥∥∥2 ≤ |⟨f, u⟩| ≤ ∥f ;L2,ρ(R

n)l∥ · ∥u;L2,ρ(R
n)l∥ (i = 1, 2, . . . , n),

∥∥∥V 1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥2 = ⟨V

1
2 (x, u)u, V

1
2 (x, u)u⟩ = ⟨V (x, u)u, u⟩ ≤

≤ |⟨f, u⟩| ≤ ∥f ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥u;L2,ρ(R

n)l∥.
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Полученные неравенства означают, что если f(x) и u(x) принадлежат

пространству L2,ρ(R
n)l , то вектор-функции

∂u

∂xi
, i = 1, n , V

1
2 (x, u)u также

принадлежат L2,ρ(R
n)l .

Лемма 1.4.1 доказана.

Лемма 1.4.2. Пусть выполнены условия (1.4.2) – (1.4.5), и пусть

вектор-функция u(x) из класса L2,ρ(R
n)l∩W 2

2,loc(R
n)l является решением

уравнения

−(∆ + k2)u(x) + V (x, u(x))u(x) = f(x)

с правой частью f(x) ∈ L2,ρ(R
n)l , то вектор-функции F

3
2 (x, u(x))u(x),

F
1
2 (x, u(x))

∂u

∂xi
, i = 1, ..., n принадлежат пространству L2,ρ(R

n)l .

Доказательство. Используя равенство

⟨f, ρφεF (x, u)u⟩ =− ⟨∆u, ρφεF (x, u)u⟩ − k2⟨u, ρφεF (x, u)u⟩+

+ ⟨V (x, u)u, ρφεF (x, u)u⟩

и применяя Лемму 2.5.1, имеем

⟨f, ρφεF (x, u)u⟩ =
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

,
∂

∂xi
(ρφεF (x, u)u)⟩ − k2⟨u, ρφεF (x, u)u⟩+

+⟨V (x, u)u, ρφεF (x, u)u⟩.

Так как

∂

∂xi
(ρφεF (x, u)u) =

∂ρ

∂xi
φεF (x, u)u+ ρ

∂φε

∂xi
F (x, u)u+ ρφε

∂F (x, u)

∂xi
u+

+ρφε

l∑
j=1

(Re
∂uj
∂xi

∂F (x, u)

∂ξj
+ Im

∂uj
∂xi

∂F (x, u)

∂ηj
)u+ ρφεF

∂u

∂xi
,
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то

⟨f, ρφεF (x, u)u⟩ =
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφεF (x, u)
∂u

∂xi
⟩+Bε

1(u)+B
ε
2(u) +Bε

3(u)+

+Bε
4(u)− k2⟨u, ρφεF (x, u)u) + (V (x, u)u, ρφεF (x, u)u⟩, (1.4.16)

где

Bε
1(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρ
∂φε

∂xi
F (x, u)u⟩,

Bε
2(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε

l∑
j=1

(Re
∂uj
∂xi

∂F (x, u)

∂ξj
+ Im

∂uj
∂xi

∂F (x, u)

∂ηj
)u⟩,

Bε
3(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂F (x, u)

∂xi
u⟩,

Bε
4(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, φε
∂ρ

∂xi
F (x, u)u⟩.

Здесь и далее значения F (x, u) ,
∂F (x, u)

∂xi
,
∂F (x, u)

∂ξj
,
∂F (x, u)

∂ηj
взяты в

точке

(x1, . . . , xn, Reu1(x), . . . , Reul(x), Im u1(x), . . . , Imul(x)).

Так как ∣∣∣∣∂φε

∂xi

∣∣∣∣ ≤M · ε, (∀x ∈ Rn), (1.4.17)

где M = sup
Rn

|∇φ(x)| < +∞ , и согласно лемме 1.4.1, вектор-функции

∂u

∂xi
, i = 1, n , F (x, u)u принадлежат L2,ρ(R

n)l , то применяя неравенство

Коши-Буняковского, можно получить оценку:

|Bε
1(u)| ≤M · ε

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi ;L2,ρ(R
n)l
∥∥∥∥ · ∥∥F (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥ .
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Следовательно,

lim
ε→0

Bε
1(u) = 0. (1.4.18)

Из условии (1.4.4) при

ω = u(x), Ω =
√
φε
∂u

∂xi
,

т.е.

ξj = Reuj(x), ηj = Imuj(x), µj =
√
φεRe

∂u

∂xi
, νj =

√
φεIm

∂u

∂xi
,

получаем∥∥∥∥∥
l∑

j=1

√
φεRe

∂u

∂xi
F−1

2
∂F (x, u)

∂ξi
ω +

√
φεIm

∂u

∂xi
F− 1

2
∂F

∂ηi
ω

∥∥∥∥∥ ≤ (1.4.19)

≤ σ1

∥∥∥∥F 1
2
√
φε
∂u

∂xi

∥∥∥∥ .
Так как F (x, u(x)) = F ∗(x, u(x))u(x) , то

Bε
2(u) =

n∑
i=1

⟨√φεF
1
2
∂u

∂xi
, ρφε

l∑
j=1

(Re
∂uj
∂xi

F− 1
2
∂F (x, u)

∂ξj
+ Im

∂uj
∂xi

F− 1
2
∂F (x, u)

∂ηj
)u⟩.

Отсюда, применяя оценку (1.4.19), получим

|Bε
2(u)| ≤ σ1

n∑
i=1

∥∥∥∥F 1
2
√
φε
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2

Далее заметим, что∥∥∥∥F 1
2
√
φε
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 = ⟨F

1
2
√
φε
∂u

∂xi
, ρF

1
2
√
φε
∂u

∂xi
⟩ = ⟨ ∂u

∂xi
, ρφεF (x, u)

∂u

∂xi
⟩.

Поэтому

|Bε
2(u)| ≤ σ1⟨

∂u

∂xi
, ρφεF (x, u)

∂u

∂xi
⟩. (1.4.20)
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Теперь оценим функционал Bε
3(u) . Учитывая F (x, u(x)) = F ∗(x, u(x))u(x) ,

имеем

Bε
3(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂F (x, u)

∂xi
u⟩ =

n∑
i=1

⟨√ρφεF
1
2
∂u

∂xi
,
√
ρφεF

− 1
2
∂F (x, u)

∂xi
u⟩.

Далее применяя неравенство Коши-Буняковского, а также неравенство

(1.4.12), находим

|Bε
3(u)| ≤

n∑
i=1

∥∥∥∥√ρφεF
1
2
∂u

∂xi
;L2(R

n)l
∥∥∥∥ · ∥∥∥∥√ρφεF

−1
2
∂F (x, u)

∂xi
u;L2(R

n)l
∥∥∥∥ ≤

≤ α

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φεF
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 + 1

2α

n∑
i=1

∥∥∥∥√φεF
−1

2
∂F (x, u)

∂xi
u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 .

Отсюда и из условия (1.4.6) следует, что

|Bε
3(u)| ≤ (1.4.21)

≤ α

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√ρφεF
1
2
∂u

∂xi
;L2(R

n)l
∥∥∥∥2 + χ1

2α

∥∥∥√ρφεF
3
2u;L2(R

n)l
∥∥∥2 .

Теперь переходим к оценке функционала |Bε
4(u)| . Сначала представим

функционал в виде

Bε
4(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, φε
∂ρ

∂xi
Fu⟩ =

n∑
i=1

⟨√ρφεF
1
2
∂u

∂xi
,
√
ρ−1φεF

1
2
∂ρ

∂xi
u⟩.

Далее применяя неравенство Коши-Буняковского и неравенства

(1.4.12), получим

|Bε
4(u)| ≤ (1.4.22)

≤ α

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φε
√
ρF

1
2
∂u

∂xi
;L2(R

n)l
∥∥∥∥2 + 1

2α

∥∥∥√ρ−1φεF
1
2u;L2(R

n)l
∥∥∥2 .

Так как√
ρ−1(x)F (x, u)

∂ρ(x)

∂xi
u(x) = ρ−1(x)

∂ρ(x)

∂xi
F−1

2 (x, u)
√
ρ(x)F

3
2 (x, u)u(x),
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то применяя условия (1.4.8) из (1.4.22), получим

|Bε
4(u)| ≤ (1.4.23)

≤ α

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φεF
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 + σ

2α

∥∥∥√φεF
3
2u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥2 .

Так как

|⟨f, ρφεF (x, u)u⟩| = |⟨√ρ√φεf,
√
ρ
√
φεF (x, u)u⟩| ≤

≤ ∥√φεf ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥√φεF (x, u)u⟩;L2,ρ(R

n)l∥

и

⟨ ∂u
∂xi

, ρφεF (x, u)
∂u

∂xi
⟩ =

∥∥∥∥√φεF
1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2

⟨V (x, u)u, ρφεF (x, u)u⟩ = ⟨F 2(x, u)u, ρφεF (x, u)u⟩ =
∥∥∥√φεF

3
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥2 ,

то из равенства (1.4.16) следует, что

∥√φεf ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥√φεF (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥ ≥

≥
n∑

i=1

∥∥∥∥√φεF
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 + ∥∥∥√φεF

3
2 (x, u);L2,ρ(R

n)l
∥∥∥2−

−k2(u, ρφεFu)− |Bε
1(u)| − |Bε

2(u)| − |Bε
3(u)| − |Bε

4(u)|.

Отсюда и из неравенств (1.4.20), (1.4.21), (1.4.23) получим

∥√φεf ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥√φεF (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥ ≥

≥ (1− σ1 − α)
n∑

i=1

∥∥∥∥√φεF
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+

+ (1− σ + χ1

2α
− k2 · δ1)

∥∥∥√φεF
3
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥2 − |Bε

1(u)|.
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Согласно лемме 1.4.1 вектор-функция F (x, u)u ≡ V
1
2 (x, u) принадлежит

весовому пространству L2,ρ(R
n)l . Поэтому, переходя к пределу при ε→ 0

в последнем неравенстве с учетом (1.4.18), имеем

∥f ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥F (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥ ≥ (1− σ1 − α)
n∑

i=1

∥∥∥∥F 1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+

(1.4.24)

+ (1− σ + χ1

2α
− k2 · δ1)

∥∥∥F 3
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥2 .

Далее подбираем числа α > 0 так,чтобы выполнялись условия

σ1 + α < 1,
χ1 + σ

2α
+ k2δ1 < 1

Тогда из неравенства (1.4.24) находим, что вектор-функции F
3
2 (x, u(x))u(x) ,

F
1
2 (x, u(x))

∂u

∂xi
, i = 1, ..., n принадлежат пространству L2,ρ(R

n)l .

Лемма 1.4.2 доказана.

Доказательство теоремы 1.4.1

Переходим к непосредственному доказательству теоремы 1.4.1. При-

меняя лемму 1.1.1, из равенства

⟨f, ρφεV (x, u)⟩ = ⟨−∆u, ρφεV (x, u)u)− k2⟨u, ρφεV (x, u)u⟩+

+⟨V (x, u)u, ρφεV (x, u)u⟩

получим

⟨f, ρφεV (x, u)⟩ =
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

,
∂

∂xi
(ρφεV (x, u)u)⟩ − k2⟨u, ρφεV (x, u)u⟩+

+⟨V (x, u)u, ρφεV (x, u)u⟩.
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Так как

∂

∂xi
(ρφεV (x, u)u) =

∂ρ

∂xi
φεV (x, u)u+ ρ

∂φε

∂xi
V (x, u)u+ ρφε

∂V (x, u)

∂xi
u+

+ρφε

l∑
j=1

(Re
∂uj
∂xi

∂V (x, u)

∂ξj
+ Im

∂uj
∂xi

∂V (x, u)

∂ηj
)u+ ρφεV

∂u

∂xi
,

то

⟨f, ρφεV (x, u)u⟩ =
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφεV (x, u)
∂u

∂xi
⟩+ Aε

1(u)+A
ε
2(u) + Aε

3(u)+

+Aε
4(u)− k2⟨u, ρφεV (x, u)u) + (V (x, u)u, ρφεV (x, u)u⟩, (1.4.25)

где

Aε
1(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρ
∂φε

∂xi
Q(x, u)u⟩,

Aε
2(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε

l∑
j=1

(Re
∂uj
∂xi

∂V (x, u)

∂ξj
+ Im

∂uj
∂xi

∂Q(x, u)

∂ηj
)u⟩,

Aε
3(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂Q(x, u)

∂xi
u⟩,

Aε
4(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, φε
∂ρ

∂xi
Q(x, u)u⟩.

Здесь и далее значения Q(x, u) ,
∂Q(x, u)

∂xi
,
∂Q(x, u)

∂ξj
,
∂Q(x, u)

∂ηj
взяты

в точке

(x1, . . . , xn, Reu1(x), . . . , Reul(x), Im u1(x), . . . , Imul(x)).

Так как F
1
2 (x, ω) · F 3

2 (x, ω) = Q(x, ω) , и согласно леммы 1.4.2 век-

тор-функции F
3
2 (x, u(x))u(x) , F

1
2 (x, u(x))

∂u

∂xi
, i = 1, ..., n принадлежат

пространству L2,ρ(R
n)l , то действуя так же как при доказательстве лем-

мы 1.4.2, получим

|Aε
1(u)| ≤M · ε

n∑
i=1

∥∥∥∥F 1
2 (x, u(x))

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥ · ∥∥∥F 3

2 (x, u(x))u(x);L2,ρ(R
n)l
∥∥∥ .



64

Следовательно

lim
ε→0

Aε
1(u) = 0. (1.4.26)

Из условия 1.4.7 при

ω = u(x), Ω =
√
φε
∂u

∂xi

находим∥∥∥∥∥
l∑

j=1

√
φεRe

∂u

∂xi
F−1∂Q(x, u)

∂ξi
ω +

√
φεIm

∂u

∂xi
F−1∂Q

∂ηi
ω

∥∥∥∥∥ ≤ (1.4.27)

≤ σ2

∥∥∥∥√φεF (x, u)
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Представляя функционал Aε

2(u) в виде

Aε
2(u) =

n∑
i=1

⟨√ρ√φεF (x, u)
∂u

∂xi
,
√
ρ
√
φε

l∑
j=1

(Re
∂uj
∂xi

F−1∂Q(x, u)

∂ξj
u⟩+

+
n∑

i=1

⟨√ρ√φεF (x, u)
∂u

∂xi
,
√
ρ
√
φε

l∑
j=1

Im
∂uj
∂xi

F−1∂Q(x, u)

∂ηj
)u⟩

и применяя (1.4.7), получим следующую оценку:

|Aε
2(u)| ≤ σ2

n∑
i=1

∥∥∥∥F (x, u)√φε
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 . (1.4.28)

Так как Q
1
2 (x, u(x)) = V

1
2 (x, u(x)) = F (x, u(x)) , то

Aε
3(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφε
∂Q(x, u)

∂xi
u⟩ =

=
n∑

i=1

⟨√ρφεF (x, u)
∂u

∂xi
,
√
ρφεQ

−1
2
∂Q

∂xi
Q−1(x, u)V (x, u)u⟩.



65

Далее, применяя неравенство Коши-Буняковского и условие (1.4.12), име-

ем

|Aε
3(u)| ≤ (1.4.29)

≤ β

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φεF (x, u)
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 + χ2

2β

∥∥√φεV (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥2 .

Теперь переходим к оценке функционала Aε
4(u) . Представим функционал

Aε
4(u) в виде

Aε
4(u) =

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, φε
∂ρ

∂xi
Q(x, u)u⟩ =

=
n∑

i=1

⟨√ρφεF (x, u)
∂u

∂xi
,
√
ρφερ

−1Q− 1
2 (x, u)

∂ρ

∂xi
V (x, u)u⟩.

Применяя неравенства Коши-Буняковского, а также неравенство (1.4.12)

и условия (1.4.8), переходим к следующей оценке:

|Aε
4(u)| ≤ (1.4.30)

≤ β

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φεF (x, u)
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 + σ3

2β

∥∥√φεV (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥2

Из равенства (1.4.26) следует, что

|⟨f, ρφεV (x, u)u⟩| ≥
n∑

i=1

∥∥∥∥√φεF (x, u)
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+

+
∥∥√φεV (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥2 − k2(u, ρφεV (x, u)u)−

− |Aε
1(u)| − |Aε

2(u)| − |Aε
3(u)| − |Aε

4(u)|.

Отсюда, применяя неравенство Коши-Буняковского и оценки (1.4.28)-(1.4.30)
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имеем

∥√φεf ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥√φεV (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥ ≥ (1.4.31)

≥ (1− σ2 − β)
n∑

i=1

∥∥∥∥√φεV
1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+

+ (1− σ + χ2

2β
− k2 · δ2)

∥∥√φεV (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥2 − |Aε

1(u)|.

Переходя в этом неравенстве к пределу при ε → 0 , с учетом равенства

(1.4.26) получим

∥f ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥V (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥ ≥ (1.4.32)

≥ (1− σ2 − β)
n∑

i=1

∥∥∥∥V 1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+

+ (1− σ + χ2

2β
− k2 · δ2)

∥∥V (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥2 .

Далее подбираем числа β > 0 так, чтобы выполнялись условия

σ1 + β < 1,
χ1 + σ

2β
+ k2δ1 < 1.

Поэтому из неравенства (1.4.32) частично следует, что

∥∥V (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥ ≤ 2β

2β(1 + k2δ2)− (σ + χ2)
∥f ;L2,ρ(R

n)l∥. (1.4.33)

Применяя это неравенство в (1.4.32), находим

n∑
i=1

∥∥∥∥V 1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 ≤

≤ 1

(1− σ2 − β)
∥f ;L2,ρ(R

n)l∥ · ∥V (x, u)u;L2,ρ(R
n)l∥ ≤

≤ 2β

(2β(1 + k2δ2)− (σ + χ2))(1− σ2 − β)
· ∥f ;L2,ρ(R

n)l∥2.
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Следовательно,

n∑
i=1

∥∥∥∥V 1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥ ≤ τ · ∥f ;L2,ρ(R

n)l∥, (1.4.34)

где

τ =

√
2β

(2β(1 + k2δ2)− (σ + χ2))(1− σ2 − β)

Так как (∆ + k2)u(x) = V (x, u(x)u(x) − f(x) , то из оценки (1.4.33)

следует, что

∥(∆ + k2)u(x);L2,ρ(R
n)l∥ ≤ (1.4.35)

≤ (1 +
2β

2β(1 + k2δ2)− (σ + χ2)
)∥f ;L2,ρ(R

n)l∥.

Теперь, легко можно заметить, что основное коэрцитивное неравенство

теоремы 1.4.1. следует из неравенств (1.4.33)-(1.4.35). Разделимость нели-

нейного дифференциального оператора Гельмгольца в весовом простран-

стве L2,ρ(R
n)l следует из коэрцитивного неравенства (1.4.9).

Теорема 1.4.1 полностью доказана.

1.5. О разделимости нелинейных дифференциальных

операторов второго порядка с матричными коэффициентами

Этот параграф посвящен исследованию коэрцитивных свойств нели-

нейных дифференциальных операторов второго порядка с матричным по-

тенциалом. Здесь обобщаем результаты четвертого параграфа на случай

общего дифференциального оператора второго порядка. Сначала приво-

дится основной результат параграфа, а потом доказываются некоторые

вспомогательные леммы и, наконец, приводится полное доказательство.
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Рассмотрим дифференциальный оператор второго порядка с перемен-

ными коэффициентами:

L0[u] = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
Предполагается, что коэффициенты aij(x) оператора L0 являются

квадратными матрицами порядка l с элементами из класса C1(Rn) и удо-

влетворяют следующим условиям:

I). aij(x) ≡ aji(x), Imaij(x) ≡ 0;

II). |aij(x)| ≤ σ1, |∇aij(x)| ≤ σ2, (∀x ∈ Rn; i, j = 1, 2, . . . , n);

III).
n∑

i=1

∣∣si;C l
∣∣2 ≤ χ1 ·

n∑
i,j=1

⟨
aij(x)si, sj;C

l
⟩ (

∀x ∈ Rn, ∀s = {si}ni=1, si ∈ C l
)
,

константы σ1 , σ2 , χ1 в этих условиях не зависят от x и s .

Формулировка основного результата

Рассмотрим следующий нелинейный дифференциальный оператор

второго порядка с переменными старшими коэффициентами

L[u] = L0[u] + V (x, u)u (1.5.1)

Пусть V (x, ω) - квадратная матрица-функция порядка l , определен-

ная на всех x ∈ Rn , ω ∈ C l , элементы которой непрерывно дифференциру-

емы по всем аргументам. Предполагается, что значения V (x, ω) являются

положительно-определёнными эрмитовыми матрицами.

Определение 1.5.1. Дифференциальный оператор (1.5.1), называ-

ется разделимым в весовом пространстве L2,k(R
n)l , если для всех век-

тор-функций u(x) ∈ L2,ρ(R
n)l ∩W 2

2,loc(R
n)l таких, что L[u] ∈ L2,k(R

n)l
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выполняются включения

L0[u] ∈ L2,k(R
n)l, V ()x, u)u ∈ L2,k(R

n)l

Здесь мы предполагаем, что матрица-функций aij(x) коммутируются с

V (x, ω) , т.е.

[aij(x)V (x, ω)] = aij(x) · V (x, ω)− V (x, ω) · aij(x) ≡ 0

для всех x ∈ Rn и всех ω ∈ l .

Введём следующие обозначения

F (x1, x2, ..., xn, ξ1, ξ2, ..., ξl, η1, η2, ..., ηl) = V 1/2(x, ω), (xi ∈ R, ξj, ηj ∈ R),

Q(x1, x2, ..., xn, ξ1, ξ2, ..., ξl, η1, η2, ..., ηl) = F 2(x, ω), (xi ∈ R, ξj, ηj ∈ R),

где ω определяется равенством ω = (ξ1 + iη1, . . . , ξl + iηl) .

Здесь V
1
2 (x, ω) определяется как квадратный корень от положи-

тельно-определенной эрмитовой матрицы.

Определение 1.5.2. Предположим, что матрица-функция V (x, ω)

принадлежит классу T n,l
χ,δ,σ,γ , если выполняются следующие условия для

всех x ∈ Rn, ω = (ξ1 + iη1, . . . , ξl + iηl) ∈ C l,Ω = (µ1 + iν1, . . . , µl + iνl):
n∑

i=1

∥∥∥∥F−1
2 (x, ω)

∂F (x, ω)

∂xi
F−3

2 (x, ω)

∥∥∥∥2 ≤ χ, (1.5.2)

∥∥∥∥∥
l∑

j=1

µjF
− 1

2 (x, ω)
∂F (x, ω)

∂ξj
ω + νjF

−1
2 (x, ω)

∂F (x, ω)

∂ηj
ω;C l

∥∥∥∥∥ ≤ (1.5.3)

≤ σ
∥∥∥F 1

2Ω;C l
∥∥∥ ,∥∥∥∥∥

l∑
j=1

µjF
−1(x, ω)

∂Q(x, u)

∂ξj
ω + νjF

−1(x, ω)
∂Q(x, ω)

∂ηj
ω;C l

∥∥∥∥∥ ≤ (1.5.4)

≤ δ
∥∥FΩ;C l

∥∥ .
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n∑
i=1

∥∥∥∥Q− 1
2 (x, ω)

∂Q(x, ω)

∂xi
Q−1(x, ω)

∥∥∥∥2 ≤ γ. (1.5.5)

Основной результат этого параграфа сформулируем в виде следую-

щей теоремы

Теорема 1.5.1. Пусть матрица-функция V (x, ω) принадлежит

классу T n,l
χ,δ,σ,γ , и матрица-функций aij(x) коммутируется с V (x, ω) и

удовлетворяет условиям I), II), III). Также пусть весовая функция k(x)

принадлежит классу C1(Rn) и для всех x ∈ Rn, ω = (ξ1 + iη1, . . . , ξl +

iηl) ∈ C l удовлетворяет неравенству

n∑
i=1

∥∥∥∥∂k(x)∂xi
k−

1
2 (x)Q− 1

2 (x, ω)

∥∥∥∥2 ≤ σ3. (1.5.6)

Тогда при выполнении неравенств

χ1σ1 < 2, 0 < σ3 < 2, χ+ σ3 <
1

σ1χ1n2
, 0 < σ <

1

σ1χ1n
− n(χ+ σ3)

2
,

(1.5.7)

γ + σ3 <
2

σ1χ1n2
, 0 < σ <

1

σ1χ1n
− (γ + σ3)n

2
,

где χ, σ, δ, γ, σ1, σ3, χ1 – постоянные из условий (1.5.2)–(1.5.5) и I – III,

нелинейный оператор (1.5.1) разделяется в весовом пространстве L2,k(R
n)l .

При этом для всех решений u(x) ∈W2,loc(R
n)l ∩ L2,k(R

n)l уравнения

−
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u(x)

∂xi

)
+ V (x, u(x))u(x) = f(x) (1.5.8)

c правой частью f(x) ∈ L2,k(R
n)l выполняется следующее коэрцитивное
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неравенство∥∥V (x, u)u;L2,k(R
n)l
∥∥+ n∑

j=1

∥∥∥∥V 1
2 (x, u)

∂u

∂xj
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥+

+
∥∥L0[u];L2,k(R

n)l
∥∥ ≤M

∥∥f ;L2,k(R
n)l
∥∥ , (1.5.9)

где M > 0 число, которое не зависит от вектор – функций f(x), u(x).

Результат, сформулированный в этой теореме, ранее был получен

только в случае оператора Шрёдингера [4-A].

Замечание 4. Легко можно видеть, что из коэрцитивного нера-

венства (1.5.9) следует разделимость оператора (1.5.1) в пространстве

L2,k(R
n)l .

Вспомогательные леммы

Следующая лемма является аналогом леммы 1.4.1 в случае эллипти-

ческих дифференциальных операторов второго порядка с переменными

старшими коэффициентами.

Лемма 1.5.1. Пусть выполнены условия I-III. Пусть в уравнении

(1.5.8) вектор-функция f(x) принадлежит пространству L2,k(R
n)l и

вектор-функция u(x) принадлежит классу L2,k(R
n)l ∩W 2

2,loc(R
n)l . Тогда

при условии (1.5.6), где σ3 удовлетворяет условию (1.5.7), вектор-функ-

ции V
1
2 (x, u(x))u(x),

∂u

∂xi
(i = 1, 2, . . . , n), принадлежат пространству

L2,k(R
n)l .

Доказательство. Пусть положительная функция φε(x) = φ(εx) та-

кая же, как в доказательстве леммы 1.4.1. Так как

⟨f, ρφε(x)u⟩ = ⟨L0[u], ρφε(x)u⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφε(x)u⟩.
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то учитывая равенство

L0[u] = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
,

и, применяя лемму 1.1.1, получим

⟨f, ρφεu⟩ =
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
,
∂

∂xi
(ρφεu)⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφεu⟩. (1.5.10)

Так как

∂

∂xi
(ρφεu) =

∂ρ

∂xj
φεu+ ρ

∂φε

∂xj
u+ ρφε

∂u

∂xj
,

то

⟨f, ρφεu⟩ =
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρφε

∂u

∂xi
⟩+ (1.5.11)

+ Jε
1(u) + Jε

2(u) + Jε
3(u) + (V (x, u)u, ρφεu⟩,

где

Jε
1(u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρφε

∂u

∂xj
⟩

Jε
2(u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρ
∂φε

∂xj
u⟩,

Jε
3(u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, φε

∂ρ

∂xj
u⟩,

Применяя лемму 1.1.1, преобразуем функционал Jε
2(u)

Jε
2(u) = −

n∑
i,j=1

⟨u, ∂
∂xi

(a∗ij(x)ρ
∂φε

∂xj
u)⟩ =

−
n∑

i,j=1

⟨u,
∂a∗ij(x)

∂xi
ρ
∂φε

∂xj
u⟩ −

n∑
i,j=1

⟨u, ∂ρ
∂xi

a∗ij(x)
∂φε

∂xj
u⟩−

−
n∑

i,j=1

⟨u, ρ ∂2φε

∂xi∂xj
a∗ij(x)u⟩ −

n∑
i,j=1

⟨u, ρa∗ij(x)
∂φε

∂xj

∂u

∂xi
⟩;



73

отсюда, учитывая условия I), получим

ReJε
2(u) =− 1

2

n∑
i,j=1

⟨u,
∂a∗ij(x)

∂xi
ρ
∂φε

∂xj
u⟩ −

n∑
i,j=1

⟨u, ∂ρ
∂xi

a∗ij(x)
∂φε

∂xj
u⟩− (1.5.12)

−
n∑

i,j=1

⟨u, ρ ∂2φε

∂xi∂xj
a∗ij(x)u⟩.

Из условия II) следует, что все элементы матрицы
∂aij(x)

∂xi
и aij(x) огра-

ничены. Поэтому, в силу неравенства Коши-Буняковского, оценок∣∣∣∣∂φε

∂xi

∣∣∣∣ ≤M1 · ε (∀x ∈ Rn)

и ∣∣∣∣ ∂2φε

∂xi∂xj

∣∣∣∣ ≤M2 · ε2 (∀x ∈ Rn),

имеем

|ReJε
2(u)| ≤ (M3 · ε+M4 · ε+M5 · ε2) · ∥u;L2,ρ(R

n)l∥2.

Поэтому

lim
ε→0

ReJε
2(u) = 0. (1.5.13)

Согласно условию I)

ImJε
1(u) = Im

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρφε

∂u

∂xj
⟩ ≡ 0. (1.5.14)

Теперь оценим функционал Jε
3(u) . Для этого функционал Jε

3(u) предста-

вим в следующем виде

|Jε
3(u)| = |

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, φε

∂ρ

∂xj
u⟩| =

n∑
i,j=1

⟨√φε
√
ρaij(x)

∂u

∂xi
,
√
φε

√
ρ−1

∂ρ

∂xj
u⟩|.
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Отсюда, применяя неравенство Коши-Буняковского, а затем неравенство

(1.4.12), находим

|Jε
3(u)| ≤

α1

2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φεaij(x)
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+

+
1

2α1

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φε

√
ρ−1

∂ρ

∂xi
u;L2(R

n)l
∥∥∥∥2 .

В силу условия (1.5.6)
n∑

i=1

∥∥∥∥√φε
∂ρ(x)

∂xi
ρ−

1
2 (x)u

∥∥∥∥2 = n∑
i=1

∥∥∥∥ρ−1∂ρ(x)

∂xi
V −1

2 (x, u)
√
φε

√
ρV

1
2 (x, u)u

∥∥∥∥2 ≤
≤ σ3

∥∥∥√φε
√
ρV

1
2 (x, u)u;L2(R

n)l
∥∥∥2 .

Поэтому, учитывая условия I) имеем

|Jε
3(u)| ≤

nσ1α1

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φε
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+ (1.5.15)

+
nσ3
2α1

n∑
i=1

∥∥∥√φε
√
ρV

1
2 (x, u)u;L2(R

n)l
∥∥∥2 .

Так как V (x, u)u = V ∗(x, u)u) , то из (1.5.11) и (1.5.14) следует, что

Re⟨f, φερu⟩ = ReJε
1(u)+ReJ

ε
3(u) + (V (x, u)u, ρφεu⟩.

Переходя в этом равенстве к пределу при ε→ 0 , в силу равенства (1.5.13)

имеем

Re⟨f, ρu⟩ =
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρ
∂u

∂xj
⟩+ReJε

3(u) + (V (x, u)u, ρu⟩. (1.5.16)

Из условия эллиптичности III), при si =
√
ρ
∂u

∂xi
, имеем

n∑
i=1

∣∣∣∣√ρ ∂u∂xi ;C l

∣∣∣∣2 ≤ χ1

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρ
∂u

∂xj
;C l⟩ (∀x ∈ Rn).
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Интегрируя это равенство по х, в Rn , получим

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi ;L2,ρ(R
n)l
∥∥∥∥2 ≤ χ1

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
,
∂u

∂xj
⟩ (1.5.17)

Из равенства (1.5.16), имея в виду неравенство (1.5.17), окончательно на-

ходим

Re⟨f, ρu⟩ ≥(
1

χ1
− nσ1α1

2
)

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi ;L2,ρ(R
n)l
∥∥∥∥2+ (1.5.18)

+ (1− nσ3
2α1

)∥V
1
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥2.

Далее подбираем числа α1 > 0 так,чтобы выполнялись условия

1

χ1
− nσ1α1

2
< 1, 1− nσ3

2α1
< 1.

Тогда из неравенства (1.5.18) находим, что если f(x) и u(x) принадлежат

пространству L2,ρ(R
n)l , то вектор-функции

∂u

∂xi
, i = 1, n , V

1
2 (x, u)u также

принадлежат L2,ρ(R
n)l .

Лемма 1.5.1 доказана.

Следующая лемма является аналогом леммы 1.4.2 в случае эллипти-

ческих дифференциальных операторов второго порядка с переменными

старшими коэффициентами.

Лемма 1.5.2. Пусть выполнены условия I)-III), и пусть вектор-

функция u(x) из класса L2,k(R
n)l ∩ W 2

2,loc(R
n)l является решением

уравнения (1.5.8) с правой частью f(x) ∈ L2,k(R
n)l . Тогда при усло-

вии (1.5.6), где σ3 удовлетворяет условию (1.5.7), вектор – функции

F
3
2 (x, u(x))u(x), F

1
2 (x, u(x))∂u(x)∂xi

, i = 1, n принадлежат пространству

L2,k(R
n)l .
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Доказательство. Действуя так же, как в доказательстве леммы

1.5.1, с помощью леммы 1.1.1 из равенства

⟨f, ρφε(x)F (x, u)u⟩ = ⟨L0[u], ρφε(x)F (x, u)u⟩+ ⟨V (x, u)u, ρφε(x)F (x, u)u⟩

находим

⟨f, ρφε(x)F (x, u)u⟩ =
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
,
∂

∂xj
(ρφε(x)F (x, u)u)⟩+

+⟨V (x, u)u, ρφε(x)F (x, u)u⟩.

Отсюда, используя равенство

∂

∂xj
(ρφεF (x, u)u) =

∂ρ

∂xj
φεF (x, u)u+ ρ

∂φε

∂xj
F (x, u)u+ ρφε

∂F (x, u)

∂xj
u+

+ρφε

l∑
k=1

(Re
∂uk
∂xj

∂F (x, u)

∂ξk
+ Im

∂uk
∂xj

∂F (x, u)

∂ηk
)u+ ρφεF

∂u

∂xj
,

имеем

⟨f, ρφε(x)F (x, u)u⟩ =
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρφεF (x, u)

∂u

∂xj
⟩+G

(ε)
1 (u) +G

(ε)
2 (u)+

+G
(ε)
3 (u) +G

(ε)
4 (u) + ⟨V (x, u)u, ρφε(x)F (x, u)u⟩, (1.5.19)

где

G
(ε)
1 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρ
∂φε

∂xj
F (x, u)u⟩,

G
(ε)
2 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρφε

l∑
k=1

(Re
∂uk
∂xj

∂F (x, u)

∂ξk
+ Im

∂uk
∂xj

∂F (x, u)

∂ηk
)u⟩,

G
(ε)
3 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρφε

∂F

∂xj
u⟩,

G
(ε)
4 (u) =

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
,
∂ρ

∂xj
φεF (x, u)u⟩.
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Здесь и далее значения F (x, u) ,
∂F (x, u)

∂xj
,
∂F (x, u)

∂ξk
,
∂F (x, u)

∂ηk
взяты в

точке

(x1, . . . , xn, Reu1(x), . . . , Reul(x), Im u1(x), . . . , Imul(x)).

Так как F
1
2 (x, ω) · F 3

2 (x, ω) = Q(x, ω) и согласно Леммы 1.5.1 вектор-

функции F
1
2 (x, u(x))u(x) ,

∂u

∂xi
, i = 1, ..., n принадлежат пространству

L2,ρ(R
n)l . Поэтому, действуя так же, как в доказательстве леммы 1.5.1,

доказывается, что

lim
ε→0

ReGε
1(u) = 0. (1.5.20)

С целью оценки функционала Gε
2(u) сначала применяем условие

(1.5.3) при

ω = u(x), Ω =
√
φε
∂u

∂xj
,

∥∥∥∥∥
l∑

k=1

√
φεRe

∂u

∂xi
F−1

2
∂F (x, u)

∂ξk
ω +

√
φεIm

∂u

∂xi
F− 1

2
∂F

∂ηk
ω

∥∥∥∥∥ ≤ (1.5.21)

≤ σ

∥∥∥∥√φεF
1
2 (x, u)

∂u

∂xi

∥∥∥∥ .
Учитывая эрмитово-сопряженность матрицы V (x, u) представим

функционал Gε
2(u) , в следующем виде:

G
(ε)
2 (u) =

n∑
i,j=1

⟨√φε
√
ρaij(x)F

1
2
∂u

∂xi
,
√
φε
√
ρ

l∑
k=1

F− 1
2 (Re

∂uk
∂xj

∂F (x, u)

∂ξk
u⟩+

+
n∑

i,j=1

⟨√φε
√
ρaij(x)F

1
2
∂u

∂xi
,
√
φε
√
ρ

l∑
k=1

F− 1
2 Im

∂uk
∂xj

∂F (x, u)

∂ηk
)u⟩.

Теперь, применяя неравенства Коши-Буняковского и оценку 1.5.21, имеем∥∥∥G(ε)
2 (u)

∥∥∥ ≤ σ

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φεF
1
2 (x, u)aij(x)

∂u

∂xi

∥∥∥∥∥∥∥∥√φεF
1
2 (x, u)

∂u

∂xj

∥∥∥∥ .
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Применяя условия I) находим∥∥∥G(ε)
2 (u)

∥∥∥ ≤ σσ1

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φεF
1
2 (x, u)

∂u

∂xi

∥∥∥∥∥∥∥∥√φεF
1
2 (x, u)

∂u

∂xj

∥∥∥∥ .
Если a1, a2, . . . , an - неотрицательные числа, то

n∑
i,j=1

ai · aj =
n∑

i=1

a2i +
n∑

i,j=1

ai · aj ≤ (1.5.22)

≤
n∑

i=1

a2i +
1

2

n∑
i,j=1

(a2i + a2j) = n
n∑

i=1

a2i ,

поэтому∥∥∥G(ε)
2 (u)

∥∥∥ ≤ n · σ · σ1
∥∥∥∥√φεF

1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 . (1.5.23)

Функционал G
(ε)
3 (u) представим в виде

G
(ε)
3 (u) =

n∑
i,j=1

⟨√φε
√
ρaij(x)F

1
2
∂u

∂xi
,
√
φε

√
ρF− 1

2
∂F

∂xj
u⟩

и применяя неравенства Коши-Буняковского, получим

∥G(ε)
3 (u)∥ ≤

≤
n∑

i,j=1

∥∥∥∥√φεaij(x)F
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥ · ∥∥∥∥√φεF

− 1
2
∂F

∂xj
u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥ .

Теперь применяя неравенства (1.4.9) и условия I), имеем

∥G(ε)
3 (u)∥ ≤

n∑
i,j=1

{
α2σ1
2

∥∥∥∥√φεF
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+

+
1

2α2

∥∥∥∥√φεF
−1

2
∂F

∂xj
u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2
}
.

Используя неравенства (1.5.2), имеем∥∥∥∥√φεF
− 1

2
∂F

∂xj
u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 ≤ ∥∥∥∥F−1

2
∂F

∂xj
F− 3

2u;L2,ρ(R
n)l
∥∥∥∥2 ∥∥∥√φεF

3
2u
∥∥∥2 ≤

≤ χ
∥∥∥√φεF

3
2u
∥∥∥2 = χ⟨V (x, u)u, φεF (x, u)u⟩.
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Тогда для функционала G(ε)
3 (u) получаем следующую оценку:

∥∥∥G(ε)
3 (u)

∥∥∥ ≤α2σ1 · n
2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φεF
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+ (1.5.24)

+
χ · n
2α2

⟨V (x, u)u, φεF (x, u)u⟩.

Оценим функционал G
(ε)
4 (u) . Сначала для этого, представим его в виде

G
(ε)
4 (u) =

n∑
i,j=1

⟨√φε
√
ρaij(x)F

1
2
∂u

∂xi
,
√
φε

√
ρ−1F

1
2
∂ρ

∂xj
u⟩,

а затем применяя неравенство Коши-Буняковского и неравенство (1.4.12),

получим ∥∥∥G(ε)
4 (u)

∥∥∥ ≤ α2

2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φε
√
ρaij(x)F

1
2
∂u

∂xi
;L2(R

n)l
∥∥∥∥2+

+
1

2α2

n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φε

√
ρ−1F

1
2
∂ρ

∂xj
u;L2(R

n)l
∥∥∥∥2 .

В силу условия (1.5.11)

n∑
i=1

∥∥∥∥√φε
∂ρ(x)

∂xi
ρ−

1
2 (x)F

1
2u

∥∥∥∥2 = n∑
i=1

∥∥∥∥ρ−1∂ρ(x)

∂xi
Q−1

2 (x, u)
√
φε

√
ρF

3
2 (x, u)u

∥∥∥∥2 ≤
≤ σ3

∥∥∥√φε
√
ρF

3
2 (x, u)u;L2(R

n)l
∥∥∥2 .

Поэтому, учитывая условия I), имеем

|Jε
4(u)| ≤

nσ1α2

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φεF
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+ (1.5.25)

+
nσ3
2α2

n∑
i=1

∥∥∥√φε
√
ρF

3
2 (x, u)u;L2(R

n)l
∥∥∥2

Из равенства (1.5.19), учитывая неравенства (1.5.23)- (1.5.25) следует,
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что

|⟨f, ρφε(x)F (x, u)u⟩| ≥ (1.5.26)

≥
n∑

i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρφεF (x, u)

∂u

∂xj
⟩ − |G(ε)

1 (u)| − |G(ε)
2 (u)|−

− |G(ε)
3 (u)| − |G(ε)

4 (u)|+ ⟨V (x, u)u, ρφε(x)F (x, u)u⟩.

Из условия эллиптичности III), при si =
√
ρ
√
φεF

1
2 (x, u)

∂u

∂xi
, имеем

n∑
i=1

∣∣∣∣√ρ√φεF
1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;C l

∣∣∣∣2 ≤ χ1

n∑
i,j=1

⟨aij(x)F
1
2 (x, u)

∂u

∂xi
, ρφεF

1
2 (x, u)

∂u

∂xj
;C l⟩

для любого x ∈ Rn.

Интегрируя это равенство по х, в Rn , получим
n∑

i=1

∥∥∥∥√φεF
1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 ≤ (1.5.27)

≤ χ1

n∑
i,j=1

⟨aij(x)F
1
2 (x, u)

∂u

∂xi
, ρφεF

1
2 (x, u)

∂u

∂xj
⟩.

Так как матрица-функции aij(x) и F (x, u) коммутируются и∥∥∥∥√φεF
1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 = ⟨ ∂u

∂xi
, φεF (x, u)

∂u

∂xi
⟩,

то
n∑

i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφεF (x, u)
∂u

∂xi
⟩ ≤ χ1

n∑
i,j=1

⟨aij(x)
∂u

∂xi
, ρφεF (x, u)

∂u

∂xj
⟩.

В силу этого неравенства из (1.5.26) следует, что

|⟨f, ρφε(x)F (x, u)u⟩| ≥ (1.5.28)

≥ 1

χ1

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφεF (x, u)
∂u

∂xi
⟩ − |G(ε)

1 (u)| − |G(ε)
2 (u)|−

− |G(ε)
3 (u)| − |G(ε)

4 (u)|+ ⟨V (x, u)u, ρφε(x)F (x, u)u⟩.
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Далее, применяем оценки (1.5.23)- (1.5.25), получим

|⟨f, ρφε(x)F (x, u)u⟩| ≥ (
1

χ1
− nσσ1 −

α2σ1n

2
)

n∑
i=1

⟨ ∂u
∂xi

, ρφεF (x, u)
∂u

∂xi
⟩−

− |G(ε)
1 (u)|+ (1− χ · n

2α2
− nσ3

2α2
)⟨V (x, u)u, ρφε(x)F (x, u)u⟩.

Согласно лемме 1.5.1 вектор-функция F (x, u)u ≡ V
1
2 (x, u)u принадлежит

весовому пространству L2,ρ(R
n)l . Поэтому, переходя к приделу при ε→ 0 ,

с учетом (1.5.20), имеем

∥f ;L2,ρ(R
n)l∥ · ∥F (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥ ≥ (1.5.29)

≥ (
1

χ1
− nσσ1 −

α2σ1n

2
)

n∑
i=1

∥F
1
2
∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l∥2+

+ (1− χ · n+ nσ3
2α2

)F
3
2 (x, u)u;L2,ρ(R

n)l∥2.

Далее подбираем числа α2 > 0 так, чтобы выполнялись условия

nσσ1 +
α2σ1n

2
<

1

χ1
,
χ · n+ nσ3

2α2
< 1

Тогда из неравенства (1.5.29) находим, что если f(x) и F (x, u)u(x) при-

надлежат пространству L2,ρ(R
n)l , то вектор-функции F

1
2
∂u

∂xi
, i = 1, n ,

F
3
2 (x, u)u также принадлежат L2,ρ(R

n)l .

Лемма 1.5.2 доказана.

Доказательство теоремы 1.5.1

Теперь переходим к непосредственному доказательству теоремы. Дей-

ствуя как в доказательстве леммы 1.5.2 используя равенство

(f, φερV (x, u)u) =

(
−

n∑
i,j=1

(
∂

∂xj
aij(x)

∂u(x)

∂xi

)
, φερV (x, u)u

)
+

+ (V (x, u)u, φερV (x, u)u), (1.5.30)
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после несложных преобразований получим равенство:

(f, φερV (x, u)u) =
n∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, φερV (x, u)

∂u

∂xj

)
+

+ P
(ε)
1 (u) + P

(ε)
2 (u) + P

(ε)
3 (u) + P

(ε)
4 (u) + (V (x, u)u, φερV (x, u)u),

где

P
(ε)
1 (u) =

n∑
i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
,
∂φε

∂xj
ρQ(x, u)u

)
,

P
(ε)
2 (u) =

n∑
i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, φε

l∑
m=1

(
Re

∂um
∂xj

)
ρ
∂Q

∂ξm
u

)
+

+
n∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, φε

l∑
m=1

(
Im

∂um
∂xj

)
ρ
∂Q

∂ηm
u

)
,

P
(ε)
3 (u) =

n∑
i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, φερ

∂Q

∂xj
u

)
,

P
(ε)
4 (u) =

n∑
i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, φε

∂ρ

∂xj
Q(x, u)u

)
.

Здесь и далее значения матрица-функций Q,
∂Q

∂xj
,
∂Q

∂ξm
,
∂Q

∂ηm
взяты в

точке

(x1, . . . , xn, Reu1(x), . . . , Reul(x), Imu1(x), . . . , Imul(x)).

Так как
∣∣∣∂φε(x)

∂xj

∣∣∣ ≤ M0ε , применяя неравенство Коши-Буняковского, мож-

но получить оценку:∣∣∣P (ε)
1 (u)

∣∣∣ ≤ εM
∥∥∥F 3

2 (x, u(x))u(x);L2,ρ(R
n)l
∥∥∥ · n∑

i=1

∥∥∥∥F 1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥ .
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В силу леммы 1.5.2 отсюда следует, что limε→0 P
(ε)
1 (u) = 0 .

Теперь переходим к оценке функционала P
(ε)
2 (u) . Из условия (1.5.4)

при ω = u(x), Ω =
√
φε(x) · ∂u(x)

∂xj
, применяя неравенство Коши-Буняков-

ского, получим∣∣∣P (ε)
2 (u)

∣∣∣ ≤ n∑
i,j=1

∥∥∥∥aij√φε
√
ρF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥×

×

∥∥∥∥∥
l∑

m=1

√
ρ

{(
√
φεRe

∂um
∂xj

)
F−1(x, u)

∂Q

∂ξm
u +

+

(
√
φεRe

∂um
∂xj

)
F−1(x, u)

∂Q

∂ηm
u

}
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥ .

Далее, применяя условие II), имеем∣∣∣P (ε)
2 (u)

∣∣∣ ≤ σ1δ
n∑

i,j=1

∥∥∥∥√φε
√
ρF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥×

×
∥∥∥∥√φε

√
ρF (x, u)

∂u

∂xj
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥ ≤

≤ σ1δn
n∑

i=1

∥∥∥∥√φε
√
ρV (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 .

Из последнего неравенства следует, что∣∣∣P (ε)
2 (u)

∣∣∣ ≤ nδσ1

n∑
i=1

(
∂u

∂xi
, φερV (x, u)

∂u

∂xi

)
,

где σ1, δ – константы из условия II), (1.5.4).

Переходим к оценке функционала P (ε)
3 (u) . Учитывая эрмитово–сопря-

жённые значения матрица – функций Q(x, ω) , получаем следующее пред-

ставление для P
(ε)
3 (u) :

P
(ε)
3 (u) =

n∑
i,j=1

(
√
φε
√
ρaijQ

1
2 (x, u)

∂u

∂xi
,
√
φε

√
ρQ− 1

2 (x, u)
∂Q

∂xj
u

)
.
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Так как Q
1
2 (x, u) = F (x, u) и, согласно лемме 1.5.1, вектор-функции

F (x, u)
∂u

∂xi
(i = 1, n) принадлежат пространству L2,ρ(R

n)l , тогда, приме-

няя неравенство Коши-Буняковского и условие II), имеем∣∣∣P (ε)
3 (u)

∣∣∣ ≤ n∑
i,j=1

∥∥∥∥aij√φε
√
ρF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥×

×
∥∥∥∥√φε

√
kQ−1

2 (x, u)
∂Q

∂xj
u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥ ≤

≤ σ1nα

2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φε
√
ρF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2+

+
n

2α

n∑
j=1

∥∥∥∥√φε
√
ρQ− 1

2 (x, u)
∂Q

∂xj
u;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 .

Здесь α – произвольное положительное число. В силу условия (1.5.4)

получим

|P (ε)
3 (u)| ≤ σ1nα

2

n∑
i=1

(
∂u

∂xi
, φεkV (x, u)

∂u

∂xi

)
+
nγ

2α
(V (x, u)u, φεkV (x, u)u),

где σ1, γ – константы из условия II), (1.5.4).

Теперь переходим к оценке функционала P (ε)
4 (u) . С этой целью пред-

ставим его в виде

P
(ε)
4 (u) =

n∑
i,j=1

(
√
φε

√
ρaijV

1
2 (x, u)

∂u

∂xi
,
√
ρ
√
φε

∂ρ

∂xj
k−1Q−1

2 (x, u)V (x, u)u

)
.

Применяя неравенство Коши-Буняковского и условие II), имеем∣∣∣P (ε)
4 (u)

∣∣∣ = n∑
i,j=1

∥∥∥∥√φε
√
ρV

1
2 (x, u)aij

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥×
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×
∥∥∥∥√φε

√
ρρ−1 ∂ρ

∂xj
Q− 1

2 (x, u)V (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥∥∥ .

Используя условие (1.4.12), приходим к следующей оценке:∣∣∣P (ε)
4 (u)

∣∣∣ ≤ αnσ1
2

n∑
i=1

∥∥∥∥√φε

√
kV

1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥2+

+
σ3n

2α

∥∥∥√φε

√
kV (x, u)u;L2,k(R

n)l
∥∥∥2 ,

где α > 0, σ1, σ3 – константы из условия II), (1.5.6).

Так как матрица – функции aij коммутируются с V (x, u) , то приме-

няя условие эллиптичности III), находим
n∑

i=1

(
∂u

∂xi
φερV (x, u)

∂u

∂xj

)2

=
n∑

i=1

∥∥∥∥√φε
√
ρF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥2 ≤

≤ χ1

n∑
i,j=1

(
aij

√
φε

√
ρF (x, u)

∂u

∂xi
,
√
φε
√
ρF (x, u)

∂u

∂xj

)
≤

≤ χ1

n∑
i,j=1

(
aij

√
φε

√
ρF (x, u)

∂u

∂xj
,
√
φε
√
ρV

1
2 (x, u)

∂u

∂xj

)
.

На основе полученных оценок из равенства (1.5.30) следует, что

|(f, φεkV (x, u)u)| ≥
n∑

i=1

(
aij

∂u

∂xi
, φεV (x, u)

∂u

∂xj

)
+

+ (V x, u)u, φεV (x, u)u)− P
(ε)
1 (u)− P

(ε)
2 (u)− P

(ε)
3 (u)− P

(ε)
4 (u).

Далее, применяя неравенство Коши -Буняковского, имеем

θ1

n∑
i=1

∥∥∥∥√φεF (x, u)
∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥2 + θ2

∥∥√φεV (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥2−

−
∣∣∣P (ε)

1 (u)
∣∣∣ ≤ ∥∥√φεf ;L2,ρ(R

n)l
∥∥ · ∥∥√φεV (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥ , (1.5.31)
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где θ1 = σ1n
(

1
χ1σ1n

− δ − α
)
, θ2 =

(
1− nγ

2α − σ3

2α

)
.

Пусть β – положительное число, удовлетворяющее неравенству

β < σ1n

(
1

χ1σ1n
− δ − 1

4α
(nγ + σ3)

)
.

Положим α = 1
2(nγ + σ3) + β. Тогда

θ1 = σ1n

(
1

χ1σ1n
− δ −

(
1

2
(nγ + σ3)

))
> 0, θ2 =

(
1− nγ + σ3

nγ + σ3 + 2β

)
> 0.

Теперь, переходя в неравенстве (1.5.31) к пределу при ε→ 0 , получим

θ1

n∑
i=1

∥∥∥∥F (x, u) ∂u∂xi ;L2,k(R
n)l
∥∥∥∥2 + θ2

∥∥V (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥2 ≤

≤
∥∥f ;L2,ρ(R

n)l
∥∥ · ∥∥V (x, u)u;L2,ρ(R

n)l
∥∥ , (1.5.32)

поэтому из неравенства (1.5.32) следует, что∥∥V (x, u)u;L2,ρ(R
n)l
∥∥ ≤ 1

θ2
∥f ;L2,ρ(R

n)l∥. (1.5.33)

Применяя это неравенство в (1.5.32), находим
n∑

i=1

∥∥∥∥V 1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥2 ≤ 1

θ1θ2
∥f ;L2,ρ(R

n)l∥2.

Следовательно,
n∑

i=1

∥∥∥∥V 1
2 (x, u)

∂u

∂xi
;L2,ρ(R

n)l
∥∥∥∥ ≤ τ1 · ∥f ;L2,ρ(R

n)l∥. (1.5.34)

где

τ1 =
√
θ1θ2.

Так как
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u(x)

∂xi

)
= V (x, u(x)u(x)− f(x),
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то из оценки 1.5.34 следует, что∥∥∥∥∥
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u(x)

∂xi

)
;L2,ρ(R

n)l

∥∥∥∥∥ ≤ (
1

θ2
− 1)∥f ;L2,ρ(R

n)l∥. (1.5.35)

Теперь легко можно заметить, что основное коэрцитивное неравенство

теоремы 1.5.1 следует из неравенств (1.5.33)-(1.5.35). Разделимость нели-

нейного дифференциального оператора c переменными старшими коэф-

фициентами в весовом пространстве L2,ρ(R
n)l следует из коэрцитивного

неравенства (1.5.9).

Теорема 1.5.1 полностью доказана.
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Глава 2

Коэрцитивные свойства и разделимость нелинейных 

дифференциальных операторов более высокого порядка

Настоящая глава диссертации, состоящий из трех параграфов, по­

священа доказательству неравенств коэрцитивности для нелинейных диф­

ференциальных операторов с частными производными более высокого по­

рядка. Как следствие, из неравенств коэрцитивности получается разде­

лимость нелинейных дифференциальных операторов в рассматриваемом

пространстве. В первом параграфе второй главы исследуются коэрцитив­

ные свойства и разделимость нелинейного бигармонического оператора

𝐿[𝑢] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)

с матричным потенциалом в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 , который не является

слабым возмущением линейного оператора.

Доказывается теорема о разделимости нелинейного бигармонического

оператора. Линейный случай бигармонического оператора рассматривает­

ся отдельно.

Во втором параграфе этой главы исследуются коэрцитивные свойства

и разделимость нелинейного обыкновенного дифференциального операто­

ра шестого порядка вида

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥),

где 𝑉 (𝑥, 𝑧)-положительная функция. За область определения операто­

ра L[u(x)] примем множество всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩ 𝑊 6
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) таких, что

𝐿[𝑢(𝑥)] ∈ 𝐿2(𝑅) .
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В третьем параграфе второй главы приводится несколько примеров

неразделимых операторов.

2.1. О коэрцитивных свойствах и разделимости нелинейного

бигармонического оператора с матричным потенциалом

В настоящем параграфе исследуется разделимость нелинейного бигар­

монического оператора

𝐿[𝑢] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)

с матричным потенциалом, который не является слабым возмущением ли­

нейного оператора.

Фундаментальные результаты по теории разделимости дифференци­

альных операторов принадлежат В.Н.Эверитту и М.Гирцу. В работах

[68]–[71] они получили ряд важных результатов относительно проблемы

разделимости оператора Штурма-Лиувилля и его степеней. Ими был рас­

смотрен также многомерный случай оператора Шрёдингера. Существен­

ный вклад в дальнейшее развитие этой теории внесли К.Х.Бойматов,

М.Отелбаев и их ученики (см.[18]–[43] и имеющиеся там ссылки). Коэрци­

тивные свойства нелинейных операторов Шредингера и Дирака рассмот­

рены в [23]. Разделимость нелинейного оператора Шрёдингера изучена в

работе [43].

Разделимость дифференциальных выражений с частными производ­

ными впервые исследовалась в работе К.Х.Бойматова [12]. Разделимость

линейного бигармонического оператора 𝐿[𝑢] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥) ранее

исследовалась в работах [95] и [21-A]. Разделимость нелинейных диф­

ференциальных операторов второго порядка с переменными матричны­
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ми коэффициентами во всём 𝑛-мерном евклидовом пространстве ранее

изучалась в работе [15-A]. Данное исследование обобщает работу [95] в

нелинейном случае.

Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных

операторов, в основном, изучалась в случае, когда оператор являйся сла­

бым возмущением линейного оператора. В отличие от этого, рассматрива­

емые ниже нелинейные дифференциальные операторы могут не являться

слабым возмущением линейного оператора.

Формулировка основного результата

В пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 рассматривается дифференциальное уравне­

ние

Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 4
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛)𝑙 (2.1.1)

где значения 𝑉 (𝑥, 𝜔) , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 ∈ 𝐶 𝑙 являются квадратными положи­

тельно определенными эрмитовыми матрицами из End𝐶 𝑙 . Здесь и далее

через 𝐵𝑙 , обозначим пространство элементов (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑙) с компонента­

ми 𝑦𝑗 из (𝐵– линейного пространства).

Определение 2.1.1. Уравнение (2.1.1) (и соответствующий ему

дифференциальный оператор) называется разделимым в 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 , если

Δ2𝑢(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙

для всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 ∩𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙 .

Для 𝑧(𝑖) = (𝑧
(𝑖)
1 , · · · , 𝑧

(𝑖)
𝑙 ) (𝑖 = 1, 2) положим ⟨𝑧(1), 𝑧(2)⟩ =

𝑙∑︀
𝑗=1

𝑧
(1)
𝑗 𝑧

(2)
𝑗 .

Далее обозначим ⟨𝑢, 𝑣⟩ =
∫︀
𝑅𝑛

⟨𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)⟩𝑑𝑥 , если интеграл в правой

части абсолютно сходится.
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В дальнейшем предположим, что 𝑉 (𝑥, 𝜔) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛 × 𝐶 𝑙; End𝐶 𝑙) .

Введем новые матрица-функции

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑙, 𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑙) = 𝑉 1/2(𝑥, 𝜔), (𝑥𝑖 ∈ 𝑅, 𝜉𝑗, 𝜂𝑗 ∈ 𝑅),

𝑄(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑙, 𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑙) = 𝐹 2(𝑥, 𝜔), (𝑥𝑖 ∈ 𝑅, 𝜉𝑗, 𝜂𝑗 ∈ 𝑅),

где 𝜔 определяется равенством 𝜔 = (𝜉1 + 𝑖𝜂1, . . . , 𝜉𝑙 + 𝑖𝜂𝑙) .

Здесь 𝑉
1
2 (𝑥, 𝜔) определяется как квадратный корень от положи­

тельно-определенной эрмитовой матрицы.

Предположим, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 = (𝜉1 + 𝑖𝜂1, . . . , 𝜉𝑙 + 𝑖𝜂𝑙), Ω =

(𝜇1+ 𝑖𝜈1, . . . , 𝜇𝑙 + 𝑖𝜈𝑙), (𝜉𝑗, 𝜂𝑗, 𝜇𝑗, 𝜈𝑗 ∈ 𝑅) и 𝑢 ∈ 𝑊 1
2 (𝑅

𝑛) – матрица-функ­

ция 𝐹 (𝑥, 𝜔) удовлетворяет условиям
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝐹− 1

2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2𝑖
𝐹− 3

2 ;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎1, (2.1.2)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝐹− 1

2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

≤ 𝜎2

⃦⃦⃦
𝐹

3
2𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦2
, (2.1.3)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝐹
− 1

2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
𝜔 + 𝜈𝑗𝐹

− 1
2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
𝜔;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝛿1

⃦⃦⃦
𝐹

1
2Ω;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦
, (2.1.4)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝐹
− 1

2
𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
𝜔 + 𝜈𝑗𝐹

− 1
2
𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
𝜔;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝛿2

⃦⃦⃦
𝐹

1
2Ω;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦
. (2.1.5)

Также предполагается, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 = (𝜉1 + 𝑖𝜂1, . . . , 𝜉𝑙 +

𝑖𝜂𝑙),Ω = (𝜇1+𝑖𝜈1, . . . , 𝜇𝑙+𝑖𝜈𝑙), (𝜉𝑗, 𝜂𝑗, 𝜇𝑗, 𝜈𝑗 ∈ 𝑅) и 𝑢 ∈ 𝑊 1
2 (𝑅

𝑛) выполнены

неравенства
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑄− 1

2
𝜕2𝑄

𝜕𝑥2𝑖
𝑄−1;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎3, (2.1.6)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑄− 1

2
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

≤ 𝜎4‖𝑉 𝑢;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖2, (2.1.7)
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⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝐹
−1 𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
𝜔 + 𝜈𝑗𝐹

−1 𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
𝜔;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝛿3

⃦⃦
𝐹Ω;𝐶 𝑙

⃦⃦
, (2.1.8)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝐹
−1𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
𝜔 + 𝜈𝑗𝐹

−1𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
𝜔;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝛿4

⃦⃦
𝐹Ω;𝐶 𝑙

⃦⃦
. (2.1.9)

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 2.1.1. Пусть выполнены условия (2.1.2) –(2.1.9), и пусть

числа 𝜎𝑗, 𝛿𝑗 (𝑗 = 1, 4) такие, что

𝜎1 + 2𝜎2 < 4, 𝛿1 + 2𝛿2 < 1, 𝜎3 + 2𝜎4 < 4, 𝛿3 + 2𝛿4 < 1. (2.1.10)

Тогда уравнение (2.1.1) разделяется в 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 , и для всех вектор-функ­

ций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙∩𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙 , справедливы

включения

Δ2𝑢, 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
∈ 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство

‖Δ2𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖+ ‖𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉

1
2
𝜕2𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2𝑖
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖,
(2.1.11)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).

Пример. Условия теоремы выполняются для уравнения (2.1.1) при

𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥)) = (1 + |𝑢(𝑥)|2)𝜌 , то есть 𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂) = (1 + 𝜉2 + 𝜂2)𝜌 , когда

𝜌 ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝛿2
2 ;

𝛿4
4 } .

Замечание 5. Легко можно видеть, что из коэрцитивного нера­

венства (2.1.11) следует разделимость нелинейного оператора Лапласа­

Бельтрами (2.1.1) в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 .
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Некоторые вспомогательные леммы

Следующая лемма является аналогом леммы 1.4.1 в случае бигармо­

нического нелинейного дифференциального оператора.

Лемма 2.1.1. Пусть в уравнении (2.1.1) вектор-функция 𝑓(𝑥) при­

надлежит пространству 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 , и вектор-функция 𝑢(𝑥) принадле­

жит классу 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙∩𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 . Тогда вектор-функции 𝑉 1/2(𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥),

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
(𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛) принадлежат пространству 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙 .

Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) - фиксированная неотри­

цательная функция, обращающаяся в единицу при |𝑥| < 1 . Для любого

положительного числа 𝜀 положим 𝜙𝜀(𝑥) = 𝜙(𝜀𝑥) .

Используя равенства △𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
+ . . .+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑛
и

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑢) = (Δ2𝑢, 𝜙𝜀𝑢) + (𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝑢⟩,

применяя лемму 1.1.1, интегрируя по частям два раза, имеем

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑢⟩ =
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
⟩+ 2

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩+ (2.1.12)

+
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥2𝑖
𝑢⟩+ ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑢⟩,

где ⟨, ⟩ - скалярное произведение в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 .

Так как функция 𝜙𝜀 вещественнозначная, и⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀1𝜀,

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀0𝜀

2, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

где

𝑀1 = 𝑠𝑢𝑝|∇𝜙𝜀(𝑥)|, 𝑀0 = 𝑠𝑢𝑝|Δ𝜙𝜀(𝑥)|,
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то из равенства (2.1.12), переходя к пределу при 𝜀→ 0 находим

Re ⟨𝑓, 𝑢⟩ ≥
𝑛∑︁

𝑘,𝑖=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
⟩+ ⟨𝑉 𝑢, 𝑢⟩,

что и доказывает лемму. Лемма 2.1.1 доказана.

Следующая лемма является аналогом леммы 1.4.2 в случае бигармо­

нического нелинейного дифференциального оператора.

Лемма 2.1.2. Пусть выполнены условия (2.1.2) –(2.1.5), и пусть век­

тор-функция 𝑢(𝑥) из класса 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 ∩ 𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 является решением

уравнения (2.1.1) с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 . Тогда вектор-функции

𝐹
3
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝐹

1
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝑘 = 1, ..., 𝑛, принадлежат простран­

ству 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 .

Доказательство. Пусть функция 𝜙𝜀(𝑥) такая же, как в доказатель­

стве леммы 1.4.1. Очевидно, что

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩ = ⟨Δ2𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩.

Отсюда, учитывая равенство

𝜕(𝜙𝜀𝐹𝑢)

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖
𝐹𝑢+ 𝜙𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑢+

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜙𝜀Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
𝑢+ (2.1.13)

+
𝑙∑︁

𝑗=1

𝜙𝜀 Im
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
𝑢+ 𝜙𝜀𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
,

после несложных преобразований получим

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩ = 𝐴𝜀
1(𝑢) + 2𝐴𝜀

2(𝑢) + 2𝐴𝜀
3(𝑢) + 𝐴𝜀

4(𝑢) + 2𝐴𝜀
5(𝑢)+

+ 𝐴𝜀
6(𝑢) + 2𝐴𝜀

7(𝑢) + 2𝐴𝜀
8(𝑢) + 2𝐴𝜀

9(𝑢) + 2𝐴𝜀
10(𝑢) + ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩,

(2.1.14)

где

𝐴𝜀
1(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥2𝑖
𝐹𝑢⟩,
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𝐴𝜀
2(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,

𝐴𝜀
3(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖
𝐹
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩,

𝐴𝜀
4(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2𝑖
𝑢⟩,

𝐴𝜀
5(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩,

𝐴𝜀
6(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
⟩,

𝐴𝜀
7(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
𝑢)⟩,

𝐴𝜀
8(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩,

𝐴𝜀
9(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩,

𝐴𝜀
10(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩.

Здесь и далее значения 𝐹 ,
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
,
𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
,
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
,

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
взяты в точке

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, Re𝑢1(𝑥), . . . ,Re𝑢𝑙(𝑥), Im𝑢1(𝑥), . . . , Im𝑢𝑙(𝑥)).

Поочередно оценивая абсолютные значения функционалов, находим,

что в силу леммы 2.1.1 функционалы 𝐴𝜀
1(𝑢) , 𝐴𝜀

2(𝑢) , 𝐴𝜀
3(𝑢) , 𝐴𝜀

7(𝑢) стремят­

ся к нулю при 𝜀→ 0 .
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Теперь оценим функционалы 𝐴𝜀
𝑚(𝑢) , 𝑚 = 4, 5, 6, 8, 9, 10

|𝐴𝜀
4(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

− 1
2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2𝑖
𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

так как
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

− 1
2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2𝑖
𝑢⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

− 1
2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2𝑖
𝐹− 3

2𝐹
3
2𝑢⟩,

учитывая неравенство (2.1.2), в силу неравенства Коши-Буняковского сле­

дует, что

|𝐴𝜀
4(𝑢)| ≤

𝛽1
2

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝐹
1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙𝜀𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩+ 𝜎1

2𝛽1
⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩.

Для функционала 𝐴𝜀
5(𝑢) имеем

|𝐴𝜀
5(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

учитывая неравенство (2.1.3), в силу неравенства Коши-Буняковского сле­

дует, что

|𝐴𝜀
5(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

− 1
2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝛽2
2

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙𝜀𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩+ 𝜎2

2𝛽2
⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩.

Для функционала 𝐴𝜀
6(𝑢) получим следующую оценку:

|𝐴𝜀
6(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2
.
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Оценим функционал 𝐴𝜀
8(𝑢)

|𝐴𝜀
8(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

так как
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝐹− 1
2 (Re

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩,

учитывая неравенство (2.1.4) в силу неравенства Коши-Буняковского сле­

дует, что

|𝐴𝜀
8(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝐹− 1
2 (Re

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+

+ Im
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩
⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛿1

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2
.

Для функционала 𝐴𝜀
9(𝑢) получим следующую оценку:

|𝐴𝜀
9(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

так как
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝐹− 1
2 (Re

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩,

учитывая неравенство (2.1.5) в силу неравенства Коши-Буняковского сле­

дует, что

|𝐴𝜀
9(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝐹− 1
2 (Re

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒
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≤ 𝛿2

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2
.

Теперь оценим функционал 𝐴𝜀
10(𝑢) :

|𝐴𝜀
10(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

так как
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨(𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝐹− 1
2 (Re

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩.

Учитывая неравенство (2.1.5) в силу неравенства Коши-Буняковского сле­

дует, что

|𝐴𝜀
10(𝑢)| =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝐹− 1
2 (Re

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝛿2

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝜙
1
2
𝜀𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖2.

Здесь 𝛽1 , 𝛽2– произвольные положительные числа, а 𝜎1, 𝜎2, 𝛿1 и 𝛿2 - кон­

станты из условий (2.1.2) – (2.1.5). При оценке функционалов 𝐴𝜀
9(𝑢) и

𝐴𝜀
10(𝑢) неравенство (2.1.5) используется дважды: в случаях, когда

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑙) = 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), . . . , 𝑢𝑙(𝑥)),

и

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑙) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
=

(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑖

,
𝜕𝑢2
𝜕𝑥𝑖

, . . . ,
𝜕𝑢𝑙
𝜕𝑥𝑖

)︂
.
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На основе полученных оценок из равенства (2.1.13) имеем

|⟨𝑓, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩| ≥
(︂
1− 𝜎1

2𝛽1
− 𝜎2
𝛽2

)︂
· ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩ − |𝐴𝜀

1(𝑢)| − |𝐴𝜀
2(𝑢)| − |𝐴𝜀

3(𝑢)|−

−|𝐴𝜀
7(𝑢)|+

(︂
1− 𝛽1

2
− 𝛽2 − 2𝛿1 − 2𝛿2 − 2𝛿2

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙𝜀𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩.

Далее применяем неравенство Коши-Буняковского и затем, переходя к

пределу при 𝜀→ 0 , получим неравенство

‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖‖𝐹𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖ ≥ |⟨𝑓, 𝐹𝑢⟩| ≥
(︂
1− 𝜎1

2𝛽1
− 𝜎2
𝛽2

)︂
· ⟨𝑉 𝑢, 𝐹𝑢⟩+

+

(︂
1− 𝛽1

2
− 𝛽2 − 2𝛿1 − 4𝛿2

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩.

(2.1.15)

Теперь подбираем положительные числа 𝛽1 , 𝛽2 так, чтобы выполнялись

условия
𝜎1
2𝛽1

+
𝜎2
𝛽2

< 1,
𝛽1
2

+ 𝛽2 + 2𝛿1 + 4𝛿2 < 1.

Так как, по лемме 2.1.1 𝐹𝑢 ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 , то из неравенства (2.1.15) сле­

дует, что вектор – функции 𝐹
1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, (𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛) , 𝐹

3
2𝑢 принадлежат

пространству 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 .

Лемма 2.1.2 доказана.

2.2. Доказательство теоремы 2.1.1

Переходим к непосредственному доказательству теоремы 2.1.1. Посту­

пая так же, как и выше, из равенства

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩ = ⟨Δ2𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩

после несложных преобразований получим

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩ = 𝐵𝜀
1(𝑢) + 2𝐵𝜀

2(𝑢) + 2𝐵𝜀
3(𝑢) +𝐵𝜀

4(𝑢) + 2𝐵𝜀
5(𝑢)+

+𝐵𝜀
6(𝑢) + 2𝐵𝜀

7(𝑢) + 2𝐵𝜀
8(𝑢) + 2𝐵𝜀

9(𝑢) + 2𝐵𝜀
10(𝑢) + ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩,

(2.2.1)
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где

𝐵𝜀
1(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥2𝑖
𝑄𝑢⟩,

𝐵𝜀
2(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,

𝐵𝜀
3(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖
𝑄
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩,

𝐵𝜀
4(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕2𝑄

𝜕𝑥2𝑖
𝑢⟩,

𝐵𝜀
5(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩,

𝐵𝜀
6(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨(𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀𝑄
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
⟩,

𝐵𝜀
7(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩,

𝐵𝜀
8(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨(𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩,

𝐵𝜀
9(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩,

𝐵𝜀
10(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩.

Здесь и далее значения 𝑄 ,
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
,
𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
,
𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
,

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
взяты в точке

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, Re𝑢1(𝑥), . . . ,Re𝑢𝑙(𝑥), Im𝑢1(𝑥), . . . , Im𝑢𝑙(𝑥)).

Поочередно оценивая абсолютные значения функционалов 𝐵𝜀
𝑗 (𝑢) , 𝑗 =

1, 10 , находим, что функционалы 𝐵𝜀
1(𝑢) , 𝐵𝜀

2(𝑢) , 𝐵𝜀
3(𝑢) , 𝐵𝜀

7(𝑢) стремятся

к нулю при 𝜀→ 0 .
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Теперь оценим функционалы 𝐵𝜀
𝑚(𝑢) , 𝑚 = 4, 5, 6, 8, 9, 10 :

|𝐵𝜀
4(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕2𝑄

𝜕𝑥2𝑖
𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

− 1
2
𝜕2𝑄

𝜕𝑥2𝑖
𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

так как
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

− 1
2
𝜕2𝑄

𝜕𝑥2𝑖
𝑢⟩) =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨(𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

− 1
2
𝜕2𝑄

𝜕𝑥2𝑖
𝑄−1𝑄𝑢⟩;

учитывая неравенство (2.1.6), в силу неравенства Коши-Буняковского сле­

дует, что

|𝐵𝜀
4(𝑢)| ≤

𝛽3
2

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝐹 𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙𝜀𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩+ 𝜎3

2𝛽3
⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩.

Для функционала 𝐵𝜀
5(𝑢) имеем

|𝐵𝜀
5(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

Учитывая неравенство (2.1.8) в силу неравенства Коши-Буняковского по­

лучаем, что

|𝐵𝜀
5(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

− 1
2
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝛽4
2

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙𝜀𝑄

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩+ 𝜎4

2𝛽2
⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩.

Для функционала 𝐵𝜀
6(𝑢) получим следующую оценку:

|𝐵𝜀
6(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀𝑄
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤
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≤
𝑛∑︁

𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2
.

Оценим функционал 𝐴𝜀
8(𝑢) :

|𝐵𝜀
8(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

так как
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑄− 1
2 (Re

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩

С учетом неравенства (2.1.9) в силу неравенства Коши-Буняковского сле­

дует, что

|𝐵𝜀
8(𝑢)| =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑄− 1
2 (Re

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝛿3

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2
.

Для функционала 𝐵𝜀
9(𝑢) получим следующую оценку:

|𝐵𝜀
9(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

так как
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑄− 1
2 (Re

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩.
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Учитывая неравенство (2.1.9), в силу неравенства Коши-Буняковского

имеем

|𝐵𝜀
9(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑄− 1
2 (Re

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)𝑢⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ 𝛿4

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2
,

Теперь оценим функционал 𝐵𝜀
10(𝑢) :

|𝐵𝜀
10(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

так как
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑄− 1
2 (Re

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩.

Из неравенства (2.1.9) в силу неравенства Коши-Буняковского следует,

что

|𝐵𝜀
10(𝑢)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙

1
2
𝜀 (𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑄− 1
2 (Re

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝛿4

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝜙
1
2
𝜀𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖2.

Здесь 𝛽3 , 𝛽4– произвольные положительные числа, а 𝜎3, 𝜎4, 𝛿3 и 𝛿4

– константы из условий (2.1.6) – (2.1.9). При оценке функционалов 𝐵𝜀
9(𝑢)

и 𝐵𝜀
10(𝑢) неравенство (2.1.9) используется дважды: в случаях, когда

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑙) = 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), . . . , 𝑢𝑙(𝑥)),

и

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑙) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
=

(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑖

,
𝜕𝑢2
𝜕𝑥𝑖

, . . . ,
𝜕𝑢𝑙
𝜕𝑥𝑖

)︂
.
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На основе полученных оценок из равенства (1.4.12) имеем

|⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩| ≥
(︂
1− 𝜎3

2𝛽3
− 𝜎4
𝛽4

)︂
· ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩−

− |𝐵𝜀
1(𝑢)| − |𝐵𝜀

2(𝑢)| − |𝐵𝜀
3(𝑢)| − |𝐵𝜀

7(𝑢)|+

+

(︂
1− 𝛽3

2
− 𝛽4 − 2𝛿3 − 2𝛿4 − 2𝛿4

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝜙𝜀𝑉

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩.

Применяя неравенство Коши-Буняковского и затем переходя к преде­

лу при 𝜀→ 0 , получим неравенство

‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖‖𝑉 𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖ ≥ |(𝑓, 𝑉 𝑢)| ≥
(︂
1− 𝜎3

2𝛽3
− 𝜎4
𝛽4

)︂
· ⟨𝑉 𝑢, 𝑉 𝑢⟩+

+

(︂
1− 𝛽3

2
− 𝛽4 − 2𝛿3 − 4𝛿4

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝑉

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩.

(2.2.2)

Далее подбираем положительные числа 𝛽3 , 𝛽4 так,чтобы выполня­

лись условия

𝜎3
2𝛽3

+
𝜎4
𝛽4

< 1,
𝛽3
2

+ 𝛽4 + 2𝛿3 + 4𝛿4 < 1.

В частности, из (2.2.2) следует, что

‖𝑉 𝑢;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖ ≤ 1

1− 𝜎3

2𝛽3
− 𝜎4

𝛽4

‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖ (2.2.3)

Так как △𝑢2(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) , то

‖△2𝑢;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖ ≤ (1− 1

1− 𝜎3

2𝛽3
− 𝜎4

𝛽4

)‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖ (2.2.4)

Из (2.2.2) и (2.2.3) также следует, что(︂
1− 𝛽3

2
− 𝛽4 − 2𝛿3 − 4𝛿4

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
, 𝑉

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
⟩ ≤

≤ ‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖‖𝑉 𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖ ≤ 1

1− 𝜎3

2𝛽3
− 𝜎4

𝛽4

‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖2;
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отсюда имеем
𝑛∑︁

𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘

⃦⃦⃦⃦
≤ (2.2.5)

≤ 1√︁
(1− 𝜎3

2𝛽3
− 𝜎4

𝛽4
)(1− 𝛽3

2 − 𝛽4 − 2𝛿3 − 4𝛿4)
‖𝑓 ;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖

Теперь из полученных неравенств (2.2.3) - (2.2.5) следует основная

коэрцитивная оценка (2.1.11).

Разделимость нелинейного оператора (2.1.1) в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙

следует из коэрцитивного неравенства (2.1.11).

Теорема 2.1.1 полностью доказана.

Линейный случай

Далее для наглядности сформулируем утверждения теоремы 2.1.1

в случае линейного бигармонического оператора. Предположим, что

𝑉 (𝑥, 𝜔) не зависит от 𝜔 и имеет вид 𝑉 (𝑥, 𝜔) = 𝑉 (𝑥) , где 𝑉 (𝑥) =

𝑉 *(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛, 𝐸𝑛𝑑𝐶 𝑙) . Также предположим, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 =

(𝜉1 + 𝑖𝜂1, . . . , 𝜉𝑙 + 𝑖𝜂𝑙),Ω = (𝜇1 + 𝑖𝜈1, . . . , 𝜇𝑙 + 𝑖𝜈𝑙), (𝜉𝑗, 𝜂𝑗, 𝜇𝑗, 𝜈𝑗 ∈ 𝑅) и

𝑢 ∈ 𝑊 1
2 (𝑅

𝑛) выполнены условия
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝐹− 1

2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2𝑖
𝐹− 3

2 ;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎1,

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝐹− 1

2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

≤ 𝜎2

⃦⃦⃦
𝐹

3
2𝑢; ; 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦2
,

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉 − 1

2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2𝑖
𝑉 −1;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎3,

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉 − 1

2
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
; 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

≤ 𝜎4‖𝑉 𝑢; ; 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖2,

где 𝜎𝑗, 𝑗 = 1, 4, – некоторые положительные числа.
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Теорема 2.2.1. Пусть выполнены сформулированные выше в этом

разделе условия, и пусть числа 𝜎𝑗, 𝑗 = 1, 4, такие, что 0 < 𝜎1+2𝜎2 < 4,

0 < 𝜎3+2𝜎4 < 4. Тогда уравнение (2.1.1) разделяется в 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 и для всех

вектор-функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙∩𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙 ,

справедливы включения Δ2𝑢, 𝑉 𝑢, 𝑉
1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
∈ 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство⃦⃦
Δ2𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦
+
⃦⃦
𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦
+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕2𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2𝑖
;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦
≤𝑀

⃦⃦
𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦
,

где положительное число 𝑀 не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).

Это теорема доказана другим методом в [95].

Замечание 6. Легко можно видеть, что из последнего коэрцитив­

ного неравенства следует разделимость линейного бигармонического опе­

ратора в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 .

2.3. Коэрцитивная оценка и теорема разделимости для одного

обыкновенного нелинейного дифференциального оператора в

гильбертовом пространстве

Термин «разделимость» впервые введен В.Н. Эвериттом и М. Гирцом

[68], где исследовалась разделимость оператора Штурма - Лиувилля

𝐿[𝑦] = −𝑦′′
(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼,

в пространстве 𝐿2(𝐼) , 𝐼 – некоторый отрезок вещественной оси. В по­

следующих своих работах (например, [67]-[69]), они также исследовали

разделимость степеней оператора Штурма - Лиувилля. В дальнейшем в
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исследовании и развитии данной теории внесли свой вклад К.Х.Бойматов,

М.Отелбаев и их ученики (см.[12]–[44] и имеющиеся там ссылки).

Впервые разделимость дифференциальных выражений с частными

производными исследовалась К.Х. Бойматовым [13]. Из последних ра­

бот, посвященных разделимости линейных операторов с частными про­

изводными, отметим [93] – [95] и [11-A]. В статье [93] рассматривается

разделимость линейного оператора Гельмгольца

𝐴𝑢(𝑥) = (−Δ+ 𝑘2)𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)

в гильбертовом пространстве.

В работах [95] и [20-A] исследовалась разделимость линейного би­

гармонического оператора 𝐿[𝑢(𝑥)] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥) в пространстве

𝐿2(𝑅
𝑛) . Случай линейного трижды гармонического дифференциального

оператора

𝐿[𝑢(𝑥)] = −Δ3𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)

рассматривался в статье [96]. Работа [94] посвящена исследованию разде­

лимости и разрешимости уравнения Лапласа-Бельтрами в пространстве

𝐿2(𝑅
𝑛) .

Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных

операторов, в основном, рассматривалась тогда, когда исследуемый опера­

тор является слабым возмущением линейного оператора (см., например,

[20] и [43]). Лишь в отдельных работах (см., например, [23], [15-A], [31-A])

изучалась разделимость строго нелинейных дифференциальных операто­

ров, то есть операторов не представляющихся в виде слабого возмуще­

ния линейного оператора. В работах [22] и [23] изучались коэрцитивные
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свойства нелинейного оператора Шредингера и Дирака, в статье [18-A]

рассматривается вопрос о разделимости нелинейного дифференциально­

го операторов второго порядка с матричными коэффициентами. В работе

[28-A] изучались коэрцитивные свойства и разделимость нелинейного би­

гармонического оператора с матричным потенциалом

𝐿[𝑢(𝑥)] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)

во всём 𝑛-мерном евклидовом пространстве.

Здесь мы исследуем разделимость обыкновенного нелинейного диф­

ференциального оператора

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅 = (−∞,+∞),

в гильбертовом пространстве 𝐿2(𝑅) . То есть, как в [23], [18-A], [31-A],

[33-A], рассматриваемый нами оператор является строго нелинейным.

В пространстве 𝐿2(𝑅) рассмотрим обыкновенный дифференциаль­

ный оператор

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), (2.3.1)

где 𝑉 (𝑥, 𝑧)-положительная функция. За область определения операто­

ра (2.3.1) примем множество всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩ 𝑊 6
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) таких, что

𝐿[𝑢(𝑥)] ∈ 𝐿2(𝑅) .

Представим функцию 𝑉 (𝑥, 𝑧) в виде

𝑉 (𝑥, 𝑧) = 𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂), 𝜉 = 𝑅𝑒𝑧, 𝜂 = 𝐼𝑚𝑧.

Определение 2.3.1. Уравнение (2.3.1) (и соответствующий ему

дифференциальный оператор 𝐿[𝑢]) называются разделимыми в 𝐿2(𝑅),
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если

𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅)

для всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩𝑊 6
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅).

Предположим, что 𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂) ∈ 𝐶3(𝑅3) и для всех 𝑥 ∈ 𝑅 , 𝜔 = 𝜉+ 𝑖𝜂 ∈

𝐶 , Ω = 𝜇+ 𝑖𝜈 ∈ 𝐶 , 𝑢 ∈ 𝑊 2
2 (𝑅) выполняются следующие неравенства:

|𝐹− 1
2𝐹

′′′

𝑥𝑥𝑥𝐹
−1;𝐿2(𝑅)| ≤ 𝜎1, (2.3.2)

|𝐹− 1
2𝐹

′′

𝑥𝑥𝑢
′
(𝑥);𝐿2(𝑅)| ≤ 𝜎2‖𝐹𝑢;𝐿2(𝑅)‖, (2.3.3)

|𝐹− 1
2𝐹

′

𝑥𝑢
′′
(𝑥);𝐿2(𝑅)| ≤ 𝜎3|𝐹𝑢;𝐿2(𝑅)|, (2.3.4)

|𝐹− 1
2 (𝐹

′

𝜉𝜇+ 𝐹
′

𝜂𝜈)𝜔;𝐶| ≤ 𝛿3|𝐹
1
2Ω;𝐶|, (2.3.5)

|𝐹− 1
2 (𝐹

′′

𝜉𝜉𝜇
2 + 𝐹

′

𝜉𝜇
′

𝑥 + 2𝐹
′′

𝑥𝜉𝜇+ 2𝐹
′′

𝜉𝜂𝜇𝜈 + 2𝐹
′′

𝑥𝜂𝜈+

+ 𝐹
′

𝜂𝜈
′

𝑥 + 𝐹
′′

𝜂𝜂𝜈
2)𝜔;𝐶| ≤ 𝛿2‖𝐹

1
2Ω;𝐶|; (2.3.6)

|𝐹− 1
2 (𝐹

′′′

𝜉𝜉𝜉𝜇
3 + 𝐹

′

𝜉𝜇
′′

𝑥𝑥 + 3𝐹
′′′

𝑥𝑥𝜉𝜇+ 3𝐹
′′′

𝑥𝑥𝜂𝜈 + 3𝐹
′′′

𝑥𝜉𝜉𝜇
2+

+ 3𝐹
′′′

𝜉𝜉𝜂𝜇
2𝜈 + 3𝐹

′′

𝜉𝜉𝜇𝜇
′

𝑥 + 3𝐹
′′

𝑥𝜉𝜇
′

𝑥 + 6𝐹
′′′

𝑥𝜉𝜂𝜇𝜈 + 3𝐹
′′′

𝑥𝜂𝜂𝜈
2+

+ 3𝐹
′′

𝜉𝜂𝜈𝜇
′

𝑥 + 3𝐹
′′′

𝜉𝜂𝜂𝜇𝜈
′

𝑥 + 3𝐹
′′

𝑥𝜂𝜈
′

𝑥 + 3𝐹
′′

𝜂𝜂𝜈𝜈
′

𝑥 + 3𝐹
′′′

𝜉𝜂𝜂𝜇𝜈
2+

+ 𝐹
′

𝜂𝜈
′′

𝑥𝑥 + 𝐹
′′′

𝜂𝜂𝜂𝜈
3)𝜔;𝐶| ≤ 𝛿1|𝐹

1
2Ω;𝐶|. (2.3.7)

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 2.3.1. Пусть выполнены условия (2.3.2)-(2.3.7), и пусть

числа 𝜎𝑗 𝑗 = 1, 3, , 𝛿𝑖 (𝑖 = 1, 3) такие, что

3𝜎1 + 9𝜎2 + 9𝜎3 + 4𝛿1 + 12𝛿2 + 12𝛿3 < 4. (2.3.8)
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Тогда нелинейный оператор (2.3.1) разделяется в пространстве 𝐿2(𝑅)

и для всех функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩𝑊 6
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) уравнения (2.3.1) с правой

частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) справедливы выключения

𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢

′′′
(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅).

При этом имеет место коэрцитивное неравенство

‖𝑢𝑉 𝐼(𝑥);𝐿2(𝑅)‖+ ‖𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅)‖+

+ ‖𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′′
(𝑥);𝐿2(𝑅)‖ ≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅)‖, (2.3.9)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥) и 𝑓(𝑥).

Замечание 7. Легко можно видеть, что из коэрцитивного неравен­

ства (2.3.9) следует разделимость обыкновенного нелинейного оператора

(2.3.1) в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛).

Некоторая вспомогательная лемма.

Следующая лемма является аналогом леммы 1.4.1 в случае нелиней­

ных дифференциальных операторов шестого порядка.

Лемма 2.3.1. Пусть в уравнении (2.3.1) функция 𝑓(𝑥) принад­

лежит пространству 𝐿2(𝑅), и функция 𝑢(𝑥) принадлежит классу

𝐿2(𝑅)∩∩𝑊 6
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅). Тогда функции 𝑉 1/2(𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑢′′′

(𝑥) принадлежат

пространству 𝐿2(𝑅).

Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅) - фиксированная неотри­

цательная функция, обращающаяся в единицу при |𝑥| < 1 . Для любого

положительного числа 𝜀 положим 𝜙𝜀(𝑥) = 𝜙(𝜀𝑥) .
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Имеет место равенство

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩ = ⟨𝑢𝑉 (𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝑢(𝑥)⟩+ (2.3.10)

+ ⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢
′
(𝑥)⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩,

где ⟨, ⟩ - скалярное произведение в пространстве 𝐿2(𝑅) .

Далее несколько раз применяя лемму 1.1.1, из равенства (2.3.10) по­

лучим

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩ = ⟨𝑢′′′
(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′′′
𝑢(𝑥)⟩+ 3⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
)𝑢

′
(𝑥))+

+3⟨𝑢′′′
(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′
𝑢

′′
(𝑥)⟩+⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢
′′′
(𝑥)⟩+

+⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩. (2.3.11)

Так как функция 𝜙𝜀(𝑥) вещественнозначная, и⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′
⃒⃒⃒
≤𝑀0𝜀,

⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′′
⃒⃒⃒
≤𝑀1𝜀

2,
⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′′′
⃒⃒⃒
≤𝑀2𝜀

3, ∀𝑥 ∈ 𝑅,

где

𝑀0 = sup |𝜙′
(𝑥)|, 𝑀1 = sup |𝜙′′

(𝑥)|, 𝑀2 = sup |𝜙′′′(𝑥)|,

то из равенства (2.3.11), переходя к пределу при 𝜀 → 0 , используя нера­

венство Коши-Буняковского, находим

‖𝑓(𝑥)‖‖𝑢(𝑥)‖ ≥ Re ⟨𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥)⟩ ≥ ⟨𝑢′′′
(𝑥), 𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)⟩,

что и доказывает лемму 2.3.1.

2.4. Доказательство теоремы 2.3.1

Для любого 𝜈 > 0 выполняется равенство

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀𝑓(𝑥)⟩ = ⟨𝐹𝑢(𝑥), 𝜙𝜀𝐹𝑢(𝑥)⟩+ (2.4.1)

+ 𝜈⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝑢
𝑉 𝐼(𝑥)⟩+ 𝐴𝜀

1(𝑢)− 𝐴𝜀
2(𝑢),
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где

𝐴𝜀
1(𝑢) = −(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝐹𝑢(𝑥)⟩,

𝐴𝜀
2(𝑢) = (1− 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝑓(𝑥)⟩.

Для любого 𝛼1 > 0 справедливо неравенство

|𝐴𝜀
2(𝑢)| ≤

𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 + |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑓(𝑥)‖2,

где ‖, ‖ - норма в пространстве 𝐿2(𝑅) .

Далее, имеем

𝐴𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′
𝐹𝑢(𝑥)⟩+

+ (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢(𝑥)⟩+ (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝐹𝑢

′
(𝑥)⟩.

Используя лемму 1.1.1 несколько раз, после несложных преобразова­

ний находим

𝐴𝜀
1(𝑢) =(1 + 𝜈)⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢
′′′
(𝑥)⟩+𝐵𝜀

1(𝑢)+

+𝐵𝜀
2(𝑢) + 3𝐵𝜀

3(𝑢) + 3𝐵𝜀
4(𝑢) + 3𝐵𝜀

5(𝑢)+

+ 6𝐵𝜀
6(𝑢) + 3𝐵7(𝜀) + 3𝐵𝜀

8(𝑢) + 3𝐵𝜀
9(𝑢), (2.4.2)

где

𝐵𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
2(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
3(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′ 𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢(𝑥)⟩,



113

𝐵𝜀
4(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
5(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
6(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′ 𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
7(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
8(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
9(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢

′′
(𝑥)⟩.

Учитывая, что

𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)] =

𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥,𝑅𝑒𝑢(𝑥), 𝐼𝑚𝑢(𝑥)] = 𝐹

′

𝑥 + 𝐹
′

𝜉 ·𝑅𝑒𝑢
′

𝑥 + 𝐹
′

𝜂 · 𝐼𝑚𝑢
′

𝑥.

преобразуем функционалы 𝐵𝑖(𝑢) , 𝑖 = 1, 9 к следующему виду:

𝐵𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
2(𝑢)=(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′′

𝑥𝑥𝑥+𝐹
′′′

𝜉𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁3
+𝐹

′

𝜉𝑅𝑒𝑢
′′′
(𝑥) +3𝐹

′′′

𝑥𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)+

+3𝐹
′′′

𝑥𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢
′
(𝑥) + 3𝐹

′′′

𝑥𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+ 3𝐹
′′′

𝜉𝜉𝜂

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+

+3𝐹
′′

𝜉𝜉𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′

𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢
′′
(𝑥) + 6𝐹

′′′

𝑥𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+

+3𝐹
′′′

𝑥𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+ 3𝐹
′′

𝜉𝜂𝐼𝑚𝑢
′
(𝑥)𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′

𝜉𝜂𝜂𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥)+

+3𝐹
′′

𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢
′′
(𝑥) + 3𝐹

′′

𝜂𝜂𝐼𝑚𝑢
′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′

𝜉𝜂𝜂𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)
(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+

+𝐹
′

𝜂𝐼𝑚𝑢
′′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′

𝜂𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁3)︂

𝑢(𝑥)⟩,
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𝐵𝜀
3(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
(︁
𝐹

′

𝑥 + 𝐹
′

𝜉𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥) + 𝐹

′

𝜂𝐼𝑚𝑢
′
(𝑥)
)︁
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
4(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
5(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙
′

𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′

𝑥𝑥+𝐹
′′

𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
+𝐹

′

𝜉𝑅𝑒𝑢
′′
(𝑥)+2𝐹

′′

𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)+

+2𝐹
′′

𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥) + 2𝐹

′′

𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢
′
(𝑥)+𝐹

′

𝜂𝐼𝑚𝑢
′′
(𝑥)+𝐹

′′

𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2)︂

𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
6(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙
′

𝜀(𝑥)
(︁
𝐹

′

𝑥 + 𝐹
′

𝜉𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥) + 𝐹

′

𝜂𝐼𝑚𝑢
′
(𝑥)
)︁
𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
7(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
8(𝑢) =(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′

𝑥𝑥 +𝐹
′′

𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
+𝐹

′

𝜉𝑅𝑒𝑢
′′
(𝑥)+ 2𝐹

′′

𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)+

+2𝐹
′′

𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+2𝐹

′′

𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢
′
(𝑥) + 𝐹

′

𝜂𝐼𝑚𝑢
′′
(𝑥)+𝐹

′′

𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2)︂

𝑢
′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
9(𝑢) = ⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
(︁
𝐹

′

𝑥 + 𝐹
′

𝜉𝑅𝑒𝑢
′
(𝑥) + 𝐹

′

𝜂𝐼𝑚𝑢
′
(𝑥)
)︁
𝑢

′′
(𝑥)⟩.

Здесь и далее значения 𝐹 , 𝐹
′

𝑥 , 𝐹
′

𝜉 , 𝐹
′

𝜂 , 𝐹
′′

𝑥𝜉 , 𝐹
′′

𝑥𝜂 , 𝐹 ′′

𝑥𝑥 , 𝐹
′′

𝜉𝜂 ,

𝐹
′′′

𝑥𝑥𝜉 , 𝐹
′′′

𝑥𝜉𝜉 , 𝐹
′′′

𝑥𝜂𝜂 , 𝐹
′′′

𝑥𝑥𝜂 , 𝐹
′′′

𝑥𝜉𝜂 , 𝐹
′′′

𝜂𝜂𝜉 , 𝐹
′′′

𝜂𝜉𝜉 , 𝐹
′′′

𝑥𝑥𝑥 взяты в точке

(𝑥, Re𝑢(𝑥), Im𝑢(𝑥)) .

Оцениваем каждый член равенства (2.4.1), используя неравенство Ко­

ши - Буняковского

𝑅𝑒⟨𝑢, 𝑓⟩ ≤ |⟨𝑢, 𝑓⟩| ≤ ‖𝑢‖‖𝑓‖.

Функционалы 𝐵𝜀
1(𝑢) , 𝐵𝜀

3(𝑢) , 𝐵𝜀
4(𝑢) , 𝐵𝜀

5(𝑢) , 𝐵𝜀
6(𝑢) и 𝐵𝜀

7(𝑢) в силу лем­

мы 2.3.1 стремятся к нулю при 𝜀→ 0 .
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При оценке функционалов 𝐵𝜀
2(𝑢) , 𝐵𝜀

8(𝑢) и 𝐵𝜀
9(𝑢) для любого 𝑥 ∈ 𝑅 ,

𝜔 = 𝜉 + 𝑖𝜂, Ω = 𝜇 + 𝑖𝜈 и 𝑢 ∈ 𝑊 3
2 (𝑅) , учитывая неравенство (1.4.12),

получим следующие оценки:

|𝐵𝜀
2(𝑢)| ≤

𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ (2.4.3)

+
𝜎1
2𝛼

(𝐹𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢) + 𝛿1‖𝜙
1
2
𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2,

|𝐵𝜀
8(𝑢)| ≤

𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ (2.4.4)

+
𝜎2
2𝛼

⟨𝐹𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩+ 𝛿2‖𝜙
1
2
𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2,

|𝐵𝜀
9(𝑢)| ≤≤ 𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ (2.4.5)

+
𝜎3
2𝛼

⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩+ 𝛿3‖𝜙
1
2
𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2.

Здесь 𝛼 - произвольное положительное число, а 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝛿1 ,𝛿2 и 𝛿3 -

константы из условий (2.3.2) – (2.3.7).

На основе полученных оценок из равенства (2.4.1), учитывая неравен­

ство

−|𝑍| ≤ 𝑅𝑒𝑍 ≤ |𝑍|,

переходим к неравенству при любых 𝜈, 𝛽 > 0 :⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑓(𝑥))

⃦⃦⃦2
≥ ‖𝜙

1
2
𝜀𝐹𝑢(𝑥)‖2 + 𝜈‖𝜙

1
2
𝜀𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2+

− 𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 − |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑓(𝑥)‖2+

+ (1 + 𝜈)
{︁
‖𝜙

1
2
𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2 − |𝐵2(𝜀)| − |𝐵8(𝜀)| − |𝐵9(𝜀)|

}︁
.
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Далее имея в виду неравенства (2.4.3) – (2.4.5) при любых 𝜈, 𝛼1, 𝛼 > 0

получим неравенство⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑓(𝑥))

⃦⃦⃦2
≥ ‖𝜙

1
2
𝜀𝐹𝑢(𝑥)‖2 + 𝜈‖𝜙

1
2
𝜀𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2−

− 𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 − |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑓(𝑥)‖2+

+ (1 + 𝜈)
{︁
‖𝜙

1
2
𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2−

−(
3𝛼

2
+ 𝛿1 + 3𝛿2 + 3𝛿3)‖𝜙

1
2
𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2 − 𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3

2𝛼
‖𝜙

1
2
𝜀𝐹𝑢(𝑥)‖2

}︂
.

Окончательно переходя к пределу при 𝜀→ 0 , получим(︂
1 +

|1− 𝜈|
2𝛼1

)︂
‖𝑓(𝑥))‖2 ≥

(︂
1− (1 + 𝜈)(𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3)

2𝛼

)︂
‖𝐹𝑢(𝑥)‖2+

+

(︂
𝜈−𝛼1|1−𝜈|

2

)︂
‖𝑢𝑉 𝐼(𝑥)‖2+(1+𝜈)

(︂
1− 3𝛼+2𝛿1+6𝛿2+6𝛿3

2

)︂
‖𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2

Отсюда очевидно, что если

|1− 𝜈| < 2𝛼1, 𝛼1|1− 𝜈| < 2𝜈, (1 + 𝜈)(𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3) < 2𝛼

и

3𝛼 + 2𝛿1 + 6𝛿2 + 6𝛿3 < 2,

то коэрцитивная оценка (2.3.9) имеет место. Существование чисел

𝛼1, 𝛼, 𝜈 > 0 выводится из неравенства (2.3.8).

Разделимость нелинейного оператора (2.3.1) в пространстве 𝐿2(𝑅)

следует из коэрцитивного неравенства (2.3.9).

Теорема 2.3.1 полностью доказана.

2.5. Примеры неразделимых дифференциальных операторов

Пример 1. Рассмотрим дифференциальное выражение

𝐴[𝑥,𝐷𝑥] = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑙 · 𝑥−2, (2.5.1)
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где 𝑙 > 0 . Покажем , что при 0 < 𝑙 < 1
𝑝 ·
(︁
1 + 1

𝑝

)︁
для дифференциального

выражения (2.5.1) 𝐿𝑝 - -разделимость не имеет смысл (см. [18]).

Доказательства. В самом деле, если 0 < 𝑙 < 1
𝑝 ·
(︁
1 + 1

𝑝

)︁
, то найдется

число 𝑎 ∈ (0, 1𝑝) такое, что 𝑙 = 𝑎(𝑎 + 1) . Тогда функция 𝑦0(𝑥) = 𝑥−𝑎

является решением уравнения

−𝑦′′
(𝑥) + 𝑙 · 𝑥−2𝑦0(𝑥) ≡ 0, (0 < 𝑥 < +∞). (2.5.2)

Действительно, для функция 𝑦0(𝑥) = 𝑥−𝑎 имеем

𝑦
′

0(𝑥) = −𝑎 · 𝑥−𝑎−1,

𝑦
′′

0(𝑥) = 𝑎(𝑎+ 1) · 𝑥−𝑎−2,

𝑦
′′

0(𝑥) + 𝑙 · 𝑥−2𝑦0(𝑥) = −𝑦′′

0(𝑥) + 𝑎(𝑎+ 1) · 𝑥−𝑎−2 =

= −𝑎(𝑎+ 1)𝑥−𝑎−2 + 𝑎(𝑎+ 1) · 𝑥−𝑎−2 ≡ 0.

Зафиксируем некоторую функцию ℎ(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (0;+∞) , равную 1 при

𝑥 < 1 и нулю 𝑥 > 2 . Положим 𝑦(𝑥) = ℎ(𝑥)𝑦0(𝑥) . Поскольку 𝑎𝑝 ∈ (0; 1) ,

то

‖𝑦 : 𝐿𝑝(0,+∞)‖𝑝 =
+∞∫︁
0

ℎ𝑝(𝑥) · 𝑥−𝑎𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =

=

1∫︁
0

𝑥−𝑎𝑝𝑑𝑥+

2∫︁
1

ℎ𝑝(𝑥)𝑥−𝑎𝑝(𝑥)𝑑𝑥 < +∞.

Рассмотрим функцию 𝐴[𝑥,𝐷𝑥]𝑦(𝑥) . Имеем

𝐴[𝑥,𝐷𝑥]𝑦(𝑥) =− 𝑦
′′

0(𝑥)ℎ(𝑥)− 𝑦
′

0(𝑥)ℎ
′
(𝑥)− 𝑦0(𝑥)ℎ

′′
(𝑥) + 𝑙 · 𝑥−2ℎ(𝑥) · 𝑦0(𝑥) =

=(−𝑦′′

0(𝑥) + 𝑙 · 𝑥−2)ℎ(𝑥)− 𝑦
′

0(𝑥)ℎ
′
(𝑥)− 𝑦0(𝑥)ℎ

′′
(𝑥) =

= −𝑦′

0(𝑥)ℎ
′
(𝑥)− 𝑦0(𝑥)ℎ

′′
(𝑥).
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Функции ℎ
′
(𝑥), ℎ

′′
(𝑥) отличный от нуля только на интервале [1,2], где

𝑦0(𝑥), 𝑦
′

0(𝑥) не имеют особенностей. Следовательно

𝐴[𝑥,𝐷𝑥]𝑦(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(0;+∞).

С другой стороны

‖𝑙 · 𝑥−2𝑦(𝑥);𝐿𝑝(0;+∞)‖𝑝 =𝑙𝑝
+∞∫︁
0

𝑥−2𝑝ℎ𝑝(𝑥)𝑥−𝑎𝑝𝑑𝑥 =

=𝑙𝑝
1∫︁

0

𝑥−2𝑝−𝑎𝑝𝑑𝑥+

2∫︁
1

𝑥−2𝑝ℎ𝑝(𝑥)𝑥−𝑎𝑝𝑑𝑥 < +∞.

Очевидно, что первый интегральный член в последнем неравенстве

расходится. Поэтому 𝑙 · 𝑥−2𝑦(𝑥) /∈ 𝐿𝑝(0;+∞) . Таким образом мы пока­

зали, что 𝑦(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(0;+∞), 𝐴[𝑥,𝐷𝑥]𝑦(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(0;+∞) и 𝑙 · 𝑥−2𝑦(𝑥) /∈

𝐿𝑝(0;+∞) , то есть дифференциальное выражение 𝐴[𝑥,𝐷𝑥]𝑦(𝑥) не разде­

ляется в пространстве 𝐿𝑝(0;+∞) .

Пример 2. Рассмотрим на функциях 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑎, 𝑏) оператор

(𝑃𝑢(𝑥)) = − 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︂
+ 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥),

где 𝑝(·), 𝑞(·) - локально ограниченные измеримые положительные функ­

ции; 𝑞(·) имеет положительную нижнюю грань, 𝑝(·) абсолютно непрерыв­

на на компактных подмножествах интервала (𝑎, 𝑏) .

Пусть 𝐴,𝐵,𝐶, 𝛿, 𝜀 -неотрицательные числа такие, что

𝜒 =
𝐴2

2𝐶
+ 𝜀 · 𝐴2 + 𝐴 ·𝐵(

𝜋

2
)2 · 𝛿2 < 1. (2.5.3)

Пусть в некоторых окрестностях 𝑉𝑎 , 𝑉𝑏 граничных точек интервала

𝐼 = (𝑎, 𝑏) выполняется условие для 𝛿|𝑥− 𝑦| · 𝑞0,5(𝑥) ≤ 𝑃 0,5(𝑥)

𝐵−1 ≤ 𝑝(𝑥)

𝑝(𝑦)
≤ 𝐵, 𝐴−1 ≤ 𝑞(𝑥)

𝑞(𝑦)
≤ 𝐴 (2.5.4)
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и неравенство

|𝑝′
(𝑥)| ≤ 𝜀 · 𝑞(𝑥). (2.5.5)

Предположим 𝑝(𝑥) ≡ 1 , 𝐼 = (𝑎, 𝑏)-конечный интервал. Положим 𝑞𝑐(𝑥) =

𝑐 · (𝑥− 𝑎)2 , 𝑦(𝑥) = (𝑥− 𝑎)𝛾 так, что 𝛾 · (𝛾 − 1) = 𝑐.

Тогда

−𝑦′′
(𝑥) + 𝑞𝑐(𝑥)𝑦(𝑥) ≡ 0.

Если 𝛾 < 5
2 , то 𝑞𝑐(𝑥) · 𝑦(𝑥) /∈ 𝐿2. , если 𝑐 < 15

4 , то дифференциальное

выражение

− 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑞𝑐(𝑥) (𝑎 < 𝑥 < 𝑏)

не разделяется.

Пример 3. Обозначим через 𝑄𝜒(𝑎,+∞) множество потенциалов 𝑞(𝑥)

(𝑎,+∞) , которые с некоторыми 𝛿, 𝐴 таких, что 𝛿·
√
𝐴 = 𝜒 , удовлетворяют

условию

𝐴−1 ≤ 𝑞(𝑥)

𝑞(𝑦)
≤ 𝐴

для любых 𝛿|𝑥 − 𝑦|
√︀
𝑞(𝑥) ≤ 1 . Тогда если 𝜒 ≥ 9, 5 существует 𝑞 ∈

𝑄𝜒(𝑎,+∞) такое, что дифференциальное выражение

𝑃 [·] = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑞(𝑥) (𝑎 < 𝑥 < +∞)

не разделяется (см. [15], стр.1159-1160.).

Пример 4. Рассмотрим линейные операторы В и С действующие из

𝐶[0, 1] в 𝐶[0, 1] следующем образом

(𝐵𝑢)(𝑥) = 1− 1

𝑢(𝑥)
,

(𝐶𝑢)(𝑥) =
1

𝑢(𝑥)
.



120

области определения операторов В и С определяются равенствами:

𝐷(𝐵) =

{︂
𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] : 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
1− 1

𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
<∞

}︂
,

𝐷(𝐶) =

{︂
𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] : 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
1

𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
<∞

}︂
.

В пространстве 𝐶[0, 1] также рассмотрим оператор А сопоставляю­

щий каждой функции 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] единичную функцию 𝑢(𝑥) ≡ 1 .

Очевидно, если 𝑢(𝑥) ∈ 𝐷(𝐵) ∩𝐷(𝐶) , то

(𝐵𝑢)(𝑥) + (𝐶𝑢)(𝑥) ≡ 1 = (𝐴𝑢)(𝑥),

то есть 𝐴 = 𝐵 + 𝐶 . Однако, легко можно проверить, что функция 𝑢(𝑥)

принадлежит области определения 𝐷(𝐴) оператора А, но не принадлежит

ни области определения 𝐷(𝐵) оператора В, ни области определения 𝐷(𝐶)

оператора С:

𝑢(𝑥) ≡ 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), 𝑢(𝑥) ≡ 𝑥 /∈ 𝐷(𝐵), 𝑢(𝑥) ≡ 𝑥 /∈ 𝐷(𝐶).

(см.[11]).
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Глава 3

О некоторых приложениях теорем разделимости

Настоящая глава посвящена коэрцитивной разрешимости нели­

нейных дифференциальных уравнений второго порядка в пространстве

𝐿2(𝑅
𝑛) и весовом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) .

В первом параграфе главы исследуются коэрцитивная разрешимость

нелинейного дифференциального оператора Лапласа-Бельтрами

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥),

в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛) . Основной результат параграфа сформулирован в

виде теоремы 3.1.2.

Во втором параграфе этой главы изучаются коэрцитивная разре­

шимость нелинейных дифференциальных операторов вида

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢,

где 𝑎𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛) , 𝑏𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) в весовом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) .

Основной результат параграфа сформулирован в виде теоремы 3.2.1.

3.1. Коэрцитивная разрешимость нелинейного

дифференциального уравнения Лапласа-Бельтрами

В этом параграфе изучается разрешимость уравнения Лапласа

-Бельтрами

− 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), (3.1.1)

𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛),
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где 𝑔(𝑥) = (𝑔𝑖𝑗(𝑥))- эрмитова матрица, а 𝑉 (𝑥, 𝑧) -положительная функция

Чтобы использовать результаты теоремы 1.2.1, еще раз сформулируем эту

теорему

Теорема 3.1.1. Пусть выполнены условия (1.2.2) –(1.2.7), и пусть

числа 𝜎𝑗, 𝛿𝑗 (𝑗 = 1, 4) такие, что

𝑛𝜎1+2𝑛𝜎2 < 4, 𝜎1+2𝜎2+4𝛿1 < 4, 𝑛𝜎3+2𝑛𝜎4 < 4, 𝜎3+2𝜎4+4𝛿2 < 4. (3.1.2)

Тогда уравнение (3.1.1) разделяется в 𝐿2(𝑅
𝑛), и для всех функций 𝑢(𝑥) ∈

𝐿2(𝑅
𝑛) ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛) таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛) справедливы включения

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
,

𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝑔−
1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
∈ 𝐿2(𝑅

𝑛), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦ 1√︀

𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦+ ‖𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)‖+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑔−

1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)‖,

(3.1.3)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).

Как следствие выводов теоремы 3.1.1 получим следующие результаты.

Теорема 3.1.2. Пусть дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 𝑢
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разделяется в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛), и пусть положительная функция

𝜑(𝑥), принадлежащая в 𝐶1(𝑅𝑛), удовлетворяет неравенствам
𝑛∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[ln(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝑄− 1

2

⃒⃒⃒⃒2
≤ 𝛾1 (3.1.4)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2𝑄− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
≤ 𝛾2 (3.1.5)

где 0 < 𝛾1 + 2𝛾2 < 4. Тогда уравнение (3.1.1) для всех 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) имеет

единственное решение в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛).

Доказательство. Сначала докажем, что дифференциальное уравне­

ние

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 𝑢 = 0 (3.1.6)

имеет нулевое решение 𝑢(𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 . Пусть 𝜓(𝑥) - произ­

вольная положительная функция из 𝐶2(𝑅𝑛) . Рассмотрим скалярное про­

изведение

⟨𝑉 𝑢, 𝜑𝜓𝑢⟩ = ⟨ 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
, 𝜑𝜓𝑢⟩ = (3.1.7)

= −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜑𝜓𝑢]⟩ =

= −⟨
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

]𝜑𝜓𝑢⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩−
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−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜑𝜓
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩.

Теперь выделим реальную часть скалярного произведения

𝑅𝑒⟨𝑉 𝑢, 𝑡𝜓𝑢⟩ = 1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[ln(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)))𝜑𝜓𝑢]⟩−

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢⟩ −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝑢)⟩−

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑𝜓

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩. (3.1.8)

Имея в виду

2𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
[
𝜕𝑔−1

𝜕𝑥𝑗
𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑔−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑔−1𝜑

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
]
1
2𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦2
. (3.1.9)

и применяя неравенства Коши-Буняковского, получим

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ =

= −𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2𝑄− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑄− 1

2𝑢⟩

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2𝑄− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑄− 1

2𝑢‖, (3.1.10)
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𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝜑𝜓𝑢]⟩ =

= 𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−
1
2 (𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝑄− 1

2 )𝑄
1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑔−
1
2 (𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝑄− 1

2 )𝑄
1
2𝑢‖.

(3.1.11)

Учитывая неравенство (1.4.12), имеем

𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝜑𝜓𝑢]⟩ ≤

≤ 𝛼1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑔−

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛𝛾1

2𝛼1
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑄

1
2𝑢‖2, (3.1.12)

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2𝑄− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑄

1
2𝑢‖ ≤

≤ 𝑛𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛𝛾2

2𝛼2
‖𝜓

1
2𝑄

1
2𝑢‖2. (3.1.13)

Далее для равенства (3.1.8), применяя неравенства (3.1.12)-(3.1.13),

получим

(1− 𝑛𝛾1
4𝛼1

− 𝑛𝛾2
2𝛼2

)‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2 ≤ (3.1.14)

≤ 1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
[
𝜕𝑔−1

𝜕𝑥𝑗
𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑔−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑔−1𝜑

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
]
1
2𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛

⃦⃦⃦⃦2
+

+ (
𝑛𝛼1

4
+
𝑛𝛼2

2
)

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛‖2 − 𝑛 ·
𝑛∑︁

𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛‖2.
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Пусть 𝜓(𝑥) ≡ 1 для любых 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и 𝑛𝛾1 + 2𝑛𝛾2 < 4𝛼1𝛼2, 𝛼1 + 2𝛼2 = 1 ,

тогда имеем

0 < (1− 𝑛𝛾1 + 2𝑛𝛾2
4𝛼1𝛼2

)‖𝜑
1
2𝑉

1
2𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛‖2 ≤ 0. (3.1.15)

Следовательно, получим

0 < (1− 𝑛𝛾1 + 2𝑛𝛾2
4𝛼1𝛼2

)

∫︁
𝑅𝑛

|𝜑
1
2𝑉

1
2𝑢|2𝑑𝑥 ≤ 0. (3.1.16)

Последнее неравенство имеет место только при 𝑢(𝑥) ≡ 0 . Это доказывает,

что 𝑢(𝑥) = 0 является единственным решением уравнения (3.1.6).

Далее пусть 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛) - решение уравнения

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 𝑢 = 𝑓(𝑥) (3.1.17)

с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) . Теперь выберем последователь­

ность функций 𝑓1, 𝑓2, . . . 𝑓𝑛 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) , сходящихся к 𝑓 в 𝐿2(𝑅

𝑛) .

Положим 𝜗𝑝 = 𝐴−1𝑓𝑝 , где 𝐴-означает замыкание оператора 𝐴 =

− 1√
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1

𝜕
𝜕𝑥𝑖

[︁√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥) 𝜕

𝜕𝑥𝑗

]︁
+ 𝑉 , 𝐷(𝐴 = 𝐶∞

0 (𝑅𝑛)) в 𝐿2(𝑅
𝑛) .

Функция 𝜗𝑝 ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) и является решением уравнения

− 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝜗𝑝
𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 𝜗𝑖 = 𝑓𝑖.

Используя коэрцитивное неравенство (3.1.3), находим⃦⃦⃦⃦
⃦ 1√︀

𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑗

]︂
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦+ (3.1.18)

+‖𝑉 (𝑥)(𝜗𝑖 − 𝜗𝑗);𝐿2(𝑅
𝑛)‖+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑔−

1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓𝑝 − 𝑓𝑘;𝐿2(𝑅

𝑛)‖.
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Переходя к пределу 𝑝, 𝑘 → ∞ , заключаем, что последовательности

𝜗1, 𝜗2, . . . , 𝑉 𝜗1, 𝑉 𝜗2, . . . ,

𝑔−
1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝜗1
𝜕𝑥𝑗

, 𝑔−
1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝜗2
𝜕𝑥𝑗

, . . . ,

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝜗1
𝜕𝑥𝑗

]︂
,

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝜗2
𝜕𝑥𝑗

]︂
, . . .

будучи фундаментальными, сходятся в 𝐿2(𝑅
𝑛) соответственно к некото­

рым элементам 𝜗, 𝜗(1), 𝜗(2), 𝜗(3) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) . Легко проверить, что

𝜗 ∈ 𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛), 𝜗(1) = 𝑉 𝜗, 𝜗(2) = 𝑔−
1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝜗

𝜕𝑥𝑗
,

𝜗(3) =
1√︀

𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝜗

𝜕𝑥𝑗

]︂
.

Переходя в неравенстве (3.1.18) к приделу при 𝑝, 𝑘 → ∞ , получим

𝜗𝑝 = 𝜗𝑘 = 𝜗 . Следовательно, для 𝑓 ∈ 𝑅𝑛 таких, что 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) ∩

𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛) , 𝐴𝑢 = 𝑓 .

Пусть 𝑢1 тоже является решением уравнения 𝐴𝑢 = 𝑓 . Тогда имеем

𝐴(𝑢− 𝑢1) = 0.

Так как уравнение 𝐴𝑢 = 0 имеет единственное решение 𝑢 = 0 , отсюда

следует, что 𝑢 = 𝑢1 , то есть теорема 3.1.2 полностью доказана.

3.2. Коэрцитивная разрешимость нелинейных

дифференциальных уравнений второго порядка

В этом параграфе изучается разрешимость уравнения

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), (3.2.1)

𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛),
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где 𝑎𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛) , 𝑏𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) , а 𝑉 (𝑥, 𝑧) -положительная функция.

Чтобы использовать результаты теоремы 1.3.1, еще раз сформулируем эту

теорему

Теорема 3.2.1. Пусть выполнены условия (1.3.2) –(1.3.8), и пусть

числа 𝜎𝑗, (𝑗 = 1, 5), 𝛿1, 𝛿2 такие, что

𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4 <
4

3𝑛2
,

2

𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 + 𝜎4)
< 1− 𝛿1, (3.2.2)

2

𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4 + 𝜎5)
< 1− 𝛿2

Тогда уравнение (3.2.1) разделяется в 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛), и для всех функций

𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) ∩ 𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛) таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛), справедливы

включения

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛),

𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦+ ‖𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖+

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖, (3.2.3)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).

С помощью теоремы 3.2.1 докажем следующие результаты о коэрци­

тивной разрешимости уравнения (3.2.1).

Теорема 3.2.2. Пусть дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 𝑢
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разделяется в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛), и пусть положительная функция

𝜑(𝑥), принадлежащая в 𝐶1(𝑅𝑛), удовлетворяет неравенствам

⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜃1, (3.2.4)

где 0 < 𝜃1+𝜎1+𝜎2+𝜎4 <
1
𝑛2 . Тогда уравнение (3.2.1) для всех 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

имеет единственное решение в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛).

Доказательство. Сначала докажем, что дифференциальное уравне­

ние

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 𝑢 = 0 (3.2.5)

имеет нулевое решение 𝑢(𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 . Пусть 𝜓(𝑥) - произ­

вольная положительная функция из 𝐶2(𝑅𝑛) . Рассмотрим скалярное про­

изведение

⟨𝑉 𝑢,𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ = ⟨
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ =

= −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜑𝜓𝑢]⟩ −

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ =

= −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢⟩−

− −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩ −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜑𝜓
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩ −

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢⟩. (3.2.6)
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Теперь выделяем реальную часть скалярного произведения

𝑅𝑒⟨𝑉 𝑢,𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ = −𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢⟩−

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩ −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩−

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜑𝜓
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩ −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢⟩. (3.2.7)

Имея в виду, что

2𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦[︂
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑+

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑+

+𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
𝜑

]︂ 1
2

𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

, (3.2.8)

и применяя неравенства Коши-Буняковского, получим

𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ =

= 𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝜌
1
2𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌

1
2𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑉

1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑉

1
2𝑢‖, (3.2.9)

𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ =

= 𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝜌
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌

1
2𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 )𝑉
1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ]𝑉
1
2𝑢‖, (3.2.10)
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𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢)⟩ =

= 𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝜌
1
2𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌

1
2𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜌
−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ]𝑉
1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜌
−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ]𝑉
1
2𝑢‖, (3.2.11)

𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢)⟩ =

= 𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝜌
1
2𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌

1
2𝜑

1
2𝜓

1
2 [
1

𝑛
𝑏𝑗(𝑥)𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝑉 − 1
2 ]𝑉

1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [
1

𝑛
𝑏𝑗(𝑥)𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝑉 − 1
2 ]𝑉

1
2𝑢‖. (3.2.12)

Учитывая, что для любого 𝛼 > 0 и для любых 𝑦1 и 𝑦2 справедливо

неравенство

𝑦1𝑦2 ≤
𝛼

2
|𝑦1|2 +

1

2𝛼
|𝑦2|2,

имеем

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝜌
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢]⟩ ≤

≤ 𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛2𝜃1

2𝛼2
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2, (3.2.13)

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ ≤

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖×

× ‖𝜑
1
2𝜓

1
2 [𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)]𝑉

1
2𝑢‖ ≤

≤ 𝑛𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛2𝜎1

2𝛼2
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2, (3.2.14)
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−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢)⟩ =

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜌
−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑄− 1

2 ]𝑉
1
2𝑢‖

≤ 𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛2𝜎2

2𝛼2
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2, (3.2.15)

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢)⟩ =

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [
1

𝑛
𝑏𝑗(𝑥)𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝑄− 1
2 ]𝑄

1
2𝑢‖

≤ 𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛2𝜎4

2𝛼2
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑄

1
2𝑢‖2. (3.2.16)

Применяя далее для равенства (3.2.7) неравенства (3.2.13)-(3.2.16), по­

лучим

(1− 𝑛2(𝜃1 + 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4)

2𝛼2
)‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2 ≤

≤ 1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦[︂
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑+

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑+

+𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
𝜑

]︂ 1
2

𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

+

+ 2𝛼2 ·
𝑛∑︁

𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛‖2−

−
𝑛∑︁

𝑗=1

‖𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝜑
1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛‖2. (3.2.17)

Пусть 𝜓(𝑥) ≡ 1 для любых 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и 𝛼2 =
1
2 , тогда имеем

0 < (1− (𝑛2(𝜃1 + 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4)‖𝜑
1
2𝑉

1
2𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛‖2 ≤ 0. (3.2.18)
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Следовательно, получим

0 < (1− 𝑛2(𝜃1 + 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4)

∫︁
𝑅𝑛

|𝜌
1
2𝜑

1
2𝑉

1
2𝑢|2𝑑𝑥 ≤ 0. (3.2.19)

Последнее неравенство имеет место только при 𝑢(𝑥) ≡ 0 . Это доказывает,

что 𝑢(𝑥) = 0 является единственным решением уравнения (3.2.4).

Пусть далее 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛) и является решением урав­

нения

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 𝑢 = 𝑓(𝑥) (3.2.20)

с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) . Теперь выберем последователь­

ность функций 𝑓1, 𝑓2, . . . 𝑓𝑛 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) , сходящихся к 𝑓 в 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) .

Положим 𝜗𝑝 = 𝐴−1𝑓𝑝 , где 𝐴-означает замыкание оператора 𝐴 =

−
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑏𝑗(𝑥)
𝜕
𝜕𝑥𝑗

+ 𝑉 , 𝐷(𝐴 = 𝐶∞
0 (𝑅𝑛)) в 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) .

Функция 𝜗𝑝 ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) и является решением уравнения

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝜗𝑝
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

+
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝜗𝑝
𝜕𝑥𝑗

+ 𝑉 𝜗𝑝 = 𝑓𝑝.

Используя коэрцитивное неравенство (3.2.3), находим, что⃦⃦⃦⃦
⃦−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦+

+‖𝑉 (𝜗𝑝 − 𝜗𝑘);𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)‖+

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
1
2
𝜕(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓𝑝 − 𝑓𝑘;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖. (3.2.21)

Переходя к пределу 𝑝, 𝑘 → ∞ , заключаем, что последовательности

𝜗1, 𝜗2, . . . , 𝑉 𝜗1, 𝑉 𝜗2, . . . , 𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
1
2
𝜕𝜗1
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
1
2
𝜕𝜗2
𝜕𝑥𝑗

, . . . ,
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−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2(𝜗1)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝜗1)

𝜕𝑥𝑗
,−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2(𝜗2)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝜗2)

𝜕𝑥𝑗
,

будучи фундаментальными, сходятся в 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) соответственно к неко­

торым элементам 𝜗, 𝜗(1), 𝜗(2), 𝜗(3) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) . Легко проверить, что 𝜗 ∈

𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛) , 𝜗(1) = 𝑉 𝜗 ,

𝜗(2) = 𝑎
1
2

𝑖𝑗(𝑥)𝑉
1
2
𝜕𝜗

𝜕𝑥𝑗
, 𝜗(3) = −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝜗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝜗

𝜕𝑥𝑗
.

Переходя в неравенстве (3.2.21) к пределу при 𝑝, 𝑘 → ∞ , получим

𝜗𝑝 = 𝜗𝑘 = 𝜗 . Следовательно, для 𝑓 ∈ 𝑅𝑛 таких, что 𝑢 ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) ∩

𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛) , 𝐴𝑢 = 𝑓 .

Пусть 𝑢1 тоже является решением уравнения 𝐴𝑢 = 𝑓 . Тогда имеем

𝐴(𝑢− 𝑢1) = 0.

Так как уравнение 𝐴𝑢 = 0 имеет единственное решение 𝑢 = 0 , отсюда

следует, что 𝑢 = 𝑢1 , то есть теорема 3.2.2 полностью доказана.
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Основные результаты и выводы

Основные научные результаты диссертационной работы заключаются

в следующем:

Все основные результаты диссертации являются новыми, представля­

ют теоретический интерес и состоят в следующем:
1. установлены коэрцитивные оценки и доказана теорема о разделимо­

сти нелинейного оператора Лапласа-Бельтрами и нелинейных диф­

ференциальных операторов второго порядка в весовом гильбертовом

пространстве;[16-A];

2. изучены коэрцитивные свойства оператора Гельмгольца с нелиней­

ным матричным потенциалом в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 и доказана

теорема о разделимости нелинейного оператора Гельмгольца с мат­

ричным потенциалом;[9-A, 11-A, 13-A, 26-A, 27-A];

3. изучены коэрцитивные свойства нелинейных дифференциальных опе­

раторов второго порядка с переменными старшими коэффициентами

в пространстве вектор-функций и доказана теорема о разделимости

общих нелинейных дифференциальных операторов второго порядка

с матричными коэффициентами;[6-A, 8-A, 21-A, 22-A];

4. изучены коэрцитивные свойства бигармонического оператора с нели­

нейным матричным потенциалом в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 и доказана

теорема о разделимости нелинейного бигармонического оператора с

матричным потенциалом;[1-A, 2-A, 12-A, 23-A, 24-A, 25-A];

5. установлены коэрцитивные оценки, и доказана теорема о разделимо­

сти нелинейного обыкновенного дифференциального оператора ше­

стого порядка в гильбертовом пространстве;[3-A];
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6. найдены условия коэрцитивной разрешимости нелинейного операто­

ра Лапласа–Бельтрами и доказана теорема о существование и един­

ственности решение нелинейного уравнение Лапласа-Бельтрами в

гильбертовом пространстве.[16-A];

7. найдены условия коэрцитивной разрешимости нелинейных диффе­

ренциальных операторов второго порядка и доказана теорема о су­

ществование и единственности решения нелинейных дифференциаль­

ных уравнений второго порядка в весовом пространстве.[5-A, 33-A].

Рекомендации по практическому использованию результа­

тов:

Результаты, полученные в диссертации, носят теоретический харак­

тер. Они могут найти применение в теории дифференциальных операто­

ров с частными производными, в теории пространств дифференцируемых 

функции многих переменных и спектральной теории дифференциальных 

операторов. 
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