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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы. Теория линейных квазигрупп занимает одно

из центральных мест в общей теории квазигрупп. Первые исследования в

этом направлении принадлежат работам Р.Брака и Тойода по исследова­

нии так называемых медиальных квазигрупп [1,2]. Квазигруппа (𝑄, ·) на­

зывается медиальной, если в ней выполняется тождество 𝑥𝑦 ·𝑢𝑣 = 𝑥𝑢 ·𝑦𝑣 .

Брак и Тойода доказали, что всякая медиальная квазигруппа (𝑄, ·) имеет

следующую конструкцию

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦, (1)

где (𝑄,+) - абелева группа, 𝜙 и 𝜓 - автоморфизмы группы (𝑄,+) , c -

фиксированный элемент из 𝑄 , причем 𝜙𝜓 = 𝜓𝜙 . Другими словами, любая

медиальная квазигруппа "строится"из абелевой группы представлением

(1).

Конструкция (1) оказалось удачной при исследовании большого клас­

са квазигрупп, а именно, 𝑇−квазигрупп, 𝐶𝐻−квазигрупп, дистрибутив­

ных квазигрупп, 𝐹−квазигрупп и даже 𝑛−арных квазигрупп. Термин

линейная квазигруппа впервые введено В.Д.Белоусовым в его работе [3],

при исследовании уравновешенных тождеств в квазигруппах.

Квазигруппа (𝑄, ·) называется линейной над группой (𝑄,+) , если

(𝑄, ·) имеет вид (1). В случае, если (𝑄,+) - абелева группа, то квазигруп­

па (𝑄, ·) вида (1) называется 𝑇−квазигруппой. Следует отметить, что
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𝑇−квазигруппы введены и подробно исследованы чешскими алгебраиста­

ми Т.Кепка и П.Немец в работах [4,5]. В дальнейшем линейные квазигруп­

пы и некоторые их обобщения изучались многими другими алгебраистами.

Квазигруппа (𝑄, ·) называется левой линейной над группой (𝑄,+) ,

если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦, (2)

где 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) , 𝛽 - подстановка множества 𝑄 , c - фиксированный

элемент из 𝑄 .

Квазигруппа (𝑄, ·) называется правой линейной над группой (𝑄,+) ,

если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦, (3)

где 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) , 𝛼 - подстановка множества 𝑄 , c - фиксированный

элемент из 𝑄 .

Квазигруппа (𝑄, ·) называется квазигруппой смешанного типа ли­

нейности I рода над группой (𝑄,+), если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦, (4)

где 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) , 𝜓 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+) , c - фиксирован­

ный элемент из 𝑄 .

Квазигруппа (𝑄, ·) называется квазигруппой смешанного типа ли­

нейности II рода над группой (𝑄,+), если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ + 𝜓𝑦, (5)

где 𝜙 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+) , 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) , c - фиксирован­

ный элемент из 𝑄 .
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Квазигруппа (𝑄, ·) называется алинейной над группой (𝑄,+), если

(𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦, (6)

где 𝜙, 𝜓 - антиавтоморфизмы группы (𝑄,+), 𝑐 - фиксированный элемент

из множества 𝑄 .

Квазигруппа (𝑄, ·) называется алинейной слева над группой (𝑄,+),

если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦, (7)

где 𝛽 - подстановка множества 𝑄 , 𝜙 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+) ,

с - фиксированный элемент из множества 𝑄 .

Квазигруппа (𝑄, ·) называется алинейной справа над группой (𝑄,+),

если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦, (8)

где 𝛼 - подстановка множества 𝑄 , 𝜓 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+)

с - фиксированный элемент из множества 𝑄 .

Классы линейных и алинейных квазигрупп образуют многообразие, то

есть эты классы можно охарактеризовать тождествами или системой тож­

деств. Впервые этот факт был доказан Г.Б.Белявской и А.Х.Табаровым в

работе [6]. В дальнейшим этим авторам удалось доказать, что другие обоб­

щения линейных квазигрупп, а именно, левые (правые) линейные квазиг­

руппы смешанные типы линейности и т.д. также образуют многообразие.

Ввиду удачной конструкции линейных квазигрупп, большинство ал­

гебраистов изучали квазигруппы, линейные над некоторой "хорошей"
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(то есть изученной) лупой, например коммутативные лупы Муфанг (крат­

ко КЛМ). Лупа (𝑄,+) называется лупой Муфанг, если в ней выполня­

ется тождество 𝑥 + (𝑦 + (𝑥 + 𝑧)) = ((𝑥 + 𝑦) + 𝑥) + 𝑧 . Многие известные

классы квазигрупп входят в класс линейных квазигрупп. Например, меди­

алные квазигрупппы (теорема Брака-Тойоды [7]), 𝑇−квазигруппы [4,5],

𝐶𝐻−квазигруппы (теорема Манина [8]), дистрибутивные квазигруппы

(теорема В.Д.Белоусова [9]), дистрибутивные квазигруппы Штейнера,

леводистрибутивные квазигруппы (теорема Белоусова-Оноя, [10]) F-ква­

зигруппы (теорема Кепки-Киньона-Филлипса, [11]) n-арные медиальные

квазигруппы (теорема Ивэнса [12]) являются квазигруппами такого вида.

Квазигруппа (𝑄, ·) называется дистрибутивной, если ней выполня­

ются тождества 𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧 и 𝑥𝑦 · 𝑧 = 𝑥𝑧 · 𝑦𝑧 .

В.Д.Белоусов в 1958 году доказал, что любую дистрибутивную квази

группы можно получить таким образом: 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝜓𝑦 , где (𝑄,+) -

КЛМ, 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) .

Ю.И.Манин в монографии [8] исследовал кубические гиперповерхно­

сти. При решении одной задачи алгебраической геометрии, Ю.И.Манин

ввёл класс 𝐶𝐻−квазигрупп, то есть квазигруппа с тождествами 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥,

𝑥(𝑥𝑦) = 𝑦 , любые три элемента которой порождают медиальную квази-

группу. Ю.И.Манин доказал, что любую 𝐶𝐻−квазигруппу можно полу­

чить следующим образом: 𝑥𝑦 = (−𝑥− 𝑦) + 𝑑 , где 𝑑 ∈ 𝑍(𝑄,+) , то есть 𝑑

из центра КЛМ (𝑄,+) . Напомним, что подмножество 𝑍 коммутативной

лупы Муфанг (𝑄,+) со свойством 𝑍 = {𝑎 ∈ 𝑄 | 𝑎+(𝑥+ 𝑦) = (𝑎+ 𝑥)+ 𝑦,

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄} называется центром КЛМ.

Согласно теоремы Ш.Стейна [7], любую леводистрибутивную квази-
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группу (𝑄, ·) , изотопную группе (𝑄,+) , можно получить с помощью сле­

дующей конструкции: 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦, где 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) , 𝜓 подстановка

множества 𝑄 .

При исследовании линейных квазигрупп рассмотрены следующие ас­

пекты: автоморфизмы, эндоморфизмы, автотопии, эндотопии, гомомор­

физмы, изоморфизмы, конгруэнции, тождества и т.д.

Актуальность и целесообразность диссертационной работы определя­

ются тем, что в ней получены общий вид автотопий, эндотопий, автомор­

физмы, эндоморфизмы обобщенных линейных квазигрупп. Кроме того,

доказана проблема Белоусова о нормальности конгруэнций для некото­

рых классов обобщенных линейных квазигрупп.

Достаточно подробный исторический обзор развития теории квази-

групп содержатся в работах [7, 13, 14, 15, 16, 17].

Все рассуждения, приведенные выше, можно отнести к обоснованию

и актуальности выбранной темы диссертации.

Автор данной диссертационной работы благодарит своего научного

руководителя, профессора А.Х. Табарова, за постановку задач, постоянное

внимание и всестороннюю поддержку.

Цель работы. Основная цель диссертации заключается в следую­

щем:

∙ исследовать гомоморфизмы, автоморфизмы, эндоморфизмы и кон­

груэнции обобщенных линейных квазигрупп;

∙ решение задачи В.Д.Белоусова для некоторых классов линейных ква­

зигрупп;
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∙ характеризация обобщенных линейных квазигрупп различными тож­

дествами;
Методы исследования. В работе применялись алгебраические и

комбинаторные методы исследования, методы профессора В.А.Щербакова

по исследованию автоморфизмов, изоморфизмов и гомоморфизмов квази­

групп, методы, разработанные на семинарах института математики под

руководством академика АН РТ З.Х.Рахмонова, а также разработанные

профессором А.Х.Табаровым методы исследования линейных квазигрупп.

Научная новизна. Все включенные в диссертационную работу ре­

зультаты являются новыми. В диссертации получены следующие резуль­

таты:

∙ описано строение автотопий, антиавтотопий и эндотопий обобщенных

линейных квазигрупп.
∙ найдено представление произвольного эндоморфизма (автоморфиз­

ма) всех типов обобщенных линейных квазигрупп.
∙ решена задача В.Д.Белоусова об условиях нормальности конгруэнции

некоторых подклассов обобщенных линейных квазигрупп.
Все результаты, включенные в диссертацию, получены автором лично

или в неразделимом сотрудничестве с соавторами.

Практическая и теоретическая ценность. Работа носит теорети­

ческий характер. Полученные в ней результаты могут быть использованы

в различных разделах общей теории групп, теории квазигрупп и неассо­

циативных алгебраических систем.

Апробация полученных результатов. Включенные в данную дис­

сертационную работу результаты докладывались на следующих конферен­

циях и научных семинарах.
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∙ международная научная конференция «Дифференциальные уравне­

ния, математический анализ и теория чисел», посвящённая 25-летию

XVI сессии Верховного Совета Республики Таджикистан, Курган­

Тюбе, 27-28 октября 2017г.

∙ материалы республиканской научно-теоретической конференции про­

фессорско-преподавательского состава и сотрудников ТНУ, посвящен­

ной «20-ой годовщине Дня национального единства» и « Году мо­

лодёжи» Душанбе, 2017.

∙ материалы международной научной конференции, посвященной 90-летию

академика АН РТ, лаурета государственной премии имени Абуали

Ибн Сино Михайлова Леонида Григорьевича, Душанбе, 27-28 февра­

ля 2018 г.

∙ международная алгебраическая конференция, посвящённая 90-летию

со дня рождения профессора В.Д.Белоусова, Молдова, 18-22 апреля

2018 г.
∙ международная алгебраическая конференция, посвящённая 110-летию

со дня рождения профессора А.Г.Куроша, МГУ им. М.В.Ломоносова,

Москва, 22-25 мая 2018 г.

∙ международная конференция "Мальцевские чтения" Институт ма­

тематики им. С.Л.Соболева Сибирского отделения Российской акаде­

мии наук, 19-22 ноября 2018 г.

∙ современные проблемы алгебры и теории чисел. Материалы научно­

теоретической конференции, посвящённой 90-летию со дня рождения

профессора Бабаева Г.Б. Душанбе, 14-15 декабря 2018 г.

∙ XXVI международная конференция студентов, аспирантов и моло­

дых ученых. МГУ им. М.В.Ломоносова, Москва, 9-13 апреля 2019г.
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∙ международная конференция, посвящённой 90 - летию кафедры

высшей алгебры механико-математического факультета, МГУ им.

М.В.Ломоносова, Москва, 28-31 мая 2019 г.

∙ республиканская научно-практическая конференция на тему "Воспи­

тание и подготовка учителей математики в высших педагогических

заведениях Таджикистана в современных условиях" посвященная

80-летию доктора педагогических наук, профессора Ислома Гуломо­

ва, Куляб, 8-9 июня 2019 г.

∙ семинары Института математики АН Республики Таджикистан под

руководством академика АН РТ Рахмонова З.Х. (2018- 2019 г.г);

∙ семинары кафедры математики и методики её преподавания Куляб­

ского государственного университета имени А. Рудаки (2013-2019 г.г);

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 16

научных работах, 5 статьях и 11 тезисах, список которых приведен в конце

автореферата. В работе, написанное совместно с А.Х.Табаровым, соавто­

ру принадлежат постановка задач и выбор метода доказательств резуль­

татов.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из веде­

ния, двух глав, разбитых на 12 параграфов, обзора полученных результа­

тов и списка цитированной литературы. Все теоремы, леммы, предложе­

ния, следствия, замечания и формулы нумеруются тремя числами, первое

из которых обозначает номер главы, второе номер параграфа. Полный объ­

ем диссертации 115 страниц, библиография включает 59 наименований.
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Краткое содержание диссертационной работы

Диссертация начинается с ввeдeния. В нем освещается актуальность

выбранной темы диссертации, цель работы, апробация и краткое изложе­

ние полученных результатов.

В главе I "Автоморфизмы и эндоморфизмы обобщенных линейных

квазигрупп" приведены основные понятия и необходимые сведения, нуж­

ные нам в дальнейшем. В параграфе 1.2. исследованы свойства линейных

и алинейных квазигрупп, а именно: порождающие группы внутренних под­

становок обобщенных линейных квазигрупп представлены посредством

трансляции и автоморфизмов соответствующей группы, доказано усло­

вие, когда подквазигруппа линейной слева (справа) квазигруппы являет­

ся также линейной слева (справа) квазигруппой, найдены все парастрофы

названных классов квазигрупп. Кроме того, исследованы изоморфизмы,

автоморфизмы, гомоморфизмы и эндоморфизмы линейных слева (справа)

квазигрупп.

Теорема 1.3.2. Любая автотопия линейной слева квазигруппы (𝑄, ·)

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑐𝛽𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1𝐿̃−𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜙, 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛽 - подстановка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксиро­

ванные элементы из 𝑄.

Аналогичные утверждения верны для класса линейных справа квази­

групп, а также алинейных слева (справа) квазигрупп:

Следствие 1.3.1. Любая автотопия линейной справа квазигруппы
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𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝛼𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1, 𝐿̃𝑐𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜃𝜓

−1𝐿̃−𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜓, 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛼 - подстановка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксиро­

ванные элементы из 𝑄.

Теорема 1.3.3. Любая автотопия алинейной справа квазигруппы

(𝑄, ·) 𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝛼𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1, 𝐿̃𝑐𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜃𝐿̃−𝑐𝜓

−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜓− антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝛼 - подста­

новка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄.

Следствие 1.3.2. Любая автотопия алинейной слева квазигруппы

(𝑄, ·) 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑐𝛽𝑅̃𝑏𝛽𝛽

−1𝐿̃−𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜙− антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝛽 - подста­

новка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄.

Следствие 1.3.3. Любой автоморфизм 𝛾 линейной слева (справа)

квазигруппы вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝑐 + 𝛽𝑦 (𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝑐 + 𝜓𝑦), можно

представить в виде:

𝛾 = 𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜃𝜙
−1 = 𝐿̃𝑐𝛽𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1𝐿̃−𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃

(𝛾 = 𝛼𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1 = 𝐿̃𝑐𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜃𝜓

−1𝐿̃−𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Теорема 1.3.6. Любая антиавтотопия линейной слева квазигруппы

(𝑄, ·) 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝜙−1𝑅̃−𝑐𝐿̃𝑎𝜃𝛽, 𝛽
−1𝑅̃𝑏𝜃𝑅̃𝑐𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),
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где 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜃 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝛽 - подстанов­

ки множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄.

Следствие 1.3.4. Любая антиавтотопия линейной справа квази-

группы (𝑄, ·) 𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝛼−1𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝑐𝜓, 𝜓
−1𝐿̃−𝑐𝑅̃𝑏𝜃𝛼, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜃 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝛼 - подста­

новка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄.

Аналогично, можно показать, что любая антиавтотопия алинейной

слева (справа) квазигруппы 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+𝑐+𝛽𝑦 (𝑥 ·𝑦 = 𝛼𝑥+𝑐+𝜓𝑦) , имеет

вид:

𝑃 = (𝐿̃𝑎𝜙
−1𝜃𝐿̃𝑐𝛽, 𝛽

−1𝐿̃−𝑐𝑅̃𝑏𝜃𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃)

(𝑃 = (𝛼−1𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝑐𝜓, 𝐿̃−𝑐𝜓
−1𝑅̃𝑏𝜃𝛼, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃)),

где 𝜙, 𝜓 , 𝜃 - антиавтоморфизмы группы (𝑄,+) , 𝛼, 𝛽 - подстановки мно­

жества 𝑄 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄 .

Теорема 1.3.7. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘)- линейные слева над группой

(𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥 + 𝑐1 + 𝛽1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥 + 𝑐2 + 𝛽2𝑦 , и

𝛾 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+). Тогда автоморфизм 𝛾 группы (𝑄,+) является изомор­

физмом квазигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) тогда и только тогда, когда

𝛾 𝜙1𝛾
−1 = 𝜙2, 𝛾𝛽1𝛾

−1 = 𝛽2, 𝛾(𝑐1) = 𝑐2.

Теорема 1.3.8. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘)- линейные справа над группой

(𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 · 𝑦 = 𝛼1𝑥 + 𝑐1 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼2𝑥 + 𝑐2 + 𝜓2𝑦 , и

𝛾 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+). Тогда автоморфизм 𝛾 группы (𝑄,+) является изомор­

физмом квазигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) тогда и только тогда, когда

𝛾 𝛼1𝛾
−1 = 𝛼2, 𝛾𝜓1𝛾

−1 = 𝜓2, 𝛾(𝑐1) = 𝑐2.
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Предложение 1.3.1. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные справа над

группой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 ·𝑦 = 𝛼1𝑥+𝑐1+𝜓1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝛼2𝑥+𝑐2+𝜓2𝑦 ,

𝛾 - изоморфизм квазигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘): 𝑥 · 𝑦 = 𝛾−1(𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦). Тогда

изоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝛾−1𝛼2𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1
1 = 𝛾−1𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Аналогично для линейных слева квазигрупп получим

Предложение 1.3.2. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные слева над

группой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 ·𝑦 = 𝜙1𝑥+𝑐1+𝛽1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝜙2𝑥+𝑐2+𝛽2𝑦 ,

𝛾 - изоморфизм квазигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘): 𝑥 · 𝑦 = 𝛾−1(𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦). Тогда

изоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝛾−1𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝛾−1𝐿̃𝑐2𝑅̃𝛽2𝑏𝛽2𝜃𝛽

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Теорема 1.4.1. Пусть (𝑄,𝐴) - линейная квазигруппа: 𝐴(𝑥, 𝑦) =

= 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , (𝑄,𝐴−1) - её парастроф: 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑥+ 𝐽𝜓−1𝑐+

+𝜓−1𝑦 . Тогда любая автотопия квазигруппы (𝑄,𝐴−1) имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐽𝜓𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜃𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜙, 𝜓, 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄.

Аналогично, если (𝑄,−1𝐴) - парастроф квазигруппы вида −1𝐴(𝑥, 𝑦) =

= 𝜙−1𝑥 + 𝐽𝜙−1𝑐 + 𝐽𝜙−1𝜓𝑦 , то любая автотопия квазигруппы (𝑄,−1𝐴)

имеет вид:

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜃𝜙, 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅̃𝑏𝜃𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥+ 𝑏 , левая и правая трансляции группы (𝑄,+) ,

𝜙, 𝜓, 𝜃, 𝜙−1, 𝜓−1 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) , 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 .
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Следствие 1.4.1. Любой автоморфизм 𝛾 квазигруппы 𝐴−1(𝑥, 𝑦) =

= 𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥 + 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 + 𝜓−1
1 𝑦 (−1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥 + 𝐽𝜙−1𝑐 + 𝐽𝜙−1𝜓𝑦),

можно представить в виде:

𝛾 = 𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐽𝜓𝜙
−1 = 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜃𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃

(𝛾 = 𝜙−1𝐿̃𝑎𝜃𝜙 = 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅𝑏𝜃𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Следствие 1.4.4. Любая антиавтотопия алинейной квазигруппы

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑦+𝐽𝜓−1𝑐+𝜓−1𝑦 ( −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+𝐽𝜙−1𝑐+𝐽𝜙−1𝜓𝑦 ).

имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝐿̃𝜓𝜙−1𝑎𝜓𝜙
−1𝜃𝜓𝐿̃−1

𝜓−1𝑐
, 𝜓𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝑅̃𝑏𝜓

−1𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

(𝑃 = (𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓, 𝐽𝜙𝜓−1𝐿̃−1

𝐽𝜙−1𝑐𝑅𝑏𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃)),

где 𝜙, 𝜓, 𝜃 - антиавтоморфизмы группы (𝑄,+) , 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные

элементы из 𝑄 .

Следствие 1.4.5. Любая антиавтотопия квазигруппы смешанного

типа линейности I рода 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑦 + 𝐽𝜓−1𝑐 + 𝜓−1𝑦 (соответ­

ственно II рода −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+ 𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝜓𝑦) имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝐿̃𝜓𝜙−1𝑎𝜓𝜙
−1𝜃𝜓𝐿̃−1

𝜓−1𝑐
, 𝜓𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝑅̃𝑏𝜓

−1𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

𝑃 = (𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓, 𝐽𝜙𝜓−1𝐿̃−1

𝐽𝜙−1𝑐𝑅𝑏𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜙, 𝜓, 𝜃 - антиавтоморфизмы группы (𝑄,+), 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные

элементы из 𝑄.

Теорема 1.5.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная справа квазигруппа вида

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝜓𝑦 . Любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет вид:

𝑃 = (𝛼𝐿̃𝑎𝜎𝛼
−1, 𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜎𝜓

−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎),
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где 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥+ 𝑏, левая и правая трансляции группы (𝑄,+),

𝛼−1(𝜓−1) - обратная подстановка (автоморфизм) для 𝛼(𝜓) .

Аналогично, если (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа вида 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥+ 𝛽𝑦 , то любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет вид:

𝑃 = (𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜎𝜙
−1, 𝛽𝑅̃𝑏𝜎𝛽

−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎).

Следствие 1.5.1. Любой эндоморфизм линейной слева (справа) ква­

зигруппы вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝛽𝑦 (𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝜓𝑦) можно представить в

виде

𝐸 = 𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜎𝜙
−1 = 𝛽𝑅̃𝑏𝜎𝛽

−1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎

(𝐸1 = 𝛼𝐿̃𝑎𝜎𝛼
−1 = 𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜎𝜓

−1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎).

Теорема 1.5.2. Пусть (𝑄, ·) - алинейная слева квазигруппа вида

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝛽𝑦 . Любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет вид:

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙, 𝛽𝑅̃𝑏𝜎𝛽
−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎).

Следствие 1.5.2. Пусть (𝑄, ·) - алинейная справа квазигруппа вида

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝜓𝑦 . Любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет вид:

𝑃 = (𝛼𝐿̃𝑎𝜎𝛼
−1, 𝜓−1𝑅̃𝑏𝜎𝜓, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎).

Теорема 1.5.3. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные справа квазигруппы

вида 𝑥 · 𝑦 = 𝛼1𝑥 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼2𝑥 + 𝜓2𝑦 . Подстановки 𝛼1, 𝛼2, такие,

что 𝛼10 = 0, 𝛼20 = 0, где 0 - нулевой элемент группы (𝑄,+), 𝛾 - произ­

вольный эндоморфизм группы (𝑄,+). Тогда 𝛾 является гомоморфизмом

квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘) тогда и только тогда, когда выполняются

следующие условия

𝛾𝛼1 = 𝛼2𝛾, 𝛾𝜓1 = 𝜓2𝛾.
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"Симметричные" утверждения верны и для случая линейных слева

квазигрупп.

Теорема 1.5.4. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные слева квазигруппы

вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥 + 𝛽1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥 + 𝛽2𝑦 . Подстановки 𝛽1, 𝛽2, такие,

что 𝛽10 = 0, 𝛽20 = 0, где 0 - нулевой элемент группы (𝑄,+), 𝛾 - произ­

вольный эндоморфизм группы (𝑄,+). Тогда 𝛾 является гомоморфизмом

квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘) тогда и только тогда, когда выполняются

следующие условия

𝛾𝛽1 = 𝛽2𝛾, 𝛾𝜙1 = 𝜙2𝛾.

Предложение 1.5.1. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные слева над

группой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 ·𝑦 = 𝜙1𝑥+𝑐1+𝛽1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝜙2𝑥+𝑐2+𝛽2𝑦 ,

𝛾 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦. Тогда

гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝑅̃𝑐2𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 𝑅̃−𝑐1 = 𝛽2𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1
1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Аналогично, если (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные справа над группой

(𝑄,+) квазигруппы вида: 𝑥 · 𝑦 = 𝛼1𝑥 + 𝑐1 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼2𝑥 + 𝑐2 + 𝜓2𝑦 ,

𝛾 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = (𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦). Тогда

гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝑅̃𝑐2𝛼2𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1
1 𝑅̃−𝑐1 = 𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Предложение 1.5.2. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - алинейные квазигруппы

вида 𝑥·𝑦 = 𝜙1𝑥+𝑐1+𝜓1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝜙2𝑥+𝑐2+𝜓2𝑦 , 𝛾 является гомоморфизм

квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 . Тогда гомоморфизм 𝛾

можно представить виде

𝛾 = 𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.
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Предложение 1.5.3. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - квазигруппа смешанно­

го типа линейности I рода 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥+ 𝑐1 +𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥+ 𝑐2 +𝜓2𝑦 ,

𝛾 является гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 .

Тогда гомоморфизм 𝛾 можно представить виде

𝛾 = 𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

"Симметричные" утверждения верны для случая квазигрупп сме­

шанного типа линейности II рода, а также алинейных слева (справа)

квазигрупп.

Предложение 1.5.4. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - квазигруппа смешанно­

го типа линейности II рода 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥+ 𝑐1+𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥+ 𝑐2+𝜓2𝑦 ,

𝛾 является гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 .

Тогда гомоморфизм 𝛾 можно представить виде

𝛾 = 𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Предложение 1.5.5. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - алинейная слева над

группой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 ·𝑦 = 𝜙1𝑥+𝑐1+𝛽1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝜙2𝑥+𝑐2+𝛽2𝑦 ,

𝛾 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦. Тогда

гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝐿̃𝑐2𝛽2𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Предложение 1.5.6. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - алинейная справа над

группой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 ·𝑦 = 𝛼1𝑥+𝑐1+𝜓1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝛼2𝑥+𝑐2+𝜓2𝑦 ,

𝛾 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = (𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦). Тогда

гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝑅̃𝑐2𝛼2𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1
1 𝑅̃−𝑐1 = 𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.
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Теорема 1.6.1. Пусть (𝑄,𝐴) - линейная квазигруппа: 𝐴(𝑥, 𝑦) =

= 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , (𝑄,𝐴−1) - её парастроф, 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑥+ 𝐽𝜓−1𝑐+

+𝜓−1𝑦 . Любая эндотопия квазигруппы (𝑄,𝐴−1) имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜎𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎),

где 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥+ 𝑏, левая и правая трансляции группы (𝑄,+),

𝛼−1(𝜓−1) - обратная подстановка (автоморфизм) для 𝛼(𝜓).

Следствие 1.6.1. Любой эндоморфизм 𝛾 линейной квазигруппы вида

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥+ 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 + 𝜓−1
1 𝑦 (−1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+ 𝐽𝜙−1𝑐+

+𝐽𝜙−1𝜓𝑦), можно представить в виде:

𝛾 = 𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓𝜙
−1 = 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜎𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎,

(𝛾 = 𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙 = 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅𝑏𝜎𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎).

Теорема 1.6.2. Пусть (𝑄,𝐴−1) и (𝑄,𝐵−1) парастрофы линейной

квазигруппы (Q, A): 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+𝑐+𝜓𝑦 , 𝛾 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), где 𝐴−1(𝑥, 𝑦) =

= 𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥 + 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 + 𝜓−1
1 𝑦 , 𝐵−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝑥 + 𝐽𝜓−1
2 𝑐2 + 𝜓−1

2 𝑦.

Тогда эндоморфизм 𝛾 группы (𝑄,+) является гомоморфизмом квазиг­

руппы (𝑄,𝐴−1) в квазигруппу (𝑄,𝐵−1) тогда и только тогда, когда

𝛾𝐽𝜓−1
1 𝜙1 = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝛾, 𝛾𝜓−1
1 = 𝜓−1

2 𝛾, 𝛾𝐽𝜓−1
1 𝑐1 = 𝐽𝜓−1

2 𝛾𝑐2.

Предложение 1.6.1. Пусть (𝑄,𝐴−1) и (𝑄,𝐵−1) - парастрофы ли­

нейной над группой (𝑄,+) квазигруппы (𝑄,𝐴): 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥 + 𝑐 + 𝜓𝑦 ,

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥+𝐽𝜓

−1
1 𝑐1+𝜓

−1
1 𝑦 , 𝐵−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝑥+𝐽𝜓
−1
2 𝑐2+

𝜓−1
2 𝑦. 𝛾 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄,𝐴−1) в (𝑄,𝐵−1) 𝛾(𝑥·𝑦) = 𝛾𝑥∘𝛾𝑦.
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Тогда гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝑅̃𝐽𝜓−1
2 𝐿̃𝑎𝜎𝑐2

𝐽𝜓−1
2 𝜙2𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓1𝜙

−1
1 𝑅̃−1

𝐽𝜓−1
1 𝑐1

= 𝜓−1
2 𝑅̃𝑏𝜎𝜓1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎,

где 𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄, 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎 + 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥 + 𝑏, левая и правая

трансляции группы (𝑄,+).

Глава II посвящена решению проблемы В.Д.Белоусова для некоторых

классов линейных квазигрупп. Кроме того, в данной главе приводится опи­

сание класса линейных А-квазигрупп тождествами, найдена характери­

зация смешанных типов линейных квазигрупп известными тождествами

(полусимметричности, дистрибутивности т.д.), исследованы нормальные

формы обобщенных линейных квазигрупп.

Задача определения нормальных конгруэнций для различных классов

квазигрупп поставлена В.Д.Белоусовым в его классической монографии

[7] . Формулировка задача следующая: каковы квазигруппы или лупы, в

которых все конгруэнции являются нормальными (проблема 20, с.221

из [7]). По настоящее время положительный ответ получены для некото­

рых классов квазигрупп, а именно: 𝐼𝑃 -квазигруппы, 𝑇𝑆 -квазигруппы,

𝐶𝐻 -квазигруппы, квазигруппа Штейнера, и т.д.

Напомним, что квазигруппа (𝑄, ·) называется левой (правой) квази-

группой Бола, если в ней выполняется тождество

𝑥 · (𝑦 · (𝑥 · 𝑡)) = 𝑅−1
𝑒𝑥
(𝑥 · (𝑦 · 𝑥)) · 𝑡,

((𝑡 · 𝑥) · 𝑦) · 𝑥 = 𝑡 · 𝐿−1
𝑓𝑥
((𝑥 · 𝑦) · 𝑥),

для любых 𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ 𝑄, где 𝑥𝑒𝑥 = 𝑥, 𝑓𝑥𝑥 = 𝑥, 𝐿𝑎𝑥 = 𝑎𝑥, 𝑅𝑎𝑥 = 𝑥𝑎,

𝐿−1
𝑎 𝑥 = 𝑎∖𝑥, 𝑅−1

𝑎 𝑥 = 𝑥/𝑎, для всех 𝑎, 𝑥 ∈ 𝑄 .
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Теорема 2.1.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥+ 𝛽𝑦 с условием 𝜙2 = 𝜀. Тогда в (𝑄, ·) выполняется правое тожде­

ство Бола, то есть (𝑄, ·) является правой квазигруппой Бола.

Теорема 2.1.2. Пусть (𝑄, ·) - линейная справа квазигруппа 𝑥 · 𝑦 =

= 𝛼𝑥+ 𝜓𝑦 с условием 𝜓2 = 𝜀. Тогда в (𝑄, ·) выполняется левое тожде­

ство Бола, то есть (𝑄, ·) является левой квазигруппой Бола.

Теорема 2.1.3. Пусть (𝑄, ·) - линейная квазигруппа 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦,

с условием 𝜙2 = 𝜓2 = 𝜀. Тогда в (𝑄, ·) выполняются тождества Бола,

то есть (𝑄, ·) является квазигруппой Бола.

Квазигруппа (𝑄, ·) называется 𝐵𝐺−квазигруппой, если (𝑄, ·) линей­

ная и в (𝑄, ·) выполняется тождества Бола.

Следствие 2.1.1. Всякая конгруэнция 𝐵𝐺−квазигруппы является

нормальной конгруэнцией.

Данное утверждение верно также для случая смешанных типов ква­

зигрупп I и II родов.

Теорема 2.1.4. Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа смешанного типа линей­

ности I рода: 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦 с условием 𝜙2 = 𝜀 (II рода 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦 с

условии 𝜓2 = 𝜀). Тогда в (𝑄, ·) выполняется правое (левое) тождество

Бола, то есть (𝑄, ·) является правой (левой) квазигруппой Бола.

Следствие 2.1.2. В квазигруппах смешанного типа линейности I,

II рода с условием 𝜙2 = 𝜀 или 𝜓2 = 𝜀 всякая конгруэнция является

нормальной.

Полученные результаты являются решением задачи В.Д.Белоусова

для вышеназванных классов квазигрупп.
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Теорема 2.2.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦

𝜂 - конгруэнция группы (𝑄,+) и 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 - сужение автоморфизма 𝜙 на

группу 𝐾𝑒𝑟𝜂. Тогда 𝜂 - конгруэнция квазигруппы (𝑄, ·) тогда и только

тогда, когда 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 - эндоморфизм группы 𝐾𝑒𝑟𝜂. Далее 𝜂 - нормальная

конгруэнция на (𝑄, ·) тогда и только тогда, когда 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 автоморфизм

группы 𝐾𝑒𝑟𝜂 .

Теорема 2.2.2. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева (справа) квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 (𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦)

причем 𝜙 (𝜓) имеет конечный порядок, тогда каждая конгруэнция на

(𝑄, ·) нормальна.

Замечание. Теоремы 2.2.2 является решением задачи В.Д. Белоусова

для класса линейных слева (справа) квазигрупп.

Квазигруппа (𝑄, ·) называется А-квазигруппой, если в (𝑄, ·) все внут­

ренные подстановки являются автоморфизмами.

Теорема 2.3.1. Квазигруппа (𝑄, ·) является А-квазигруппой, если в

примитивной квазигруппе (𝑄, ·, /, ∖) выполняются следующие соотноше­

ния:

(((𝑧1𝑧2)𝑥)𝑦)/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦)) =

= ((𝑧1𝑥 · 𝑦)/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦))) · ((𝑧2𝑥 · 𝑦/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦))),

((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥(𝑦(𝑧1𝑧2))) =

= (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧1)) · (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧2)),

(ℎ𝑥/ℎ)/ℎ)∖((𝑧1𝑧2)𝑥) = ((ℎ𝑥/ℎ)∖((𝑧1𝑥)) · ((ℎ𝑥/ℎ)∖((𝑧2𝑥)).
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В.А Щербаковым (см [18]) найдена другая система порождающих для

𝐼ℎ(𝑄, ·), а именно: 𝐼ℎ(𝑄, ·) =< 𝐿𝑥,𝑦, 𝑇𝑥,𝑦, 𝑃𝑥,𝑦 >, 𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦,

𝑇𝑥,𝑦 = 𝐿−1
𝑥*𝑦𝑅𝑥𝐿𝑦, 𝑃𝑥,𝑦 = 𝐿−1

𝑥∙𝑦𝑃𝑥𝐿𝑦, 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ), 𝑥 * 𝑦 = 𝑅−1

ℎ (𝑦ℎ · 𝑥),

𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥/𝑦ℎ).

Теорема 2.3.2. Квазигруппа (𝑄, ·) является А-квазигруппой, если

в примитивной квазигруппе (𝑄, ·, /, ∖) выполняются следующие соотно­

шения:

((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥(𝑦(𝑧1𝑧2))) =

= (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧1)) · (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧2)),

((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦(𝑧1𝑧2)𝑥) =

= ((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦𝑧1𝑥) · ((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦𝑧1𝑥),

((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/𝑦(𝑧1𝑧2)) =

= (((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/𝑦𝑧1) · (((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/𝑦𝑧2).

Теорема 2.3.3. Пусть линейная квазигруппа (𝑄, ·) является А-ква­

зигруппой, относительно элемента h, где ℎ = 0 - ноль группы (𝑄,+).

Тогда (𝑄, ·) имеет вид 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦, 𝜙𝜓 = 𝜓𝜙.

Определение 2.5.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева (справа) квазиг­

руппа: 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+𝛽𝑦 (𝑥 ·𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+𝜓𝑦). Четверку ((𝑄,+), 𝜙, 𝛽, 𝑐)

(((𝑄,+), 𝛼, 𝜓, 𝑐)), где 𝜙, (𝜓) ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛽, (𝛼) - подстановка множе­

ства 𝑄, назовем нормальной формой квазигруппы (𝑄, ·) и обозначим

следующим образом Λ = ((𝑄,+), 𝜙, 𝛽, 𝑐) (Λ = ((𝑄,+), 𝛼, 𝜓, 𝑐)). Группу

(𝑄,+) назовем Λ - группой квазигруппы (𝑄, ·).

Теорема 2.5.1. Пусть (𝑄1, ·), (𝑄2, ∘) - две линейные слева квази­

группы Λ1 = ((𝑄,+), 𝜙1, 𝛽1, 𝑐1), Λ2 = ((𝑄,⊕), 𝜙2, 𝛽2, 𝑐2) - нормальные
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формы, 𝜂 : (𝑄1, ·) → (𝑄2, ∘) - гомоморфизм квазигруппы (𝑄1, ·) в (𝑄2, ∘).

Положим 𝜉1𝑥 = 𝜂𝑥 * 𝜂0, 𝜉2𝑥 = 𝜂0 ⊕ 𝜂𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑄1 . Тогда 𝜉1 и

𝜉2 - гомоморфизмы группы (𝑄1,+) в (𝑄2,⊕) и 𝜉1𝜙1 = 𝜙2𝜉1 , 𝜉2𝛽1 = 𝛽2𝜉2 .

Кроме того, 𝜉1 (𝜉2) - взаимно однозначно тогда и только тогда, когда 𝜂

- взаимно однозначно.

Теорема 2.5.2. Пусть (𝑄1, ·), (𝑄2, ∘) - две линейные справа квази­

группы Λ1 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝜓1, 𝑐1), Λ2 = ((𝑄,⊕), 𝛼2, 𝜓2, 𝑐2) - нормальные

формы, 𝜂 : (𝑄1, ·) → (𝑄2, ∘) - гомоморфизм квазигруппы (𝑄1, ·) в (𝑄2, ∘).

Положим 𝜉1𝑥 = 𝜂𝑥 * 𝜂0, 𝜉2𝑥 = 𝜂0⊕ 𝜂𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑄1 . Тогда 𝜉1 и 𝜉2

- гомоморфизм группы (𝑄1,+) в (𝑄2,⊕) и 𝜉1𝜙1 = 𝜙2𝜉1 , 𝜉2𝛽1 = 𝛽2𝜉2 .

Теорема 2.5.3. Пусть (𝑄1, ·), (𝑄2, ∘) - две линейные слева ква­

зигруппы и Λ1 = ((𝑄,+), 𝜙1, 𝛽1, 𝑐1) - нормальные формы, (𝑄1, ·), 𝜂 :

(𝑄1, ·) → (𝑄2, ∘) - квазигрупповой гомоморфизм. Тогда существует нор­

мальная форма Λ2 = ((𝑄,⊕), 𝜙2, 𝛽2, 𝑐2) квазигруппы (𝑄2, ∘) такая, что

𝜂 : (𝑄1,+) → (𝑄2,⊕) групповой гомоморфизм, причем 𝜂𝜙1 = 𝜙2𝜂 ,

𝜂𝛽1 = 𝛽2𝜂 , 𝜂(𝑐1) = 𝑐2 .
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Глава 1

Автоморфизмы и эндоморфизмы обобщенных

линейных квазигрупп

1.1. Основные понятия и необходимые сведения

Приводим некоторые определения и сведения, которые известны и

будут использованы в диссертации.

Определение 1.1.1. [7] Группоид (𝑄, ·) то есть множество 𝑄 с би­

нарной операцией (·) называется квазигруппой, если для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄

уравнения

𝑎 · 𝑥 = 𝑏, 𝑦 · 𝑎 = 𝑏, (1.1.1)

всегда разрешимы, причем однозначно.

Определение 1.1.2. [18] Группоид (𝑄, ·) называется правой квази-

группой, если уравнение 𝑎 · 𝑥 = 𝑏 имеет единственное решение 𝑥 ∈ 𝑄,

для всех фиксированных 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄.

Определение 1.1.3. [18] Группоид (𝑄, ·) называется левой квазигруп­

пой, если уравнение 𝑦 · 𝑎 = 𝑏 имеет единственное решение 𝑦 ∈ 𝑄, для

всех фиксированных 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄.

Определение 1.1.4. [18] Если группоид (𝑄, ·) является одновременно

левой и правой квазигруппой, то (𝑄, ·) называют квазигруппой.

Существует также другое определение квазигруппы, которое эквива­

лентно определению 1.1.4 [19], а именно
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Определение 1.1.5. [15] Бинарный группоид (𝑄,𝐴) c операцией 𝐴,

такое что в равенстве 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3 по любым двум элементам из

тройки 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 однозначно определяется третий элемент называется

бинарной квазигруппой.

В теории квазигрупп, в отличие от теории групп важную роль играют

так называемые локальные единицы 𝑓𝑥 и 𝑒𝑥 произвольного элемента 𝑥 .

Определение 1.1.6. [15] Элемент 𝑓𝑥 квазигруппы (𝑄, ·) называется

левой локальной единицей элемента 𝑥 ∈ 𝑄, если 𝑓𝑥 · 𝑥 = 𝑥.

В литературе встречается также другая запись: 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) · 𝑥 = 𝑥 .

Определение 1.1.7. [15] Элемент 𝑒𝑥 квазигруппы (𝑄, ·) называется

правой локальной единицей элемента 𝑥 ∈ 𝑄, если 𝑥 · 𝑒𝑥 = 𝑥 или

𝑥 · 𝑒(𝑥) = 𝑥.

Если все левые (правые) единицы равны, то есть 𝑓𝑥 = 𝑓𝑦 = . . . = 𝑓

(𝑒𝑥 = 𝑒𝑦 = . . . = 𝑒) то 𝑓 (𝑒) называется левой (правой) единицей ква­

зигрупы (𝑄, ·) . В случае 𝑓 = 𝑒 , то есть, если левая и правая единичные

элементы квазигруппы (𝑄, ·) совпадают, то она называется единицей ква­

зигруппы (𝑄, ·) . Квазигруппа (𝑄, ·) с левым (правым) единичным элемен­

там называется левой (правой) лупой. Квазигруппа с единичным элемен­

там называется лупой. Нетрудно проверить, что единичный элемент лупы

является единственным. Из определения локальных единиц и уравнения

(1.1.1) следует, что 𝑓𝑥 = 𝑥/𝑥 и 𝑒𝑥 = 𝑥∖𝑥 . Следовательно квазигруппа

(𝑄, ·, /, ∖) является лупой, если 𝑥/𝑥 = 𝑥∖𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑄 .

Известно [7], что квазигруппу можно определить как алгебру (𝑄, ·, /, ∖)

с тремя бинарными операциями (·), (/) и (∖) , в которой выполняются сле­
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дующие тождества:

𝑥 · (𝑥∖𝑦) = 𝑦, (𝑦/𝑥) · 𝑥 = 𝑦 (1.1.2)

𝑥∖(𝑥 · 𝑦) = 𝑦, (𝑦 · 𝑥)/𝑥 = 𝑦 (1.1.3)

В литературе квазигруппу (𝑄, ·, /, ∖) называют примитивной квазиг­

руппой [7] или 𝑒 - квазигрупой [20].

Понятие линейности играет важную роль в теории квазигрупп. Впер­

вые связь квазигрупп с группами встречается в работе В.Д.Белоусова [3],

где и введен класс линейных квазигрупп. Фундаментальным результатом

В.Д.Белоусова является следующая теорема: если в произвольной квазиг­

руппе выполняется уравновешенное тождество первого рода, то квази-

группа изотопна группе.

Определение 1.1.8. Квазигруппа (𝑄, ·) называется линейной над

группой (𝑄,+), если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦,

где 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), с - фиксированный элемент из множества 𝑄.

Позднее идея линейности над "хорошей" группой или лупой обобща­

лись другими авторами [4,5,21,22]. Примерами линейных квазигрупп явля­

ется: медиальные квазигруппы (𝑥𝑢·𝑦𝑣 = 𝑥𝑦·𝑢𝑣) [8], 𝐶𝐻 -квазигруппы [11],

𝐹 -квазигруппы, 𝑇 -квазигруппы, дистрибутивные квазигруппы 𝑥 · 𝑦𝑧 =

= 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧, 𝑥𝑦 · 𝑧 = 𝑥𝑧 · 𝑦𝑧, дистрибутивные квазигруппы Штейнера, лево­

дистрибутивные квазигруппы, 𝑛-арные медиальные квазигруппы и т.д. В

литературе встречаются также некоторые обобщенния линейных квази-

групп [23].
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Определение 1.1.9. Квазигруппа (𝑄, ·) называется линейной слева

(справа) над группой (𝑄,+), если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 (𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦),

где 𝜙, (𝜓) ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛽, (𝛼) - подстановка множества 𝑄.

По аналогии с линейными квазигруппами Г.Б.Белявской и А.Х. Та­

баровым в работе [6] введены и исследованы новые классы квазигрупп:

алинейные, алинейные слева (справа) и квазигруппы смешанного типа ли­

нейности I и II родов.

Определение 1.1.10. Квазигруппа (𝑄, ·) называется алинейной над

группой (𝑄,+), если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦,

где 𝜙, 𝜓− антиавтоморфизмы группы (𝑄,+), 𝑐 ∈ 𝑄 - фиксированный

элемент из множества 𝑄.

Определение 1.1.11. Квазигруппа (𝑄, ·) называется алинейной сле­

ва (справа) над группой (𝑄,+), если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 (𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦),

где 𝛽 (соответственно 𝛼) - подстановка множества 𝑄, 𝜙(𝜓) - антиав­

томорфизм группы (𝑄,+).

Определение 1.1.12. Квазигруппа (𝑄, ·) называется квазигруппой

смешанного типа I рода или II рода, над группой (𝑄,+), если (𝑄, ·) име­

ет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 (𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦),
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где 𝜓, (𝜙)− антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝜙, (𝜓) ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+).

В диссертации также исследованs класс квазигрупп Бола,

𝐴−квазигруппы и т.д.

Определение 1.1.13. [13] Квазигруппа (𝑄, ·) называется квазигруп­

пой Бола, если в ней выполняются следующие тождества

𝑥 · (𝑦 · (𝑥 · 𝑡)) = 𝑅−1
𝑒𝑥
(𝑥 · (𝑦 · 𝑥)) · 𝑡 (1.1.4)

((𝑡 · 𝑥) · 𝑦) · 𝑥 = 𝑡 · 𝐿−1
𝑓𝑥
((𝑥 · 𝑦) · 𝑥) (1.1.5)

для любых 𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ 𝑄, где 𝑥𝑒𝑥 = 𝑥, 𝑓𝑥𝑥 = 𝑥, 𝐿𝑎𝑥 = 𝑎𝑥,𝑅𝑎𝑥 = 𝑥𝑎, 𝐿−1
𝑎 𝑥 =

𝑎∖𝑥,𝑅−1
𝑎 𝑥 = 𝑥/𝑎, для всех 𝑎, 𝑥 ∈ 𝑄.

Как известно [7] класс квазигрупп с одной бинарной операцией не за­

мкнут относительно гомоморфных образов, другими словами, гомоморф­

ный образ квазигруппы в общем случае является группоидом с делением

[15].

Эквивалентное отношение 𝜃 в квазигруппе (𝑄, ·) является конгруэн­

цией, если 𝜃 подквазигруппа прямого произведения 𝑄×𝑄 . Квазигруппа

(𝑄, ·) называется простой, если (𝑄, ·) имеет только тривиальную конгру­

энцию.

Приводим другие известные определения о конгруэнциях квазигрупп.

Определение 1.1.14. [24] Отношение эквивалентности 𝜃 множе­

ства 𝑄 называется левой конгруэнцией в квазигруппе (𝑄, ·), если из

𝑎𝜃𝑏 следует (𝑐 · 𝑎)𝜃(𝑐 · 𝑏) для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 1.1.15. [24] Отношение эквивалентности 𝜃 множе­

ства 𝑄 называется правой конгруэнцией в квазигруппе (𝑄, ·), если из

𝑎𝜃𝑏 следует (𝑎 · 𝑐)𝜃(𝑏 · 𝑐) для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.
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Определение 1.1.16. [24] Отношение эквивалентности 𝜃 множе­

ства 𝑄 называется конгруэнцией в квазигруппе (𝑄, ·), если из 𝑎𝜃𝑏 сле­

дует (𝑎 · 𝑐)𝜃(𝑏 · 𝑐) и (𝑐 · 𝑎)𝜃(𝑐 · 𝑏) для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 1.1.17. [24] Конгруэнция 𝜃 называется левой нормаль­

ной в квазигруппе (𝑄, ·), если из (𝑐 · 𝑎)𝜃(𝑐 · 𝑏) следует 𝑎𝜃𝑏, для любых

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 1.1.18. [24] Конгруэнция 𝜃 называется правой нормаль­

ной в квазигруппе (𝑄, ·), если из (𝑎 · 𝑐)𝜃(𝑏 · 𝑐) следует 𝑎𝜃𝑏, для любых

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 1.1.19. [24] Конгруэнция 𝜃 называется нормальной в

квазигруппе (𝑄, ·), если из (𝑎 · 𝑐)𝜃(𝑏 · 𝑐) как и из (𝑐 ·𝑎)𝜃(𝑐 · 𝑏) следует 𝑎𝜃𝑏,

для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 1.1.20. [24] Подстановка 𝛼 множества 𝑄 называется

внутренней подстановкой относительно элемента ℎ ∈ 𝑄 если

𝛼(ℎ) = ℎ.

Определение 1.1.21. [25] Квазигруппа (𝑄, ·) называется А-квази-

группой, если 𝐼𝑛𝑡(𝑄, ·) ≤ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, ·), то есть квазигруппа в которой лю­

бая внутренняя подстановка является автоморфизмом (𝑄, ·).

1.2. Некоторые свойства линейных и алинейных квазигрупп

В данном параграфе приведены некоторые свойства обобщенных

линейных квазигрупп. Заметим, что всюду в тексте диссертации термин
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обобщенные линейные квазигруппы означает класс линейных слева (спра­

ва) квазигрупп, алинейных слева (справа) квазигрупп, смешанных типов

линейности и т.д.

Известно, что с каждой квазигруппой (𝑄, ·) связана группа 𝑀(𝑄, ·) =

= ⟨𝐿𝑎, 𝑅𝑎|𝐿𝑎𝑥 = 𝑎𝑥,𝑅𝑎𝑥 = 𝑥𝑎⟩ , которая называется группой умножения

квазигруппы (или ассоциированная группа квазигруппы, мультипликатив­

ная группа квазигруппы [26]). Группа 𝑀(𝑄, ·) обозначается также следу­

ющим образом 𝐺(𝑄, ·) , 𝐺(·) , Mult 𝐺(𝑄, ·) и т.д. Важные результаты и

информацию о группе умножения квазигруппы можно найти в работах

[27].

Подстановка 𝛼 квазигруппы (𝑄, ·) называется внутренней относи­

тельно элемента ℎ ∈ 𝑄 , если 𝛼ℎ = ℎ . Очевидно, что все внутренные под­

становки относительно обычного умножения подстановок образуют груп­

пу, которую обозначим через 𝐼𝑛𝑡(𝑄, ·) или 𝐼ℎ(·) . Группа 𝐼𝑛𝑡(𝑄, ·) порож­

дается следующими подстановками: 𝑅𝑥,𝑦 = 𝑅−1
𝑥∙𝑦𝑅𝑥𝑅𝑦 , 𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿−1

𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦 ,

𝑇𝑥 = 𝐿−1
𝜎𝑥𝑅𝑥 , 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝐿−1

ℎ (ℎ𝑥 · 𝑦) 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝐿−1
ℎ (ℎ𝑥 · 𝑦) , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅−1

ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ) ,

𝜎 = 𝑅−1
ℎ 𝐿ℎ , 𝜎 ∈ 𝐼ℎ(·) .

Через 𝐿𝑀(𝑄, ·), 𝑅𝑀(𝑄, ·) обозначим группы, порожденные левыми,

правыми подстановками:

𝐿𝑀(𝑄, ·) = ⟨𝐿𝑎|𝐿𝑎𝑥 = 𝑎𝑥⟩,

𝑅𝑀(𝑄, ·) = ⟨𝑅𝑎|𝑅𝑎𝑥 = 𝑥𝑎⟩.

Группа 𝐼ℎ(𝑄, ·) = 𝐼ℎ(·) по существу является стабилизатором элемента ℎ

под действием (𝛼 :𝑥→ 𝛼(𝑥) для всех 𝛼 ∈𝑀(𝑄, ·), 𝑥 ∈ 𝑄 группы 𝑀(𝑄, ·))

на множестве 𝑄 .
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В случае луп или групп 𝐼ℎ(+) = 𝐼0(+) , где 0 - нулевой элемент лупы

(группы) (𝑄,+) .

В.А.Шербаковым найдена другая система порождающих для группы

𝐼ℎ(·) =< 𝐿𝑥,𝑦, 𝑇𝑥,𝑦, 𝑃𝑥,𝑦 > . Так как группа умножения 𝑀(𝑄, ·) квазигруп­

пы (𝑄, ·) действует транзитивно на множество 𝑄 , то группы внутренних

подстановок относительно различных элементов множества 𝑄 изоморф­

ны, то есть 𝐼ℎ(𝑄, ·) ∼= 𝐼𝑓(𝑄, ·), ℎ, 𝑓 ∈ 𝑄 .

Здесь уместно напомнить, что группа 𝑀(𝑄, ·) играет важную роль­

при исследовании квазигрупп. Влияние группы 𝑀(𝑄, ·) на квазигруппы

(𝑄, ·) хорошо известно [27]. Например по теореме Ирингера [28] все диэд­

ральные, симметрические, альтернативные, общие линейные проективные

линейные группы, а также группы Матье 𝑀11 , 𝑀12 могут быть мульти­

пликативной группы 𝑀(𝑄, ·) для некоторой квазигруппы (𝑄, ·) .

В настоящем параграфе определены системы порождающих группы

𝐼ℎ(·) обобщенных линейных квазигрупп через трансляции соответствую­

щих (изотопных) групп.

Пусть (𝑄, ·) - линейная квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦. (1.2.1)

Здесь и всюду в дальнейшем скобки ⟨· · ·⟩ заменяют слово "порождается".

Лемма 1.2.1. Если (𝑄, ·) - левая (правая) линейная квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 . Тогда 𝐿𝑥 = 𝐿̃𝜙𝑥+𝑐𝛽 ,

𝑅𝑦 = 𝑅̃𝑐+𝜓𝑦𝛼, 𝐿−1
𝑥 = 𝛽−1𝐿̃−𝑐−𝜙𝑥, 𝑅

−1
𝑦 = 𝛼−1𝑅̃−𝜓𝑦−𝑐 .

Доказательство. Действительно, из 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 на языке

трансляций следует, что 𝐿𝑥 = 𝐿̃𝜙𝑥+𝑐𝛽𝑦 или 𝐿𝑥 = 𝐿̃𝜙𝑥+𝑐𝛽 ,
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𝐿−1
𝑥 = 𝛽−1𝐿̃−1

𝜙𝑥+𝑐 = 𝛽−1𝐿̃−(𝜙𝑥+𝑐) = 𝛽−1𝐿̃−𝑐−𝜙𝑥 .

Аналогично, из 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 следует, что 𝑅𝑦 = 𝑅̃𝑐+𝜓𝑦𝛼,

𝑅−1
𝑦 = 𝛼−1𝑅̃−𝜓𝑦−𝑐 .

Предложение 1.2.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦, 𝐼ℎ(·) - её группа внутренних подстановок. Тогда

𝐼ℎ(·) = ⟨𝐿𝑒ℎ, 𝑇𝑥,𝑦, 𝑃𝑥,𝑦⟩,

причем

𝐿𝑒ℎ = 𝐿̃ℎ−𝜓ℎ𝜓, 𝑇𝑥,𝑦 = 𝐿̃ℎ−(𝜓−1𝑐+𝑥)−𝜓−1𝜙𝜓ℎ𝑅̃𝜓−1𝑐+𝑥𝜓
−1𝜙𝜓,

𝑃𝑥,𝑦 = 𝐿̃ℎ+𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦+𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ𝑅̃−𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐−𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦𝐿−𝜓−1𝜙−1𝜓2 ,

где

𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑎𝑥 = 𝑥+ 𝑎, 𝐿𝑎𝑥 = 𝑎 · 𝑥, 𝑅𝑎𝑥 = 𝑥 · 𝑎.

Доказательство. Согласно следствие 1.107. из [13],

𝐼ℎ(·) = ⟨𝐿𝑥,𝑦, 𝑇𝑥,𝑦, 𝑃𝑥,𝑦|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄⟩,

где

𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦, 𝑇𝑥,𝑦 = 𝐿−1

𝑥*𝑦𝑅𝑥𝐿𝑦, 𝑃𝑥,𝑦 = 𝐿−1
𝑥◇𝑦𝑃𝑥𝐿𝑦.

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ), 𝑥 * 𝑦 = 𝑅−1

ℎ (𝑦ℎ · 𝑥), 𝑥 ◇ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥/𝑦ℎ).

Вычислим 𝐿𝑥 . Из (1.2.1.) следует что

𝐿𝑥 = 𝐿̃𝜙𝑥+𝑐𝜓, 𝐿−1
𝑥 = 𝜓−1𝐿̃−𝜙𝑥−𝑐, 𝑅𝑥 = 𝑅̃𝑐+𝜓𝑦𝜙, 𝑅−1

𝑥 = 𝜓−1𝑅̃−𝑐−𝜙𝑥.

Тогда

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ) = 𝜙−1𝑅̃−𝑐−𝜓ℎ(𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ)) =
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= 𝜙−1𝑅̃−𝑐−𝜓ℎ(𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓𝑐+ 𝜓2ℎ) =

= 𝜙−1(𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓𝑐+ 𝜓2ℎ− 𝜓ℎ− 𝑐) =

= 𝑥+ 𝜙−1𝑐+ 𝜙−1𝜓𝜙𝑦 + 𝜙−1𝜓𝑐+ 𝜙−1𝜓2ℎ− 𝜙−1𝜓ℎ− 𝜙−1𝑐.

Откуда

𝐿𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦(𝑡) = 𝐿−1

𝑥∘𝑦(𝑥 · 𝑦𝑡) =𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)−𝑐[𝜙𝑥+ 𝑐+

+𝜓(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑡)] = 𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)−𝑐[𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓𝑐+ 𝜓2𝑡] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) + 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓𝑐+ 𝜓2𝑡] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓𝑐+ 𝜓2𝑡] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝑅̃−𝑐−𝜓ℎ(𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓𝑐+ 𝜓2ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝜙𝑦+

+𝜓𝑐+ 𝜓2𝑡] = 𝜓−1[−𝑐+ 𝑐+ 𝜓ℎ− 𝜓2ℎ− 𝜓𝑐− 𝜓𝜙𝑦 − 𝑐− 𝜙𝑥+ 𝜙𝑥+ 𝑐+

+𝜓𝜙𝑦 + 𝜓𝑐+ 𝜓2𝑡] = −𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑐+ ℎ− 𝜓ℎ− 𝑐− 𝜙𝑦 − 𝜓−1𝑐−

−𝜓−1𝜙𝑥+ 𝜓−1𝜙𝑥+ 𝜓−1𝑐+ 𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑡 = ℎ− 𝜓ℎ+ 𝜓𝑡 = 𝐿̃ℎ−𝜓ℎ𝜓(𝑡),

то есть 𝐿𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿̃ℎ−𝜓ℎ𝜓(𝑡), и не зависит от 𝑥, 𝑦 . Но 𝐿𝑒ℎ,𝑒ℎ = 𝐿𝑒ℎ .

Следовательно,

𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿𝑒ℎ = 𝐿̃ℎ−𝜓ℎ𝜓.

Вычислим 𝑇𝑥,𝑦 :

𝑥 * 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑦ℎ · 𝑥) = 𝜙−1𝑅̃−1

𝑐+𝜓ℎ[𝜙(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ) + 𝑐+ 𝜓𝑥] =

= 𝜙−1𝑅̃−1
𝑐+𝜓ℎ[𝜙

2𝑦 + 𝜙𝑐+ 𝜙𝜓ℎ+ 𝑐+ 𝜓𝑥] =

= 𝜙−1[𝜙2𝑦 + 𝜙𝑐+ 𝜙𝜓ℎ+ 𝑐+ 𝜓𝑥− 𝜓ℎ− 𝑐] =

= 𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ+ 𝜙−1𝑐+ 𝜙−1𝜓𝑥− 𝜙−1𝜓ℎ− 𝜙−1𝑐 .

Откуда

𝑇𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿−1
𝑥*𝑦𝑅𝑥𝐿𝑦(𝑡) = 𝐿−1

𝑥*𝑦(𝑦𝑡 · 𝑥) =
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= 𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥*𝑦)−𝑐[𝜙
2𝑦 + 𝜙𝑐+ 𝜙𝜓𝑡+ 𝑐+ 𝜓𝑥] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙(𝑥 * 𝑦) + 𝜙2𝑦 + 𝜙𝑐+ 𝜙𝜓𝑡+ 𝑐+ 𝜓𝑥] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙𝑅−1
ℎ (𝑦ℎ · 𝑥) + 𝜙2𝑦 + 𝜙𝑐+ 𝜙𝜓𝑡+ 𝑐+ 𝜓𝑥] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙𝜙−1𝑅̃−𝑐−𝜓ℎ(𝜙
2𝑦 + 𝜙𝑐+ 𝜙𝜓ℎ+ 𝑐+ 𝜓𝑥) + 𝜙2𝑦 + 𝜙𝑐+ 𝜙𝜓𝑡+

+𝑐+ 𝜓𝑥]= 𝜓−1[−𝑐+ 𝑐+ 𝜓ℎ− 𝜓𝑥− 𝑐− 𝜙𝜓ℎ− 𝜙𝑐− 𝜙2𝑦 + 𝜙2𝑦 + 𝜙𝑐+

+𝜙𝜓𝑡+ 𝑐+ 𝜓𝑥] = −𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑐+ ℎ− 𝑥− 𝜓−1𝑐− 𝜓−1𝜙𝜓ℎ− 𝜓−1𝜙𝑐−

−𝜓−1𝜙2𝑦 + 𝜓−1𝜙2𝑦 + 𝜓−1𝜙𝑐+ 𝜓−1𝜙𝜓𝑡+ 𝜓−1𝑐+ 𝑥 = ℎ− 𝑥− 𝜓−1𝑐−

−𝜓−1𝜙𝜓ℎ+ 𝜓−1𝜙𝜓𝑡+ 𝜓−1𝑐+ 𝑥 = 𝐿̃ℎ−(𝜓−1𝑐+𝑥)−𝜓−1𝜙𝜓ℎ𝑅̃𝜓−1𝑐+𝑥𝜓
−1𝜙𝜓(𝑡) ,

то есть

𝑇𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿̃ℎ−(𝜓−1𝑐+𝑥)−𝜓−1𝜙𝜓ℎ𝑅̃𝜓−1𝑐+𝑥𝜓
−1𝜙𝜓(𝑡).

Вычислим 𝑃𝑥,𝑦 :

𝑥 ◇ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥/𝑦ℎ) = 𝜙−1𝑅̃−1

𝑐+𝜓ℎ[𝜙
−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓(𝑦ℎ)] =

= 𝜙−1𝑅̃−1
𝑐+𝜓ℎ[𝜙

−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓(𝑦ℎ)] =

= 𝜙−1𝑅̃−1
𝑐+𝜓ℎ[𝜙

−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ)] =

= 𝜙−1[𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2ℎ− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦 − 𝜓ℎ− 𝑐] =

= 𝜙−1𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜙−1𝜓2ℎ− 𝜙−1𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦−

−𝜙−1𝜓ℎ− 𝜙−1𝑐.

Откуда

𝑃𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿−1
𝑥◇𝑦𝑃𝑥𝐿𝑦(𝑡) = 𝐿−1

𝑥◇𝑦(𝑥/𝑦𝑡) =

= 𝜓−1𝐿̃−1
𝜙(𝑥◇𝑦)+𝑐(𝜙

−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦) =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙(𝑥 ◇ 𝑦) + 𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙𝑅−1
ℎ (𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ)) + 𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2𝑡−
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−𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦] = 𝜓−1[−𝑐+ 𝑐+ 𝜓ℎ+ 𝜙−1𝜓𝜙𝑦 + 𝜙−1𝜓𝑐+ 𝜙−1𝜓2ℎ+ 𝜙−1𝑐+

−𝜙−1𝑥+ 𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦] = −𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑐+ ℎ+

+𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦 + 𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+ 𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ+ 𝜓−1𝜙−1𝑐− 𝜓−1𝜙−1𝑥+ 𝜓−1𝜙−1𝑥−

−𝜓−1𝜙−1𝑐− 𝜓−1𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐− 𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦 = ℎ+ 𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦+

+𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+ 𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ− 𝜓−1𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐− 𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦 =

= 𝐿̃ℎ+𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦+𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ𝑅̃−𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐−𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦𝐿−𝜓−1𝜙−1𝜓2(𝑡) ,

то есть

𝑃𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿̃ℎ+𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦+𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ𝑅̃−𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐−𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦𝐿−𝜓−1𝜙−1𝜓2(𝑡) .

Предложение доказано.

Предложение 1.2.2. Пусть (𝑄, ·) - алинейная квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦,

𝐼ℎ(·) - её группа внутренних подстановок подстановок. Тогда

𝐼ℎ(·) = ⟨𝐿𝑒ℎ, 𝑇𝑥,𝑦, 𝑃𝑥,𝑦⟩,

причем

𝐿ℎ𝑥 = 𝑅̃−𝜓ℎ+ℎ𝐿̃𝜓,

𝑇𝑥,𝑦 = 𝐿̃𝑥+𝜓−1𝑐+𝜓−1𝜙2𝑦+𝜓−1𝜙𝑐𝑅̃−𝜓−1𝜙𝜓ℎ−𝜓−1𝜙𝑐−𝜓−1𝜙2𝑦−𝜓−1𝑐−𝑥+ℎ𝐿𝜓−1𝜙𝜓.

𝑃𝑥,𝑦 = 𝐿̃𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦−𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐𝑅̃𝜓−1𝜙−1𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ+𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦+ℎ𝐿−𝜓−1𝜙−1𝜓2.

.

Доказательство. Очевидно, что

𝐿𝑥 = 𝐿̃𝜙𝑥+𝑐𝜓 , 𝐿−1
𝑥 = 𝜓−1𝐿̃−1

𝜙𝑥+𝑐 , 𝑅𝑦 = 𝑅̃𝑐+𝜓𝑦𝜙 , 𝑅−1
𝑦 = 𝜙−1𝑅−1

𝑐+𝜓𝑦
.

Вычислим 𝐿𝑥,𝑦 .
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𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ) = 𝜙−1𝑅̃−1

𝑐+𝜓ℎ
[𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ)] =

= 𝜙−1𝑅̃−1
𝑐+𝜓ℎ

[𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓2ℎ+ 𝜓𝑐+ 𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜙−1[𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓2ℎ+ 𝜓𝑐+ 𝜓𝜙𝑦 − 𝜓ℎ− 𝑐] =

−𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓ℎ+ 𝜙−1𝜓𝜙𝑦+ 𝜙−1𝜓𝑐+ 𝜙−1𝜓2ℎ+ 𝜙−1𝑐+ 𝑥 .

Откуда

𝐿𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦(𝑡) = 𝐿−1

𝑥∘𝑦(𝑥 · 𝑦𝑡) =𝜓−1𝐿̃−1
𝜙(𝑥∘𝑦)+𝑐[𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑡)] =

= 𝜓−1𝐿̃−1
𝜙(𝑥∘𝑦)+𝑐[𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓2𝑡+ 𝜓𝑐+ 𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) + 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓2𝑡+ 𝜓𝑐+ 𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙𝜙−1𝑅̃−1
𝑐+𝜓ℎ

(𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓2ℎ+ 𝜓𝑐+ 𝜓𝜙𝑦) + 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓2𝑡+ 𝜓𝑐+ 𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜓−1[−𝑐+ 𝑐+ 𝜓ℎ− 𝜓𝜙𝑦 − 𝜓𝑐− 𝜓2ℎ− 𝑐− 𝜙𝑥+ 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓2𝑡+ 𝜓𝑐+ 𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑡+ 𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝜙𝑥− 𝜓−1𝜙𝑥− 𝜓−1𝑐− 𝜓ℎ− 𝑐− 𝜙𝑦 + ℎ+ 𝜓−1𝑐−

−𝜓−1𝑐= 𝜓𝑡− 𝜓ℎ+ ℎ = 𝐿ℎ𝑥 = 𝑅̃−𝜓ℎ+ℎ𝐿̃𝜓𝑡(𝑡).

Таким образом, 𝐿ℎ𝑥 = 𝑅̃−𝜓ℎ+ℎ𝐿̃𝜓.

Вычислим 𝑇𝑥,𝑦 :

𝑥 * 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑦ℎ · 𝑥) = 𝜙−1𝑅̃−1

𝑐+𝜓ℎ
[𝜙(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ) + 𝑐+ 𝜓𝑥] =

𝜙−1(𝜙𝜓ℎ+ 𝜙𝑐+ 𝜙2𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑥) =

= 𝜙−1(𝜙𝜓ℎ+ 𝜙𝑐+ 𝜙2𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑥− 𝜓ℎ− 𝑐) =

= −𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓ℎ+ 𝜙−1𝜓𝑥+ 𝜙−1𝑐+ 𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ .

Откуда

𝑇𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿−1
𝑥*𝑦𝑅𝑥𝐿𝑦(𝑡) = 𝐿−1

𝑥*𝑦(𝑦𝑡 · 𝑥) = 𝜓−1𝐿̃−1
𝜙(𝑥*𝑦)+𝑐(𝜙𝜓𝑡+ 𝜙𝑐+ 𝜙2𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑥) =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙𝜙−1𝑅̃−1
𝑐+𝜓ℎ

(𝜙𝜓ℎ+ 𝜙𝑐+ 𝜙2𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑥) + 𝜙𝜓𝑡+ 𝜙𝑐+ 𝜙2𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑥] =

= 𝜓−1[−𝑐+ 𝑐+ 𝜓ℎ− 𝜓𝑥− 𝑐− 𝜙2𝑦 − 𝜙𝑐− 𝜙𝜓ℎ+ 𝜙𝜓𝑡+ 𝜙𝑐+ 𝜙2𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑥] =
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= 𝑥+ 𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝜙2𝑦 + 𝜓−1𝜙𝑐+ 𝜓−1𝜙𝜓𝑡− 𝜓−1𝜙𝜓ℎ− 𝜓−1𝜙𝑐− 𝜓−1𝜙2𝑦 − 𝜓−1𝑐−

−𝑥+ℎ+𝜓−1𝑐−𝜓−1𝑐 = 𝐿̃𝑥+𝜓−1𝑐+𝜓−1𝜙2𝑦+𝜓−1𝜙𝑐𝑅̃−𝜓−1𝜙𝜓ℎ−𝜓−1𝜙𝑐−𝜓−1𝜙2𝑦−𝜓−1𝑐−𝑥+ℎ𝐿𝜓−1𝜙𝜓(𝑡),

то есть

𝑇𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿̃𝑥+𝜓−1𝑐+𝜓−1𝜙2𝑦+𝜓−1𝜙𝑐𝑅̃−𝜓−1𝜙𝜓ℎ−𝜓−1𝜙𝑐−𝜓−1𝜙2𝑦−𝜓−1𝑐−𝑥+ℎ𝐿𝜓−1𝜙𝜓(𝑡).

Вычислим 𝑃𝑥,𝑦 :

𝑥 ◇ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥/𝑦ℎ) = 𝜙−1𝑅̃−1

𝑐+𝜓ℎ
[𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓(𝜙𝑦 + 𝑐+ 𝜓ℎ)] =

= 𝜙−1𝑅̃−1
𝑐+𝜓ℎ

[𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2ℎ− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜙−1[𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2ℎ− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦 − 𝜓ℎ− 𝑐] =

= −𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓ℎ− 𝜙−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦 − 𝜙−1𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜙−1𝜓2ℎ− 𝜙−1𝜙−1𝑐+ 𝜙−1𝜙−1𝑥.

Откуда

𝑃𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿−1
𝑥◇𝑦𝑃𝑥𝐿𝑦 = 𝐿−1

𝑥◇𝑦(𝑥/𝑦𝑡) =

= 𝜓−1𝐿̃𝜙(𝑥◇𝑦)+𝑐(𝜙
−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦) =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙(𝑥 ◇ 𝑦) + 𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜓−1[−𝑐− 𝜙𝜙−1𝑅̃−1
𝑐+𝜓ℎ

(𝜙−1𝑥− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2ℎ− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦𝜙−1)+

+𝜙−1𝑥+ 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦] =

= 𝜓−1[−𝑐+ 𝑐+ 𝜓ℎ+ 𝜙−1𝜓𝜙𝑦 − 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓2ℎ+ 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝑥+ 𝜙−1𝑥−

−𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝜓2𝑡− 𝜙−1𝜓𝑐− 𝜙−1𝜓𝜙𝑦] = 𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦 − 𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐− 𝜓−1𝜙−1𝜓2𝑡−

−𝜓−1𝜙−1𝑐+ 𝜓−1𝜙−1𝑥−𝜓−1𝜙−1𝑥+ 𝜓−1𝜙−1𝑐+ 𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ+ 𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+

+𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦 + ℎ+ 𝜓−1𝑐− 𝜓−1𝑐 =

= 𝐿̃𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦−𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐𝑅̃𝜓−1𝜙−1𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ+𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦+ℎ𝐿−𝜓−1𝜙−1𝜓2(𝑡).
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Таким образом,

𝑃𝑥,𝑦(𝑡) = 𝐿̃𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦−𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐𝑅̃𝜓−1𝜙−1𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓2ℎ+𝜓−1𝜙−1𝜓𝑐+𝜓−1𝜙−1𝜓𝜙𝑦+ℎ𝐿−𝜓−1𝜙−1𝜓2(𝑡).

Предложение 1.2.3. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦,𝐻 ⊆ 𝑄.

1) (𝐻,+) - подгруппа группы (𝑄,+).

2) (𝜙𝐻 ⊆ 𝐻), 𝛽−1𝐻 ⊆ 𝐻,∀𝑥 ∈ 𝐻, 𝑐 ∈ 𝐻.

Тогда (𝐻, ·) является подквазигруппой квазигруппы (𝑄, ·).

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа: 𝑥 · 𝑦 =

=𝜙𝑥 + 𝑐 + 𝛽𝑦, 𝐻 ⊆ 𝑄. Рассмотрим уравнение 𝑎 · 𝑥 = 𝑏 , где 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻.

Нам необходимо доказать, что 𝑥 ∈ 𝐻. Из уравнение 𝑎 · 𝑥 = 𝑏 следует, что

𝜙𝑎+ 𝑐+ 𝛽𝑥 = 𝑏 или 𝛽𝑥 = −𝑐− 𝜙𝑎+ 𝑏 . Из 𝑐 ∈ 𝐻 следует, что −𝑐 ∈ 𝐻

(так как (𝐻,+) - подгруппа), из 𝜙𝐻 ⊆ 𝐻 следует, что −𝜙𝑎 ∈ 𝐻 , далее

(−𝑐− 𝜙𝑎+ 𝑏) ∈ 𝐻 , так как (𝐻,+) есть подгруппа группы (𝑄,+) . Далее

из 𝛽𝑥 = −𝑐− 𝜙𝑎+ 𝑏 следует, что 𝑥 = 𝛽−1(−𝑐− 𝜙𝑎+ 𝑏) = 𝛽−1𝑑 , где 𝑑 =

= (−𝑐 − 𝜙𝑎 + 𝑏) ∈ 𝐻 . Так как по условию 𝛽−1𝐻 ⊆ 𝐻 , тогда 𝛽−1𝑑 ∈ 𝐻 .

Таким образом 𝑥 ∈ 𝐻 .

Следовательно (𝐻, ·) является подквазигруппой квазигруппы (𝑄, ·) .

Предложение 1.2.4. Пусть (𝑄, ·) - линейная справа квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦, 𝐻 ⊆ 𝑄.

1) (𝐻,+) - подгруппа группы (𝑄,+).

2) (𝜓𝐻 ⊆ 𝐻), 𝛼−1𝐻 ⊆ 𝐻,∀𝑦 ∈ 𝐻, 𝑐 ∈ 𝐻.

Тогда (𝐻, ·) является подквазигруппой квазигруппы (𝑄, ·).

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - линейная справа квазигруппа: 𝑥·𝑦 =

= 𝛼𝑥 + 𝑐 + 𝜓𝑦, 𝐻 ⊆ 𝑄. Рассмотрим уравнение 𝑦 · 𝑎 = 𝑏 , где 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻.
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Нам необходимо доказать, что 𝑦 ∈ 𝐻. Из уравнение 𝑦 · 𝑎 = 𝑏 следует,

что 𝛼𝑦 + 𝑐+ 𝜓𝑎 = 𝑏 или 𝛼𝑦 = 𝑏− 𝜓𝑎− 𝑐 . Из 𝑐 ∈ 𝐻 следует, что −𝑐 ∈ 𝐻 ,

из 𝜓𝐻 ⊆ 𝐻 следует, что −𝜓𝑎 ∈ 𝐻 , далее (𝑏 − 𝜓𝑎 − 𝑐) ∈ 𝐻 , так как

(𝐻,+) есть подгруппа группы (𝑄,+) . Далее из 𝛼𝑦 = 𝑏− 𝜓𝑎− 𝑐 следует,

что 𝑦 = 𝛼−1(𝑏− 𝜓𝑎− 𝑐) = 𝛼−1𝑡 , где 𝑡 = (𝑏− 𝜓𝑎− 𝑐) ∈ 𝐻 . Но по условию

𝛼−1𝐻 ⊆ 𝐻 так, что 𝛼−1𝑡 ∈ 𝐻 . Таким образом 𝑦 ∈ 𝐻 .

Следовательно (𝐻, ·) является подквазигруппой квазигруппы (𝑄, ·) .

С каждой квазигруппой (𝑄, ·) связаны пять квазигрупп, которых на­

зывают парастрофами квазигруппы (𝑄, ·) [7]. Поясним этот факт. Ес­

ли обозначим квазигрупповую операцию квазигруппы (𝑄, ·) через 𝐴 ,

то операцию 𝐴 можно ассоциировать следующими квазигруповыми опе­

рациями: 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3 ⇔ 𝐴(12)(𝑥2, 𝑥1) = 𝑥3 ⇔ 𝐴(13)(𝑥3, 𝑥2) = 𝑥1

⇔ 𝐴(23)(𝑥1, 𝑥3) = 𝑥2 ⇔ 𝐴(132)(𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 ⇔ 𝐴(123)(𝑥3, 𝑥1) = 𝑥2 . Это

означает, что 𝐴𝜎(𝑥𝜎1, 𝑥𝜎2) = 𝑥𝜎3 ⇔ 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3 , где 𝜎 ∈ 𝑆3 =

= {𝑒, (12), (13), (23), (123), (132)} - группа подстановок третьего порядка.

Таким образом, для квазигруппы (𝑄,𝐴) существуют следующие пять

парастрофов: ∑︁
= {𝐴(12), 𝐴(13), 𝐴(23), 𝐴(123), 𝐴(132)} (1.2.2)

Систему (1.2.2) называют системой парастрофов квазигруппы 𝐴 .

В литературе встречается также другая запись парастрофов квазиг­

руппы:

𝐴, 𝐴*, 𝐴−1, −1𝐴, −1(𝐴−1), (−1𝐴)−1.

В предложениях 1.2.5 -1.2.10. найдены парастрофы обобщенных ли­

нейных квазигрупп.
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Предложение 1.2.5. Пусть (𝑄,𝐴) - линейная слева квазигруппа:

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦.

Тогда
−1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙1𝑥+ 𝑐1 + 𝛽1𝑦,

*𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝛽𝑦 + 𝑐+ 𝜙𝑥,

где 𝜙, 𝜙1 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛽, 𝛽1 - подстановки множества 𝑄, 𝑐1 ∈ 𝑄.

Доказательство. Пусть 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑧. Тогда −1𝐴(𝑧, 𝑦) = 𝑥,

𝑧 = 𝜙𝑥+𝑐+𝛽𝑦 ⇒ 𝑧 = 𝜙−1𝐴(𝑧, 𝑦)+𝑐+𝛽𝑦 ⇒ 𝜙−1𝐴(𝑧, 𝑦) = 𝑧−𝛽𝑦−𝑐 =

= 𝜙−1𝑧 + 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝛽𝑦 − 𝜙−1𝑐 = 𝜙1𝑥+ 𝑐1 + 𝛽1𝑦,

где 𝜙−1 = 𝜙1, 𝛽𝑦 = 𝐽𝜙−1𝑐+𝐽𝜙−1𝛽𝑦+𝐽𝜙−1𝑐 - подстановка множества

𝑄 , 𝑐1 = 𝐽𝜙−1𝑐 .

Предложение 1.2.6. Пусть (𝑄,𝐴) - линейная справа квазигруппа:

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦.

Тогда

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝛼1𝑥+ 𝑐1 + 𝜓1𝑦, 𝐴*(𝑥, 𝑦) = 𝜓𝑦 + 𝑐+ 𝛼𝑥,

где 𝜓, 𝜓1 ∈𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛼, 𝛼1 - подстановки множества 𝑄, 𝑐1 ∈ 𝑄.

Доказательство. Пусть 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑧. Тогда 𝐴−1(𝑥, 𝑧) = 𝑦,

𝑧 = 𝛼𝑥+𝑐+𝜓𝑦 ⇒ 𝑧 = 𝛼𝑥+𝑐+𝜓𝐴−1(𝑥, 𝑧) ⇒ 𝜓𝐴−1(𝑥, 𝑧) = −𝑐−𝛼𝑥+𝑧 =

= −𝜓−1𝑐− 𝜓−1𝛼𝑥+ 𝜓−1𝑐− 𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑧 = 𝛼1𝑥+ 𝑐1 + 𝜓1𝑦 ,

где 𝛼1𝑥 = 𝐽𝜓−1𝑐+ 𝐽𝜓−1𝛼𝑥+ 𝜓−1𝑐 - подстановки множества 𝑄 , 𝜓1 = 𝜓−1

- автоморфизм группы (𝑄,+) , 𝑐1 = 𝐽𝜓−1𝑐 .

Предложение 1.2.7. Пусть (𝑄,𝐴) - алинейная слева квазигруппа:

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦.
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Тогда
−1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝛽1𝑦 + 𝑐1 + 𝜙1𝑥,

*𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝛽𝑦 + 𝑐+ 𝜙𝑥,

где 𝜙, 𝜙1 - антиавтоморфизмы группы (𝑄,+), 𝛽, 𝛽1 - подстановки мно­

жества 𝑄, 𝑐1 ∈ 𝑄.

Доказательство. Пусть 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑧. Тогда −1𝐴(𝑧, 𝑦) = 𝑥,

𝑧 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 ⇒ 𝑧 = 𝜙−1𝐴(𝑥, 𝑧) + 𝑐+ 𝛽𝑦 ⇒ 𝜙−1𝐴(𝑥, 𝑧) =

= 𝑧 − 𝛽𝑦 − 𝑐 = −𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝛽𝑦 + 𝜙−1𝑧 = −𝜙−1𝑐− 𝜙−1𝛽𝑦 + 𝜙−1𝑐−

−𝜙−1𝑐+ 𝜙−1𝑧 = 𝛽1𝑦 + 𝑐1 + 𝜙1𝑧 ,

где 𝜙−1 = 𝜙1, 𝛽1𝑦 = 𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝛽𝑦 + 𝜙−1𝑐 - подстановка множества 𝑄 ,

𝑐1 = 𝐽𝜙−1𝑐 .

Предложение 1.2.8. Пусть (𝑄,𝐴) - aлинейная справа квазигруппа:

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦.

Тогда

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝜓1𝑥+ 𝑐1 + 𝛼1𝑦, 𝐴*(𝑥, 𝑦) = 𝜓𝑦 + 𝑐+ 𝛼𝑥,

где 𝜓, 𝜓1 ∈𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛼, 𝛼1 - подстановка множества 𝑄, 𝑐1 ∈ 𝑄.

Доказательство. Пусть 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑧. Тогда 𝐴−1(𝑥, 𝑧) = 𝑦,

𝑧 = 𝛼𝑥+𝑐+𝜓𝑦 ⇒ 𝑧 = 𝛼𝑥+𝑐+𝜓𝐴−1(𝑥, 𝑧) ⇒ 𝜓𝐴−1(𝑥, 𝑧) = −𝑐−𝛼𝑥+𝑧 =

= 𝜓−1𝑧 − 𝜓−1𝛼𝑥 − 𝜓−1𝑐 = 𝜓−1𝑧 + 𝜓−1𝑐 − 𝜓−1𝑐 − 𝜓−1𝛼𝑥 − 𝜓−1𝑐 =

= 𝜓1𝑥+ 𝑐1 + 𝛼1𝑦 ,

где 𝛼1𝑥 = 𝐽𝜓−1𝑐+ 𝐽𝜓−1𝛼𝑥+ 𝜓−1𝑐 - подстановка множества 𝑄 , 𝜓1 = 𝜓−1

- антиавтоморфизм группы (𝑄,+) , 𝑐1 = 𝐽𝜓−1𝑐 .

Предложение 1.2.9. Пусть (𝑄,𝐴) - квазигруппа смешанного типа

линейности I рода:

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦.
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Тогда

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝜓1𝑦 + 𝑐1 + 𝜙1𝑥,
−1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙2𝑥+ 𝑐2 + 𝜓2𝑦,

−1(𝐴−1)(𝑥, 𝑦) = 𝜙3𝑥+ 𝑐3 + 𝜓3𝑦, (−1𝐴)−1(𝑥, 𝑦) = 𝜓4𝑦 + 𝑐4 + 𝜙4𝑥,

где 𝜙𝑖, 𝜓𝑖∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 - антиавтоморфизмы группы (𝑄,+),

𝑐𝑖 ∈ 𝑄, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

Доказательство. Пусть 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑧. Тогда 𝐴−1(𝑥, 𝑧) = 𝑦,

𝑧 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 ⇒ 𝑧 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝐴−1(𝑥, 𝑧) ⇒

𝜓𝐴−1(𝑥, 𝑧) = −𝑐−𝜙𝑥+𝑧 = 𝜓−1𝑧−𝜓−1𝜙𝑥−𝜓−1𝑐 = 𝜓−1𝑧−𝜓−1𝑐+𝜓−1𝑐−

−𝜓−1𝜙𝑥− 𝜓−1𝑐 = 𝜓−1
1 𝑧 + 𝑐1 +𝜙1𝑥 , где 𝜓1 = 𝜓−1, 𝜙1𝑥 = 𝜓−1𝑐+ 𝐽𝜓−1𝜙𝑥+

𝐽𝜓−1𝑐 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝑐1 = 𝐽𝜓−1𝑐.

Следовательно, 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝜓−1
1 𝑥+ 𝑐1 + 𝜙1𝑦 .

Обозначим 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑥, 𝑦) . Пусть 𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑡. Тогда −1𝐵(𝑡, 𝑦) =

= 𝑥 и 𝜓−1
1 (−1𝐵(𝑡, 𝑦)) + 𝑐1 + 𝜙1𝑥 = 𝑡⇒ 𝜓−1

1 (−1𝐵(𝑡, 𝑦)) = 𝑡− 𝜙1𝑦 − 𝑐1 =

= −𝜓−1
1 𝑐− 𝜓−1

1 𝜙1𝑦 + 𝜓−1
1 𝑡 = −𝜓−1

1 𝑐− 𝜓−1
1 𝜙1𝑦 + 𝜓−1

1 𝑐− 𝜓−1
1 𝑐+ 𝜓−1

1 𝑡 =

= 𝜙3𝑦 + 𝑐3 + 𝜓3𝑡,

то есть −1𝐵(𝑡, 𝑦) =−1 (𝐴−1)(𝑡, 𝑦) = 𝜙3𝑥+ 𝑐3+𝜓3𝑦, где 𝜙3𝑦 = 𝐽𝜓−1
1 𝑐1+

+𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑡 + 𝜓−1

1 𝑐1 - автоморфизм группы (𝑄,+), 𝜓3 = 𝜓1 - антиавтомор­

физм группы (𝑄,+), 𝑐3 = −𝜓−1
1 𝑐1 .

Предложение 1.2.10. Пусть (𝑄,𝐴) - квазигруппа смешанного типа

линейности II рода:

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦.

Тогда

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝜙1𝑥+ 𝑐1 + 𝜓1𝑦,
−1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜓2𝑦 + 𝑐2 + 𝜙2𝑥
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−1(𝐴−1)(𝑥, 𝑦) = 𝜙3𝑥+ 𝑐3 + 𝜓3𝑦, (−1𝐴)−1(𝑥, 𝑦) = 𝜓4𝑦 + 𝑐4 + 𝜙4𝑥,

где 𝜙𝑖∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜓𝑖 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝑐𝑖 ∈ 𝑄,

𝑖 = 1, 2, 3, 4.

Доказательство. Пусть 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑧. Тогда 𝐴−1(𝑥, 𝑧) = 𝑦,

𝑧 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 ⇒ 𝑧 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝐴−1(𝑥, 𝑧) ⇒

𝜓𝐴−1(𝑥, 𝑧) = −𝑐− 𝜙𝑥+ 𝑧 ⇒ 𝐴−1(𝑥, 𝑧) = −𝜓−1𝑐− 𝜓−1𝜙𝑥+ 𝜓−1𝑧 =

= −𝜓−1𝑐− 𝜓−1𝜙𝑥− 𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑧 = 𝜙1𝑥+ 𝑐1 + 𝜓1𝑧 ,

где 𝜓1 = 𝜓−1, 𝜙1𝑥 = 𝐽𝜓−1𝑐+𝐽𝜓−1𝜙𝑥+𝜓−1𝑐 - автоморфизм группы (𝑄,+) ,

𝑐1 = −𝜓−1𝑐.

Следовательно, 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝜙1𝑥+ 𝑐1 + 𝜓1𝑦 .

Обозначим 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑥, 𝑦) . Пусть 𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑡. Тогда −1𝐵(𝑡, 𝑦) =

= 𝑥 и 𝜙−1
1 (−1𝐵(𝑡, 𝑦))+𝑐1+𝜓1𝑦 = 𝑡⇒ 𝜙−1

1 (−1𝐵(𝑡, 𝑦)) = 𝑡−𝜓1𝑦−𝑐1 = 𝜙−1
1 𝑡−

𝜙−1
1 𝜓1𝑦−𝜙−1

1 𝑐1 = 𝜙−1
1 𝑡+𝜙−1

1 𝑐1 −𝜙−1
1 𝑐1 −𝜙−1

1 𝜓1𝑦−𝜙−1
1 𝑐1 = 𝜙3𝑡+ 𝑐3 +𝜓3𝑦,

то есть −1𝐵(𝑡, 𝑦) =−1 (𝐴−1)(𝑡, 𝑦) = 𝜙3𝑡+ 𝑐3 + 𝜓3𝑦, где 𝜓3𝑦 = 𝐽𝜓−1
1 𝑐1+

+𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑦 + 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝜙3 = 𝜙1 - авто­

морфизм группы (𝑄,+), 𝑐3 = −𝜙−1
1 𝑐1 .

Предложение доказано.

1.3. Об изоморфизмах и автоморфизмах линейных слева

(справа) квазигрупп

В данном параграфе получены результаты об изоморфизмах, ав­

томорфизмах и автотопиях обобщенных линейных квазигрупп.

Тройка подстановок 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) называется автотопией квазигруп­

пы (𝑄, ·) (или группы (𝑄,+)), если для произвольных 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 выполня­
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ется следующее равенство

𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛼𝑥 · 𝛽𝑦. (1.3.1)

В случае, когда 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 , получаем обычное понятие автоморфиз­

ма квазигруппы: 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 · 𝛾𝑦 . В случае групп, автотопии име­

ют простое строение, а именно, верная следующая теорема, доказанная

В.Д.Белоусовым.

Теорема 1.3.1. [7] Любая автотопия группы (𝑄,+) имеет вид:

𝑇 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜃, (1.3.2)

где 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝐿̃𝑎 = 𝑎+𝑥, 𝑅̃𝑎 = 𝑥+𝑎, 𝑎, 𝑏, - фиксированные элементы

из 𝑄.

Следующая теорема дает описание строений автотопий произвольной

линейной слева (справа), алинейной слева (справа) квазигруппы.

Теорема 1.3.2. Любая автотопия линейной слева квазигруппы (𝑄, ·)

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑐𝛽𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1𝐿̃−𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

где 𝜙, 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛽 - подстановка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксиро­

ванные элементы из 𝑄.

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа: 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥+𝑐+𝛽𝑦 . Тогда 𝑥·𝑦 = 𝜙𝑥+𝑐+𝛽𝑦 = 𝜙𝑥+𝐿̃𝑐𝛽𝑦 или (·) = (+)(𝜙, 𝐿̃𝑐𝛽, 𝜀).

Если 𝑃 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) - произвольная автотопия линейной слева квазигруппы

(𝑄, ·) , то из [29] следует, что 𝑃 = 𝑇𝑆𝑇−1 , где 𝑇 = (𝜙, 𝐿̃𝑐𝛽, 𝜀),

𝑇−1 = (𝜙−1, 𝛽−1𝐿̃−𝑐, 𝜀) , 𝑆 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜃. Тогда

𝑃 = 𝑇𝑆𝑇−1 = (𝜙, 𝐿̃𝑐𝛽, 𝜀)(𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜃(𝜙
−1, 𝛽−1𝐿̃−𝑐, 𝜀) =
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= (𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑐𝛽𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1𝐿̃−𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃)= (𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑐𝛽𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1𝐿̃−𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Аналогичные утверждения верны для класса линейных справа квази­

группы, а также алинейных слева (справа) квазигрупп:

Следствие 1.3.1. Любая автотопия линейной справа квазигруппы

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝛼𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1, 𝐿̃𝑐𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜃𝜓

−1𝐿̃−𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

где 𝜓, 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛼 - подстановка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксиро­

ванные элементы из 𝑄.

Теорема 1.3.3. Любая автотопия алинейной справа квазигруппы

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝛼𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1, 𝐿̃𝑐𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜃𝐿̃−𝑐𝜓

−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа: 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥+𝑐+𝛽𝑦 . Тогда 𝑥·𝑦 = 𝛼𝑥+𝑐+𝜓𝑦 = 𝛼𝑥+𝐿̃𝑐𝜓𝑦 или (·) = (+)(𝛼, 𝐿̃𝑐𝜓, 𝜀).

Если 𝑃 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) - произвольная автотопия алинейной справа квазигруп­

пы (𝑄, ·) , то из [29] следует, что 𝑃 = 𝑇𝑆𝑇−1 . Тогда

𝑃 = 𝑇𝑆𝑇−1 = (𝛼, 𝐿̃𝑐𝜓, 𝜀)(𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜃(𝛼
−1, 𝜓−1𝐿̃−𝑐, 𝜀) =

= (𝛼𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1, 𝐿̃𝑐𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜃𝐿̃−𝑐𝜓

−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Следствие 1.3.2. Любая автотопия алинейной слева квазигруппы

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 , имеет вид

𝑃 = (𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑐𝛽𝑅̃𝑏𝛽𝛽

−1𝐿̃−𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Доказательство следует из определения автотопии, антиавтоморфиз­

ма квазигрупп и теоремы 1.3.1.
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Следствие 1.3.3. Любой автоморфизм 𝛾 линейной слева (справа) ква­

зигруппы вида 𝑥·𝑦 = 𝜙𝑥+𝑐+𝛽𝑦 , (𝑥·𝑦 = 𝛼𝑥+𝑐+𝜓𝑦), можно представить

в виде:

𝛾 = 𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜃𝜙
−1 = 𝐿̃𝑐𝛽𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1𝐿̃−𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃,

(𝛾 = 𝛼𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1 = 𝐿̃𝑐𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜃𝜓

−1𝐿̃−𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Определение 1.3.1. [29] Антиавтотопия квазигруппы (𝑄, ·) это упо­

рядоченная тройка подстановок 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾), такая, что

𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛼𝑦 · 𝛽𝑥. (1.3.3)

Если обозначим через 𝐴𝑣𝑡(𝑄, ·) и 𝐴𝑣𝑡(𝑄, ∘) множества антиавтотопий ква­

зигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) соответственно, то известно следующая теорема,

которая устанавливает связь между множествами 𝐴𝑣𝑡(𝑄, ·) и 𝐴𝑣𝑡(𝑄, ∘) .

Теорема 1.3.4. [29]. Если квазигруппы (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) изотопны,

𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛼𝑥 ∘ 𝛽𝑦 , то

𝐴𝑣𝑡(𝑄, ·) = 𝑇−1𝐴𝑣𝑡(𝑄, ∘)𝑇1 (1.3.4)

где 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾), 𝑇1 = (𝛽, 𝛼, 𝛾).

Строение антиавтотопий произвольной группы определяет следую­

щая

Теорема 1.3.5. [29]. Любая антиавтотопия группы (𝑄,+) имеет

вид:

𝑇 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜃, (1.3.5)

где 𝜃 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝑎, 𝑏 - фиксированные элементы

из 𝑄.
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Используя теорему 1.3.5 нетрудно доказать строение антиавтотопий

произвольной линейной слева (справа) квазигруппы.

Теорема 1.3.6. Любая антиавтотопия линейной слева квазигруппы

(𝑄, ·) 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝜙−1𝑅̃−𝑐𝐿̃𝑎𝜃𝛽, 𝛽
−1𝑅̃𝑏𝜃𝑅̃𝑐𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜃 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝛽 - подстанов­

ка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄.

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа: 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 . Тогда 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝐿̃𝑐𝛽𝑦 или (·) =

= (+)(𝜙𝑥, 𝐿̃𝑐𝛽, 𝜀). Если 𝑃 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) - произвольная антиавтотопия ли­

нейной слева квазигруппы (𝑄, ·) , то из (1.3.5) следует, что 𝑃 =

= 𝑇−1𝑆𝑇1 , где 𝑇 = (𝜙, 𝐿̃𝑐𝛽, 𝜀), 𝑇1 = (𝐿̃𝑐𝛽, 𝜙, 𝜀) , 𝑆 = (𝐿̃𝑎𝜃, 𝑅̃𝑏𝜃, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Тогда

𝑃 = 𝑇−1𝑆𝑇1 = (𝜙−1, 𝛽−1𝐿̃−𝑐, 𝜀)(𝐿̃𝑎𝜃, 𝑅̃𝑏𝜃, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃)(𝐿̃𝑐𝛽, 𝜙, 𝜀) =

= (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝑐𝛽, 𝛽
−1𝐿̃−𝑐𝑅̃𝑏𝜃𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃).

Следствие 1.3.4. Любая антиавтотопия линейной справа квазигруп­

пы (𝑄, ·) 𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝛼−1𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝑐𝜓, 𝜓
−1𝐿̃−𝑐𝑅̃𝑏𝜃𝛼, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

где 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜃 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝛼 - подста­

новка множества 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄 .

Аналогично можно показать, что любая антиавтотопия алинейной сле­

ва (справа) квазигруппы 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 , (𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦) , имеет
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вид:

𝑃 = (𝐿̃𝑎𝜙
−1𝜃𝐿̃𝑐𝛽, 𝛽

−1𝐿̃−𝑐𝑅̃𝑏𝜃𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃),

(𝑃 = (𝛼−1𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝑐𝜓, 𝐿̃−𝑐𝜓
−1𝑅̃𝑏𝜃𝛼, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃)),

где 𝜙, (𝜓) , 𝜃 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+) , 𝛼(𝛽) - подстановка мно­

жества 𝑄 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄 .

Теорема 1.3.7. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘)- линейные слева над группой

(𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥 + 𝑐1 + 𝛽1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥 + 𝑐2 + 𝛽2𝑦 „ и

𝛾 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+). Тогда автоморфизм 𝛾 группы (𝑄,+) является изомор­

физмом квазигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) тогда и только тогда, когда

𝛾 𝜙1𝛾
−1 = 𝜙2, 𝛾𝛽1𝛾

−1 = 𝛽2, 𝛾(𝑐1) = 𝑐2.

Доказательство. Пусть 𝛾 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) и 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 . Тогда

𝛾(𝜙1𝑥+ 𝑐1+ 𝛽1𝑦) = 𝜙2𝛾𝑥+ 𝑐2+ 𝛽2𝛾𝑦, 𝛾𝜙1𝑥+ 𝑐1+ 𝛾𝛽1𝑦 = 𝜙2𝛾𝑥+ 𝑐2+ 𝛽2𝛾𝑦 .

Положим 𝑥 = 𝑦 = 0 - нулевой элемент группы (𝑄,+) : 𝛾(𝑐1) = 𝑐2 .

Теперь, если 𝑦 = 0 , то 𝛾𝛽10 = 0 , 𝛾0 = 0 , 𝛽2𝛾0 = 0, 𝛽20 = 0 , то 𝛾𝜙1 = 𝜙2𝛾

или 𝛾𝜙1𝛾
−1 = 𝜙2 , если 𝑥 = 0 , то 𝛾𝜙10+𝛾𝛽1𝑦 = 𝜙2𝛾0+𝛽2𝛾𝑦 , 𝛾𝛽1𝑦 = 𝛽2𝛾𝑦 ,

𝛾𝛽1 = 𝛽2𝛾 или 𝛾𝛽1𝛾
−1 = 𝛽2 .

Обратное, легко проверяется

𝛾(𝑥 ·𝑦) = 𝛾(𝜙1𝑥+𝑐1+𝛽1𝑦) = 𝛾𝜙1𝑥+𝑐1+𝛾𝛽1𝑦 = 𝜙2𝛾𝑥+𝑐2+𝛽2𝛾𝑦 = 𝛾𝑥∘𝛾𝑦.

Теорема 1.3.8. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘)- линейные справа над группой

(𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 · 𝑦 = 𝛼1𝑥 + 𝑐1 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼2𝑥 + 𝑐2 + 𝜓2𝑦 , и

𝛾 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+). Тогда автоморфизм 𝛾 группы (𝑄,+) является изомор­

физмом квазигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) тогда и только тогда, когда

𝛾 𝛼1𝛾
−1 = 𝛼2, 𝛾𝜓1𝛾

−1 = 𝜓2, 𝛾(𝑐1) = 𝑐2.
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Доказательство. Пусть 𝛾 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) и 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 . Тогда

𝛾(𝛼1𝑥+ 𝑐1+𝜓1𝑦) = 𝛼2𝛾𝑥+ 𝑐2+𝜓2𝛾𝑦, 𝛾𝛼1𝑥+ 𝑐1+𝛾𝜓1𝑦 = 𝛼2𝛾𝑥+ 𝑐2+𝜓2𝛾𝑦 .

Положим 𝑥 = 𝑦 = 0 : 𝛾(𝑐1) = 𝑐2 . Теперь, если 𝑦 = 0 , 𝛾𝜓10 = 0 ,

𝛾0 = 0 , 𝜓2𝛾0 = 0 , 𝜓20 = 0 то 𝛾𝛼1 = 𝛼2𝛾 или 𝛾𝛼1𝛾
−1 = 𝛼2 , 𝑥 = 0 , то

𝛾𝛼10 + 𝛾𝜓1𝑦 = 𝛼2𝛾0 + 𝜓2𝛾𝑦 , 𝛾𝜓1𝑦 = 𝜓2𝛾𝑦, 𝛾𝜓1 = 𝜓2𝛾 или 𝛾𝜓1𝛾
−1 = 𝜓2 .

Обратное утверждение аналогично проверяется

𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾(𝛼1𝑥+ 𝑐1 + 𝜓1𝑦) = 𝛾𝛼1𝑥+ 𝑐1 + 𝛾𝜓1𝑦 = 𝛼2𝛾𝑥+ 𝑐2 + 𝜓2𝛾𝑦 =

= 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦.

Предложение 1.3.1. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные справа над

группой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 ·𝑦 = 𝛼1𝑥+𝑐1+𝜓1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝛼2𝑥+𝑐2+𝜓2𝑦 ,

𝛾 - изоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) и (𝑄, ∘): 𝑥 · 𝑦 = 𝛾−1(𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦). Тогда

изоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝛾−1𝛼2𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1
1 = 𝛾−1𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Доказательство. Действительно, пусть 𝑥 · 𝑦 = 𝛾−1(𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦) . Тогда

𝛼1𝑥+ 𝑐1 + 𝜓1𝑦 = 𝛾−1(𝛼2𝛾𝑥+ 𝑐2 + 𝜓2𝛾𝑦),

𝛼1𝑥+ 𝐿̃𝑐1𝜓1𝑦 = 𝛾−1(𝛼2𝛾𝑥+ 𝐿̃𝑐2𝜓2𝛾𝑦),

𝑥+ 𝑦 = 𝛾−1(𝛼2𝛾𝛼
−1
1 𝑥+ 𝐿̃𝑐2𝜓2𝛾𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1𝑦),

𝑥+ 𝑦 = 𝛾−1𝛼2𝛾𝛼
−1
1 𝑥+ 𝛾−1𝐿̃𝑐2𝜓2𝛾𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1𝑦,

(𝛾−1𝛼2𝛾𝛼
−1
1 , 𝛾−1𝐿̃𝑐2𝜓2𝛾𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1, 𝛾) ∈ 𝐴𝑣𝑡(𝑄,+) . Любая автотопия группы

(𝑄,+) имеет вид: 𝑇 = (𝐿̃𝑎𝜃, 𝑅̃𝑏𝜃, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃) . Следовательно, 𝐿̃𝑎𝜃 =

= 𝛾−1𝛼2𝛾𝛼
−1
1 , 𝑅̃𝑏𝜃 = 𝛾−1𝐿̃𝑐2𝜓2𝛾𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃 = 𝛾 . Откуда

𝛾 = 𝛾−1𝛼2𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1
1 = 𝛾−1𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.
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Предложение 1.3.2. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные слева над груп­

пой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥 + 𝑐1 + 𝛽1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥 + 𝑐2 + 𝛽2𝑦 ,

𝛾 - изоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) и (𝑄, ∘): 𝑥 · 𝑦 = 𝛾−1(𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦). Тогда

изоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝛾−1𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝛾−1𝐿̃𝑐2𝛽2𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Аналогичное утверждение верно для класса линейных слева квазиг­

рупп.

1.4. Автотопии, антиавтотопии и автоморфизмы парастрофов

линейных и алинейных квазигрупп

В данном параграфе получены результаты относительно строе­

ний автотопий, антиавтотопий, автоморфизмов, парастрофов линейных и

алинейных квазигрупп.

Известно [7], что квазигруппу можно определить как алгебру

(𝑄,𝐴,𝐴−1,−1𝐴) с тремя бинарными операциями 𝐴,𝐴−1,−1𝐴 , в которой

выполняются следующие тождества:

𝐴(𝑥,𝐴−1(𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐴(−1𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦 (1.4.1)

𝐴−1(𝑥,𝐴(𝑥, 𝑦)) = 𝑦, −1𝐴(𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦 (1.4.2)

В литературе квазигруппу (𝑄,𝐴,𝐴−1,−1𝐴) ( или в обычной записи

(𝑄, ·, /, ∖)) также называют примитивной квазигруппой (или 𝜀−квази-

группой).
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В литературе равенства (1.4.1) и (1.4.2) имеют также другую запись:

𝑥(𝑥∖𝑦) = 𝑦, (𝑦/𝑥)𝑥 = 𝑦,

𝑥∖(𝑥𝑦) = 𝑦, (𝑦𝑥)/𝑥 = 𝑦.

Как известно [7], с каждой квазигруппой (𝑄,𝐴) связаны еще следу­

ющие пять квазигрупп, называемые обратными квазигрупами или парас­

трофами. Обозначим через Σ𝐴 систему парастрофов квазигруппы (𝑄,𝐴) .

Σ𝐴 = {𝐴, 𝐴*, 𝐴−1, −1𝐴, −1(𝐴−1), (−1𝐴)−1.}

Используя теорему о строениях автотопий и антиавтотопий групп лег­

ко доказать утверждения о представлении автотопии и антиавтотопии

произвольного парастрофа обобщенных линейных квазигрупп. Ввиду од­

нотипности, некоторая часть утверждений приводится без доказательств.

Следующая теорема дает описание строений автотопий некоторых па­

растрофов линейных (алинейных) квазигрупп, и парастрофов квазигрупп

смещенного типа линейности.

Теорема 1.4.1. Пусть (𝑄,𝐴) - линейная квазигруппа: 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+

+𝑐 + 𝜓𝑦 , (𝑄,𝐴−1) - её парастроф: 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑥 + 𝐽𝜓−1𝑐 + 𝜓−1𝑦 ,

Тогда любая автотопия квазигруппы (𝑄,𝐴−1) имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐽𝜓𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜃𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃). (1.4.3)

где 𝜙, 𝜓, 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄.

Аналогично, если (𝑄,−1𝐴) - парастроф квазигруппы вида −1𝐴(𝑥, 𝑦) =

= 𝜙−1𝑥 + 𝐽𝜙−1𝑐 + 𝐽𝜙−1𝜓𝑦 , то любая автотопия квазигруппы (𝑄,−1𝐴)
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имеет вид:

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜃𝜙, 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅̃𝑏𝜃𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.4)

где 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥+ 𝑏 , левая и правая трансляции группы (𝑄,+) ,

𝜙, 𝜓, 𝜃, 𝜙−1, 𝜓−1 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) , 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 .

Следствие 1.4.1. Любой автоморфизм 𝛾 квазигруппы 𝐴−1(𝑥, 𝑦) =

= 𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥 + 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 + 𝜓−1
1 𝑦 (−1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥 + 𝐽𝜙−1𝑐 + 𝐽𝜙−1𝜓𝑦),

можно представить в виде:

𝛾 = 𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐽𝜓𝜙
−1 = 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜃𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.5)

(𝛾 = 𝜙−1𝐿̃𝑎𝜃𝜙 = 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅𝑏𝜃𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃). (1.4.6)

Следствие 1.4.2. Любая автотопия квазигрупп 𝐴−1(𝑥, 𝑦) =

= 𝐽𝜓−1𝜙𝑦 + 𝐽𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑦 и −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+ 𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝜓𝑦

имеют вид:

𝑃 = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐽𝜓𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜃𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐

, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.7)

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜃𝜙, 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅𝑏𝜃𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.8)

где 𝜙, 𝜓, 𝜃 - антиавтоморфизмы группы (𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 .

Аналогичный результат можно получить для квазигрупп смешанного

типа линейности I (𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥 + 𝑐 + 𝜓𝑦 ) и II (𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥 + 𝑐 + 𝜓𝑦 )

родов.

Следствие 1.4.3. Любая автотопия квазигруппы смешанного типа

линейности I рода 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑦+𝐽𝜓−1𝑐+𝜓−1𝑦 (соответственно

II рода −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+ 𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝜓𝑦 , имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐽𝜓𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜃𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐

, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.9)
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𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙, 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅𝑏𝜎𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.4.10)

В следующей теореме приводится описание строения антиавтотопий

парастрофа линейной, алинейной квазигруппы, а также антиавтотопий

парастрофа квазигрупп смешанного типа линейности.

Теорема 1.4.2. Пусть (𝑄,𝐴): 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+ 𝑐+𝜓𝑦 - линейная квази­

группа, 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑥+ 𝐽𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑦 её парасртроф. Тогда любая

антиавтотопия квазигруппы (𝑄,𝐴−1), имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝜓𝜙−1𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓
−1, 𝜓𝐿̃−1

𝐽𝜓−1𝑐𝑅̃𝑏𝜃𝐽𝜓
−1𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.11)

где 𝜙, 𝜓, 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные элементы из 𝑄.

Аналогично, если (𝑄,−1𝐴) - парастроф вида −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+

+𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝜓𝑦 , то любая автотопия квазигруппы (𝑄,−1𝐴) имеет вид:

𝑃 = (𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜃𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓, 𝐽𝜙𝜓−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝑅̃𝑏𝜃𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃). (1.4.12)

Следствие 1.4.4. Любая антиавтотопия алинейной квазигруппы

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑦+𝐽𝜓−1𝑐+𝜓−1𝑦 ( −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+𝐽𝜙−1𝑐+𝐽𝜙−1𝜓𝑦),

имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝐿̃𝜓𝜙−1𝑎𝜓𝜙
−1𝜃𝜓𝐿̃−1

𝜓−1𝑐
, 𝜓𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝑅̃𝑏𝜓

−1𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.13)

𝑃 = (𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓, 𝐽𝜙𝜓−1𝐿̃−1

𝐽𝜙−1𝑐𝑅𝑏𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.14)

где 𝜙, 𝜓, 𝜃 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные

элементы из 𝑄.

Следствие 1.4.5. Любая антиавтотопия квазигруппы смешанного

типа линейности I рода 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑦 + 𝐽𝜓−1𝑐 + 𝜓−1𝑦 (соответ­

ственно II рода −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+ 𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝜓𝑦) имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝐿̃𝜓𝜙−1𝑎𝜓𝜙
−1𝜃𝜓𝐿̃−1

𝜓−1𝑐
, 𝜓𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝑅̃𝑏𝜓

−1𝜙, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.15)
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𝑃 = (𝜙𝐿̃𝑎𝜃𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓, 𝐽𝜙𝜓−1𝐿̃−1

𝐽𝜙−1𝑐𝑅𝑏𝜃𝜙
−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃), (1.4.16)

где 𝜙, 𝜓, 𝜃 - антиавтоморфизм группы (𝑄,+), 𝑎, 𝑏, 𝑐 - фиксированные

элементы из 𝑄.

1.5. Эндоморфизмы линейных слева (справа) квазигрупп

В классе квазигрупп, изотопных группам, большой интерес пред­

ставляют линейные квазигруппы. Согласно В.Д.Белоусову [6], квазигруп­

па (𝑄, ·) называется линейной над группой (𝑄,+), если она имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦, (1.5.1)

где 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝑐− фиксированный элемент из множества 𝑄 . Впер­

вые эти квазигруппы были введены В.Д.Белоусовым в связи с исследо­

ванием уравновешенных тождеств в квазигруппах. При этом возникли

также квазигруппы, близкие к линейным. Г.Б.Белявская и А.Х.Табаров в

работах [30,31] ввели новые классы квазигрупп: алинейные и их обобще­

ния, а именно алинейные слева (справа) квазигруппы, квазигруппы сме­

шанного типа линейности и другие. Названные классы квазигрупп также

связаны с уравновешенными и неуравновешенными тождествами.

В работе [31] установлена связь между названными типами линей­

ности. Различными авторами изучались также квазигруппы различных

типов с ограничениями на изотопные им группы и используемые автомор­

физмы и антиавтоморфизмы. Частным случаем линейных квазигрупп

являются медиальные квазигруппы, то есть квазигруппы с тождеством

𝑥𝑦 · 𝑢𝑣 = 𝑥𝑢 · 𝑦𝑣. Согласно теореме Брака-Тойоды [7], эти квазигруппы
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линейны над абелевой группой, причем автоморфизмы 𝜙, 𝜓 коммутируют

между собой: 𝜙𝜓 = 𝜓𝜙 .

Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа. Отображение 𝑥 → 𝑎𝑥 называется левой

трансляцией квазигруппы (𝑄, ·) (с помощью элемента 𝑎) и обозначается

через 𝐿𝑎
...𝐿𝑎𝑥 = 𝑎𝑥 . Очевидно, 𝐿𝑎 - взаимно однозначное отображение

множества 𝑄 на себя, то есть, 𝐿𝑎 - подстановка множества 𝑄 . Это сле­

дует из определения квазигруппы. Правая трансляция 𝑅𝑎 (с помощью

элемента 𝑎) определяется равенством 𝑅𝑎𝑥 = 𝑥𝑎 , и следовательно, тоже

является подстановкой. Все трансляции квазигруппы (𝑄, ·) порождают

группу 𝑀(𝑄, ·) , которую называют группой, ассоциированной с квази-

группой (𝑄, ·) . Если (𝑄, ·) - группа, то имеют место очевидные равенства,

каждое из которых эквивалентно ассоциативному закону.

𝐿𝑎(𝑥𝑦) = 𝐿𝑎𝑥 · 𝑦,

𝑅𝑎(𝑥𝑦) = 𝑥 ·𝑅𝑎𝑦.

Группа 𝑀(𝑄, ·) имеет подгруппу 𝐼ℎ(·) такая, что 𝛼ℎ = ℎ , то есть

𝛼 оставляет элемент ℎ неподвижным. Группа 𝑀(𝑄, ·) содержит большую

информацию о квазигруппе и существенно используется при изучении ква­

зигруппы. Например, если в квазигруппе (𝑄, ·) группа 𝐼ℎ(·) - нормаль­

ная подгруппа группы 𝑀(𝑄, ·) , то (𝑄, ·) - абелева группа. Исследованием

группы 𝑀(𝑄, ·) посвящены множества работ [26,32,33]. В настоящем па­

раграфе получены некоторые результаты относительно эндоморфизмов

линейных слева (справа) квазигрупп, которые обобщают утверждения из

[30].

Пусть (𝑄, ·) - произвольная квазигруппа. Тройка отображений
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(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, ) называется эндотопией квазигруппы (𝑄, ·) , если 𝜎3(𝑥 · 𝑦) =

= 𝜎1𝑥 · 𝜎2𝑦 . В случае, если 𝜎1 = 𝜎2 = 𝜎3 = 𝜎 , то 𝜎 - называется эн­

доморфизмом квазигруппы (𝑄, ·) . Другим словами, эндотопия является

естественным обобщением эндоморфизма алгебраической структуры.

Теорема 1.5.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная справа квазигруппа вида

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝜓𝑦 . Любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет вид:

𝑃 = (𝛼𝐿̃𝑎𝜎𝛼
−1, 𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜎𝜓

−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎) (1.5.2)

где 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥+ 𝑏, левая и правая трансляции группы (𝑄,+),

𝛼−1(𝜓−1) - обратная подстановка (автоморфизм) для 𝛼(𝜓).

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - линейная справа квазигруппа вида

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+𝜓𝑦 . Как известно [34], любая эндотопия группы (𝑄,+) имеет

вид:

𝑇 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜎, (1.5.3)

где 𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄, 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎 + 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥 + 𝑏 . Далее, в [35]

доказано, что если квазигруппы (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) изотопны 𝛾(𝑥∘𝑦) = 𝛼𝑥·𝛽𝑦,

(∘) = (·)𝑇, 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) , то их полугруппы эндотопий сопряжены.

𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·) = 𝑇−1𝐸𝑛𝑡(𝑄, ∘)𝑇 . (1.5.4)

Через 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·) и 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ∘) обозначены соответственно полугруппы

эндотопий квазигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) . Используя (1.5.3) и (1.5.4), находим

общий вид эндотопии линейной справа квазигруппы вида 𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝜓𝑦.

Действительно, (·) = (+)(𝛼, 𝜓, 𝜀) . Если 𝑆 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·) , то согласно

(1.5.4), 𝑆 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜎 , где 𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 . Согласно (1.5.4),

для любой 𝑃 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·).

𝑃 = 𝑇𝑆𝑇−1 = (𝛼, 𝜓, 𝜀)(𝐿̃𝑎𝜎, 𝑅̃𝑏𝜎, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎)(𝛼
−1, 𝜓−1𝜀) =
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= (𝛼𝐿̃𝑎𝜎𝛼
−1, 𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜎𝜓

−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎).

Аналогично, если (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа вида 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥+ 𝛽𝑦 , то любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет вид:

𝑃 = (𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜎𝜙
−1, 𝛽𝑅̃𝑏𝜎𝛽

−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.5.5)

Следствие 1.5.1. Любой эндоморфизм линейной слева (справа) квази­

группы вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝛽𝑦 (𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝜓𝑦) можно представить в

виде

𝐸 = 𝐿̃𝜙𝑎𝜙𝜎𝜙
−1 = 𝛽𝑅̃𝑏𝜎𝛽

−1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎 (1.5.6)

(𝐸1 = 𝛼𝐿̃𝑎𝜎𝛼
−1 = 𝑅̃𝜓𝑏𝜓𝜎𝜓

−1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.5.7)

Теорема 1.5.2. Пусть (𝑄, ·) - алинейная слева квазигруппа вида

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝛽𝑦 . Любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет вид:

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙, 𝛽𝑅̃𝑏𝜎𝛽
−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.5.8)

Доказательство. Действительно, пусть (𝑄, ·) - алинейная слева ква­

зигруппа вида 𝑥·𝑦 = 𝜙𝑥+𝛽𝑦 . Тогда (·) = (+)(𝜙, 𝛽, 𝜀) . Если 𝑆 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·) ,

то согласно (1.4.4), 𝑆 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜎 , где 𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 . Со­

гласно (1.4.4), для любой 𝑃 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·).

𝑃 = 𝑇𝑆𝑇−1 = (𝜙, 𝛽, 𝜀)(𝐿̃𝑎𝜎, 𝑅̃𝑏𝜎, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎)(𝜙
−1, 𝛽−1𝜀) =

= (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙, 𝛽𝑅̃𝑏𝜎𝛽
−1, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎).

Следствие 1.5.2. Пусть (𝑄, ·) - алинейная справа квазигруппа вида

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝜓𝑦 . Любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет вид:

𝑃 = (𝛼𝐿̃𝑎𝜎𝛼
−1, 𝜓−1𝑅̃𝑏𝜎𝜓, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.5.9)
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Теорема 1.5.3. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные справа квазигруппы

вида 𝑥 · 𝑦 = 𝛼1𝑥 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼2𝑥 + 𝜓2𝑦 . Подстановки 𝛼1, 𝛼2, такие,

что 𝛼10 = 0, 𝛼20 = 0, где 0 - нулевой элемент группы (𝑄,+), 𝛾 - произ­

вольный эндоморфизм группы (𝑄,+). Тогда 𝛾 является гомоморфизмом

квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘) тогда и только тогда, когда выполняются

следующие условия

𝛾𝛼1 = 𝛼2𝛾, 𝛾𝜓1 = 𝜓2𝛾.

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные справа над груп­

пой (𝑄,+) квазигруппы вида 𝑥 · 𝑦 = 𝛼1𝑥 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼2𝑥 + 𝜓2𝑦 , и

𝛼10 = 0, 𝛼20 = 0. Далее 𝛾 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), и 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 . Тогда

𝛾(𝛼1𝑥+ 𝜓1𝑦) = 𝛼2𝛾𝑥+ 𝜓2𝛾𝑦,

𝛾𝛼1𝑥+ 𝛾𝜓1𝑦 = 𝛼2𝛾𝑥+ 𝜓2𝛾𝑦,

Положим: 𝑥 = 0 . Тогда 𝛾𝛼10 + 𝛾𝜓1𝑦 = 𝛼2𝛾0 + 𝜓2𝛾𝑦, учитывая, что

𝛼10 = 0, 𝛾0 = 0, 𝛼20 = 0, получим: 𝛾𝜓1𝑦 = 𝜓2𝛾𝑦 или 𝛾𝜓1 = 𝜓2𝛾 . Теперь,

если положим 𝑦 = 0 , тогда 𝛾𝛼1𝑥 + 𝛾𝜓10 = 𝛼2𝛾𝑥 + 𝜓2𝛾0 , где 𝛾0 = 0,

𝜓10 = 0, и 𝜓20 = 0 , получим 𝛾𝛼1𝑥 = 𝛼2𝛾𝑥 или 𝛾𝛼1 = 𝛼2𝛾 .

Обратно 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾(𝛼1𝑥+ 𝜓1𝑦) = 𝛾𝛼1𝑥+ 𝛾𝜓1𝑦 = 𝛼2𝛾𝑥+ 𝜓2𝛾𝑦, то есть

𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦.

"Симметричное" утверждение верно и для случая линейных слева

квазигрупп.

Теорема 1.5.4. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные слева квазигруппы

вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥 + 𝛽1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥 + 𝛽2𝑦 . Подстановки 𝛽1, 𝛽2, такие,

что 𝛽10 = 0, 𝛽20 = 0, где 0 - нулевой элемент группы (𝑄,+), 𝛾 - произ­

вольный эндоморфизм группы (𝑄,+). Тогда 𝛾 является гомоморфизмом
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квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘) тогда и только тогда, когда выполняются

следующие условия

𝛾𝛽1 = 𝛽2𝛾, 𝛾𝜙1 = 𝜙2𝛾.

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные слева над группой

(𝑄,+) квазигруппы вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥+ 𝛽1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥+ 𝛽2𝑦 , и 𝛽10 = 0,

𝛽20 = 0. Далее 𝛾 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), и 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 . Тогда

𝛾(𝜙1𝑥+ 𝛽1𝑦) = 𝜙2𝛾𝑥+ 𝛽2𝛾𝑦,

𝛾𝜙1𝑥+ 𝛾𝛽1𝑦 = 𝜙2𝛾𝑥+ 𝛽2𝛾𝑦.

Положим: 𝑥 = 0 . Тогда 𝛾𝜙10 + 𝛾𝛽1𝑦 = 𝜙2𝛾0 + 𝛽2𝛾𝑦, учитывая, что 𝜙10 =

0, 𝛾0 = 0, 𝜙20 = 0, получим: 𝛾𝛽1𝑦 = 𝛽2𝛾𝑦 или 𝛾𝛽1 = 𝛽2𝛾 . Теперь, если

положим 𝑦 = 0 , то 𝛾𝜙1𝑥 = 𝜙2𝛾𝑥 или 𝛾𝜙1 = 𝜙2𝛾.

Обратно 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾(𝜙1𝑥+ 𝛽1𝑦) = 𝛾𝜙1𝑥+ 𝛾𝛽1𝑦 = 𝜙2𝛾𝑥+ 𝛽2𝛾𝑦, то есть

𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦.

Предложение 1.5.1. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные слева над груп­

пой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥·𝑦 = 𝜙1𝑥+𝑐1+𝛽1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝜙2𝑥+𝑐2+𝛽2𝑦 , отоб­

ражение 𝛾 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥∘𝛾𝑦.

Тогда гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝑅̃𝑐2𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 𝑅̃−𝑐1 = 𝛽2𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1
1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Доказательство. Пусть 𝛾(𝑥𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 . Тогда

𝛾(𝜙1𝑥+ 𝑐1 + 𝛽1𝑦) = 𝜙2𝛾𝑥+ 𝑐2 + 𝛽2𝛾𝑦,

𝛾(𝑅̃𝑐1𝜙1𝑥+ 𝛽1𝑦) = 𝑅̃𝑐2𝜙2𝛾𝑥+ 𝛽2𝛾𝑦,
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𝛾(𝑥+ 𝑦) = 𝑅̃𝑐2𝜙2𝛾𝜙
−1
1 𝑅̃−𝑐1𝑥+ 𝛽2𝛾𝛽

−1
1 𝑦,

то есть (𝑅̃𝑐2𝜙2𝛾𝜙
−1
1 𝑅̃−𝑐1, 𝛽2𝛾𝛽

−1
1 , 𝛾) ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄,+) . Но любая эндотопия

группы (𝑄,+) имеет вид: 𝑇 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜃 . Следовательно 𝐿̃𝑎𝜃 =

= 𝑅̃𝑐2𝜙2𝛾𝜙
−1
1 𝑅̃−𝑐1, 𝑅̃𝑏𝜃 = 𝛽2𝛾𝛽

−1
1 , 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃 = 𝛾. Откуда

𝛾 = 𝑅̃𝑐2𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 𝑅̃−𝑐1 = 𝛽2𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1
1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Аналогично, если (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - линейные справа над группой (𝑄,+)

квазигруппы вида: 𝑥 · 𝑦 = 𝛼1𝑥+ 𝑐1+𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼2𝑥+ 𝑐2+𝜓2𝑦 , 𝛾 - гомо­

морфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘) : 𝛾(𝑥·𝑦) = (𝛾𝑥∘𝛾𝑦) , то гомоморфизм

𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝑅̃𝑐2𝛼2𝐿̃𝑎𝜃𝛼
−1
1 𝑅̃−𝑐1 = 𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Предложение 1.5.2. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - алинейные квазигруппы

вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥 + 𝑐1 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥 + 𝑐2 + 𝜓2𝑦 отображение 𝛾

является гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 .

Тогда гомоморфизм 𝛾 можно представить виде

𝛾 = 𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Предложение 1.5.3. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - квазигруппы смешанного

типа линейности I рода 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥 + 𝑐1 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥 + 𝑐2 + 𝜓2𝑦 ,

𝛾 является гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 .

Тогда гомоморфизм 𝛾 можно представить виде

𝛾 = 𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

"Симметричные" утверждения верны для случая квазигрупп сме­

шанного типа линейности II рода, а также алинейных слева (справа)

квазигрупп.
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Предложение 1.5.4. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - квазигруппы смешанного

типа линейности II рода 𝑥 · 𝑦 = 𝜙1𝑥 + 𝑐1 + 𝜓1𝑦 , 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜙2𝑥 + 𝑐2 + 𝜓2𝑦 ,

𝛾 является гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 .

Тогда гомоморфизм 𝛾 можно представить виде

𝛾 = 𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝐿̃𝑐2𝑅̃𝜓2𝑏𝜓2𝜃𝜓

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Предложение 1.5.5. Пусть (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) - алинейные слева над

группой (𝑄,+) квазигруппы : 𝑥 ·𝑦 = 𝜙1𝑥+𝑐1+𝛽1𝑦 , 𝑥∘𝑦 = 𝜙2𝑥+𝑐2+𝛽2𝑦 ,

𝛾 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) в (𝑄, ∘): 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦. Тогда

гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝐿̃𝜙2𝑎𝜙2𝜃𝜙
−1
1 = 𝐿̃𝑐2𝛽2𝑅̃𝑏𝜃𝛽

−1
1 𝐿̃−𝑐1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜃.

Аналогичное утверждение верно для случая алинейных справа квази­

групп.

1.6. Эндотопии и эндоморфизмы парастрофов линейных и

алинейных квазигрупп

В данном параграфе получены результаты об гомоморфизмах, эндо­

морфизмах и эндотопиях некоторых парастрофов линейных квазигрупп.

Теорема 1.6.1. Пусть (𝑄,𝐴) - линейная квазигруппа: 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+

+𝑐+𝜓𝑦 , (𝑄,𝐴−1) - её парастрофов: 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑥+𝐽𝜓−1𝑐+𝜓−1𝑦 .

Тогда любая эндотопия квазигруппы (𝑄,𝐴−1) имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜎𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎), (1.6.1)

где 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥+ 𝑏, левая и правая трансляции группы (𝑄,+),

𝛼−1(𝜓−1) - обратная подстановка (автоморфизм) для 𝛼(𝜓).
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Доказательство. Пусть (𝑄,𝐴−1) - парастроф вида 𝐴−1(𝑥, 𝑦) =

= 𝐽𝜓−1𝜙𝑥 + 𝐽𝜓−1𝑐 + 𝜓−1𝑦 . Как известно [36], любая эндотопия группы

(𝑄,+) имеет вид:

𝑇 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜎, (1.6.2)

где 𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄, 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎 + 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥 + 𝑏 . Далее, в [37]

доказано, что если квазигруппы (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) изотопны 𝛾(𝑥∘𝑦) = 𝛼𝑥·𝛽𝑦,

(∘) = (·)𝑇, 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) , то их полугруппы эндотопий сопряжены.

𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·) = 𝑇−1𝐸𝑛𝑡(𝑄, ∘)𝑇 . (1.6.3)

Через 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·) и 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ∘) обозначены соответственно полугруппы

эндотопий квазигрупп (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) . Используя (1.6.2) и (1.6.3), находим

общий вид эндотопии квазигруппы 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑥+ 𝐽𝜓−1𝑐+ 𝜓−1𝑦.

Действительно, 𝐴−1 = (+)(𝐽𝜓−1𝜙, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓
−1, 𝜀) . Если 𝑆 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·) ,

то согласно (1.6.3), 𝑆 = (𝐿̃𝑎, 𝑅̃𝑏, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏)𝜎 , где 𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 . Со­

гласно (1.6.3), для любой 𝑃 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄, ·).

𝑃 = 𝑇𝑆𝑇−1 = (𝐽𝜓−1𝜙, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓
−1, 𝜀) · (𝐿̃𝑎𝜎, 𝑅̃𝑏𝜎, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎)·

×(𝐽𝜓𝜙−1, 𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐, 𝜀) = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓𝜙

−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓
−1𝜎𝜓𝐿̃−1

𝜓−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎).

Аналогично, если (𝑄,−1𝐴) - линейная квазигруппа вида −1𝐴(𝑥, 𝑦) =

= 𝜙−1𝑥+ 𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝜓𝑦 , то любая эндотопия квазигруппы (𝑄, ·) имеет

вид:

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙, 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅𝑏𝜎𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.6.4)

Из теорема 1.6.1. подобными рассуждениями получим ряд следствий,

доказательство которых считаем нет надобности привести.
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Следствие 1.6.1. Любой эндоморфизм 𝛾 линейной квазигруппы вида

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥 + 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 + 𝜓−1
1 𝑦 (−1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥 + 𝐽𝜙−1𝑐 +

𝐽𝜙−1𝜓𝑦), можно представить в виде:

𝛾 = 𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓𝜙
−1 = 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜎𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎, (1.6.5)

(𝛾 = 𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙 = 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅𝑏𝜎𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.6.6)

Следствие 1.6.2. Пусть (𝑄,𝐴−1) и (𝑄,−1𝐴) - левая и правая линей­

ные квазигруппы вида 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝛽−1𝜙𝑥+ 𝐽𝛽−1𝑐+ 𝛽−1𝑦 и −1𝐴(𝑥, 𝑦) =

𝜙−1𝑥 + 𝐽𝜙−1𝑐 + 𝐽𝜙−1𝛼𝑦 . Тогда любая эндотопия квазигрупп (𝑄,𝐴−1) и

(𝑄,−1𝐴) имеют вид:

𝑃 = (𝐽𝛽−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝛽𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝛽−1𝑐𝛽

−1𝜎𝛽𝐿̃−1
𝛽−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎), (1.6.7)

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙, 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅̃𝑏𝜎𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.6.8)

Следствие 1.6.3. Любая эндотопия алинейных квазигрупп 𝐴−1(𝑥, 𝑦) =

= 𝐽𝜓−1𝜙𝑥+ 𝐽𝜓−1𝑐+𝜓−1𝑦 и −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+ 𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝜓𝑦 . имеют

соответственно вид:

𝑃 = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜎𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐

, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎), (1.6.9)

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙, 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅̃𝑏𝜎𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.6.10)

Следствие 1.6.4. Любая эндотопия квазигруппы смешанного типа

линейности I рода 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑥+𝐽𝜓−1𝑐+𝜓−1𝑦 (соответственно

II рода −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥+ 𝐽𝜙−1𝑐+ 𝐽𝜙−1𝜓𝑦). имеет вид:

𝑃 = (𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓𝜙
−1, 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜎𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐

, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎), (1.6.11)

𝑃 = (𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙, 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅̃𝑏𝜎𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐, 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎), (1.6.12)
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где 𝜙, 𝜓 - антиэндоморфизм группы (𝑄,+), 𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄,

𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥+ 𝑏, левая и правая трансляции группы (𝑄,+).

Следствие 1.6.5. Любой эндоморфизм 𝛾 квазигруппы смешанного ти­

па линейности I рода 𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1𝜙𝑦+𝐽𝜓−1𝑐+𝜓−1𝑦 (соответствен­

но II рода −1𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1𝑥 + 𝐽𝜙−1𝑐 + 𝐽𝜙−1𝜓𝑦), можно представить в

следующем виде:

𝛾 = 𝐽𝜓−1𝜙𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓𝜙
−1 = 𝐿̃𝐽𝜓−1𝑐𝜓

−1𝜎𝜓𝐿̃−1
𝜓−1𝑐

= 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎), (1.6.13)

(𝛾 = 𝜙−1𝐿̃𝑎𝜎𝜙 = 𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐𝐽𝜙
−1𝜓𝑅𝑏𝜎𝐽𝜙𝜓

−1𝐿̃𝐽𝜙−1𝑐 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎). (1.6.14)

Теорема 1.6.2. Пусть (𝑄,𝐴−1) и (𝑄,𝐵−1) парастрофы линейной ква­

зигруппы (Q, A): 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , 𝛾 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+), где 𝐴−1(𝑥, 𝑦) =

= 𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥 + 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 + 𝜓−1
1 𝑦 , 𝐵−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝑥 + 𝐽𝜓−1
2 𝑐2 + 𝜓−1

2 𝑦.

Тогда эндоморфизм 𝛾 группы (𝑄,+) является гомоморфизмом квазиг­

руппы (𝑄,𝐴−1) в квазигруппу (𝑄,𝐵−1) тогда и только тогда, когда

𝛾𝐽𝜓−1
1 𝜙1 = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝛾, 𝛾𝜓−1
1 = 𝜓−1

2 𝛾, 𝛾𝐽𝜓−1
1 𝑐1 = 𝐽𝜓−1

2 𝛾𝑐2.

Доказательство. Пусть 𝛾 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+) и 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 . Тогда

𝛾(𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥+ 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 + 𝜓−1
1 𝑦) = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝛾𝑥+ 𝐽𝜓−1
2 𝛾𝑐2 + 𝜓−1

2 𝛾𝑦,

𝛾𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥+ 𝛾𝐽𝜓−1

1 𝑐1 + 𝛾𝜓−1
1 𝑦 = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝛾𝑥+ 𝐽𝜓−1
2 𝛾𝑐2 + 𝜓−1

2 𝛾𝑦.

Положим в последнем равенстве 𝑥 = 𝑦 = 0 : 𝛾𝐽𝜓−1
1 𝑐1 = 𝐽𝜓−1

2 𝛾𝑐2. Теперь,

если 𝑦 = 0 , то 𝛾𝐽𝜓−1
1 𝜙1 = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝛾 , если 𝑥 = 0 , то 𝛾𝜓−1
1 = 𝜓−1

2 𝛾 .

Обратно,

𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾(𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥+ 𝐽𝜓−1

1 𝑐1 +𝜓−1
1 𝑦) = 𝛾𝐽𝜓−1

1 𝜙1𝑥+ 𝛾𝐽𝜓−1
1 𝑐1 + 𝛾𝜓−1

1 𝑦 =
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= 𝐽𝜓−1
2 𝜙2𝛾𝑥+ 𝐽𝜓−1

2 𝛾𝑐2 + 𝜓−1
2 𝛾𝑦 = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦.

Аналогично, если (𝑄,−1𝐴) и (𝑄,−1𝐵) парастрофы линейной квазиг­

руппы (Q, A): 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , 𝛾 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑄,+) , где −1𝐴(𝑥, 𝑦) =

= 𝜙−1
1 𝑥 + 𝐽𝜙−1

1 𝑐1 + 𝐽𝜙−1
1 𝜓1𝑦 , 𝐵−1(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1

2 𝑥 + 𝐽𝜙−1
2 𝑐2 + 𝐽𝜙−1

2 𝜓2𝑦 ,

то эндоморфизм 𝛾 группы (𝑄,+) является гомоморфизмом квазигруппы

(𝑄,−1𝐴) в квазигруппу (𝑄,−1𝐵) тогда и только тогда, когда

𝛾𝐽𝜙−1
1 = 𝜙−1

2 𝛾, 𝛾𝐽𝜙−1
1 𝜓 = 𝐽𝜙−1

2 𝜓𝛾, 𝛾𝐽𝜙−1
1 𝑐1 = 𝐽𝜙−1

2 𝛾𝑐2.

Предложение 1.6.1. Пусть (𝑄,𝐴−1) и (𝑄,𝐵−1) - парастрофы ли­

нейной над группой (𝑄,+) квазигруппы (𝑄,𝐴): 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥 + 𝑐 + 𝜓𝑦 ,

𝐴−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1
1 𝜙1𝑥+𝐽𝜓

−1
1 𝑐1+𝜓

−1
1 𝑦 , 𝐵−1(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝜓−1

2 𝜙2𝑥+𝐽𝜓
−1
2 𝑐2+

𝜓−1
2 𝑦. 𝛾 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄,𝐴−1) в (𝑄,𝐵−1), 𝛾(𝑥 · 𝑦) =

= 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦. Тогда гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝑅̃𝐽𝜓−1
2 𝐿̃𝑎𝜎𝑐2

𝐽𝜓−1
2 𝜙2𝐿̃𝑎𝜎𝐽𝜓1𝜙

−1
1 𝑅̃−1

𝐽𝜓−1
1 𝑐1

= 𝜓−1
2 𝑅̃𝑏𝜎𝜓1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎.

где 𝜙, 𝜓, 𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑡(𝑄,+), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄, 𝐿̃𝑎𝑥 = 𝑎+ 𝑥, 𝑅̃𝑏𝑥 = 𝑥+ 𝑏, левая и правая

трансляции группы (𝑄,+).

Аналогично, если (𝑄,−1𝐴) и (𝑄,−1𝐵) - парастрофы линейной над

группой (𝑄,+) квазигруппы (𝑄,𝐴) : 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , −1𝐴(𝑥, 𝑦) =

= 𝜙−1
1 𝑥 + 𝐽𝜙−1

1 𝑐1 + 𝐽𝜙−1
1 𝜓1𝑦 , 𝐵−1(𝑥, 𝑦) = 𝜙−1

2 𝑥 + 𝐽𝜙−1
2 𝑐2 + 𝐽𝜙−1

2 𝜓2𝑦. 𝛾

- гомоморфизм квазигруппы (𝑄,−1𝐴) в (𝑄,−1𝐵) 𝛾(𝑥 · 𝑦) = 𝛾𝑥 ∘ 𝛾𝑦 , то

гомоморфизм 𝛾 можно представить в виде

𝛾 = 𝑅̃𝐽𝜙−1
2 𝐿̃𝑎𝜎𝑐2

𝜙−1
2 𝐿̃𝑎𝜎𝜙1𝑅̃

−1
𝐽𝜙−1

1 𝑐1
= 𝐽𝜙−1

2 𝜓2𝑅̃𝑏𝜎𝐽𝜙1𝜓
−1
1 = 𝐿̃𝑎𝑅̃𝑏𝜎.
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1.7. Порядок элемента и обобщение идемпотентного элемента в

квазигруппах

Понятие порядок элемента для произвольных неассоциативных ал­

гебраических структур разными авторами определены различными вари­

антами. Но общая идея, общий подход единый. Например, В.А.Шербаковым

в работе [36] введено понятие (𝑚,𝑛) - элемента квазигруппы, где 𝑚,𝑛 -

произвольные конечные натуральные числа. Более того, введены классы

(𝑚,𝑛) - линейных и (𝑚,𝑛) - Т-квазигрупп. Ввиду отсутствие единичного

элемента и закона ассоциативности в квазигруппах имеются различные

подходы к определению порядка элемента в квазигруппах. М.М.Чобан и

Л.Л.Кирияк в работе [37] ввели понятие (𝑚,𝑛) - единичного элемента и

изучали топологические медиальные квазигруппы с (𝑚,𝑛) - единичным

элементом. Известно, что всякая лупа Муфанг является диассоциативной,

то есть произвольные два элемента лупы порождают подгруппу, левая лу­

па Бола является степенно ассоциативной, то есть любой элемент порож­

дает подгруппу [7]. Порядок элемента степенно ассоциативной лупы (𝑄, ·)

определяется как обычное понятие порядка элемента в группах [7].

Определение 1.7.1. [7] Порядок элемента 𝑥 степенно ассоциатив­

ной лупы (𝑄, ·) называется порядок циклической группы < 𝑥 >, которая

порождается этим элементом.

В.А.Шербаковым предложен естественное обобщение понятие поряд­

ка элемента в квазигруппах.

Определение 1.7.2. [36] Элемент 𝑥 квазигруппы (𝑄, ·) имеет поря­

док (𝑚,𝑛), если существуют натуральные числа 𝑚 и 𝑛, такие, что
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𝐿𝑚𝑥 = 𝑅𝑛
𝑥 = 𝜀 и для произвольных 𝑚1 , 𝑛1 , где 1 ≤ 𝑚1 < 𝑛, 1 ≤ 𝑛1 < 𝑛,

элемент 𝑥 неявляется (𝑚1, 𝑛1) - элементом, где 𝐿𝑥 и 𝑅𝑥 элементы

мультипликативной группы 𝑀(𝑄, ·) квазигруппы (𝑄, ·).

Замечание.. Из определения 1.7.2 следует, что элемент 𝐿𝑥 группы

𝑀(𝑄, ·) имеет порядок 𝑚 и элемент 𝑅𝑥 имеет порядок 𝑛 . Поэтому на­

звание (𝑚,𝑛) - порядок элемента можно интерпретировать как (𝐿,𝑅)

порядок или двусторонний порядок элемента 𝑥 .

В теории неассоциативных колец [38], используют левое (правое) по­

рядок элементов, а именно: (...(((𝑥1𝑥2)𝑥3)𝑥4)...) и (...(𝑥4(𝑥3(𝑥2𝑥1)...) . По­

этому, естественным образом предложено понятие порядок элемента (или

обобщение понятия идемпотентного элемента).

Определение 1.7.3. Элемент 𝑥 называется идемпотентым, если

𝑥2 = 𝑥.

По индукции определяется правый (левый) идемпотентый элемент

степени 𝑛(𝑚) , где 𝑛,𝑚 ∈ 𝑁 .

Определение 1.7.4. Элемент 𝑥 называется правым идемпотент­

ным степени 𝑛, если

(...((𝑥 · 𝑥) · 𝑥) · 𝑥...𝑥) · 𝑥⏟  ⏞  
𝑛−𝑝𝑎3

= 𝑥, (1.7.1)

Симметрично определяется левой идемпотентной элемент степени 𝑚

𝑥 · (...𝑥 · (𝑥 · 𝑥))...)⏟  ⏞  
𝑚−𝑝𝑎3

= 𝑥. (1.7.2)

При 𝑛 = 𝑚 = 2 получим 𝑥2 = 𝑥 обычное понятие идемтпотентного

элемента в полугруппах, квазигруппах и т.д.
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Для краткости тождества (1.7.1) и (1.7.2) обозначим следующим об­

разом:

𝑥[𝑛] = (...((𝑥 · 𝑥) · 𝑥) · 𝑥...𝑥) · 𝑥⏟  ⏞  
𝑛−𝑝𝑎3

= 𝑥,

Аналогично
[𝑚]𝑥 = 𝑥 · (...𝑥 · (𝑥 · 𝑥))...)⏟  ⏞  

𝑚−𝑝𝑎3

= 𝑥.

Таким образом имеем

𝑥[𝑛] = 𝑥 (1.7.3)

[𝑚]𝑥 = 𝑥 (1.7.4)

Если для элемента 𝑥 выполняется одновременно тождества (1.7.3) и

(1.7.4), то элемент 𝑥 называется идемтпотентным степени (𝑛,𝑚) .

Пример. Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа 4-того порядка 𝑄 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} со

следующей таблицей умножения

· 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑏 𝑐 𝑑 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 𝑐 𝑏 𝑎

𝑑 𝑏 𝑎 𝑑 𝑐

легко проверить, что [𝑎]4 = 𝑎 , [𝑏]4 = 𝑏 , [𝑐]4 = 𝑐 , [𝑑]4 = 𝑑 . то есть.

[𝑥]4 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄 .

Далее [4]𝑎 = 𝑎 , [4]𝑏 ̸= 𝑏 , [3]𝑐 = 𝑐 , [3]𝑑 = 𝑑 , то есть [𝑎]4 =[4] 𝑎 = 𝑎 .

Таким образом ∀𝑥 ∈ 𝑄 , 𝑥 = {𝑏, 𝑐, 𝑑} , [𝑥]3 =[4] 𝑥 = 𝑥 , [3]𝑏 = 𝑏 , [3]𝑏 =

𝑏[4] = 𝑏 , [3]𝑑 = 𝑑 , [4]𝑑 ̸= 𝑑 .Элемент 𝑎 является идемпотентным элементом

степени (4,4), элементы 𝑏, 𝑐, 𝑑 идемпотентные элементы степени (3,4).



71

Исследуем характер идемпотентого элемента степени (𝑚,𝑛) при мор­

физмах квазигрупп.

Пусть 𝑥[𝑛] = 𝑥 , 𝑦[𝑛] = 𝑦 - две правоидемпотентные элементы степени

𝑛 , где 𝑛 ∈ 𝑁 квазигруппы (𝑄, ·) , 𝜙- автоморфизм (𝑄, ·) , то есть 𝜙 ∈

𝐴𝑢𝑡(𝑄, ·) .

Тогда 𝜙(𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛]) = 𝜙(𝑥 · 𝑦) = 𝜙(𝑥) · 𝜙(𝑦) = 𝜙(𝑥[𝑛]) · 𝜙(𝑦[𝑛]) =

= 𝜙(𝑥[𝑛−1] · 𝑥) · 𝜙(𝑦[𝑛−1] · 𝑦) = [𝜙(𝑥[𝑛−1]) · 𝜙(𝑥)] · [𝜙(𝑦[𝑛−1]) · 𝜙(𝑦)] =

= [(𝜙(𝑥[𝑛−2] · 𝑥)) · 𝜙(𝑥)] · [(𝜙(𝑦[𝑛−2] · 𝑦)) · 𝜙(𝑦)] =

= [[𝜙(𝑥[𝑛−2]) · 𝜙(𝑥)] · 𝜙(𝑥)] · [[𝜙(𝑦[𝑛−1]) · 𝜙(𝑦)] · 𝜙(𝑦)] =

= . . . = [. . . [. . . [𝜙(𝑥) · 𝜙(𝑥)] · 𝜙(𝑥)] . . . 𝜙(𝑥)]⏟  ⏞  
𝑛−𝑝𝑎3

·[. . . [[𝜙(𝑦) · 𝜙(𝑦)] · 𝜙(𝑦)] . . .⏟  ⏞  
𝑛−𝑝𝑎3

] =

= 𝜙(𝑥)[𝑛] · 𝜙(𝑦)[𝑛] .

то есть

𝜙(𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛]) = 𝜙(𝑥)[𝑛] · 𝜙(𝑦)[𝑛].

Аналогично, можно доказать, что

𝜙([𝑘]𝑥 ·[𝑘] 𝑦) =[𝑘] 𝜙(𝑥) ·[𝑘] 𝜙(𝑦).

Пусть 𝜙 - гомоморфизм квазигруппы (𝑄, ·) на квазигруппу (𝑄, ∘) .

Тогда индукции по 𝑛 , где 𝑛 ∈ 𝑁 можно доказать что

𝜙(𝑥[𝑛]) = (𝜙(𝑥))[𝑛], (1.5.5)

или

𝜙([𝑘]𝑥) =[𝑘] (𝜙(𝑥)), (1.7.6)

Доказательство легко проводится индукцией по 𝑛 .
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Действительно, пусть 𝜙 :(𝑄, ·) → (𝑄, ∘) гомоморфизм квазигруппы

(𝑄, ·) на квазигрупу (𝑄, ∘) , то есть 𝜙(𝑥 · 𝑦) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦) и 𝑥 правоидем­

потентный элемент ступени 𝑛, 𝑥[𝑛] = 𝑥 .

Справедливость равенства (1.7.5) проверяется методом математиче­

ской индукции.

Пусть 1) 𝑛 = 2, 𝑥2 = 𝑥, 𝑥 · 𝑥 = 𝑥.

𝜙(𝑥2) = 𝜙(𝑥 · 𝑥) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑥) = (𝜙(𝑥))2.

2) 𝑛 = 3, 𝑥3 = 𝑥2 · 𝑥 = (𝑥 · 𝑥) · 𝑥 = 𝑥.

𝜙(𝑥3) = 𝜙(𝑥2 · 𝑥) = 𝜙(𝑥2) ∘ 𝜙(𝑥) = (𝜙(𝑥))2 ∘ 𝜙(𝑥) = (𝜙(𝑥))3.

3) 𝑛 = 𝑘, 𝜙(𝑥𝑘) = 𝜙(𝑥𝑘−1 · 𝑥) = 𝜙(𝑥𝑘−1) ∘ 𝜙(𝑥) = (𝜙(𝑥))𝑘−1 ∘ 𝜙(𝑥) =

= (𝜙(𝑥))𝑘.

𝜙(𝑥[𝑘]) = (𝜙(𝑥))[𝑘].
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Глава 2

Задача В.Д. Белоусова для некоторых классов

линейных квазигрупп

2.1. Решение проблемы В.Д.Белоусова для класса

𝐵𝐺−квазигрупп

Задача изучения (нормальных) конгруэнций или вообще подал­

гебр, структура решетки конгруэнций является важной и трудной для

различных алгебраических структур. Данная задача для различных клас­

сов групп, полугрупп, колец и т.д. решены. В теории квазигрупп зада­

ча определения нормальных конгруэнций для различных классов ква­

зигрупп поставлена В.Д.Белоусовым в его монографии [7]. Постановка

задачи следующая: каковы квазигруппы или лупы в которых все конгру­

энции являются нормальными? (Проблема 20, с.221 из [7]). Для многих

классов квазигрупп данная задача решена, а именно: 𝐼𝑃−квазигруппы,

𝑇𝑆−квазигруппы, 𝐶𝐻−квазигруппы и квазигруппы Штейнера. В конеч­

ной квазигруппе каждая конгруэнция нормальна.

Приводим необходимые определения и некоторые сведения. Квазиг­

руппа (𝑄, ·) со свойством обратимости называется 𝐼𝑃−квазигруппой если

в ней выполняются следующие соотношения 𝜆𝑥 · (𝑥 ·𝑦) = 𝑦, (𝑥 ·𝑦) ·𝜌𝑦 = 𝑥,

где 𝜆, 𝜌 - некоторые подстановки множества 𝑄 . Cушествует также другое

определение. Квазигруппа (𝑄, ·) с тождествами 𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥, 𝑥 · (𝑥 · 𝑦) = 𝑦,

(𝑥 · 𝑦) · 𝑦 = 𝑥 называется 𝐼𝑃−квазигруппой. Если в квазигруппе (𝑄, ·)

выполняется тождество 𝑥𝑦 · 𝑢𝑣 = 𝑥𝑢 · 𝑦𝑣 , то (𝑄, ·) называют медиальной
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квазигруппой. Согласно теоремы Брака-Тойоды [7] медиальную квазиг­

руппу (𝑄, ·) можно представить в следующем виде:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦

где (𝑄,+) - коммутативная группа, 𝜙 и 𝜓 автоморфизмы группы (𝑄,+) ,

такие что 𝜙𝜓 = 𝜓𝜙 , с - фиксированный элемент множества 𝑄.

𝐶𝐻−квазигруппой называется квазигруппа с тождествами 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥,

𝑥 · (𝑥 · 𝑦) = 𝑦, любые три элемента которой порождают медиальную под­

квазигруппу. Заметим что 𝐶𝐻−квазигруппы введены Ю.И.Маниным в

связи с исследованием кубических гиперповерхностей [8].

Отношение эквивалентности 𝜃 множества 𝑄 называется конгруэнци­

ей в квазигруппе (𝑄, ·), если из 𝑎𝜃𝑏 следует 𝑎𝑐𝜃𝑏𝑐 и 𝑐𝑎𝜃𝑐𝑏 для любых

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄. Конгруэнция 𝜃 называется нормальной, если из 𝑎𝑐𝜃𝑏𝑐 как и

из 𝑐𝑎𝜃𝑐𝑏 следует 𝑎𝜃𝑏 .

В.А.Щербаковым в [39] найдены необходимые и достаточное условия

нормальности конгруэнции квазигруппы в терминах подгруппы мульти­

пликативной группы (𝑀𝑄, ·) квазигруппы (𝑄, ·) . Следует отметить что

с каждой квазигруппой (𝑄, ·) связана некоторая группа 𝑀(𝑄, ·), следу­

ющим образом. Из уравнений 𝑎𝑥 = 𝑏, 𝑦𝑎 = 𝑏 следует 𝐿𝑎𝑥 = 𝑏, 𝑅𝑎𝑦 = 𝑏 .

Подстановки 𝐿𝑎, 𝑅𝑎 множества 𝑄 относительно операции умножения под­

становок образуют группу 𝑀(𝑄, ·), которая называется мультипликатив­

ной группой квазигруппы (𝑄, ·), то есть,

𝑀(𝑄, ·) = ⟨𝐿𝑎, 𝑅𝑎 | 𝐿𝑎𝑥 = 𝑏, 𝑅𝑎𝑦 = 𝑏, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄⟩.

Группу 𝑀(𝑄, ·), в литературе называют также группой умножения

или ассоциированный группы для квазигруппы (𝑄, ·) .
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В работе [40] доказано, что в линейной квазигруппе (𝑄, ·) : 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥+𝑐+𝜓𝑦, где автоморфизмы 𝜙 и 𝜓 имеют конечные порядки, всякая

конгруэнция является нормальной.

Квазигруппа (𝑄, ·) называется линейной слева (справа) над группой

(𝑄,+) , если она имеет вид 𝑥𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝑐 + 𝛽𝑦 (𝑥𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝑐 + 𝜓𝑦), где

𝛽 (соответственно 𝛼) - подстановка множества 𝑄, 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) (𝜓 ∈

𝐴𝑢𝑡(𝑄,+)) . Если квазигруппа одновременно является линейной слева и

линейной справа, то такую квазигруппу называют линейной квазигруппой

[41].

Квазигруппа (𝑄, ·) называются квазигруппой Бола, если в ней выпол­

няются следующие тождества

𝑥 · (𝑦 · (𝑥 · 𝑡)) = 𝑅−1
𝑒𝑥
(𝑥 · (𝑦 · 𝑥)) · 𝑡 (2.1.1)

((𝑡 · 𝑥) · 𝑦) · 𝑥 = 𝑡 · 𝐿−1
𝑓𝑥
((𝑥 · 𝑦) · 𝑥) (2.1.2)

для любых 𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ 𝑄, где 𝑥𝑒𝑥 = 𝑥, 𝑓𝑥𝑥 = 𝑥, 𝐿𝑎𝑥 = 𝑎𝑥,𝑅𝑎𝑥 = 𝑥𝑎,

𝐿−1
𝑎 𝑥 = 𝑎∖𝑥,𝑅−1

𝑎 𝑥 = 𝑥/𝑎, для всех 𝑎, 𝑥 ∈ 𝑄 .

Теорема 2.1.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥+ 𝛽𝑦 с условием 𝜙2 = 𝜀. Тогда в (𝑄, ·) выполняется правое тожде­

ство Бола, то есть (𝑄, ·) является правой квазигруппой Бола.

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа 𝑥 · 𝑦 =

= 𝜙𝑥 + 𝛽𝑦, с условием 𝜙2 = 𝜀. Из равенства 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝛽𝑦 имеем:

𝐿𝑦𝑥 = 𝐿+
𝜙𝑥𝛽𝑦, где 𝐿𝑦𝑥 = 𝑦𝑥, 𝐿+

𝑦 𝑥 = 𝑦+𝑥. Далее, 𝑓𝑥𝑥 = 𝑥 или 𝜙𝑓𝑥+𝛽𝑥 =

= 𝑥, 𝜙𝑓𝑥 = 𝑥− 𝛽𝑥, 𝐿𝑓𝑥𝑥 = 𝐿+
−𝜙𝑓𝑥𝛽𝑥 или 𝐿−1

𝑓𝑥
𝑥 = 𝛽−1𝐿+

−𝜙𝑓𝑥𝑥 .

Учитывая полученные соотношения переходим в равенстве (2.1.2) к
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групповой операции:

((𝑡 · 𝑥) · 𝑦) · 𝑥 = 𝜙((𝑡 · 𝑥) · 𝑦) + 𝛽𝑥 = 𝜙(𝜙(𝜙𝑡+ 𝛽𝑥) + 𝛽𝑦) + 𝛽𝑥 =

= 𝜙3𝑡+ 𝜙2𝛽𝑥+ 𝜙𝛽𝑦 + 𝛽𝑥 = 𝜙𝑡+ 𝛽𝑥+ 𝜙𝛽𝑦 + 𝛽𝑥.

𝑡 · 𝐿−1
𝑓𝑥
((𝑥 · 𝑦) · 𝑥) = 𝜙𝑡+ 𝛽𝐿−1

𝑓𝑥
(𝜙(𝜙𝑥+ 𝛽𝑦) + 𝛽𝑥) =

= 𝜙𝑡+ 𝛽𝛽−1𝐿+
−𝜙𝑓𝑥(𝜙

2𝑥+ 𝜙𝛽𝑦) + 𝛽𝑥 =

= 𝜙𝑡− 𝜙𝑓𝑥 + 𝜙2𝑥+ 𝜙𝛽𝑦 + 𝛽𝑥 = 𝜙𝑡− (𝑥− 𝛽𝑥) + 𝜙2𝑥+ 𝜙𝛽𝑦 + 𝛽𝑥 =

= 𝜙𝑡+ 𝛽𝑥− 𝑥+ 𝑥+ 𝜙𝛽𝑦 + 𝛽𝑥 = 𝜙𝑡+ 𝛽𝑥+ 𝜙𝛽𝑦 + 𝛽𝑥.

то есть в линейной квазигруппе (𝑄, ·) с условием 𝜙2 = 𝜀 выполняется

правое тождество Бола.

Теорема 2.1.2. Пусть (𝑄, ·) - линейная справа квазигруппа 𝑥 · 𝑦 =

= 𝛼𝑥+ 𝜓𝑦 с условием 𝜓2 = 𝜀. Тогда в (𝑄, ·) выполняется левое тожде­

ство Бола, то есть (𝑄, ·) является левой квазигруппой Бола.

Теорема 2.1.3. Пусть (𝑄, ·) - линейная квазигруппа 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦,

с условием 𝜙2 = 𝜓2 = 𝜀. Тогда в (𝑄, ·) выполняются тождества Бола,

то есть (𝑄, ·) является квазигруппой Бола.

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - линейная квазигруппа 𝑥·𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦,

с условием 𝜙2 = 𝜓2 = 𝜀. Из равенства 𝑥𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦 имеем: 𝑅𝑦𝑥 = 𝑅+
𝜓𝑦𝜙𝑥,

где 𝑅𝑦𝑥 = 𝑥𝑦, 𝑅+
𝑦 𝑥 = 𝑥+ 𝑦. Далее, 𝑥𝑒𝑥 = 𝑥 или 𝜙𝑥+ 𝜓𝑒𝑥 = 𝑥, 𝜓𝑒𝑥 =

= −𝜙𝑥+ 𝑥, 𝑅𝑒𝑥𝑥 = 𝑅+
𝜓𝑒𝑥
𝜙𝑥, или 𝑅−1

𝑒𝑥
𝑥 = 𝜙−1𝑅+

−𝜓𝑒𝑥𝑥.

Учитывая полученные соотношения переходим в равенстве (2.1.1) к

групповой операции:

𝑥 · ((𝑦 · (𝑥 · 𝑡)) = 𝜙𝑥+ 𝜓(𝜙𝑦 + 𝜓(𝜙𝑥+ 𝜓𝑡)) = 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑥+ 𝜓3𝑡 =
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= 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜙𝑥+ 𝜓𝑡.

𝑅−1
𝑒𝑥
(𝑥 · (𝑦 · 𝑥)) · 𝑡 = 𝜙𝑅−1

𝑒𝑥
(𝜙𝑥+ 𝜓(𝜙𝑦 + 𝜓𝑥)) + 𝜓𝑡 =

= 𝜙𝜙−1𝑅+
−𝜓𝑒𝑥(𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑥) + 𝜓𝑡 =

= 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑥− 𝜓𝑒𝑥 + 𝜓𝑡 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝑥− (−𝜙𝑥+ 𝑥) + 𝜓𝑡 =

= 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝑥− 𝑥+ 𝜙𝑥+ 𝜓𝑡 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜙𝑥+ 𝜓𝑡.

Таким образом в линейной квазигруппе (𝑄, ·) с условием 𝜓2 = 𝜀 вы­

полняется левое тождество Бола, то есть тождество (2.1.1).

Переходим в равенстве (2.1.2) к групповой операции:

((𝑡 · 𝑥) · 𝑦)) · 𝑥 = 𝜙((𝑡 · 𝑥) · 𝑦) + 𝜓𝑥 = 𝜙(𝜙(𝜙𝑡+ 𝜓𝑥) + 𝜓𝑦) + 𝜓𝑥 =

= 𝜙3𝑡+ 𝜙2𝜓𝑥+ 𝜙𝜓𝑦 + 𝜓𝑥 = 𝜙𝑡+ 𝜓𝑥+ 𝜙𝜓𝑦 + 𝜓𝑥.

𝑡 · 𝐿−1
𝑓𝑥
((𝑥 · 𝑦) · 𝑥) = 𝜙𝑡+ 𝜓𝐿−1

𝑓𝑥
(𝜙(𝜙𝑥+ 𝜓𝑦) + 𝜓𝑥) =

= 𝜙𝑡+ 𝜓𝜓−1𝐿+
−𝜓𝑓𝑥(𝜙(𝜙𝑥+ 𝜓𝑦) + 𝜓𝑥) =

= 𝜙𝑡− 𝜙𝑓𝑥 + 𝜙2𝑥+ 𝜙𝜓𝑦 + 𝜓𝑥 = 𝜙𝑡− (𝑥− 𝜓𝑥) + 𝜙2𝑥+ 𝜙𝜓𝑦 + 𝜓𝑥 =

= 𝜙𝑡+ 𝜓𝑥− 𝑥+ 𝑥+ 𝜙𝜓𝑦 + 𝜓𝑥 = 𝜙𝑡+ 𝜓𝑥+ 𝜙𝜓𝑦 + 𝜓𝑥.

Это значит, что в линейной квазигруппе (𝑄, ·) с условием 𝜙2 = 𝜀

выполняется правое тождество Бола, то есть тождество (2.1.2).

Таким образом, если (𝑄, ·) - линейная квазигруппа с условием 𝜙2 =

= 𝜓2 = 𝜀, то (𝑄, ·) является квазигруппой Бола. В [40] доказано, что в ли­

нейной квазигруппе (𝑄, ·) с условием 𝜙𝑛 = 𝜓𝑚 = 𝜀, где 𝑛,𝑚 - конечные

натуральные числа, всякая конгруэнция является нормальной. Следова­

тельно, в линейной квазигруппе с тождествами Бола всякая конгруэнция

является нормальной. Для краткости, линейную квазигруппу с тождества­

ми Бола назовем 𝐵𝐺−квазигруппой.
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Следствие 2.1.1. Всякая конгруэнция 𝐵𝐺−квазигруппы является

нормальной конгруэнцией .

Данное утверждение верно также для случая смешанных типов ква­

зигрупп I и II родов.

Теорема 2.1.4. Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа смешанного типа линей­

ности I рода: 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦 с условием 𝜙2 = 𝜀 (II рода 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦 с

условии 𝜓2 = 𝜀.) Тогда в (𝑄, ·) выполняется правое (левое) тождество

Бола, то есть (𝑄, ·) является правой (левой) квазигруппой Бола.

Следствие 2.1.2. В квазигруппах смешанного типа линейности I,

II рода с условием 𝜙2 = 𝜀 или 𝜓2 = 𝜀 всякая конгруэнция являются

нормальной

Полученные результаты являются решением задачи В.Д.Белоусова

для вышеназванных классов квазигрупп.

2.2. О нормальности конгруэнций линейных слева (справа)

квазигрупп

Пусть 𝑄 непустое множестве. Под бинарным отношением множе­

ства 𝑄 подразумевается подмножество прямого произведения 𝑄×𝑄 [42].

Обычно бинарное отношение обозначается греческими или латинскими

шрифтами 𝛼, 𝛽, 𝛾 и т.д. Если 𝛼 и 𝛽 две бинарные отношения на множестве

𝑄 , то произведение 𝛼∘𝛾 определяется следующим образом: (𝑎, 𝑏) ∈ 𝛼∘𝛾 ,

если существует элемент (𝑐) ∈ 𝑄 , такое что (𝑎, 𝑐) ∈ 𝛼 и (𝑐, 𝑏) ∈ 𝛽 . Если 𝛼

бинарное отношение на множестве 𝑄 , то 𝛼−1 = {(𝑏, 𝑎)|(𝑎, 𝑏) ∈ 𝜙} . Очевид­

но, что операция бинарное отношение ассоциативна. Бинарное отношение
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𝛼 на множестве 𝑄 называется рефлексивным, если (𝑎, 𝑎) ∈ 𝛼, ∀𝑎 ∈ 𝑄 ,

симметричным, если из (𝑎, 𝑏) ∈ 𝛼 следует (𝑏, 𝑎) ∈ 𝛼 и транзитивным,

если из (𝑎, 𝑏) ∈ 𝛼 и (𝑏, 𝑐) ∈ 𝛼 следует (𝑎, 𝑐) ∈ 𝛼, ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄 .

Бинарное отношение 𝛼 называется эквиваленцией, если 𝛼 является

рефлексивным, симметричным и транзитивным. Другими словами, если

𝜀 ⊆ 𝛼, 𝛼−1 = 𝛼, 𝛼2 = 𝛼 , где 𝜀 = {(𝑎, 𝑎)|𝑎 ∈ 𝑄} . Известно, что эквивалент­

ное отношение на множестве 𝑄 разделяет 𝑄 на классы эквивалентности,

такие что если 𝐻𝑖 и 𝐻𝑗 две класса эквивалентности, то 𝐻𝑖 ∩ 𝐻𝑗 ̸= ⊘ ,

𝐻1 ∪𝐻2 ∪ . . . ∪𝐻𝑛 = 𝑄 , если |𝑄| = 𝑛 .

Если класс эквивалентности 𝛼 содержит элемент 𝑎 ∈ 𝑄 , то это обо­

значается следующим образом: 𝛼(𝑎) .

Определение 2.2.1. [24] Отношение эквивалентности 𝜃 множества

𝑄 называется левой конгруэнцией в квазигруппе (𝑄, ·), если из 𝑎𝜃𝑏 сле­

дует (𝑐 · 𝑎)𝜃(𝑐 · 𝑏) для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 2.2.2. [24] Отношение эквивалентности 𝜃 множества

𝑄 называется правой конгруэнцией в квазигруппе (𝑄, ·), если из 𝑎𝜃𝑏 сле­

дует (𝑎 · 𝑐)𝜃(𝑏 · 𝑐) для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 2.2.3. [24] Отношение эквивалентности 𝜃 множества

𝑄 называется конгруэнцией в квазигруппе (𝑄, ·), если из 𝑎𝜃𝑏 следует

(𝑎 · 𝑐)𝜃(𝑏 · 𝑐) и (𝑐 · 𝑎)𝜃(𝑐 · 𝑏) для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 2.2.4. [24] Конгруэнция 𝜃 называется левой нормаль­

ной в квазигруппе (𝑄, ·), если из (𝑐 · 𝑎)𝜃(𝑐 · 𝑏) следует 𝑎𝜃𝑏, для любых

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.
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Определение 2.2.5. [24] Конгруэнция 𝜃 называется правой нормаль­

ной в квазигруппе (𝑄, ·), если из (𝑎 · 𝑐)𝜃(𝑏 · 𝑐) следует 𝑎𝜃𝑏, для любых

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Определение 2.2.6. [24] Конгруэнция 𝜃 называется нормальной в

квазигруппе (𝑄, ·), если из (𝑎 · 𝑐)𝜃(𝑏 · 𝑐) как и из (𝑐 · 𝑎)𝜃(𝑐 · 𝑏) следу­

ет 𝑎𝜃𝑏, для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Теорема 2.2.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦

𝜂 - конгруэнция группы (𝑄,+) и 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 - сужение автоморфизма 𝜙 на

группу 𝐾𝑒𝑟𝜂. Тогда 𝜂 - конгруэнция квазигруппы (𝑄, ·) тогда и только

тогда, когда 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 - эндоморфизм группы 𝐾𝑒𝑟𝜂. Далее 𝜂 - нормальная

конгруэнция на (𝑄, ·) тогда и только тогда, когда 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 автоморфизм

группы 𝐾𝑒𝑟𝜂 .

Доказательство. Заметим, что дання теорема доказывается анало­

гичными рассуждениями как и для случая 𝑇 -квазигруппы, линейной ква­

зигруппы, доказанная в [5, 40]. Приведем его для случая линейных слева

квазигрупп.

Итак, пусть 𝜂 - конгруэнция группы (𝑄,+) . Покажем, что 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂

- эндоморфизмы группы 𝐾𝑒𝑟𝜂 . Пусть 𝑑𝜂0 , то есть 𝑑 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜂 . Тогда 𝑑 ·

𝛽−1(−𝑐)𝜂0 · 𝛽−1(−𝑐) . Но 𝑑 · 𝛽−1(−𝑐) = 𝜙𝑑+ 𝑐− 𝑐 = 𝜙𝑑 , 0 · 𝛽−1(−𝑐) =

= 𝜙0 + 𝑐− 𝑐 = 0 . Следовательно 𝜙𝑑𝜂0 , то есть 𝜙𝑑 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜂 .

Пусть 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 - эндоморфизмы группы 𝐾𝑒𝑟𝜂 . Покажем, что 𝜂 - кон­

груэнция квазигруппы (𝑄, ·) . Пусть 𝑙𝜂𝑑 , где 𝑙, 𝑑,∈ 𝑄 .

Тогда (𝑙 − 𝑑)𝜂0 и 𝜙(𝑙 − 𝑑)𝜂0 , а следовательно 𝜙𝑙𝜂𝜙𝑑 .
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Так как 𝜂 - конгруэнция группы (𝑄,+) и 𝑐𝜂𝑐 , где 𝑐 ∈ 𝑄 , то (𝜙𝑝 +

𝑐)𝜂(𝜙𝑏+ 𝑐) . Откуда (𝜙𝑝+ 𝑐+ 𝜓𝑞)𝜂(𝜙𝑏+ 𝑐+ 𝜓𝑑) или (𝑝𝑞)𝜂(𝑏𝑑) , то есть 𝜂

- конгруэнция квазигруппы (𝑄, ·) .

Допустим, что 𝜂 - нормальная конгруэнция на (𝑄, ·) . Покажем, что

𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 = 𝜙1 ∈ 𝐴𝑢𝑡𝐾𝑒𝑟𝜂 . По условию 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 = 𝜙1 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝐾𝑒𝑟𝜂 . До­

статочно показать, что 𝜙−1
1 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝐾𝑒𝑟𝜂 . Пусть 𝑑 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜂 , то есть 𝑑𝜂0 и

𝑑 = 𝜙𝑏 . Так как 𝜙𝑏 = 𝑏 ·𝛽−1(−𝑐), 0 = 0 ·𝛽−1(−𝑐), то 𝑏𝜂0 , то есть 𝜙−1𝑑𝜂0 .

Пусть теперь 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 ∈ 𝐴𝑢𝑡𝐾𝑒𝑟𝜂 . Покажем, что 𝜂 - нормальная кон­

груэнция на (𝑄, ·) . Как известно, в группе (𝑄,+) каждая конгруэнция

нормальна. Пусть (𝑝𝑏)𝜂(𝑞𝑑), 𝑝𝜂𝑞 . Тогда (𝜙𝑝+𝑐+𝛽𝑏)𝜂(𝜙𝑞+𝑐+𝛽𝑑) , откуда

𝛽𝑏𝜂𝛽𝑑 , так как 𝜙𝑝𝜂𝜙𝑞 .

Аналогично устанавливается, что 𝑝𝑏𝜂𝑞𝑑 влечет 𝑝𝜂𝑞 , если 𝑏𝜂𝑑 .

Теорема доказана.

"Симметрично" теорема доказывается для случая линейных справа

квазигрупп.

Теорема 2.2.2. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева (справа) квазигруппа:

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦 (𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦)

причем 𝜙 (𝜓) имеет конечный порядок, тогда каждая конгруэнция на

(𝑄, ·) нормальна.

Доказательство. Пусть 𝜂 - конгруэнция квазигруппы (𝑄, ·) и 𝜙𝑛 =

= 𝜀 где 𝑛 - натуральное число. Пусть 𝑑𝜂𝑙 . Очевидно, что 𝑑 · 𝛽−1(−𝑐)𝜂𝑙 ·

𝛽−1(−𝑐) , следовательно 𝜙𝑑𝜂𝜙𝑙 . Поэтому 𝜙𝑛−1𝑑𝜂𝜙𝑛−1𝑙 . Но 𝜙𝑛−1 = 𝜙−1 ,

так что 𝜙−1𝑑𝜂𝜙−1𝑙 . Пусть 𝑘 - произвольный элемент из 𝑄 . Тогда 𝜙−1𝑑 ·

𝛽−1(−𝑐+ 𝑘)𝜂𝜙−1𝑙 · 𝛽−1(−𝑐+ 𝑘) , Следовательно (𝑑+ 𝑘)𝜂(𝑙+ 𝑘) . Поэтому 𝜂
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- конгруэнция группы (𝑄,+) . По теорема 2.2.1 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 - эндоморфизмы

группы 𝐾𝑒𝑟𝜂 . Так как 𝜙𝑛 = 𝜀 то 𝜙|𝐾𝑒𝑟𝜂 - автоморфизмы группы 𝐾𝑒𝑟𝜂 .

По теорема 2.2.1 𝜂 - нормальна на (𝑄, ·) .

Аналогично теорема доказывается для случая линейной справа ква­

зигруппы.

Замечание. Теорема 2.2.2 является решением задачи В.Д. Белоусова

для класса линейных слева (справа) квазигрупп.

2.3. Описание класса линейных А-квазигрупп тождествами

Известно [7], что квазигруппу можно определить как алгебру

(𝑄, ·, /, ∖) с тремя бинарными операциями (·), (/) и (∖) , в которой вы­

полняются следующие тождества:

𝑥 · (𝑥∖𝑦) = 𝑦, (𝑦/𝑥) · 𝑥 = 𝑦 (2.3.1)

𝑥∖(𝑥 · 𝑦) = 𝑦, (𝑦 · 𝑥)/𝑥 = 𝑦 (2.3.2)

В литературе квазигруппу (𝑄, ·, /, ∖) называют также примитивной

квазигруппой или 𝜀 - квазигруппой (см.[20])

Г.Б. Белявская и А.Х.Табаров в работах [6,31] изучали различные

обобщения линейных квазигрупп, а именно, полулинейные, алинейные,

смешанные типы линейности квазигрупп.

Автоморфизм 𝜙 группы (𝑄,+) называется внутренным автоморфиз­

мом относительно элемента 𝑎 ∈ 𝑄 если 𝜙𝑎(𝑥) = 𝑎 + 𝑥 − 𝑎 . Как известно

[42] все внутренные автоморфизмы группы (𝑄,+) образуют группу от­

носительно операции умножения автоморфизмов, которая обозначается
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через 𝐼𝑛𝑡(𝑄,+) . Очевидно, 𝐼𝑛𝑡(𝑄,+)�𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) , где 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) - груп­

па автоморфизмов группы (𝑄,+) . Если группа (𝑄,+) - коммутативная,

то 𝐼𝑛𝑡(𝑄,+) = 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) .

Определение 2.3.1. Подстановка 𝛼 множества 𝑄 называется

внутренной подстановкой относительно элемента ℎ ∈ 𝑄 если

𝛼(ℎ) = ℎ.

Очевидно, что все внуренные подстановки квазигруппы (𝑄, ·) образу­

ют группу, которую обозначим через 𝐼ℎ(𝑄, ·) .

Р.Брак в работе [43] ввел так называемый класс 𝐴−луп, то есть лу­

пы, в которых все внутрунные подстановки относительно единицы лупы

е являются автоморфизмами, другими словами если 𝐼𝑒(𝑄, ∘)�𝐴𝑢𝑡(𝑄, ∘) .

По аналогии с 𝐴−лупами Китороагэ в работе [44] ввела и подробно

исследовала класс 𝐴−квазигрупп.

Определение 2.3.2. Квазигруппа (𝑄, ·) называется А-квазигруппой,

если 𝐼𝑛𝑡(𝑄, ·)�𝐴𝑢𝑡(𝑄, ·), то есть все внутренные подстановки являют­

ся автоморфизмами (𝑄, ·).

В [18] доказано, что группа 𝐼ℎ(𝑄, ·) порождается следующими под­

становками 𝑅𝑥,𝑦, 𝐿𝑥,𝑦 и 𝑇𝑥 , где 𝑅𝑥,𝑦 = 𝑅−1
𝑥∙𝑦𝑅𝑦𝑅𝑥, 𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿−1

𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦 ,

𝑇𝑥 = 𝐿−1
𝜎𝑥𝑅𝑥, 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝐿−1

ℎ (ℎ𝑥 · 𝑦), 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ), 𝜎 = 𝑅−1

ℎ 𝐿ℎ,

𝑅𝑎𝑥 = 𝑥𝑎, 𝐿𝑎𝑦 = 𝑎𝑦, то есть

𝐼ℎ(𝑄, ·) =< 𝑅𝑥,𝑦, 𝐿𝑥,𝑦, 𝑇𝑥 > (2.3.3)

Теорема 2.3.1. Квазигруппа (𝑄, ·) является А-квазигруппой, если в

примитивной квазигруппе (𝑄, ·, /, ∖) выполняются следующие соотно­
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шения:

(((𝑧1𝑧2)𝑥)𝑦)/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦)) =

= ((𝑧1𝑥 · 𝑦)/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦))) · ((𝑧2𝑥 · 𝑦/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦))), (2.3.4)

((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥(𝑦(𝑧1𝑧2))) =

= (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧1)) · (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧2)), (2.3.5)

(ℎ𝑥/ℎ)/ℎ)∖((𝑧1𝑧2)𝑥) = ((ℎ𝑥/ℎ)∖((𝑧1𝑥)) · ((ℎ𝑥/ℎ)∖((𝑧2𝑥)). (2.3.6)

Доказательство. По определению 𝐼ℎ(𝑄, ·) =< 𝑅𝑥,𝑦, 𝐿𝑥,𝑦, 𝑇𝑥 >

�𝐴𝑢𝑡(𝑄, ·). Это значить, что

𝑅𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝑅𝑥,𝑦(𝑧1) ·𝑅𝑥,𝑦(𝑧2), (2.3.7)

𝐿𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝐿𝑥,𝑦(𝑧1) · 𝐿𝑥,𝑦(𝑧2), (2.3.8)

𝑇𝑥(𝑧1𝑧2) = 𝑇𝑥(𝑧1) · 𝑇𝑥(𝑧2), (2.3.9)

где 𝑧1, 𝑧2 - произвольные элементы квазигруппы (𝑄, ·). Поэтапно раскры­

вая равенства (2.3.7), (2.3.8) и (2.3.9), получим:

𝑅𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝑅−1
𝑥∙𝑦𝑅𝑦𝑅𝑥(𝑧1𝑧2) = 𝑅−1

𝑥∙𝑦(((𝑧1𝑧2)𝑥)𝑦) = (((𝑧1𝑧2)𝑥)𝑦)/(𝑥 ∙ 𝑦) =

= (((𝑧1𝑧2)𝑥)𝑦)/𝐿
−1
ℎ (ℎ𝑥 · 𝑦) = (((𝑧1𝑧2)𝑥)𝑦)/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦)).

𝑅𝑥,𝑦(𝑧1) ·𝑅𝑥,𝑦(𝑧2) = 𝑅−1
𝑥∙𝑦𝑅𝑦𝑅𝑥(𝑧1) ·𝑅−1

𝑥∙𝑦𝑅𝑦𝑅𝑥(𝑧2) =

= 𝑅−1
𝑥∙𝑦(𝑧1𝑥 · 𝑦) ·𝑅−1

𝑥∙𝑦(𝑧2𝑥 · 𝑦) = ((𝑧1𝑥 · 𝑦)(𝑥 ∙ 𝑦)) · ((𝑧2𝑥 · 𝑦)(𝑥 ∙ 𝑦) =

= ((𝑧1𝑥 · 𝑦)/𝐿−1
ℎ (ℎ𝑥 · 𝑦)) · ((𝑧2𝑥 · 𝑦)/𝐿−1

ℎ (ℎ𝑥 · 𝑦)) =

= ((𝑧1𝑥 · 𝑦)/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦))) · ((𝑧2𝑥 · 𝑦)/(ℎ∖(ℎ𝑥 · 𝑦))).

Из равенства (2.3.8) имеем:
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𝐿𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝐿−1

𝑥∘𝑦(𝑥(𝑦(𝑧1𝑧2))) = (𝑥 ∘ 𝑦)∖(𝑥(𝑦(𝑧1𝑧2))) =

= 𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ)∖(𝑥(𝑦(𝑧1𝑧2))) = ((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥(𝑦(𝑧1𝑧2))).

𝐿𝑥,𝑦(𝑧1) · 𝐿𝑥,𝑦(𝑧2) = 𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦(𝑧1) · 𝐿−1

𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦(𝑧2) = 𝐿−1
𝑥∘𝑦(𝑥·𝑦𝑧1)·𝐿−1

𝑥∘𝑦(𝑥·𝑦𝑧2) =

= ((𝑥 ∘ 𝑦)∖(𝑥 · 𝑦𝑧1)) · ((𝑥 ∘ 𝑦)∖(𝑥 · 𝑦𝑧2)) =

= (𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧1)) · (𝑅−1

ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧2)) =

= (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧1)) · (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧2)).

Аналогично из равенства (2.3.9) получим:

𝑇𝑥(𝑧1𝑧2) = 𝐿−1
𝜎𝑥𝑅𝑥(𝑧1𝑧2) = 𝐿−1

𝜎𝑥(𝑧1𝑧2)𝑥 = 𝜎𝑥∖((𝑧1𝑧2)𝑥) = 𝑅−1
ℎ 𝐿ℎ𝑥∖(𝑧1𝑧2)𝑥 =

= 𝑅−1
ℎ (ℎ𝑥)∖((𝑧1𝑧2)𝑥) = (ℎ𝑥/ℎ)∖((𝑧1𝑧2)𝑥).

𝑇𝑥(𝑧1 · 𝑧2) = 𝐿−1
𝜎𝑥𝑅𝑥(𝑧1) · 𝐿−1

𝜎𝑥𝑅𝑥(𝑧2) = 𝐿−1
𝜎𝑥(𝑧1𝑥) · 𝐿−1

𝜎𝑥(𝑧2𝑥) =

= 𝜎𝑥∖(𝑧1𝑥) · 𝜎𝑥∖(𝑧2𝑥) = 𝑅−1
ℎ 𝐿ℎ𝑥∖(𝑧1𝑥) ·𝑅−1

ℎ 𝐿ℎ𝑥∖(𝑧2𝑥) =

= 𝑅−1
ℎ (ℎ𝑥)∖(𝑧1𝑥) = 𝑅−1

ℎ (ℎ𝑥)∖(𝑧2𝑥) = ((ℎ𝑥/ℎ)∖(𝑧1𝑥)) · ((ℎ𝑥/ℎ)∖(𝑧2𝑥)).

В.А Щербаковым (см [13]) найдена другая система порождающих для

𝐼ℎ(𝑄, ·), а именно: 𝐼ℎ(𝑄, ·) =< 𝐿𝑥,𝑦, 𝑇𝑥,𝑦, 𝑃𝑥,𝑦 >, 𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦,

𝑇𝑥,𝑦 = 𝐿−1
𝑥*𝑦𝑅𝑥𝐿𝑦, 𝑃𝑥,𝑦 = 𝐿−1

𝑥∙𝑦𝑃𝑥𝐿𝑦, 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ),

𝑥 * 𝑦 = 𝑅−1
ℎ (𝑦ℎ · 𝑥), 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑅−1

ℎ (𝑥/𝑦ℎ).

Теорема 2.3.2. Квазигруппа (𝑄, ·) является А-квазигруппой, если в

примитивной квазигруппе (𝑄, ·, /, ∖) выполняются следующие соотно­

шения:

((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥(𝑦(𝑧1𝑧2))) =

= (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧1)) · (((𝑥 · 𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥 · 𝑦𝑧2)), (2.3.10)
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((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦(𝑧1𝑧2)𝑥) =

= ((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦𝑧1𝑥) · ((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦𝑧1𝑥), (2.3.11)

((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/𝑦(𝑧1𝑧2)) =

= (((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/𝑦𝑧1) · (((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/𝑦𝑧2). (2.3.12)

Доказательство. По определению 𝐼ℎ(𝑄, ·) =< 𝐿𝑥,𝑦, 𝑇𝑥,𝑦, 𝑃𝑥,𝑦 >

�𝐴𝑢𝑡(𝑄, ·). Это значить, что

𝐿𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝐿𝑥,𝑦(𝑧1) · 𝐿𝑥,𝑦(𝑧2), (2.3.13)

𝑇𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝑇𝑥,𝑦(𝑧1) · 𝑇𝑥,𝑦(𝑧2), (2.3.14)

𝑃𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝑃𝑥,𝑦(𝑧1) · 𝑃𝑥,𝑦(𝑧2), (2.3.15)

где 𝑧1, 𝑧2 - произвольные элементы квазигруппы (𝑄, ·). Поэтапно раскры­

вая равенства (2.3.14) и (2.3.15), получим:

𝑇𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝐿−1
𝑥*𝑦𝑅𝑥𝐿𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝐿−1

𝑥*𝑦(𝑦(𝑧1𝑧2)𝑥) = (𝑥 * 𝑦)∖(𝑦(𝑧1𝑧2)𝑥) =

= 𝑅−1
ℎ (𝑦ℎ · 𝑥)∖(𝑦(𝑧1𝑧2)𝑥) = ((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦(𝑧1𝑧2)𝑥).

𝑇𝑥,𝑦(𝑧1) · 𝑇𝑥,𝑦(𝑧2) = 𝐿−1
𝑥*𝑦𝑅𝑥𝐿𝑦(𝑧1) · 𝐿−1

𝑥*𝑦𝑅𝑥𝐿𝑦(𝑧2) =

= (𝑥*𝑦)∖(𝑦𝑧1 ·𝑥)·(𝑥*𝑦)∖(𝑦𝑧1 ·𝑥) = 𝑅−1
ℎ (𝑦ℎ·𝑥)∖(𝑦𝑧1 ·𝑥)·𝑅−1

ℎ (𝑦ℎ·𝑥)∖(𝑦𝑧2 ·𝑥) =

= ((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦𝑧1 · 𝑥) · ((𝑦ℎ · 𝑥)/ℎ)∖(𝑦𝑧2 · 𝑥).

Аналогично из равенства (2.3.15) получим:

𝑃𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝐿−1
𝑥∙𝑦𝑃𝑥𝐿𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝐿−1

𝑥∙𝑦(𝑥/𝑦(𝑧1𝑧2)) = (𝑥 ∙ 𝑦)∖(𝑥/𝑦(𝑧1𝑧2)) =

= 𝑅−1
ℎ (𝑥/𝑦ℎ)∖(𝑥/𝑦(𝑧1𝑧2)) = ((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/𝑦(𝑧1𝑧2)).

𝑃𝑥,𝑦(𝑧1) · 𝑃𝑥,𝑦(𝑧2) = 𝐿−1
𝑥∙𝑦𝑃𝑥𝐿𝑦(𝑧1)𝐿

−1
𝑥∙𝑦𝑃𝑥𝐿𝑦(𝑧2) =
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= 𝐿−1
𝑥∙𝑦(𝑥/(𝑦𝑧1)) · 𝐿−1

𝑥∙𝑦(𝑥/(𝑦𝑧2)) = (𝑥 ∙ 𝑦)∖(𝑥/(𝑦𝑧1)) · (𝑥 ∙ 𝑦)∖(𝑥/(𝑦𝑧2)) =

= 𝑅−1
ℎ (𝑥/𝑦ℎ)∖(𝑥/(𝑦𝑧1)) = 𝑅−1

ℎ (𝑥/𝑦ℎ)∖(𝑥/(𝑦𝑧2)) =

= (((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/(𝑦𝑧1))) · (((𝑥/𝑦ℎ)/ℎ)∖(𝑥/(𝑦𝑧2))).

Теорема 2.3.3. Пусть линейная квазигруппа (𝑄, ·) является А-ква­

зигруппой, относительно элемента h, где ℎ = 0 - ноль группы (𝑄,+).

Тогда (𝑄, ·) имеет вид 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦, 𝜙𝜓 = 𝜓𝜙.

Доказательство. Пусть линейная квазигруппа (𝑄, ·) является

А-квазигруппой. Очевидно, что

𝑅𝑦𝑥 = 𝑅̃𝜓𝑦𝜙𝑥, 𝐿𝑥𝑦 = 𝐿̃𝜙𝑥𝜓𝑦, 𝑅
−1
𝑦 𝑥 = 𝜙−1𝑅̃−𝜓𝑦𝑥, 𝐿

−1
𝑥 𝑦 = 𝜙−1𝐿̃−𝜙𝑥𝑦,

где 𝐿̃𝑥, 𝑅̃𝑥 - трансляции группы (𝑄,+).

По определению 𝑅𝑥,𝑦, 𝐿𝑥,𝑦, 𝑇𝑥 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, ·) . Тогда

𝑅𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝑅𝑥,𝑦(𝑧1) ·𝑅𝑥,𝑦(𝑧2).

Раскрывая левые и правые части последнего равенства, получим:

𝑅𝑥,𝑦(𝑧1𝑧2) = 𝑅−1
𝑥∙𝑦𝑅𝑦𝑅𝑥(𝑧1𝑧2) = 𝜙−1𝑅̃−𝜓(𝑥∙𝑦)𝑅̃𝜓𝑦𝜙𝑅̃𝜓𝑥𝜙(𝑧1𝑧2) =

= 𝜙−1𝑅̃−𝜓(𝑥∙𝑦)𝑅̃𝜓𝑦𝜙𝑅̃𝜓𝑥𝜙(𝜙𝑧1+𝜓𝑧2) = 𝜙−1𝑅̃−𝜓(𝑥∙𝑦)𝑅̃𝜓𝑦𝜙(𝜙
2𝑧1+𝜙𝜓𝑧2+𝜓𝑥) =

= 𝜙−1𝑅̃−𝜓(𝑥∙𝑦)(𝜙
3𝑧1 + 𝜙2𝜓𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦) =

= 𝜙−1(𝜙3𝑧1 + 𝜙2𝜓𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓(𝑥 ∙ 𝑦)) =

= 𝜙−1(𝜙3𝑧1 + 𝜙2𝜓𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝐿−1
ℎ (ℎ𝑥 · 𝑦)) =

= 𝜙−1(𝜙3𝑧1 + 𝜙2𝜓𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝜓−1𝐿̃−𝜙ℎ(𝜙
2ℎ+ 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦)) =

= 𝜙−1(𝜙3𝑧1 + 𝜙2𝜓𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − (−𝜙ℎ+ 𝜙2ℎ+ 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦)) =

= 𝜙−1(𝜙3𝑧1 + 𝜙2𝜓𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝑦 − 𝜙𝜓𝑥− 𝜙2ℎ+ 𝜙ℎ) =
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= 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜓𝑥+ 𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜓𝑥− 𝜙ℎ+ ℎ.

𝑅𝑥,𝑦(𝑧1) ·𝑅𝑥,𝑦(𝑧1) = 𝜙𝑅̃𝑥,𝑦(𝑧1) + 𝜓𝑅̃𝑥,𝑦(𝑧1) = 𝜙𝑅−1
𝑥∙𝑦𝑅𝑦𝑅𝑥(𝑧1) + 𝜓𝑅−1

𝑥∙𝑦𝑅𝑦𝑅𝑥(𝑧2) =

= 𝜙𝜙−1𝑅̃−𝜓(𝑥∙𝑦)𝑅̃𝜓𝑦𝜙𝑅̃𝜓𝑥𝜙(𝑧1) + 𝜓𝜙−1𝑅̃−𝜓(𝑥∙𝑦)𝑅̃𝜓𝑦𝜙𝑅̃𝜓𝑥𝜙(𝑧2) =

= 𝑅̃−𝜓(𝑥∙𝑦)(𝜙
2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦) + 𝜓𝜙−1𝑅̃−𝜓(𝑥∙𝑦)(𝜙

2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦) =

= (𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓(𝑥 ∙ 𝑦)) + 𝜓𝜙−1(𝜙2𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓(𝑥 ∙ 𝑦)) =

= (𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝜓−1𝐿−1
−𝜙ℎ(ℎ𝑥 · 𝑦))+

+𝜓 𝜙−1(𝜙2𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝐿−1
ℎ (ℎ𝑥 · 𝑦)) =

= (𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝜓−1𝐿̃−𝜙ℎ(𝜙
2ℎ+ 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦))+

+𝜓𝜙−1(𝜙2𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝜓−1𝐿̃−𝜙ℎ(𝜙
2ℎ+ 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦)) =

= (𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝑦 − 𝜙𝜓𝑥− 𝜙2ℎ+ 𝜙ℎ)+

+𝜓𝜙−1(𝜙2𝑧2 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝑦 − 𝜙𝜓𝑥− 𝜙2ℎ+ 𝜙ℎ) =

= 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝑦 − 𝜙𝜓𝑥− 𝜙2ℎ+ 𝜙ℎ+ 𝜓𝜙𝑧2 + 𝜓2𝑥+ 𝜓𝜙−1𝜓𝑦−

−𝜓𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜓2𝑥− 𝜓𝜙ℎ+ 𝜓ℎ.

Из полученных равенств имеем:

𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜓𝑥+ 𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜓𝑥− 𝜙ℎ+ ℎ =

= 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝑦 − 𝜙𝜓𝑥− 𝜙2ℎ+ 𝜙ℎ+ 𝜓𝜙𝑧2 + 𝜓2𝑥+ 𝜓𝜙−1𝜓𝑦−

−𝜓𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜓2𝑥− 𝜓𝜙ℎ+ 𝜓ℎ.

По условию ℎ = 0, где 0 - ноль группы (𝑄,+) . Тогда

𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜓𝑥+ 𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜓𝑥 = 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑦 − 𝜓𝑦 − 𝜙𝜓𝑥+

+𝜓𝜙𝑧2 + 𝜓2𝑥+ 𝜓𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜓𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜓2𝑥.
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Положим в последнем равенстве 𝑥 = 0 :

𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜙−1𝜓𝑦 = 𝜙2𝑧1 + 𝜓𝑦 − 𝜓𝑦 + 𝜓𝜙𝑧2 + 𝜓𝜙−1𝜓𝑦 − 𝜓𝜙−1𝜓𝑦.

Аналогично, при 𝑦 = 0 , имеем:

𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 = 𝜙2𝑧1 + 𝜓𝜙𝑧2.

Положим 𝑧1 = 0. Тогда 𝜙𝜓𝑧2 = 𝜓𝜙𝑧2 , то есть, 𝜙𝜓 = 𝜓𝜙, для любого

𝑧2 ∈ (𝑄, ·) .

Из соотношения 𝐿𝑥,𝑦(𝑧1 · 𝑧2) = 𝐿𝑥,𝑦(𝑧1) · 𝐿𝑥,𝑦(𝑧2) имеем:

𝐿𝑥,𝑦(𝑧1 · 𝑧2) = 𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦(𝑧1 · 𝑧2) = 𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)𝐿̃𝜙𝑥𝜓𝐿̃𝜙𝑦𝜓(𝑧1 · 𝑧2) =

= 𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)𝐿̃𝜙𝑥𝜓(𝜙𝑦 + 𝜓𝜙𝑧1 + 𝜓2𝑧2) =

= 𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)(𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑧1 + 𝜓3𝑧2) =

= 𝜓−1(−𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑧1 + 𝜓3𝑧2) =

= 𝜓−1(−𝜙𝑅−1
ℎ (𝑥 · 𝑦ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑧1 + 𝜓3𝑧2) =

= 𝜓−1(−𝜙𝑅−1
ℎ (𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑧1 + 𝜓3𝑧2) =

= 𝜓−1(−𝜙𝜙−1𝑅̃−𝜓ℎ(𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑧1 + 𝜓3𝑧2) =

= 𝜓−1(𝜓ℎ− 𝜓2ℎ− 𝜓𝜙𝑦 − 𝜙𝑥+ 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑧1 + 𝜓3𝑧2) =

= ℎ−𝜓ℎ−𝜙𝑦−𝜓−1𝜙𝑥+𝜓−1𝜙𝑥+𝜙𝑦+𝜓𝜙𝑧1+𝜓
2𝑧2 = ℎ−𝜓ℎ+𝜓𝜙𝑧1+𝜓2𝑧2.

𝐿𝑥,𝑦(𝑧1) ·𝐿𝑥,𝑦(𝑧2) = 𝜙𝐿𝑥,𝑦(𝑧1)+𝜓𝐿𝑥,𝑦(𝑧2) = 𝜙𝐿−1
𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦(𝑧1)+𝜓𝐿−1

𝑥∘𝑦𝐿𝑥𝐿𝑦(𝑧2)

= 𝜙𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)𝐿̃𝜙𝑥𝜓𝐿̃𝜙𝑦𝜓(𝑧1) + 𝜓𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)𝐿̃𝜙𝑥𝜓𝐿̃𝜙𝑦𝜓(𝑧2) =

= 𝜙𝜓−1𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)𝐿̃𝜙𝑥𝜓(𝜙𝑦 + 𝜓𝑧1) + 𝐿̃−𝜙(𝑥∘𝑦)𝐿̃𝜙𝑥𝜓(𝜙𝑦 + 𝜓𝑧2) =

= 𝜙𝜓−1(−𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑧1) + (−𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑧2) =
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= 𝜙𝜓−1(−𝜙𝑅−1
ℎ (𝑥·𝑦ℎ)+𝜙𝑥+𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝑧1)+(−𝜙𝑅−1

ℎ (𝑥·𝑦ℎ)+𝜙𝑥+𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝑧2) =

= 𝜙𝜓−1(−𝜙𝑅−1
ℎ (𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑧1)+

+(−𝜙𝑅−1
ℎ (𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑧2) =

= 𝜙𝜓−1(−𝜙𝜙−1𝑅̃−𝜓ℎ(𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑧1) =

+(−𝜙𝜙−1𝑅̃−𝜓ℎ(𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2ℎ) + 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑧2) =

= 𝜙𝜓−1(𝜓ℎ−𝜓2ℎ−𝜓𝜙𝑦−𝜙𝑥+𝜙𝑥+𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝑧1)+𝜓ℎ−𝜓2ℎ−𝜓𝜙𝑦−𝜙𝑥+𝜙𝑥+

+𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑧2 = 𝜙ℎ− 𝜙𝜓ℎ+ 𝜙𝜓𝑧1 + 𝜓ℎ− 𝜓2ℎ+ 𝜓2𝑧2.

Таким образом ℎ−𝜓ℎ+𝜓𝜙𝑧1+𝜓2𝑧2 = 𝜙ℎ−𝜙𝜓ℎ+𝜙𝜓𝑧1+𝜓ℎ−𝜓2ℎ+𝜓2𝑧2

По условию теоремы ℎ = 0 , следовательно 𝜙ℎ = 𝜙0 = 0, 𝜓ℎ = 𝜓0 = 0 ,

тогда

𝜓𝜙𝑧1 + 𝜓2𝑧2 = 𝜙𝜓𝑧1 + 𝜓2𝑧2.

Положим 𝑧2 = 0 . Тогда 𝜓𝜙𝑧1 = 𝜙𝜓𝑧1 или 𝜓𝜙 = 𝜙𝜓 .

Из соотношения 𝑇𝑥(𝑧1 · 𝑧2) = 𝑇𝑥(𝑧1) · 𝑇𝑥(𝑧2) имеем:

𝑇𝑥(𝑧1 · 𝑧2) = 𝐿−1
𝜎𝑥𝑅𝑥(𝑧1 · 𝑧2)= 𝜓−1𝐿̃−𝜙𝜎𝑥𝑅̃𝜓𝑥𝜙(𝑧1 · 𝑧2) =

= 𝜓−1𝐿̃−𝜙𝜎𝑥(𝜙
2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 ++𝜓𝑥) =

= 𝜓−1(−𝜙𝜎𝑥+ 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜓𝑥) =

= 𝜓−1(−𝜙𝑅−1
ℎ 𝐿ℎ𝑥+ 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜓𝑥) =

= 𝜓−1(−𝜙𝜙−1𝑅̃−𝜓ℎ𝐿̃𝜙ℎ𝜓𝑥+ 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜓𝑥) =

= 𝜓−1(−𝑅̃−𝜓ℎ𝐿̃𝜙ℎ𝜓𝑥+ 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜓𝑥) =

= 𝜓−1(𝜓ℎ− 𝜓𝑥− 𝜙ℎ+ 𝜙2𝑧1 + 𝜙𝜓𝑧2 + 𝜓𝑥) =

= ℎ− 𝑥− 𝜓−1𝜙ℎ+ 𝜓−1𝜙2𝑧1 + 𝜓−1𝜙𝜓𝑧2 + 𝑥.
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𝑇𝑥(𝑧1) · 𝑇𝑥(𝑧2) = 𝜙𝑇𝑥(𝑧1) + 𝜓𝑇𝑥(𝑧2) =

𝐿−1
𝜎𝑥𝑅𝑥(𝑧1𝑧2) = 𝜙𝐿−1

𝜎𝑥𝑅𝑥(𝑧1) + 𝜓𝐿−1
𝜎𝑥𝑅𝑥(𝑧2) =

= 𝜙𝜓−1𝐿̃−𝜙𝜎𝑥𝑅̃𝜓𝑥(𝑧1) + 𝜓𝜓−1𝐿̃−𝜙𝜎𝑥𝑅̃𝜓𝑥(𝑧2) =

= 𝜙𝜓−1𝐿̃−𝜙𝜎𝑥(𝜙𝑧1 + 𝜓𝑥) + 𝐿̃−𝜙𝜎𝑥(𝜙𝑧2 + 𝜓𝑥) =

= 𝜙𝜓−1(−𝜙𝜎𝑥+ 𝜙𝑧1 + 𝜓𝑥) + (−𝜙𝜎𝑥+ 𝜙𝑧2 + 𝜓𝑥) =

= 𝜙𝜓−1(−𝜙𝜙−1𝑅̃−𝜓ℎ𝐿̃𝜙ℎ𝜓𝑥+ 𝜙𝑧1 + 𝜓𝑥)+(−𝜙𝜙−1𝑅̃−𝜓ℎ𝐿̃𝜙ℎ𝜓𝑥+ 𝜙𝑧2 + 𝜓𝑥) =

= 𝜙𝜓−1(𝜓ℎ− 𝜓𝑥− 𝜙ℎ+ 𝜙𝑧1 + 𝜓𝑥) + 𝜓ℎ− 𝜓𝑥− 𝜙ℎ+ 𝜙𝑧1 + 𝜓𝑥 =

= 𝜙ℎ− 𝜙𝑥− 𝜙𝜓−1𝜙ℎ+ 𝜙𝜓−1𝜙𝑧1 + 𝜙𝑥+ 𝜓ℎ− 𝜓𝑥− 𝜙ℎ+ 𝜙𝑧2 + 𝜓𝑥.

Из полученных равенств имеем:

ℎ− 𝑥− 𝜓−1𝜙ℎ+ 𝜓−1𝜙2𝑧1 + 𝜓−1𝜙𝜓𝑧2 + 𝑥 =

= 𝜙ℎ− 𝜙𝑥− 𝜙𝜓−1𝜙ℎ+ 𝜙𝜓−1𝜙𝑧1 + 𝜙𝑥+ 𝜓ℎ− 𝜓𝑥− 𝜙ℎ+ 𝜙𝑧2 + 𝜓𝑥.

Пусть ℎ = 0, где 0− ноль группы (𝑄,+) . Тогда

−𝑥+ 𝜓−1𝜙2𝑧1 + 𝜓−1𝜙𝜓𝑧2 + 𝑥 = −𝜙𝑥+ 𝜙𝜓−1𝜙𝑧1 + 𝜙𝑥− 𝜓𝑥+ 𝜙𝑧2 + 𝜓𝑥.

Положим в последнем равенстве 𝑥 = 0 :

𝜓−1𝜙2𝑧1 + 𝜓−1𝜙𝜓𝑧2 = 𝜙𝜓−1𝜙𝑧1 + 𝜙𝑧2.

Аналогично, если 𝑧1 = 0, то имеем:

𝜓−1𝜙𝜓𝑧2 = 𝜙𝑧2, 𝜓−1𝜙𝜓 = 𝜙, 𝜙𝜓 = 𝜓𝜙.

Теорема доказана.
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2.4. О квазигруппах смешанного типа линейности с

дополнительными тождествами

Класс линейных квазигрупп представляет большой интерес для

исследования ввиду их близости к группам. В.Д.Белоусовым доказано,

что если в квазигруппе выполняется уравновешенное тождество, то она

изотопна некоторой группе.

Частными случаями линейных квазигрупп являются достаточно из­

вестные классы квазигрупп - медальные квазигруппы и Т-квазигруппы.

Квазигруппа (𝑄, ·) называется медиальной, если в ней выполняется тож­

дество 𝑥𝑢 ·𝑦𝑣 = 𝑥𝑣 ·𝑦𝑢 . Согласно теоремы Брака-Тойоды [7]) медиальная

квазигруппа линейна над абелевой группой (𝑄,+) , причем 𝜙𝜓 = 𝜓𝜙 .

Т-квазигруппы введены чешскими алгебраистами Т.Кепка и Р.Немец в

работах [4,5]. Линейная квазигруппа называется Т-квазигруппой, если

группа (𝑄,+) - абелева, а 𝜙 и 𝜓 не обязаны коммутировать. В рабо­

тах [6,31] введены и подробно исследованы различные типы обобщенных

(или односторонных) линейных квазигрупп.

Квазигруппа (𝑄, ·) называется квазигруппой смешанного типа линей­

ности I рода (II рода,) если (𝑄, ·) имеет вид

𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦 + 𝑐 (𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦 + 𝑐),

где 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝜙, 𝜓 - антиавтоморфизмы группы (𝑄,+) , с - фик­

сированный элемент из множества Q [6,31].

В настоящем параграфе найдены необходимые и достаточные усло­

вия, когда в некоторых классах обобщенных линейных квазигрупп выпол­

няется известные тождества.
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Теорема 2.4.1. Пусть (𝑄,+) - квазигруппа смешанного типа линей­

ности II рода: 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦 + 𝑐. Следующие условия эквивалентны:

1) В квазигруппе (𝑄, ·) выполняется тождество полусимметрично­

сти

𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦, (2.5.1)

2) (𝑄, ·) является 𝑇 -квазигруппа вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝜙−1𝑦 + 𝑐, где

𝜓2 = 𝐽𝜙, 𝜓𝑐 = 𝐽𝑐, 𝐽𝑥 = −𝑥.

Доказательство. 1) ⇒ 2). Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа смешанного

типа линейности II рода с тождеством (2.5.1). Переходим в (2.5.1) к груп­

повой операции (+):

𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝜙𝑥+ 𝜓(𝜙𝑦 + 𝜓𝑥+ 𝑐) + 𝑐 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑥+ 𝜓𝑐+ 𝑐 = 𝑦, (2.5.2)

Пусть 𝑥 = 𝑦 = 0, где 0 - нулевой элемент группы (𝑄,+) . Тогда из равен­

ства (2.5.2) получим: 𝜙𝑥+𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝑥 = 𝑦 . Положим в последнем равенстве

𝑥 = 0 . Тогда 𝜓𝜙𝑦 = 𝑦 или 𝜓𝑦 = 𝜙−1𝑦 , 𝜓 = 𝜙−1 . Учитывая полученные

равенства из (2.5.2) следует 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝑥 = 𝜙𝑥+ 𝑦 + 𝜓2𝑥 =

= 𝜙𝑥 + 𝑦 + 𝐽𝜙𝑥 = 𝑦 . или 𝜙𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝐽𝜙𝑥 . Заменяя 𝑥 на 𝜙𝑥 получим

𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 , то есть группа (𝑄,+) - абелева, следовательно, (𝑄, ·) -

T-квазигруппа, причем 𝜓2𝑥 = 𝐽𝜙𝑥 , 𝜓𝑐 = 𝐽𝑐 .

2) ⇒ 1) Пусть (𝑄, ·) является Т-квазигруппой вида 𝜙𝑥 + 𝜓𝑦 + 𝑐 ,

где 𝜓2 = 𝐽𝜙𝑥 , 𝜓𝑐 = 𝐽𝑐 . Справедливость тождества (2.5.2) проверяется

непосредственно:

𝑥·𝑦𝑥 = 𝜙𝑥+𝜓(𝜙𝑦+𝜓𝑥+𝑐)+𝑐 = 𝜙𝑥+𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝑥+𝜓𝑐+𝑐 = 𝜙𝑥+𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝑥 =

= 𝜓𝜙𝑦 + 𝜙𝑥+ 𝜓2𝑥 = 𝑦 + 𝜙𝑥+ 𝐽𝜙𝑥 = 𝑦.

Теорема 2.4.1 доказана.
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Теорема 2.4.2. Пусть (𝑄,+) - квазигруппа смешанного типа линей­

ности I рода: 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦 + 𝑐. Следующие условия эквивалентны:

1) В квазигруппе (𝑄, ·) выполняется тождество полусимметрично­

сти:

𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥, (2.5.3)

2) (𝑄, ·) является 𝑇 -квазигруппой вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝜙−1𝑦 + 𝑐, где

𝜙2 = 𝜀, 𝑐 = 0, 𝜙𝑐 = 0, 𝐽𝑦 = 𝑦 .

Доказательство. 1) ⇒ 2). Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа смешанного

типа линейности I рода с (2.5.3). Переходим в (2.5.3) к групповой операции

(+):

𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝜙(𝜙𝑥+ 𝜓𝑦 + 𝑐) + 𝜓𝑦 + 𝑐 = 𝜙2𝑥+ 𝜙𝜓𝑦 + 𝜙𝑐+ 𝜓𝑦 + 𝑐 = 𝑥, (2.5.4)

Пусть 𝑥 = 𝑦 = 0, тогда 𝑐 = 0, 𝜙𝑐 = 0, где 0 - нулевой элемент группы

(𝑄,+) . Тогда из равенств (2.5.4) получим: 𝜙2𝑥+𝜙𝜓𝑦+𝜓𝑦 = 𝑥 . Положим

в последнем равенстве 𝑥 = 0 . Тогда 𝜙𝜓𝑦 + 𝜓𝑦 = 0 или 𝜙𝜓𝑦 = 𝐽𝜓𝑦 ,

𝜙𝜓 = 𝐽𝜓 . Из равенства (5.2.4) при 𝑦 = 0 следует, что 𝜙2𝑥 = 𝑥 , 𝜙2 = 𝜀 .

Учитывая полученные равенства, имеем 𝜙2𝑥+𝜙𝜓𝑦+𝜓𝑦 = 𝑥+𝐽𝜓𝑦+𝜓𝑦 = 𝑥

или 𝜙𝑥+ 𝑦 = 𝑦 + 𝐽𝜙𝑥 . Заменяя 𝑥 на 𝜙𝑥 получим 𝑥+ 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 , то есть

группа (𝑄,+) - абелева, следовательно, (𝑄, ·) - T-квазигруппа, причем

𝜓2 = 𝐽𝜙𝑥 , 𝜓𝑐 = 𝐽𝑐 .

Теорема 2.4.3. Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа смешанного типа линей­

ности II рода: 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦 + 𝑐. Следующие условия эквивалентны:

1) В квазигруппе выполняется тождество :

𝑥(𝑦 · 𝑦𝑥) = 𝑦, (2.5.5)
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2) (𝑄, ·) является Т-квазигруппой вида 𝑥·𝑦 = 𝜙𝑥+𝜙−1𝑦+𝑐, где 𝜓2𝑐+𝑐 =

= 0, 𝜙 = 𝐽𝜓3, 𝜓 + 𝜓2 = 𝜙−1 .

Доказательство. 1) ⇒ 2). Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа смешанного

типа линейности II рода (2.5.5). Переходим в (2.5.5) к групповой операции

(+):

𝑥(𝑦 · 𝑦𝑥) = 𝜙𝑥+ 𝜓(𝜙𝑦 + 𝜓(𝜙𝑦 + 𝜓𝑥+ 𝑐)) + 𝑐 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝜙𝑦+

+𝜓2𝜙𝑦 + 𝜓3𝑥+ 𝜓2𝑐+ 𝑐 = 𝑦 (2.5.6)

Пусть 𝑥 = 𝑦 = 0 , тогда 𝜓2𝑐 + 𝑐 = 0 . Тогда из (2.5.5) получим: 𝜙𝑥 +

𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑦 + 𝜓3𝑥 = 𝑦 . Положим в последнем равенстве 𝑥 = 0 . Тогда

𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑦 = 𝑦 . Заменяя 𝑦 на 𝜙−1𝑦 , имеем, 𝜓𝑦 + 𝜓2𝑦 = 𝑦 ,𝜓 + 𝜓2 = 𝜀 .

Из (2.5.6) при 𝑦 = 0 следует, что 𝜙𝑥 + 𝜓3𝑥 = 0 , 𝜙𝑥 = 𝐽𝜓3𝑥 , 𝜙 = 𝐽𝜓3 .

Учитывая полученные равенства, имеем 𝜙𝑥+𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝜙𝑦+𝜓3𝑥 = 𝐽𝜓3 +

𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝜙𝑦+𝜓3𝑥 = 𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝜙𝑦 = 𝑦 или 𝜙𝑥+𝑦 = 𝑦+𝜙𝑥 Заменяя 𝑥 на 𝜙−1𝑥

получим 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 , то есть группа (𝑄,+) - абелева, следовательно,

(𝑄, ·) - T-квазигруппа.

2)⇒ 1). Пусть является Т-квазигруппой вида 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝜙−1𝑥 + 𝑐 ,

где 𝜓2𝑐+𝑐 = 0, 𝜙 = 𝐽𝜓3, 𝜓+𝜓2 = 𝜙−1 . Справедливость тождества (2.5.6)

проверяется непосредственно:

𝑥(𝑦·𝑦𝑥) = 𝜙𝑥+𝜓(𝜙𝑦+𝜓(𝜙𝑦+𝜓𝑥+𝑐))+𝑐 = 𝜙𝑥+𝜓𝜙𝑦+𝜓2𝜙𝑦+𝜓3𝑥+𝜓2𝑐+𝑐 =

= 𝐽𝜓3𝑥+ 𝜓𝜙𝑦 + 𝜓2𝜙𝑦 + 𝜓3𝑥 = 𝑦 .

Нетрудно показать, что дистрибутивная квазигруппа смешанного ти­

па линейности I рода является медиальной. Действительно, предположим,
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что (𝑄, ·) квазигруппа смешанного типа линейности I рода и в ней выпол­

няется, например тождество правой дистрибутивности:

𝑦𝑧 · 𝑥 = 𝑦𝑥 · 𝑧𝑥.

Переходим в последнем равенстве к групповой операции (+):

𝜙(𝜙𝑦 + 𝜓𝑧 + 𝑐) + 𝜓𝑥+ 𝑐 = 𝜙(𝜙𝑦 + 𝜓𝑥+ 𝑐) + 𝜓(𝜙𝑧 + 𝜓𝑥+ 𝑐) + 𝑐,

𝜙2𝑦 + 𝜙𝜓𝑧 + 𝜙𝑐+ 𝜓𝑥+ 𝑐 = 𝜙2𝑦 + 𝜙𝜓𝑥+ 𝜙𝑐+ 𝜓𝑐+ 𝜓2𝑥+ 𝜓𝜙𝑧 + 𝑐.

После сокращения имеем:

𝜙𝜓𝑧 + 𝜓𝑥 = 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓𝑐+ 𝜓2𝑥+ 𝜓𝜙𝑧.

При 𝑥 = 𝑦 = 0, 𝜓𝑐 = 0 , откуда 𝑐 = 0 .Тогда последнее равенство имеет

вид 𝜙𝜓𝑧 + 𝜓𝑥 = 𝜙𝜓𝑥+ 𝜓2𝑥+ 𝜓𝜙𝑧 . Заменяем 𝑥 на 𝜓−1𝑥 : 𝜙𝜓𝑧 + 𝑥 =

= 𝜙𝑥 + 𝜓𝑥 + 𝜓𝜙𝑧 . Если 𝑥 = 0 , то 𝜙𝜓𝑧 = 𝜙𝜓𝜙𝑧 , то есть, 𝜙𝜓 = 𝜙𝜓𝜙 ,

Учитывая это получим 𝑧 + 𝑥 = 𝜙𝑥 + 𝜓𝑥 + 𝑧 . При 𝑧 = 0 : 𝑥 = 𝜙𝑥 + 𝜓𝑥 .

Тогда 𝑧+𝑥 = 𝑥+𝑧 , то есть группа (𝑄,+) - абелева. Таким образом, (𝑄, ·)

- медиальная дистрибутивная квазигруппа.

Лемма 2.4.1. Пусть (𝑄, ·) - квазигруппа смешанного типа линейно­

сти I рода: 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥 + 𝜓𝑦 + 𝑐. Тогда 𝜙 = 𝑅𝑒(0), 𝜓 = 𝐿𝑓(0)𝑐 = 0 · 0, где

0 · 𝑒(0) = 0, 𝑓(0) · 0 = 0, 𝑅𝑎𝑥 = 𝑥 · 𝑎, 𝐿𝑎𝑥 = 𝑎 · 𝑥, для всех 𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄.

Доказательство. Положим в равенстве 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦 + 𝑐 , 𝑦 =

= 𝜓−1(−𝑐), 𝑥 ·𝜓−1(−𝑐) = 𝜙𝑥+𝜓𝜓−1(−𝑐)+𝑐 = 𝜙𝑥 , то есть 𝜓−1(−𝑐) = 𝑒(0) ,

тогда 𝑅𝜓−1(−𝑐) = 𝑅𝑒(0) . Из 𝑥 · 𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝜓𝑦 + 𝑐 при 𝑥 = 𝜙−1(−𝑐), получим

𝜙−1(−𝑐) · 𝑦 = 𝜙𝜙−1(−𝑐)+𝜓𝑦+ 𝑐 = 𝜓𝑦 . Тогда 𝐿𝜙−1(−𝑐)𝑦 = 𝜓𝑦, 𝜓 = 𝐿𝜙−1(−𝑐) .

Учитывая, что 𝜙−1(−𝑐) · 0 = 𝜙𝜙−1(−𝑐) + 𝜓0 + 𝑐 = 0 заключаем, что

𝜙−1(−𝑐) = 𝑓(0), то есть 𝜙 = 𝐿𝑓(0) .
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Из 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+𝜓𝑦+ 𝑐 при 𝑥 = 𝑦 = 0 получим: 0 ·0 = 𝜙0+𝜓0+ 𝑐 = 0 ,

то есть 𝑐 = 0 · 0 .

Лемма доказана.

2.5. Нормальные формы линейных слева (справа) квазигрупп

В теории линейных квазигрупп важную роль играют группы, изо­

топные этим квазигруппам. Многие результаты и важную информацию о

структуре линейной квазигруппы можно получить посредством изотоп­

ной группы. Как обычно, в качестве изотопной группы рассматривается

достаточно изученная и хорошо известная группа (например, абелева, цик­

лическая, разрешимая, нильпотентная и т.д.). Такой подход является есте­

ственным и прослеживается почти во всех работах в этом направлении.

В этой связи по аналогии с линейными квазигруппами при исследовании

обобщенных линейных квазигрупп вводим понятие нормальной формы

обобщенной линейной квазигруппы.

Определение 2.5.1. Пусть (𝑄, ·) - линейная слева (справа) квазиг­

руппа: 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+𝛽𝑦 (𝑥 ·𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+𝜓𝑦). Четверка ((𝑄,+), 𝜙, 𝛽, 𝑐)

(((𝑄,+), 𝛼, 𝜓, 𝑐)), где 𝜙, (𝜓) ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛽, (𝛼) - подстановка множе­

ства 𝑄, называется нормальной формой квазигруппы (𝑄, ·) и обозна­

чается следующим образом Λ = ((𝑄,+), 𝜙, 𝛽, 𝑐) (Λ = ((𝑄,+), 𝛼, 𝜓, 𝑐)).

Группа (𝑄,+) называется Λ - группой квазигруппы (𝑄, ·).

Лемма 2.5.1. Пусть (𝑄,+) - группа, 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛽 - подста­

новка группы (𝑄,+), (𝑄, ∘) - лупа с единицей е, 𝛼2, 𝛽2 - подстановки на
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множестве 𝑄 и 𝑐 ∈ 𝑄 такие, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄

𝛼2𝑥 ∘ 𝛽2𝑦 = 𝜙𝑥+ 𝑐+ 𝛽𝑦. (2.5.1)

Тогда (𝑄, ∘) - группа и существуют автоморфизм 𝜙1 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, ∘) и

подстановка 𝛽1 множества 𝑄 такие, что

𝛼2𝑥 = 𝜙1𝑥 ∘ 𝛼2𝑒, 𝛽2𝑥 = 𝛽2𝑒 ∘ 𝛽1𝑦. (2.5.2)

Доказательство. Определяем подстановки 𝛼3, 𝛽3 следующим обра­

зом

𝛼3𝑥 = 𝜙𝛼−1
2 𝑥, 𝛽3𝑥 = 𝑐+ 𝛽𝛽−1

2 𝑦.

Из (2.5.1) следует

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼3𝑥+ 𝛽3𝑦. (2.5.3)

Поэтому лупа (𝑄, ∘) главно изотопна группе (𝑄,+) и, следовательно, по

теореме Алберта [2] (𝑄, ∘) ∼= (𝑄,+) .

Из (2.5.3) следует, что

𝑥+ 𝑦 = 𝛼−1
3 𝑥 ∘ 𝛽−1

3 𝑦. (2.5.4)

Пусть в (2.5.4) 𝑦 = 0. Тогда

𝑥 = 𝛼−1
3 𝑥 ∘ 𝛽−1

3 0, 𝛼−1
3 𝑥 = 𝑥 * 𝛽−1

3 0,

где (*) означает операцию вычитания в группе (𝑄, ∘) . Аналогично, пола­

гая 𝑥 = 0 в (2.5.4) находим 𝑦 = 𝛼−1
3 0 ∘ 𝛽−1

3 𝑦, откуда 𝛽−1
3 𝑦 = *𝛼−1

3 0 ∘ 𝑦.

Поэтому из (2.5.4) имеем

𝑥+ 𝑦 = (𝑥 * 𝛽−1
3 0) ∘ (*𝛼−1

3 0 ∘ 𝑦),
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𝑥+ 𝑦 = (𝑥 * 𝛽−1
3 0) * (𝛼−1

3 0 ∘ 𝑦),

𝑥+ 𝑦 = (𝑥 * 𝑎) ∘ 𝑦, (2.5.5)

где 𝑎 = 𝛼−1
3 0 ∘ 𝛽−1

3 0 (*𝑎 = *𝛽−1
3 0 * 𝛼−1

3 0).

Определяем отображение 𝜂 : 𝜂𝑥 = 𝑥 * 𝑎

Так как 𝜂(𝑥+ 𝑦) = (𝑥+ 𝑦) * 𝑎 = 𝑥 * 𝑎 ∘ 𝑦 * 𝑎 = 𝜂𝑥 ∘ 𝜂𝑦, то 𝜂 является

изоморфизмом групп (𝑄 ,+) и (𝑄, ∘) .

Очевидно, 𝜙1 = 𝜂𝜙𝜂−1 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, ∘) .

Действительно

𝜙1(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜂𝜙𝜂−1(𝑥 ∘ 𝑦) =

= 𝜂𝜙𝜂−1[𝜂(𝜂−1𝑥+ 𝜂−1𝑦)] = 𝜂𝜙[𝜂−1𝑥+ 𝜂−1𝑦] =

𝜂[𝜙𝜂−1𝑥+ 𝜙𝜂−1𝑦] = 𝜂𝜙𝜂−1𝑥 ∘ 𝜂𝜙𝜂−1𝑦 = 𝜙1𝑥 ∘ 𝜙1𝑦.

Полагая 𝑦 = 𝛽−1(−𝑐) в 2.5.1, получим 𝛼2𝑥 ∘ 𝛽2𝛽−1(−𝑐) = 𝜙𝑥, откуда

𝜙𝑥 = 𝛼2𝑥 ∘ 𝑏, где 𝑏 = 𝛽2𝛽
−1(−𝑐) .

Следовательно,

𝜙1𝑥 = 𝜂𝜙𝜂−1𝑥 = 𝜙𝜂−1𝑥 * 𝑎 = 𝛼2𝜂
−1𝑥 ∘ 𝑏 * 𝑎.

Но

𝜂𝑥 = 𝑥 * 𝑎, 𝜂−1𝑥 * 𝑎 = 𝑥, 𝜂−1𝑥 = 𝑥 ∘ 𝑎.

Поэтому

𝜙−1
1 𝑥 = 𝛼2𝜂

−1𝑥 ∘ 𝑏 * 𝑎 = 𝛼2(𝑥 ∘ 𝑎) ∘ 𝑏 * 𝑎 = 𝛼2(𝑥 ∘ 𝑎) ∘ 𝑐,

где 𝑐 = 𝑏 * 𝑎.

Следовательно, для любого 𝑥 ∈ 𝑄,

𝛼2𝑥 = 𝜙1(𝑥 * 𝑎) * 𝑐 = 𝜙1𝑥 ∘ 𝜙1(*𝑎) * 𝑐 = 𝜙1𝑥 ∘ 𝛼2𝑒,
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так как 𝛼2𝑒 = 𝜙1𝑒 ∘ 𝜙1(*𝑎) * 𝑐 = 𝑒 ∘ 𝜙1(*𝑎) * 𝑐 = 𝜙1(*𝑎) * 𝑐.

Аналогично можно показать, что существует 𝛽1 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, ∘) такой,

что 𝛽2𝑥 = 𝛽2𝑒 ∘ 𝛽1𝑥.

Лемма 2.5.2. Пусть (𝑄, ·) - левая линeйная квазигруппа: 𝑥 ·𝑦 = 𝜙𝑥+

𝑐+ 𝛽𝑦 , причем 𝛽 - подстановка, такое что 𝛽0 = 0. Тогда

𝜙 = 𝑅𝑒0, 𝛽 = 𝐿𝑓0, 𝑐 = 0 ·0, 𝑥+𝑦 = 𝑅−1
𝑒0
𝑥 ·𝐿−1

0 𝑦 (𝑥+𝑦 = 𝑅−1
0 𝑥 ·𝐿−1

𝑓0
𝑦).

−𝑥 = 𝐿0𝐿
−1
𝑅−1

𝑒0 𝑥
(0) .

Доказательство. Пусть (𝑄, ·) - левая линeйная квазигруппа: 𝑥 ·𝑦 =

= 𝜙𝑥+ 𝑐+𝛽𝑦 . Положим 𝑥 = 𝜙−1(−𝑐), 𝜙−1(−𝑐) · 𝑦 = 𝜙𝜙−1(−𝑐)+ 𝑐+𝛽𝑦 =

= 𝛽𝑦, 𝛽𝑦 = 𝜙−1(−𝑐)𝑦 , то есть в 𝛽 = 𝐿𝜙−1(−𝑐) . Требуем: 𝛽0 = 0 далее,

𝜙−1(−𝑐) · 0 = 𝜙𝜙−1(−𝑐) + 𝑐 + 𝛽0 = 0 + 0 = 0. Поэтому 𝜙−1(−𝑐) = 𝑓0 ,

следовательно 𝛽0 = 𝐿𝑓0 . Далее, 0 ·𝛽−1(−𝑐) = 𝜙0+𝑐+𝛽𝛽−1(−𝑐) = 𝜙0 = 0 ,

0 · 𝛽−1(−𝑐) = 0 . так как 𝛽−1(−𝑐) = 𝑒0 𝑥 · 𝛽−1(−𝑐) = 𝜙𝑥+ 𝑐+

+𝛽𝛽−1(−𝑐) = 𝜙𝑥 , 𝜙 = 𝑅𝛽−1(−𝑐) .

При 𝑥 = 0 имеем: 0 · 𝛽−1(−𝑐) = 𝜙0 + 𝑐 + 𝛽−1(−𝑐) = 0 + 0 = 0,

0 · 𝛽−1(−𝑐) = 0, то есть 𝛽−1(−𝑐) = 𝑒0. Тогда 𝜙 = 𝑅𝛽−1(−𝑐) = 𝑅𝑒0 , то есть

𝜙 = 𝑅𝑒0 . Далее, 0 · 0 = 𝜙0 + 𝑐+ 𝛽0 = 𝑐 , 𝑐 = 0 · 0 (так как как по условии

𝛽0 = 0).

Тогда 𝑥+ 𝑐+ 𝑦 = 𝜙−1𝑥 · 𝛽−1𝑦 = 𝑅−1
𝑒0
𝑥 · 𝐿−1

𝑓0
𝑦 .

Положим 𝑥 = 0 : 𝑐+ 𝑦 = 𝑅−1
𝑒𝑜
0 · 𝐿−1

𝑓0
𝑦 . 𝑦 = 0 : 𝑥+ 𝑐 = 𝑅−1

𝑒𝑜
𝑥 · 𝐿−1

𝑓0
0 .

Далее предположим 𝑥 = 𝑦 = 0 : 0 · 0 = 𝜙0 + 𝑐 + 𝛽0 = 𝑐 , 0 · 0 = 𝑐, но

𝑓0 = 𝑒0 = 0 . Тогда 0 = 𝑐/0 , 0 = 0∖𝑐 , (0 · 𝑒0)/𝑒0 = 0/𝑒0, 0 = 0/𝑒0 , 𝑓00 = 0 ,

𝑓0 ∖ (𝑓0 · 0) = 𝑓0 ∖ 0 , 0 = 𝑓0 ∖ 0 . Но 𝑅−1
𝑒0
0 = 0/𝑒0 = 0 .
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Тогда 𝑐 + 𝑦 = 0 · 𝐿−1
𝑓0
𝑦 = 𝐿𝑜𝐿

−1
𝑓0
𝑦 , то есть 𝐿̃𝑐𝑦 = 𝐿𝑜𝐿

−1
𝑓0
𝑦 откуда

𝐿̃−1
𝑐 = 𝐿𝑓0𝐿

−1
0 . Учитывая это, имеем

𝑥+ 𝐿̃𝑐𝑦 = 𝑅−1
𝑒0
𝑥 · 𝐿−1

𝑓0
𝑦,

или

𝑥+ 𝑦 = 𝑅−1
𝑒𝑜
𝑥 · 𝐿−1

𝑓0
𝐿̃−1
𝑐 𝑦 = 𝑅−1

𝑒𝑜
𝑥 · 𝐿−1

𝑓0
𝐿𝑓0𝐿

−1
0 𝑦 = 𝑅−1

𝑒𝑜
𝑥 · 𝐿−1

0 𝑦,

то есть 𝑥+ 𝑦 = 𝑅−1
𝑒0
𝑥 · 𝐿−1

0 𝑦 .

Аналогично можно показать, что 𝑥+ 𝑦 = 𝑅−1
0 𝑥 · 𝐿−1

𝑓0
𝑦 .

Далее,

𝑥+ (−𝑥) = 0, или 𝑅−1
𝑒0
𝑥 · 𝐿−1

0 𝐽𝑥 = 0, 𝐿−1
0 𝐽𝑥 = 𝐿−1

𝑅−1
0

(0),

= 𝐽𝑥 = −𝑥 = 𝐿0𝐿
−1
𝑅−1

0

(0).

Лeмма докaзана.

Аналогично можно доказать, что если (𝑄, ·) - правая линeйная ква­

зигруппа: 𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑐+ 𝜓𝑦 , с условием, что 𝛼0 = 0 , то

𝜓 = 𝐿𝑓0, 𝛽 = 𝑅𝑒0, 𝑐 = 0 ·0, 𝑥+𝑦 = 𝑅−1
𝑒0
𝑥 ·𝐿−1

0 𝑦 (𝑥+𝑦 = 𝑅−1
0 𝑥 ·𝐿−1

𝑓0
𝑦).

−𝑥 = 𝐿0𝐿
−1
𝑅−1

𝑒0 𝑥
(0) .

Теперь докажем боле общее утверждение для случая квазигруппы изотоп­

ных группам.

Лемма 2.5.3. Пусть (𝑄, ·): 𝑥 ·𝑦 = 𝛼1𝑥+𝛽1𝑦 и (𝑄, ∘): 𝑥∘𝑦 = 𝛼2𝑥⊕𝛽2𝑦

- две квазигруппы изотопные соответственно группам (𝑄,+) и (𝑄,⊕).

Если (𝑄, ·) и (𝑄, ∘) изотопны, то группы (𝑄,+) и (𝑄,⊕) изоморфны,

то есть (𝑄,+) ∼= (𝑄,⊕).
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Доказательство. Предположим, что квазигруппа (𝑄, ·) главно изо­

топна квазигруппе (𝑄, ∘) :

𝑥 · 𝑦 = 𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑦.

Тогда

𝛼1𝑥+ 𝛽1𝑦 = 𝛼2𝑅𝑎𝑥⊕ 𝛽2𝐿𝑏𝑦.

То

𝑥+ 𝑦 = 𝛼2𝑅𝑎𝛼
−1
1 𝑥⊕ 𝛽2𝐿𝑏𝛽

−1
1 𝑦.

Это значить, что группы (𝑄,+) и (𝑄,⊕) изотопны, следовательно,

по теорема Алберта, она изоморфны, то есть (𝑄,+) ∼= (𝑄,⊕) .

Замечание. Очевидно, лемма верна для случая всех линейных слева

(справа) квазигрупп.

Лемма 2.5.3 можно считать обобщением теоремы Алберта, согласно

которой, если две группы изотопны то они изоморфны.

Теорема 2.5.1. Пусть (𝑄1, ·), (𝑄2, ∘) - две линейные слева квазигруп­

пы Λ1 = ((𝑄,+), 𝜙1, 𝛽1, 𝑐1), Λ2 = ((𝑄,⊕), 𝜙2, 𝛽2, 𝑐2) - нормальные формы,

𝜂 : (𝑄1, ·) → (𝑄2, ∘) - гомоморфизм квазигруппы (𝑄1, ·) в (𝑄2, ∘). Поло­

жим 𝜉1𝑥 = 𝜂𝑥 * 𝜂0, 𝜉2𝑥 = 𝜂0 ⊕ 𝜂𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑄1 . Тогда 𝜉1 и 𝜉2

- гомоморфизмы группы (𝑄1,+) в (𝑄2,⊕) и 𝜉1𝜙1 = 𝜙2𝜉1 , 𝜉2𝛽1 = 𝛽2𝜉2 .

Кроме того, 𝜉1 (𝜉2) - взаимно однозначно тогда и только тогда, когда 𝜂

- взаимно однозначно.

Доказательство. Пуст 𝜂 :(𝑄1, ·) → (𝑄2, ∘) - гомоморфизм квазиг­

руппы (𝑄1, ·) в казигруппу (𝑄2, ∘) , то есть 𝜂(𝑥 · 𝑦) = 𝜂𝑥 ∘ 𝜂𝑦 ,

𝜂(𝜙1𝑥+ 𝑐1 + 𝛽1𝑦) = 𝜙2𝜂𝑥⊕ 𝑐2 ⊕ 𝛽2𝜂𝑦. (2.5.5)
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Положим в (2.6.1) 𝑦 = 𝛽−1
1 (−𝑐1) :

𝜂(𝜙1𝑥+ 𝑐1 + 𝛽1𝛽
−1
1 (−𝑐1)) = 𝜙2𝜂𝑥⊕ 𝑐2 ⊕ 𝛽2𝜂𝛽

−1
1 (−𝑐1),

𝜂𝜙1𝑥 = 𝜙2𝜂𝑥⊕ 𝑐2 ⊕ 𝛽2𝜂𝛽
−1
1 (−𝑐1) = 𝜙2𝜂𝑥⊕ 𝑐3, (2.6.2)

где 𝑐3 = 𝑐2 ⊕ 𝛽2𝜂𝛽
−1
1 (−𝑐1) .

Положим в (2.6.1) 𝑥 = 𝜙−1
1 (−𝑐1) , получим

𝜂(𝜙1𝜙
−1
1 (−𝑐1) + 𝑐1 + 𝛽1𝑦) = 𝜙2𝜂𝜙

−1
1 (−𝑐1)⊕ 𝑐2 ⊕ 𝛽2𝜂𝑦,

𝜂𝛽1𝑦 = 𝜙2𝜂𝜙
−1
1 (−𝑐1)⊕ 𝑐2 ⊕ 𝛽2𝜂𝑦 = 𝑐4 + 𝛽2𝜂𝑦, (2.6.3)

где 𝑐4 = 𝜙2𝜂𝜙
−1
1 (−𝑐1)⊕ 𝑐2 .

Теперь при 𝑥 = 𝜙−1
1 (−𝑐1) , 𝑦 = 𝛽−1

1 (−𝑐1) из (2.6.1) следует

𝜂(−𝑐1) = 𝜙2𝜂𝜙
−1
1 (−𝑐1)⊕ 𝑐2 ⊕ 𝛽2𝜂𝛽

−1
1 (−𝑐1) = 𝑐4 * 𝑐2 ⊕ 𝑐3,

𝜂(−𝑐1) = 𝑐4 * 𝑐2 ⊕ 𝑐3. (2.6.4)

Из (2.6.1), (2.6.2), (2.6.3), (2.6.4) следует

𝜂(𝑥+𝑦) = 𝜂(𝜙1𝜙
−1
1 𝑥+𝑐1+𝛽1𝛽

−1
1 (−𝑐1+𝑦)) = 𝜙2𝜂𝜙

−1
1 𝑥⊕𝑐2⊕𝛽2𝜂𝛽−1

1 (−𝑐1+𝑦) =

= 𝜂𝜙1𝜙
−1
1 𝑥 * 𝑐3 ⊕ 𝑐2 * 𝑐4 ⊕ 𝜂𝛽1𝛽

−1
1 (−𝑐1 + 𝑦)) = 𝜂𝑥 * 𝑐3 ⊕ 𝑐2 * 𝑐4 ⊕ (−𝑐1 + 𝑦) =

= 𝜂𝑥 * (𝑐4 * 𝑐2 ⊕ 𝑐3)⊕ 𝜂(−𝑐1 + 𝑦) = 𝜂𝑥 * 𝜂(−𝑐1)⊕ 𝜂(−𝑐1 + 𝑦),

𝜂(𝑥+ 𝑦) = 𝜂𝑥 * 𝜂(−𝑐1)⊕ 𝜂(−𝑐1 + 𝑦). (2.6.5)

Аналогично,

𝜂(𝑥+𝑦) = 𝜂(𝜙1𝜙
−1
1 (𝑥−𝑐1)+𝑐1+𝛽1𝛽−1

1 𝑦) = 𝜙2𝜂𝜙
−1
1 (𝑥−𝑐1)⊕𝑐2⊕𝛽2𝜂𝛽−1

1 𝑦 =

= 𝜂𝜙1𝜙
−1
1 (𝑥− 𝑐1) * 𝑐3 ⊕ 𝑐2 * 𝑐4 ⊕ 𝜂𝛽1𝛽

−1
1 𝑦 = 𝜂(𝑥− 𝑐1) * 𝑐3 ⊕ 𝑐2 * 𝑐4 ⊕ 𝜂𝑦 =

= 𝜂(𝑥− 𝑐1) * (𝑐4 * 𝑐2 ⊕ 𝑐3)⊕ 𝜂𝑦 = 𝜂(𝑥− 𝑐1) * 𝜂(−𝑐1)⊕ 𝜂𝑦. (2.6.6)
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Из (2.6.4) при 𝑦 = −𝑐1 получаем,

𝜂(𝑥− 𝑐1) = 𝜂𝑥 * 𝜂(−𝑐1)⊕ 𝜂(−2𝑐1).

Положим значение 𝜂(𝑥− 𝑐1) в (2.6.6)

𝜂(𝑥+ 𝑦) = 𝜂𝑥 * 𝜂(−𝑐1)⊕ 𝜂(−2𝑐1) * 𝜂(−𝑐1) + 𝜂𝑦. (2.6.7)

Положим в (2.6.7). 𝑥 = 𝑦 = 0 : 𝜂0 = 𝜂0 * 𝜂(−𝑐1)⊕ 𝜂(−2𝑐1) * 𝜂(−𝑐1) + 𝜂0 .

Тогда

𝜂0 = 𝜂(−𝑐1) * 𝜂(−2𝑐1)⊕ 𝜂(−𝑐1)

Следовательно, (2.6.5) имеет вид

𝜂(𝑥+ 𝑦) = 𝜂𝑥 * 𝜂0⊕ 𝜂𝑦. (2.6.8)

Определим следующие отображения 𝑄1 в 𝑄2 :

𝜉1𝑥 = 𝜂𝑥 * 𝜂0, 𝜉2𝑥 = 𝜂0 * 𝜂𝑥.

Легко заметить, что 𝜉1 и 𝜉2 являются групповыми гомоморфизмами. Дей­

ствительно,

𝜉1(𝑥+ 𝑦) = 𝜂(𝑥+ 𝑦) * 𝜂0 = 𝜂𝑥 * 𝜂0⊕ 𝜂𝑦 * 𝜂0,

𝜉1𝑥⊕ 𝜉2𝑦 = 𝜂𝑥 * 𝜂0⊕ 𝜂𝑦 * 𝜂0.

Следовательно, 𝜉1(𝑥+ 𝑦) = 𝜉1𝑥⊕ 𝜉1𝑦.

Второе проверяется аналогично.

Далее учитывая определение 𝜉 и (2.6.2), имеем:

𝜉1𝜙1𝑥 = 𝜂𝜙1𝑥 * 𝜂0⊕ 𝑐3 * 𝜂0.

Но из (2.6.2) при 𝑥 = 0 следует, что 𝜂0 = 𝜙2𝜂0⊕𝑐3 , откуда 𝑐3 *𝜂0 = 𝜙2𝜂0.
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Следовательно, 𝜉1𝜙1𝑥 = 𝜙2𝜂𝑥 * 𝜙2𝜂0 = 𝜙2(𝜂𝑥 * 𝜂0) = 𝜙2𝜉1𝑥, то есть

𝜉1𝜙1 = 𝜙2𝜉1,

Аналогично,

𝜉2𝛽1𝑥 = *𝜂0⊕ 𝜂𝛽1𝑥 = *𝜂0⊕ 𝑐4𝜂 ⊕ 𝛽2𝜂𝑥.

С другой стороны из (2.6.3) при 𝑥 = 0 следует 𝜂0 = 𝑐4 ⊕ 𝛽2𝜂0, *𝛽2𝜂0 =

= *𝜂0⊕ 𝑐4 .

Следовательно,

𝛽2𝜉2𝑥 = *𝛽2𝜂0⊕ 𝛽2𝜂𝑥 = ⊕𝛽2𝜂𝑥 = *𝜂0⊕ 𝑐4𝜂 ⊕ 𝛽2𝜂𝑥.

Таким образом, 𝛽2𝜉2 = 𝜉2𝛽1𝑥

Теорема 2.5.2. Пусть (𝑄1, ·), (𝑄2, ∘) - две линейные справа квази­

группы Λ1 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝜓1, 𝑐1), Λ2 = ((𝑄,⊕), 𝛼2, 𝜓2, 𝑐2) - нормальные

формы, 𝜂 : (𝑄1, ·) → (𝑄2, ∘) - гомоморфизм квазигруппы (𝑄1, ·) в (𝑄2, ∘).

Положим 𝜉1𝑥 = 𝜂𝑥 * 𝜂0, 𝜉2𝑥 = 𝜂0⊕ 𝜂𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑄1 . Тогда 𝜉1 и 𝜉2

- гомоморфизмы группы (𝑄1,+) в (𝑄2,⊕) и 𝜉1𝜙1 = 𝜙2𝜉1 , 𝜉2𝛽1 = 𝛽2𝜉2 .

Ввиду того, что доказательство теоремы 2.5.2. почти полностью повто­

ряет доказательство теоремы 2.5.1, поэтому считаем нет необходимости

привести доказательство теоремы.

В конце этого параграфа приводим утверждение согласно которой

квазигрупповй гомоморфизм двух линейных слева квазигрупп является

групповым гомоморфизмом.

Теорема 2.5.3. Пусть (𝑄1, ·), (𝑄2, ∘) - две линейные слева квази­

группы и Λ1 = ((𝑄,+), 𝜙1, 𝛽1, 𝑐1) - нормальные формы, (𝑄1, ·), 𝜂 :

(𝑄1, ·) → (𝑄2, ∘) - квазигрупповой гомоморфизм. Тогда существует нор­

мальная форма Λ2 = ((𝑄,⊕), 𝜙2, 𝛽2, 𝑐2) квазигруппы (𝑄2, ∘) такая, что
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𝜂 : (𝑄1,+) → (𝑄2,⊕) групповой гомоморфизм, 𝜂𝜙1 = 𝜙2𝜂 , 𝜂𝛽1 = 𝛽2𝜂 ,

𝜂(𝑐1) = 𝑐2 .

Заметим, что нормальные формы линейных и обобщенных линейных

квазигрупп играют важную роль при исследовании названных квазиг­

рупп, в особенности при изучении различных морфизмов квазигрупп.
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Заключение

Основные результаты диссертации являются новыми, они обоснованы

подробными доказательствами и заключаются в следующем:

∙ исследованы гомоморфизмы, автоморфизмы, эндоморфизмы, конгру­

энции обобщенных линейных квазигрупп, описано строение автото­

пий, антиавтотопий и эндотопий обобщенных линейных квазигрупп;

∙ получено строение автотопий, антиавтотопий и эндотопий обобщен­

ных линейных квазигрупп;

∙ решена задача В.Д.Белоусова об условиях нормальности конгруэнции

некоторых подклассов обобщенных линейных квазигрупп;

Результаты, полученные в диссертации, носят теоретический харак­

тер, её результаты и методика их получения могут быть использованы в

различных разделах общей теории групп, теории квазигрупп и неассоци­

ативных алгебраических систем.
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