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Введение

Актуальность темы исследования. Диссертационная работа посвя-

щена исследованию Lp -разделимости дифференциальных выражений с

частными производными высокого четного порядка в произвольной (огра-

ниченной или неограниченной) области Ω n-мерного евклидова простран-

ства Rn , коэффициенты которых могут обращаться в нуль или в бес-

конечность на границе области. Исследования по разделимости диффе-

ренциальных выражений образуют одно из основных самостоятельных

направлений современной теории дифференциальных операторов, и ре-

зультаты, полученные по этому направлению используются в спектраль-

ной теории дифференциальных операторов, в теории нормированных про-

странств дифференцируемых функций многих вещественных переменных,

а также при исследовании существования и гладкости решения дифферен-

циальных уравнений.

Степень разработанности темы исследования. Понятие раздели-

мости дифференциального выражения впервые было введено в фундамен-

тальной работе В.Н. Эверитта (W.N. Everitt) и М. Гирца (M. Giertz) [49], в

которой исследовалась разделимость оператора Штурма-Лиувилля в про-

странстве L2 . Позже результаты этой работы обобщались в других рабо-

тах этих авторов [50], [51], [52], а также в работах Ф.В. Аткинсона (F.V.

Atkinson) [43], В.Н. Эверитта, М. Гирца, Дж. Вайдмана (J. Weidmann)

[54], А. Цеттла (A. Zettl) [74], К.Х.Бойматова [7, 15], М. Отелбаева [38],

Т.Т. Амановой и М.Б. Муратбекова [2], Э.З. Гриншпуна, М. Отелбаева

[20], А. Биргибаева [5], А. Биргибаева, М. Отелбаева [6], М.М. Бакоевой,
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С.А. Исхокова [4], Р.С. Брауна (R.C. Brown), Д.Б. Хинтона (D.B. Hinton)

[45], Н. Чернявской (N. Chernyavskaya), Л. Шустера (L. Shuster) [46, 47],

И.Курбонова, М. Шодиева [33] и др.

Например, понятие разделимости для дифференциального выражения

Штурма-Лиувилля

M [y] = −y′′ + q(x)y, x ∈ (a,+∞),

в пространстве L2(a,+∞) означает, что если y, −y′′+q(x)y ∈ L2(a,+∞) ,

то −y′′, qy ∈ L2(a,+∞) .

В некоторых работах по теории разделимости используется понятие

разделимости дифференциального оператора. В этих случаях условия

разделимости дифференциального выражения проверяются для функций

из области определения соответствующего оператора.

В работе А. Цеттла [74] исследовалась разделимость линейного обык-

новенного дифференциального оператора произвольного порядка n в про-

странстве Lp . Коэффициенты исследуемого оператора мало отличаются

от постоянных, и доказательство основного результата сводится к приме-

нению соответствующего коэрцитивного неравенства для обыкновенных

дифференциальных операторов с постоянными коэффициентами.

Разделимость обыкновенных дифференциальных выражений порядка

выше второго также исследовалась в работах А.С. Исхокова [22], Д.С.

Гоибова [19] и др.

Отметим, что в работах В.Н. Эверитта и М. Гирца, в основном, исследо-

валась разделимость оператора Штурма-Лиувилля и его степеней, и лишь

некоторые достаточные критерии разделимости обыкновенных дифферен-

циальных выражений, установленные в работах этих авторов, обобщены

на случай дифференциальных выражений с частными производными вто-

рого порядка в работах [53], В.Д. Эванса (W.D. Evans), А. Цеттла (A. Zettl)

[48]. В этих работах исследовалась разделимость оператора Шредингера в
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пространстве L2(R
n) . Разделимость оператора Шредингера также иссле-

дована в работах К.Х. Бойматова, А. Шарифова [17], Б.М. Муратбекова,

М. Отелбаева [36], Р. Ойнарова [37], А.С. Мохамеда [35], А.С. Мохамеда,

Х.А. Атиа (H.A. Atia) [56] и др.

Разделимость дифференциальных выражений с частными производны-

ми второго порядка, отличных от оператора Шредингера, исследовалась

в работах К.Х. Бойматова [12, 13], Исхокова, А.С. Мохамеда [26] и др.

Разделимость дифференциальных выражений высшего порядка с част-

ными производными исследовалась в работах К.Х. Бойматова [8, 9, 10, 11,

14, 84], М. Отелбаева [39] и некоторых их учеников.

Имеется ряд работ по разделимости дифференциальных выражений с

операторозначными (в том числе, с матричными) коэффициентами, среди

которых можно отметить работы К.Х.Бойматова, А. Шарифова [16], З.

Оера ( Z. Oer) [63], А.А. Абудова [1], М. Байрамоглы, А.А. Абудова [3],

М.З. Замонова, О.Т. Муртазова [21], О.Х. Кариамова [27, 28, 29, 30], О.Х.

Кариамова, Н.У. Усманова [31], А.С. Мохамеда (A.S. Mohamed) [55], А.С.

Мохамеда, Б.А. Ел-Генди (B.A. El-Gendi) [57, 58], А.С. Мохамеда, Х.А.

Атиа (H.A. Atia) [56], Е.М.Е. Зайеда (E.M.E. Zayed) [69], Е.М.Е. Зайеда,

С.А. Омрана (S.A. Omran) [72, 73], Е.М.Е. Зайеда, А.С. Мохамеда (A.S.

Mohamed), Х.А. Атиа [71], Е.М.Е. Зайеда, А.С. Мохамеда, Х.А. Атиа [70],

Х.А. Атиа [40], С. Омрана (S.Omran), Х.А. Геприла (K.A. Gepreel), Е.Т.А.

Нофала (E.T.A. Nofal) [66], С. Омрана, Х.А. Геприла, С. Халила (S. Khalil)

[65], С. Омрана, Х.А. Геприла [64], А.С. Исхокова, А.С. Мохамеда [26].

Впервые в 2003 году в работе Р.С. Брауна (R.C. Brown) [44] была

установлена связь между свойствами неосцилляционности и разделимо-

сти обыкновенных дифференциальных выражений второго порядка. Эта

связь позволяла Р.С. Брауну найти новые достаточные условия раздели-

мости дифференциального выражения

M [y] = −(p(x)y′(x))′ + q(x)y(x)
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в пространстве L2(Ia) , где Ia = [a, +∞), a > −∞ . Связь между свойства-

ми неосцилляционности и разделимости дифференциальных выражений

затем использовалась в работе Х.А.Атиа, Р.А.Махмуда (R.A. Mahmoud)

[41].

Исследование разделимости нелинейных дифференциальных выраже-

ний сопряжено со многими техническими сложностями, и в научной ли-

тературе лишь отдельные работы посвящены этому случаю. Среди этих

работ можно отметить работы А. Биргибаева, М. Отелбаева [6], Т.Т. Ама-

новой и М.Б. Муратбекова [2], К.Н. Оспанова, Р.Д. Ахметкалиева [67, 67],

которые посвящены нелинейным обыкновенным выражениям, и работы

О.Х. Каримова [27, 28, 29, 30], О.Х. Каримова, Н.У. Усманова [31], Б.М.

Муратбекова, М. Отелбаева [36], в которых изучена разделимость нели-

нейных дифференциальных выражений с частными производными.

В работах О. Милатовича (O. Milatovic) [59, 60, 61, 62] и Х.А. Ати, Р.С.

Алсаиди, А. Рамади (H.A. Atia, R. S. Alsaedi, A. Ramady) [42] исследова-

лась разделимость дифференциальных операторов с частными производ-

ными, заданных на римановых многообразиях.

Если дифференциальное выражение задается в функциональном про-

странстве, норма которого определяется интегрированием со степенью

p ≥ 1 и с весом ω(x) , где ω(x) ̸≡ 1 – некоторая измеримая положи-

тельная функция, то при выполнении соответствующих включений (см.

ниже определение 1.3.1) это дифференциальное выражение называется

Lp -разделимым с весом ω , а в случае ω(x) ≡ 1 называется просто Lp -

разделимым.

Отметим, что в работах [7-10, 12, 16, 17, 31, 36, 39, 41, 39, 44, 49, 50,

54, 56, 63-69, 71-73] исследуется L2 -разделимость дифференциальных вы-

ражений, а их L2 -разделимость с весом ω(x) , не обязательно равным 1,

рассматривалась в работах [27, 40, 45]. Lp -разделимость дифференциаль-

ных выражений изучалась в работах [4, 5, 13, 15, 22, 46, 57, 74]. Общий
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случай, то есть, Lp -разделимость с весом ω(x) , не обязательным равным

1, рассматривался в работах [11, 14, 26, 47, 58, 55].

Приведенный выше обзор результатов по разделимости дифферен-

циальных выражений свидетельствует о том, что разделимость общих

дифференциальных выражений с частными производными произвольного

четного порядка исследована лишь в отдельных работах, и случай, когда

область Ω и функции, которые характеризуют вырождения коэффици-

ентов дифференциального оператора, задаются в паре друг с другом и

удовлетворяют условию погружения, ранее не рассматривался. Именно

этот случай исследуется в настоящей диссертационной работе.

Цель работы. Целью диссертационной работы является исследование

Lp -разделимости и Lp -разделимости с весом ω(x) , не обязательно равным

1, дифференциальных выражений с частными производными произволь-

ного четного порядка в случае, когда область Ω и функции, которые ха-

рактеризуют вырождения коэффициентов дифференциального операто-

ра, задаются в паре друг с другом и удовлетворяют условию погружения.

Научная новизна. Результаты, выносимые на защиту, являются но-

выми и заключаются в следующем:

1. Для одного класса вырождающихся дифференциальных операторов

с частными производными высокого порядка в произвольной (огра-

ниченной или неограниченной) области n-мерного евклидова про-

странства построен правый регуляризатор и доказано существование

непрерывного обратного оператора в пространстве Lp, 1 < p < +∞ .

2. Введены новые функциональные пространства дифференцируемых

функций многих вещественных переменных, норма которых задает-

ся с помощью дифференциального выражения, и найдены условия

плотности класса бесконечно дифференцируемых финитных функ-

ций в этих пространствах.
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3. Найдены достаточные условия Lp -разделимости (1 < p < +∞) одно-

го класса вырождающихся дифференциальных операторов с частны-

ми производными высокого порядка в произвольной (ограниченной

или неограниченной) области n-мерного евклидова пространства.

4. Доказана теорема о разделимости вырождающихся дифференциаль-

ных операторов с частными производными высокого порядка в произ-

вольной (ограниченной или неограниченной) области n-мерного ев-

клидова пространства в пространстве Lp, 1 < p < +∞, с весом ω(x) .

Теоретическая и практическая значимость работы. Результа-

ты, полученные в диссертации, носят теоретический характер. Они могут

послужить основой для дальнейших теоретических исследований в тео-

рии краевых задач для уравнений с частными производными, в теории

нормированных пространств дифференцируемых функций многих веще-

ственных переменных.

Практическая ценность работы определяется прикладной значимостью

уравнений с частными производными в решении прикладных задач меха-

ники и других разделов физики.

Методы исследования. Применяемый в диссертации метод основан

на элементах функционального анализа и теории функций многих веще-

ственных переменных.

Апробации результатов. Основные результаты работы докладыва-

лись автором и обсуждались на семинаре отдела функционального ана-

лиза и теории функций Института математики им. А. Джураева АН Рес-

публики Таджикистан. Результаты диссертации были представлены в ходе

выступлений на следующих конференциях:

• международная научная конференция ”Современные проблемы ма-

тематики и ее приложения” (Душанбе, Филиал Московского государ-

ственного университета им. М.В. Ломоносова, 2016);
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• ”Международная летняя математическая Школа-Конференция С.Б.

Стечкина по теории функций” (Душанбе, 15-25 августа 2016 г.);

• международная конференция ”Математика в современном мире”, по-

священная 60-летию Института математики им. С.Л. Соболева Рос-

сийской академии наук (Новосибирск, Россия, 14-19 августа 2017 г.);

• 8 -ая международная конференция по математическому моделирова-

нию (Якутск, 4-8 июля 2017 г.);

• международная конференция ”Дифференциальные уравнения, мате-

матический анализ и теория чисел” (г. Кургантеппа, 27-28 октября

2017 г.).

Публикации и личный вклад автора. Материалы диссертации

опубликованы в работах [75] – [79]. Работы [75] опубликованы в журналах

из перечня рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендован-

ных ВАК РТ. Работа [79] входит в международные библиографические и

реферативные базы данных Web of Science и Scopus.

Работы [75] – [79] опубликованы в соавторстве с научным руководи-

телем, которому принадлежит постановка задач и общее руководство, а

диссертанту – доказательство основных результатов.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, двух

глав, списка цитированной литературы из 83 наименований и заключения,

занимает 106 страницы машинописного текста и набрана на LATEX . Для

удобства в диссертации применена сквозная нумерация теорем, лемм и

формул. Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпа-

дает с номером главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на

порядковый номер теорем, лемм или формулы в данном параграфе.

Содержание диссертации. Первая глава диссертационной работы

посвящена исследованию разделимости одного класса дифференциальных

выражений с частными производными высшего порядка в произвольной
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(ограниченной или неограниченной) области, коэффициенты которых мо-

гут иметь нестепенное вырождение на границе. Она состоит из трех па-

раграфов. В первом параграфе изучается непрерывная обратимость

операторов, которые задаются с помощью дифференциальных выраже-

ний из указанного выше класса.

Пусть Ω - произвольное открытое множество в n - мерном евклидовом

пространстве Rn , и пусть

Π(0) =

{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |xj| <

1

2
, j = 1, n

}
- единичный куб с центром в начале системы координат.

Для любой точки ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn и любого вектора −→
t =

(t1, t2, . . . , tn) с положительными компонентами определим параллелепи-

пед Π−→
t (ξ) равенством

Π−→
t (ξ) =

{
x ∈ Rn :

(
x1 − ξ1
t1

,
x2 − ξ2
t2

, . . . ,
xn − ξn
tn

)
∈ Π(0)

}
.

Пусть gj(x)(j = 1, n) - определенные в Ω положительные функции.

Положим

Πε,−→g (ξ) = Πε−→g (ξ)(ξ),

где ε > 0 и −→g (ξ) = (g1(ξ), g2(ξ), . . . , gn(ξ)) .

Далее в работе предполагается, что множество Ω и функции gj(x) (j =

1, n) связаны следующим условием:

(A). существует постоянная ε0 > 0 такая, что для всех ξ ∈ Ω и ε ∈
(0, ε0) параллелепипед Πε,−→g (ξ) содержится в Ω .

Условие (А) является аналогом условия погружения, введенного

П.И.Лизоркиным в работе [34]. В этой работе также рассмотрены при-

меры областей Ω и положительных функций gj(x), j = 1, 2, . . . , n , удо-

влетворяющих условию погружения.
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Отметим, что вырождающиеся эллиптические операторы дивергентно-

го вида в случае, когда область Ω и функции gj(x), j = 1, 2, . . . , n , харак-

теризующие вырождение коэффициентов исследуемого оператора, удовле-

творяют сформулированным выше условиям, ранее изучались в работах

[18, 23, 24, 25]. В этих работах, в основном, исследовалась разрешимость

вариационной задачи Дирихле в пространстве L2(Ω) , и изучались свой-

ства ее решения. В отличие от этого в настоящей диссертационной работе

исследуются эллиптические операторы высокого порядка недивергентного

вида и для них строятся обратные операторы, действующие в простран-

стве Lp(Ω), 1 < p < +∞ .

Рассмотрим дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x (x ∈ Ω), (0.0.1)

где k = (k1, k2, . . . , kn) - мультииндекс, |k| = k1 + k2 + . . . + kn - длина

мультииндекса,

Dk
x =

(
1

i

∂

∂x1

)k1 (1
i

∂

∂x2

)k2
. . .

(
1

i

∂

∂xn

)kn
и i - мнимая единица.

Символом B(τ,−→g ,Ω) , где τ - положительное число, обозначим класс

символов

L(x, s) =
∑
|k|≤2r

ak(x)s
k (x ∈ Ω, s ∈ Rn)

с измеримыми коэффициентами, удовлетворяющими следующим услови-

ям:

(I) inf
x∈Ω,s∈Rn

|L(x, s)| = δ ̸= 0

(II) |ak(x)sk
′| ≤ τg

−k′′1
1 (x)g

−k′′2
2 (x) . . . g

−k′′n
n (x)|L(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn , k = k′ + k′′ , k′′ ̸= 0 , |k| ≤ 2r ;
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(III)
∑

|k|≤2r

∣∣(ak(x)− ak(y)) s
k
∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ Ω таких, что |xj − yj| < ε2gj(x) ,

j = 1, 2 . . . , n , ε ∈ (0, ε0) .

Основные результаты первого параграфа первой главы сформулирова-

ны в виде следующих двух теорем.

Теорема 1.1.1. Пусть существует число λ > 0 такое, что

λ−1 ≤ gj(x)

gj(y)
≤ λ, j = 1, 2, . . . , n,

для всех y ∈ Ω и всех x ∈ Πε,−→g (y), и пусть при некотором κ > 0

выполняется неравенство∑
|k|≤2r

|ak(x)sk| ≤ κ|L(x, s)|

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn .

Тогда найдется число τ0 = τ0(n, r, p, κ, δ) > 0, 1 < p < +∞, такое,

что если τ ∈ (0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то замыкание L(p) операто-

ра L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (Ω), в пространстве Lp(Ω) существует и

имеет непрерывный обратный оператор.

Теорема 1.1.2. Пусть 1 < p < +∞, выполнены все условия теоремы

1.1.1 и пусть τ0 – такое же число, как в теореме 1.1.1. Тогда, если τ ∈
(0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то имеет место следующее неравенство

∥u; Lp(Ω)∥ ≤ C0

∥∥L(p)u; Lp(Ω)
∥∥ (

u ∈ D
(
L(p)

))
,

где число C0 > 0 зависит только от r, n, p, κ и нижней грани функции

|L(x, s)| (x ∈ Ω, s ∈ Rn).

Во втором параграфе первой главы вводятся некоторые простран-

ства дифференцируемых функций многих вещественных переменных,

нормы которых задаются с помощью дифференциального выражения

(0.0.1), и изучаются свойства этих пространств.
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Обозначим через
0

W p, L (Ω) пополнение класса C∞
0 (Ω) по норме

∥u; Wp;L(Ω)∥ =


∫
Ω

|u(x)|pdx+
∑
|k|≤2r

∫
Ω

∣∣ak(x)Dk
xu(x)

∣∣p dx


1/p

. (0.0.2)

Множество всех мультииндексов k , для которых ak(x) ̸≡ 0 , обозначим

через K . Пусть OK – множество функций u(x) ∈ L1, loc(Ω) , имеющих

обобщенные производные в смысле С.Л.Соболева Dk
xu(x) для всех k ∈

K .

Обозначим через W ′
p;L(Ω), 1 < p < +∞ , пространство функций u(x) ∈

Lp(Ω) ∩OK с конечной нормой (0.0.2).

Далее предположим, что коэффициенты ak(x), |k| ≤ 2r , дифференци-

ального выражения (0.0.1) удовлетворяют следующему условию гладкости

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r). (0.0.3)

Как обычно, символом ⟨f, φ⟩ , где f ∈ D′(Ω) , обозначим значение обоб-

щенной функции f на функции φ ∈ C∞
0 (Ω) . Обобщенная функция f

отождествляется с некоторой функцией g(x) ∈ L1, loc(Ω) , если

⟨f, φ⟩ =
∫
Ω

g(x)φ(x)dx

для всех φ ∈ C∞
0 (Ω) .

При выполнении условия гладкости (0.0.3) для произвольной функции

u(x) ∈ L1, loc(Ω) можно определить обобщенную функцию ak(x)D
k
xu(x) (|k| ≤

2r) по формуле⟨
akD

ku, φ
⟩
= (−1)|k|

∫
Ω

u(x)Dk
x (ak(x)φ(x)) dx (0.0.4)

для всех φ ∈ C∞
0 (Ω) .

Вводим пространство Wp, L(Ω) функций u(x) ∈ Lp(Ω) , для которых

обобщенные функции ak(x)D
k
xu(x) принадлежат пространству Lp(Ω) для

всех |k| ≤ 2r , и конечна норма (0.0.2).
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Для u(x) ∈ Lp(Ω) через L(x, Dx)u(x) обозначим сумму всех обобщен-

ных функций ak(x)D
k
xu(x), |k| ≤ 2r, определенных равенством (0.0.4),

и вводим пространство Wp, L(Ω) функций u(x) ∈ Lp(Ω) , для которых

обобщенная функция L(x, Dx)u(x) принадлежит пространству Lp(Ω) , и

конечна следующая норма

∥u; Wp;L(Ω)∥ =


∫
Ω

|u(x)|pdx+
∫
Ω

|L(x, Dx)u(x)|p dx


1/p

. (0.0.5)

Через
0

Wp;L (Ω) обозначим пополнение класса C∞
0 (Ω) по норме (0.0.5).

Таким образом, для дифференциального выражения (0.0.1) мы опреде-

лили весовые пространства
0

W p, L (Ω) , W ′
p, L(Ω) , Wp, L(Ω) , Wp, L(Ω) . При

этом первые два пространства определены без всякого предположения о

гладкости коэффициентов ak(x), |k| ≤ 2r, а два последние пространства

определены, когда выполняется условие гладкости (0.0.3).

Заметим, что W ′
p, L(Ω) ⊂ Wp, L(Ω) и если ak(x) ̸≡ 0 для всех муль-

тииндексов k : |k| ≤ 2r, то W ′
p, L(Ω) = Wp, L(Ω) . Если условие гладко-

сти (0.0.3) выполняется, то пространство
0

W p, L (Ω) является замыканием

класса C∞
0 (Ω) в пространстве Wp, L(Ω) .

Введенные выше пространства Wp, L(Ω) , Wp, L(Ω) являются полными.

Теорема 1.2.1. Пусть 1 < p < +∞, выполнены все условия теоремы

1.1.1, и пусть τ0 – такое же число, как в теореме 1.1.1. Тогда если

τ ∈ (0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то

D
(
L(p)

)
=

0

W p, L (Ω)

и для всех функций u ∈ D
(
L(p)

)
выполняются неравенства

∥u; Wp, L(Ω)∥ ≤M ∥L(·; D)u; Lp(Ω)∥ ≤M ∥u; Wp, L(Ω)∥ ,

где число M > 0 зависит только от r, n, p, δ, κ .

Теорема 1.2.2. Пусть 1 < p < +∞, выполнены все условия теоремы

1.1.1 и пусть τ0 - такое же число как в этой теореме. Тогда если τ ∈
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(0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то имеет место вложение

W ′
p, L(Ω) ⊂ D

(
L(p)

)
.

Если же при этом выполняется условие гладкости

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r),

то
0

W p, L (Ω) =Wp, L(Ω) =
0

Wp, L (Ω).

В третьем параграфе первой главы изучается разделимость диф-

ференциального выражения (0.0.1) при дополнительных условиях на его

коэффициенты. Вводится класс символов B(τ,−→g ,Ω) . По определению

L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) , если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) ,

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r),

и выполняется одно из следующих условий:

(IVа) L(x, Dx) – симметрическое дифференциальное выражение;

(IVб)
∑

l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
xak(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . g

k′′n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn .

Определение 1.3.1. Дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x, x ∈ Ω,

называется Lp -разделимым, если для всех функций u(x) ∈ OK таких,

что

u(x) ∈ Lp(Ω), L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω),

имеет место включение

ak(x)D
k
xu(x) ∈ Lp(Ω)
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для всех мультииндексов k ∈ K .

Теорема 1.3.1. Пусть 1 < p < +∞, и существует число K > 0

такое, что ∑
|k|≤2r

∣∣ak(x)sk∣∣ ≤ K |L(x, s)|

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn . Тогда найдется число t0 = t0(r, n, p, K) > 0

такое, что если

L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), 0 < τ < t0,

то дифференциальное выражение L(x, Dx) Lp -разделимо. При этом

0

W p, L (Ω) =Wp, L(Ω) = Wp, L(Ω),

и нормы в этих пространствах эквивалентны.

Вторая глава диссертационной работы посвящена исследованию Lp -

разделимости (1 < p < +∞) дифференциального выражения (0.0.1) с

весом ω(x) . Она состоит из четырех параграфов. Основные результаты

главы сформулированы в первом параграфе, а их доказательства приве-

дены в оставшихся параграфах.

Определение 2.1.1. Пусть ω(x) – положительная измеримая в Ω

функция, 1 < p < +∞ . Дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x, x ∈ Ω, (0.0.6)

называется Lp -разделимым с весом ω(x) , если для всех функций u(x) ∈
OK таких, что

ω(x)u(x) ∈ Lp(Ω), ω(x)L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω)

имеет место включение

ω(x)ak(x)D
k
xu(x) ∈ Lp(Ω)

для всех мультииндексов k ∈ K .
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Теорема 2.1.1. Пусть существуют числа λ > 1, ν > 1 такие, что

ν−1 ≤ ω(x)

ω(y)
≤ ν, λ−1 ≤ gj(x)

gj(y)
≤ λ, j = 1, 2, . . . , n,

для всех y ∈ Ω и всех x ∈ Πε,−→g (y), и пусть при некотором κ > 0

выполняется неравенство∑
|k|≤2r

|ak(x)sk| ≤ κ|L(x, s)| (0.0.7)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn . Тогда найдется число τ∗ = τ∗(r, n, p, κ, λ, ν) > 0

такое, что если

L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), τ ∈ (0, τ∗),

то дифференциальное выражение L(x, Dx) Lp -разделимо с весом ω(x).

Доказательство теоремы 2.1.1 основано на применении сформулиро-

ванной ниже теоремы 2.1.2 об относительной ограниченности дифферен-

циальных операторов, которая имеет также и самостоятельный интерес.

Наряду с дифференциальным выражением (0.0.6) рассмотрим диффе-

ренциальное выражение

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

bk(x)D
k
x (x ∈ Ω)

с непрерывными коэффициентами bk(x)(x ∈ Ω, |k| ≤ 2r) , удовлетворяю-

щими неравенству∑
k′+k′′=k,
|k|≤2r

∣∣∣bk(x)gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤ N|L(x, s)| (0.0.8)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn ; N - некоторая положительная постоянная.

Теорема 2.1.2. Пусть существует число λ > 0 такое, что

λ−1 ≤ gj(x)

gj(y)
≤ λ, j = 1, 2, . . . , n,

для всех y ∈ Ω и всех x ∈ Πε,−→g (y), и пусть при некотором κ > 0 вы-

полняется неравенство (0.0.7) Пусть также выполняется неравенство
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(0.0.8). Тогда найдется число t∗ = t∗(r, n, p, κ, δ) > 0, 1 < p < +∞, та-

кое, что если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), 0 < τ < τ ∗0 , то для всех u ∈ C∞
0 (Ω)

выполняется неравенство∑
|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xu(x); Lp(Ω)

∥∥ ≤ M ∥L(x, Dx)u(x); Lp(Ω)∥ , (0.0.9)

где M = M(r, n, p, κ, N) - некоторая положительная постоянная. Если

же L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), 0 < τ < τ ∗0 , то неравенство (0.0.9) имеет

место также для всех u(x) ∈ Lp(Ω) таких, что L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω).

Доказательство этой теоремы приведено в §2.2. В §2.3 доказываются

некоторые вспомогательные леммы, а в §2.4 приведено доказательство

теоремы 2.1.1.
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Глава 1

Теоремы разделимости для одного

класса дифференциальных

операторов в Лебеговом пространстве

1.1 Об обратимости одного класса дифференциаль-

ных операторов в лебеговом пространстве

Пусть Ω - произвольное открытое множество в n - мерном евклидовом

пространстве Rn и пусть

Π(0) =

{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |xj| <

1

2
, j = 1, n

}
- единичный куб с центром в начале системы координат.

Для любой точки ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn и любого вектора −→
t =

(t1, t2, . . . , tn) с положительными компонентами определим параллелепи-

пед Π−→
t (ξ) равенством

Π−→
t (ξ) =

{
x ∈ Rn :

(
x1 − ξ1
t1

,
x2 − ξ2
t2

, . . . ,
xn − ξn
tn

)
∈ Π(0)

}
.

Пусть gj(x)(j = 1, n) - определенные в Ω положительные функции.

Положим

Πε,−→g (ξ) = Πε−→g (ξ)(ξ),

где ε > 0 и −→g (ξ) = (g1(ξ), g2(ξ), . . . , gn(ξ)) .
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Далее в работе предполагается, что множество Ω и функции gj(x) (j =

1, n) связаны следующим условием:

(A). существует постоянная ε0 > 0 такая, что для всех ξ ∈ Ω и ε ∈
(0, ε0) параллелепипед Πε,−→g (ξ) содержится в Ω .

Условие (А) является аналогом условия погружения, введенного

П.И.Лизоркиным в работе [34]. В этой работе также рассмотрены при-

меры областей Ω и положительных функций gj(x), j = 1, 2, . . . , n , удо-

влетворяющих условию погружения.

Отметим, что вырождающиеся эллиптические операторы дивергентно-

го вида в случае, когда область Ω и функции gj(x), j = 1, 2, . . . , n , харак-

теризующие вырождение коэффициентов исследуемого оператора, удовле-

творяют сформулированным выше условиям, ранее изучались в работах

[18, 23-25]. В этих работах, в основном, исследовалась разрешимость вари-

ационной задачи Дирихле и изучались свойства ее решения. В отличие от

этого здесь мы исследуем эллиптические операторы высокого порядка не

дивергентного вида и занимаемся построением соответствующих обрат-

ных операторов в пространстве Lp(Ω), 1 < p < +∞ .

Рассмотрим дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x (x ∈ Ω) (1.1.1)

где k = (k1, k2, . . . , kn) - мультииндекс, |k| = k1 + k2 + . . . + kn - длина

мультииндекса,

Dk
x =

(
1

i

∂

∂x1

)k1 (1
i

∂

∂x2

)k2
. . .

(
1

i

∂

∂xn

)kn
и i - мнимая единица.

Символом B(τ,−→g ,Ω) , где τ - положительное число, обозначим класс

символов

L(x, s) =
∑
|k|≤2r

ak(x)s
k (x ∈ Ω, s ∈ Rn)
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с измеримыми коэффициентами, удовлетворяющими следующим услови-

ям:

(I) inf
x∈Ω,s∈Rn

|L(x, s)| = δ ̸= 0 ;

(II) |ak(x)sk
′| ≤ τg

−k′′1
1 (x)g

−k′′2
2 (x) . . . g

−k′′n
n (x)|L(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn , k = k′ + k′′ , k′′ ̸= 0 , |k| ≤ 2r ;

(III)
∑

|k|≤2r

∣∣(ak(x)− ak(y)) s
k
∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ Ω таких, что |xj − yj| < ε2gj(x) ,

j = 1, 2 . . . , n , ε ∈ (0, ε0) .

Теорема 1.1.1. Пусть существует число λ > 0 такое, что

λ−1 ≤ gj(x)

gj(y)
≤ λ, j = 1, 2, . . . , n, (1.1.2)

для всех y ∈ Ω и всех x ∈ Πε,−→g (y), и пусть при некотором κ > 0

выполняется неравенство∑
|k|≤2r

|ak(x)sk| ≤ κ|L(x, s)| (1.1.3)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn .

Тогда найдется число τ0 = τ0(n, r, p, κ, δ) > 0, 1 < p < +∞, такое,

что если τ ∈ (0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то замыкание L(p) операто-

ра L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (Ω), в пространстве Lp(Ω) существует и

имеет непрерывный обратный.

Доказательство. Прежде чем приступить к непосредственному дока-

зательству теоремы 1.1.1, сформулируем и докажем несколько вспомога-

тельных лемм.

Лемма 1.1.1. Пусть область Ω и положительные функции gj(x),

j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяют сформулированным выше условиям.

Тогда существуют неотрицательные функции ψ1, ψ2, . . . из класса

C∞
0 (Ω) такие, что:

21



1)
+∞∑
m=1

ψ2
m(x) ≡ 1 (x ∈ Ω);

2) покрытие {supp ψm}+∞
m=1 области Ω имеет конечную кратность

Λ(n, λ), где λ - константа из условия (1.1.2);

3) для любого мультииндекса k существует конечное число Mk > 0

такое, что∣∣Dk
xψm(x)

∣∣ ≤Mkg
−k1
1 (x)g−k22 (x) . . . g−knn (x) (x ∈ Ω);

4) для всех x, y ∈ supp ψm , m = 1, 2, 3, . . . выполняется неравенство

|xj − yj| < ε2gj(x), j = 1, 2, . . . , n;

5) для любой функции f ∈ L1(Ω) справедливо соотношение

+∞∑
m=N

∫
Ω

χm(x)f(x)dx→ 0, N → +∞

где χm(x) - характеристическая функция множества supp ψm .

Доказательство. Заменяя в лемме 1 работы [23] функции gj(x) ,

i = 1, 2, . . . , n , на ε2gj(x) , i = 1, 2, . . . , n , соответственно, получаем следу-

ющие результаты:

Существуют такие неотрицательные функции φm ∈ C∞
0 (Ω) , m =

1, 2, . . . , что:

1)
+∞∑
m=1

φ2
m(x) ≡ 1 (x ∈ Ω);

2) кратность Λn покрытия {suppφm}+∞
m=1 конечна и, если число λ из

(1.1.2) не превосходит 9N для некоторого N , то Λn < 3(4N+1)n ;

3) для любого мультииндекса k существует конечное число Mk такое,

что ∣∣Dk
xφm(x)

∣∣ ≤Mkg
−k1
1 (x)g−k22 (x) . . . g−knn (x);
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4) для всех x, y ∈ suppφm , m = 1, 2, . . . , выполняются неравенства

|xj − yj| < ε2gj(x), i = 1, 2, . . . , n.

Далее нетрудно убедиться в том, что функции

ψm(x) = φm(x)

(
+∞∑
N=1

φ2
N(x)

)−1/2

, m = 1, 2, 3, . . . ,

обладают всеми свойствами, сформулированные в лемме 1.1.1.

Лемма 1.1.2. (см. лемму 2.2 [11]) Пусть оператор T имеет вид

T =
+∞∑
m=1

χmTmχm

где χm (m = 1, 2, 3, . . .) - характеристическая функция множества

supp ψm , а T1, T2, T3, . . . - последовательность непрерывных операторов

в Lp(Ω) таких, что

Λ = sup
m=1,2,3,...

∥Tm∥p < +∞

где число p ∈ (1,+∞). Тогда T - ограниченный оператор и выполняется

неравенство

∥Tm∥p ≤ Λ1/p(n, λ)Λ,

где Λ(n, λ) - кратность покрытия {supp ψm}+∞
m=1 области Ω

Будем говорить, что T - псевдодифференциальный оператор с симво-

лом t(s) , если

(Tu)(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eisx

t(s)∫
Rn

e−isxu(y)dy

 ds, D(T ) = C∞
0 (Ω).

Лемма 1.1.3. (см. лемму 2.3 из [11]) Пусть A(s) =
∑

|k|≤2r bks
k -

полином с постоянными коэффициентами A(s) ̸= 0 для всех s ∈ Rn , и
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пусть Tk(|k| ≤ 2r) - псевдодифференциальный оператор в Rn с символом

tk(s) = skA−1(s).

Пусть выполняется неравенство∑
|k|≤2r

|bksk| ≤ K|A(s)| (1.1.4)

Тогда оператор Tk (|k| ≤ 2r) имеет непрерывное продолжение в

Lp(Rn) при любом p ∈ (1,+∞), и имеет место неравенство

∥Tk∥p ≤M sup
s∈Rn

|tk(s)| , (1.1.5)

где числом M зависит только от r, p, n и K .

Замечание 1.1.1. В случае p = 2 утверждение леммы 1.1.3 имеет

место без предположении о выполнении неравенства (1.1.4), при этом

в (1.1.5) M = 1.

Пусть 1 < p < +∞ . Положим q = p/(p − 1) . В силу неравенство

Гельдера ∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥u;Lp(Ω)∥ · ∥v;Lq(Ω)∥

обозначение

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

имеет смысл для всех u ∈ Lp(Ω) и всех v ∈ Lq(Ω) .

Рассмотрим дифференциальный оператор

(Qu)(x) =
∑
|k|≤2r

qk(x)D
k
xu(x), D(Q) = C∞

0 (Ω).

Предположим, что существуют локально ограниченные в Ω производные

Dlqk(x) (|l| ≤ |k| ≤ 2r) и рассмотрим оператор

(Q′u)(x) =
∑
|k|≤2r

Dk
x

(
qk(x)u(x)

)
, D(Q′) = C∞

0 (Ω).
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Обозначим через Q(p) замыкания оператора Q в пространстве Lp(Ω) ,

а через Q′
(q) - замыкание оператора Q′ в пространстве Lq(Ω) .

По определению сопряженного оператора функции u(x) ∈ Lp(Ω) при-

надлежит областью определения оператора
(
Q′

(q)

)∗
тогда и только тогда,

когда найдется функция U(x) ∈ Lp(Ω) такая, что

(U,φ) =
(
u,Q′

(q)φ
)
, ∀ φ ∈ D

(
Q′

(q)

)
,

при этом U =
(
Q′

(q)

)∗
u.

Символом < f, φ > обозначим значение обобщенной функции f ∈
D′(Ω) на функции φ ∈ C∞

0 (Ω) . Обобщенная функция f(x) отождествля-

ется с некоторой функцией g(x) ∈ L1,loc(Ω) , если

< f, φ >=

∫
Ω

g(x)φ(x)dx ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

Для u ∈ L1,loc(Ω) определим обобщенные функции qk(x)D
k
xu(x) (|k| ≤

2r) по формуле

< qkD
ku, φ >= (−1)|k|

∫
Ω

u(x)Dk
x (qk(x)φ(x)) dx, φ ∈ C∞

0 (Ω).

Положим

U(x) =
∑
|k|≤2r

qk(x)D
k
xu(x). (1.1.6)

Лемма 1.1.4. (см. лемму 2.6 из [11]). Справедливы следующие утвер-

ждения:

(a) Функция u(x) принадлежит областью определения оператора
(
Q′

(q)

)∗
тогда и только тогда, когда u(x) ∈ Lp(Ω) и найдется функция

v(x) ∈ Lp(Ω) такая, что

(v, φ) = (u,Q′φ), ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

(б) Оператор
(
Q′

(q)

)∗
является расширением оператора Q(p) , т.е.

Q(p) ⊂
(
Q′

(q)

)∗
.
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(в) Если ядро ker
(
Q′

(q)

)∗
= 0 и область значений R(Q(p)) оператора

Q(p) совпадает с Lp(Ω), то Q(p) =
(
Q′

(q)

)∗
.

(г) Функция u(x) ∈ D
((
Q′

(q)

)∗)
тогда и только тогда, когда u(x) ∈

Lp(Ω), и обобщенная функция U(x) (1.1.6) принадлежит простран-

ству Lp(Ω).

В каждом множестве supp ψm , m = 1, 2, 3, . . . , фиксируем точки

{x(m,k), |k| ≤ 2r} и положим

Lm(s) =
∑
|k|≤2r

ak(x
(m,k))sk (s ∈ Rn). (1.1.7)

В пространстве Lp(Ω) (1 < p < +∞) вводим операторы

F =
+∞∑
m=1

ψmΦmψm, D(F ) = C∞
0 (Ω), (1.1.8)

F ′ =
+∞∑
m=1

ψmΦ
′
mψm, D(F ′) = C∞

0 (Ω),

где Φm , Φ′
m (m = 1, 2, 3, . . .) - псевдодифференциальные операторы в

Rn с символами Φm(s) = L−1
m (s) , Φ′

m(s) = Φm(s) , соответственно. На

функциях u, v ∈ C∞
0 (Ω) выполняются равенства

(Fu, v) = (u, F ′v), (Φmu, v) = (u,Φ′
mv), m = 1, 2, 3, . . . .

Символами F(p) , F ′
(q) обозначим замыкания операторов F , F ′ с областями

определения D(F ) = D(F ′) = C∞
0 (Ω) в пространствах Lp(Ω) , Lq(Ω) ,

соответственно.

Если коэффициенты ak(x) , |k| ≤ 2r , дифференциального оператора

L = L(x,Dx) , (D(L) = C∞
0 (Ω)) дифференцируемы достаточное число

раз, то формально сопряженный дифференциальный оператор L′(x,Dx)

задается равенством

L′(x,Dx)u =
∑
|k|≤2r

Dk
x(ak(x)u(x)) (1.1.9)
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Однако в теореме 1.1.1 дифференцируемость коэффициентов ak(x), |k| ≤
2r , не предполагается. Поэтому в рассматриваемом случае равенство

(1.1.9) теряет смысл, и трудно исследовать оператор (L(q))
∗ , сопряжен-

ный относительно оператора L(q) . В связи с этим обстоятельством мы

вводим другое дифференциальное выражение с гладкими коэффициента-

ми, которое связано с выражением L(x,Dx) и имеет некоторые близкие

свойства.

Положим

G(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ãk(x)D
k
x (x ∈ Ω) (1.1.10)

где

ãk(x) =
∞∑
m=1

ak(x
(m,k))ψ2

m(x), |k| ≤ 2r. (1.1.11)

Обозначим через G′(x,Dx) дифференциальное выражение, сопряженное

к G(x,Dx)

Далее отметим некоторые соотношения между символами L(x, s) ,

Lm(s) и

G(x, s) =
∑
|k|≤2r

ãk(x)s
k. (1.1.12)

Из условие (III) имеем

|(ak(x)− ak(y)s
k| ≤ τ |L(x, s)| (|k| ≤ 2r)

для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ supp ψm, m = 1, 2, 3 . . . . Подставляя в этом

неравенстве y = x(k,m) имеем∣∣∣(ak(x)− ak(x
(k,m)))sk

∣∣∣ ≤ τ |L(x, s)|. (1.1.13)

Далее, в силу этого неравенства получаем

|L(x, s)− Lm(s)| ≤
∑
|k|≤2r

|(ak(x)− ak(x
(k,m)))sk| ≤

≤ τ |L(x, s)| ·
∑
|k|≤2r

1 = τ(2r)n|L(x, s)|.
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Отсюда при выполнении условия

0 < τ <
1

2
·
(

1

2r

)n
(1.1.14)

следует, что

|L(x, s)− Lm(s)| ≤
1

2
|L(x, s)| (x ∈ supp ψm).

Отсюда имеем

|L(x, s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x, s)| (1.1.15)

для всех s ∈ Rn и всех x ∈ supp ψm, m = 1, 2, 3, . . .

Согласно лемме 1.1.1 семейство функций {ψ2
m(x)}∞m=1 образует разби-

ение единицы области Ω конечной кратности Λ(n, λ) . Поэтому используя

равенство (1.1.11) имеем

ak(x)− ãk(x) =
∞∑
j=1

ak(x)ψ
2
j (x)− ãk(x) =

∞∑
j=1

(ak(x)− ak(x
(k,j)))ψ2

j (x)

Далее в силу условии (III) имеем

|(ak(x)− ãk(x))s
k| ≤

∞∑
j=1

|(ak(x)− ak(x
(k,j)))sk| · ψ2

j (x) ≤

≤ τ |L(x, s)| ·
∞∑
j=1

ψ2
j (x) = τ |L(x, s)|,

то есть ∣∣(ak(x)− ãk(x))s
k
∣∣ ≤ τ |L(x, s)|. (1.1.16)

Теперь используя равенство (1.1.12), получаем

|L(x, s)−G(x, s)| ≤
∑
|k|≤2r

|(ak(x)− ãk(x))s
k| ≤

≤ τ |L(x, s)|
∑
|k|≤2r

1 = τ(2r)n|L(x, s)|.

Отсюда при условии (1.1.14) следует, что

|L(x, s)| ≤ 2|G(x, s)| ≤ 3|L(x, s)|

для всех s ∈ Rn и всех x ∈ Ω .
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Лемма 1.1.5. В условиях теоремы 1.1.1 существует положительное

число t∗0 такое, что если τ ∈ (0, t∗0), то существуют операторы Γ1, Γ2 ∈
Lp[Ω] с ∥·∥p - нормами, не превосходящими 1/2, такие, что на функциях

u ∈ C∞
0 (Ω) выполняются равенства

GFu = (E + Γ1)u, G
′F ′u = (E + Γ2)u. (1.1.17)

Доказательство. Здесь в этой лемме и далее символом Lp[Ω] обозна-

чено пространство всех линейных операторов, действующих из C∞
0 (Ω) в

L1(Ω)∩L∞(Ω) , замыкания которых в пространстве Lp(Ω) является огра-

ниченным оператором.

Так как Φm - псевдодифференциальный оператор в Rn с символом

Lm(s) (см. (1.1.7)) и

Lm = Lm(x;Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x
(m,k))Dk

x, D(Lm) = C∞
0 (Ω)

- дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами, то
∞∑
m=1

ψmLmΦmψm =
∞∑
m=1

ψ2
m = E.

Используя это равенство имеем

GFu =
∞∑
m=1

GψmΦmψmu =
∞∑
m=1

[G,ψm]Φmψmu+
∞∑
m=1

ψmGΦmψm =

∞∑
m=1

[G,ψm]Φmψmu+
∞∑
m=1

ψm(G−Lm)Φmψmu+
∞∑
m=1

ψmLmψmΦmu = (Γ1+E)u,

где

Γ1 =
∞∑
m=1

[G,ψm]Φmψm +
∞∑
m=1

ψm(G− Lm)Φmψm. (1.1.18)

Здесь и далее символ [·, ·] обозначает операторный коммутатор, т.е.

[T1, T2] = T1T2 − T2T1 .

Таким образом, мы доказали равенство

GFu = (E + Γ1)u, u ∈ C∞
0 (Ω),
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где оператор Γ1 определяется равенством (1.1.18).

Оператор Γ1 представим в виде

Γ1 = Γ∗ + Γ0, (1.1.19)

где

Γ∗ =
∞∑
m=1

[G,ψm]Φmψm,

Γ0 =
∞∑
m=1

ψm(G− Lm)Φmψm. (1.1.20)

Далее заметим, что

[G,ψm]u = G(ψmu)− ψmG(u) =
∑
|k|≤2r

ãk(x)D
k
x(ψm(x)u(x))−

−
∑
|k|≤2r

ãk(x)ψm(x)D
k
xu(x) =

∑
|k|≤2r

ãk(x)

 ∑
k′+k∗=k,

k′ ̸=0

(Dk′

x ψm(x))(D
k∗

x u(x))

 .
Поэтому

Γ∗ =
∞∑
m=1

∑
|k|≤2r

ãk(x)
∑

k′+k∗=k,
k′ ̸=0

ψ(k′)
m Φ(k∗)

m ψm

 ,

где ψ(k′)
m = Dk′

x φm(x) и Φ
(k∗)
m -псевдодифференциальный оператор в Rn с

символом sk
∗
L−1
m (s) . На основе этого равенства, применяя лемму 1.1.2,

получаем

∥Γ∗∥p ≤M1

∑
|k|≤2r

∑
k′+k∗=k,

k′ ̸=0

P(k′,k∗)
k , (1.1.21)

где

P(k′,k∗)
k = sup

m=1,2,3,...

∥∥∥ψ(k′)
m ãkΦ

(k∗)
m ψm

∥∥∥
p
. (1.1.22)

Применяя лемму 1.1.3 оценим норму псевдодифференциального операто-

ра Φ
(k∗)
m ∥∥∥Φ(k∗)

m

∥∥∥
p
≤M2 sup

s∈Rn

∣∣sk∗L−1
m (s)

∣∣ . (1.1.23)
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Согласно п.3 леммы 1.1.1 имеет место неравенство

sup
∣∣∣ψ(k′)

m (x)g
k′1
1 (x)g

k′2
2 (x) . . . gk

′
n
n (x)

∣∣∣ ≤M ∗
k <∞, (1.1.24)

где супремум берется по x ∈ supp ψm .

Из (1.1.22)-(1.1.24) следует, что

P(k′,k∗)
k ≤M sup

∣∣∣g−k′11 (x)g
−k′2
2 (x) . . . g−k

′
n

n (x)ãk(x) · sk
∗
L−1
m (s)

∣∣∣ , (1.1.25)

где супремум берется по x ∈ supp ψm , s ∈ Rn, m = 1, 2, 3, . . . .

Из равенства (1.1.11) в силу условия (II) имеем

∣∣ãk(x)sk∗∣∣ ≤ ∞∑
j=1

|ak(x(k,j))sk
∗|ψ2

j (x) ≤

≤ τ
∞∑
j=1

g
−k′1
1 (x(k,j))g

−k′2
2 (x(k,j)) . . . g−k

′
n

n (x(k,j)) · |L(x(k,j), s)|ψ2
j (x). (1.1.26)

Далее заметим, что для всех x ∈ supp ψj имеют место следующие нера-

венства

g−1
m (x(k,j)) ≤ λg−1

m (x), m = 1, 2, . . . ;

|L(x, s)− L(x(k,j), s)| < τ |L(x, s)|.

Первое неравенство следует из (1.1.2), а второе неравенство - из условии

(III).

Теперь в силу последних неравенств из (1.1.26) получим

|ãk(x)sk∗| ≤ τλ|k
′|(1 + τ)|L(x, s)|g−k

′
1

1 (x)g
−k′2
2 (x) . . . g−k

′
n

n (x)

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn ,k = k′ + k∗, k′ ̸= 0 .

Если x ∈ supp ψm , то в силу неравенства (1.1.15) из последнего нера-

венства следует, что∣∣ãk(x)sk∗∣∣ ≤ τM0 g
−k′1
1 (x)g

−k′2
2 (x) . . . g−k

′
n

n (x)|Lm(s)|.

Используя это неравенство из (1.1.25) имеем

P(k′,k∗)
k ≤ τ ·M2 (1.1.27)
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для всех k = k′ + k∗, |k| ≤ 2r, k′ ̸= 0 .

Таким образом (см. (1.1.21), (1.1.27)) существует число M3 > 0 такое,

что

∥Γ∗∥p ≤ τM3. (1.1.28)

Теперь оценим норму оператора Γ0 . Из равенства (1.1.20) в силу леммы

1.1.2 имеем

∥Γ0∥p ≤ Λ(n, ν) · sup
m=1,2,...

∥ψm(G− Lm)Φmψm∥p . (1.1.29)

Далее заметим, что

(G− Lm)u =
∑
|k|≤2r

(ãk(x)− ak(x
(k,m))Dk

xu.

Поэтому

∥ψm(G− Lm)Φmψm∥p ≤ sup
∣∣∣(ãk(x)− ak(x

(k,m))skL−1
m (s)

∣∣∣ , (1.1.30)

где супремум берется по s ∈ Rn и x ∈ supp ψm . Здесь мы также восполь-

зовались леммой 1.1.3.

Из неравенств (1.1.13) и (1.1.15) следует, что∣∣∣(ak(x)− ak(x
(k,m))

)
sk
∣∣∣ ≤ 2τ |Lm(s)| (x ∈ supp ψm, s ∈ Rn).

С другой стороны из (1.1.15), (1.1.16) имеем

|(ak(x)− ãk(x))s
k| ≤ τ2|Lm(s)| (x ∈ supp ψm, s ∈ Rn).

Поэтому из (1.1.30) следует, что

∥ψm(G− Lm)Φmψm∥p ≤ τ ·M4 (1.1.31)

для всех m = 1, 2, . . . ; M4 - некоторое конечное положительное число.

Таким образом (см. (1.1.29), (1.1.31)) существует положительное число

M5 такое, что

∥Γ0∥p ≤ τM5.
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Теперь учитывая равенство (см. (1.1.19)) Γ1 = Γ∗+Γ0 из (1.1.28) получим

∥Γ1∥p ≤ τ(M3 +M5).

Следовательно, существует число t′ > 0 , такое, что при τ ∈ (0, t′) норма

оператора Γ1 не превосходит 1/2.

Утверждение леммы 1.1.5 относительно оператора GF доказано.

Оставшаяся часть утверждения этой леммы относительно оператора G′F ′

доказываются аналогично.

Если T - некоторый оператор с областью определения D(T ) = C∞
0 (Ω)

и допускает замыкание в пространстве Lp(Ω) , то далее обозначим это

замыкание через T(p) .

Лемма 1.1.6. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.1. Тогда най-

дется положительное число t∗1 такое, что если τ ∈ (0, t∗1) и L(x, s) ∈
B(τ,−→g ,Ω), то оператор

G = G(·, D), D(G) = C∞
0 (Ω)

в пространстве Lp(Ω), 1 < p <∞, имеет замыкание G(p) со следующи-

ми свойствами:

G(p)F(p) = E + Γ1,(p); (1.1.32)

R(G(p)) = Lp(Ω). (1.1.33)

Здесь Γ1,(p) - замыкание в Lp(Ω) оператора Γ1, D(Γ1) = C∞
0 (Ω), из лем-

мы 1.1.5

Доказательство. Согласно лемме 1.1.5 (см. (1.1.17))

GFu = (E + Γ1)u, u ∈ C∞
0 (Ω), (1.1.34)

где Γ1 ∈ Lp[Ω] и ∥Γ1∥p ≤ 1/2 .

Следовательно

∥Γ1u;Lp(Ω)∥ ≤ 1

2
∥u;Lp(Ω)∥ (1.1.35)
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для всех u ∈ C∞
0 (Ω) . В силу плотности класса C∞

0 (Ω) в Lp(Ω) из (1.1.35),

следует, что оператор Γ1, D(Γ1) = C∞
0 (Ω) допускает в Lp(Ω) замыкание

Γ1,(p) , норма которого не превосходит 1/2. Поэтому

D(Γ1,(p)) = Lp(Ω)

Обозначим через −→
p

сходимость по норме пространства Lp(Ω) .

Пусть v - произвольный элемент из Lp(Ω) . В силу плотности клас-

са C∞
0 (Ω) в Lp(Ω) существует последовательность функций {vj}∞j=1 ⊂

C∞
0 (Ω) такая, что vj −→

p
v при j −→ ∞ . В силу определения оператора

Γ1,(p) имеем

(E + Γ1)vj −→
p

(E + Γ1,(p))v при j −→ ∞

Из (1.1.34) следует, что

(E + Γ1)vj = GFvj, j = 1, 2, 3, . . .

Поэтому

GFvj −→
p

(E + Γ1,(p))v, j −→ ∞ (1.1.36)

По определению (см. (1.1.8))

F =
∞∑
m=1

ψmΦmψm

где Φm - псевдодифференциальный оператор в Rn с символом L−1
m (s) (см.

(1.1.8)). Согласно лемме 1.1.3 оператор Φm имеет непрерывное продолже-

ние в Lp(Rn) и

∥Φm∥p ≤M sup
s∈Rn

|L−1
m (s)|.

Поэтому оператор F, D(F ) = C∞
0 (Ω) , допускает замыкание в простран-

стве Lp(Ω) . Это замыкание обозначим через F(p) .

Следовательно

Fvj −→
p
F(p)v, j −→ ∞. (1.1.37)

Пусть R(F(p)) - область значений оператора F(p) , и пусть u(x) - произ-

вольный элемент из R(F(p)) . Существует функция v(x) ∈ Lp(Ω) такой,
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что u = F(p)v . Пусть {vj}∞j=1 - последовательность функций из C∞
0 (Ω) ,

такая, что vj −→
p

v , j −→ ∞ . Тогда из (1.1.37) следует, что uj −→
p

u ,

j −→ ∞ , где uj = Fvj , j = 1, 2, 3 . . . .

Так как uj ∈ C∞
0 (Ω) для всех j = 1, 2, 3 . . . и G(p) - замыкание опера-

тора G = G(·, D) , D(G) = C∞
0 (Ω) , то

Guj −→
p
G(p)u, j −→ ∞.

Отсюда в силу равенств uj = Fvj , u = F(p)v имеем

GFvj −→
p
G(p)F(p)v, j −→ ∞.

Теперь применяя (1.1.36) имеем

G(p)F(p)v = (E + Γ1,(p))v (1.1.38)

для всех v ∈ Lp(Ω) ∩ D(F(p)) . Так как F(p) - непрерывное продолжение

оператора F,D(F ) = C∞
0 (Ω) , во всем пространстве, то равенство (1.1.38)

имеет место для всех v ∈ Lp(Ω) . Равенство (1.1.32) доказано.

Так как D(Γ1,(p)) = Lp(Ω) и ∥Γ1,(p)∥p ≤ 1/2 , то согласно известной

теореме из теории операторов (см., например, [32, стр.230]), (E + Γ1,(p)) -

непрерывно обратимый оператор и

∥(E + Γ1,(p))
−1∥p <

1

1− ∥Γ1,(p)∥p
.

Следовательно

R
(
E + Γ1,(p)

)
= D

(
(E + Γ1,(p))

−1
)
= Lp(Ω).

Отсюда и из равенства (1.1.32) следует, что G(p)F(p) -обратимый оператор

и (
G(p)F(p)

)−1
=
(
E + Γ1,(p)

)−1 (1.1.39)

Поэтому

R
(
G(p)F(p)

)
= D

((
G(p)F(p)

)−1
)
= Lp(Ω)

Так как R
(
G(p)F(p)

)
⊆ R

(
G(p)

)
и R

(
G(p)

)
⊆ Lp(Ω) , то отсюда следует,

что R
(
G(p)

)
= Lp(Ω) . Равенство (1.1.33) доказано.
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Лемма 1.1.7. В условиях теоремы 1.1.1 существует число t∗2 > 0

такое, что если τ ∈ (0, t∗2) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то оператор

G′ = G′(·, D), D(G′) = C∞
0 (Ω)

в пространстве Lq(Ω), 1 < q <∞, имеет замыкание G′
(q) со следующи-

ми свойствами:

G′
(q)F

′
(q) = E + Γ2,(q); (1.1.40)

R
(
G′

(q)

)
= Lq(Ω).

Здесь Γ2,(q) - замыкание в Lq(Ω) оператора Γ2, D (Γ2) = C∞
0 (Ω), из лем-

мы 1.1.5.

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 1.1.6.

Лемма 1.1.8. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.1 и пусть

t∗3 = min{t∗1, t∗2}, где t∗1, t
∗
2 - константы из леммы 1.1.6, 1.1.7, соответ-

ственно. Тогда если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), 1 < p < ∞ и q = p/(p − 1),

то

G(p) = (G′
(q))

∗, G′
(q) = G∗

(p). (1.1.41)

Более того операторы G(p) и G′
(q) имеют непрерывные обратные и для

них выполняются равенства

G−1
(p) = F(p)(E + S1), (G

′
(q))

−1 = F ′
(q)(E + S2) (1.1.42)

где операторы S1 , S2 соответственно принадлежат пространствам

Lp[Ω], Lq[Ω] и их нормы меньше единицы.

Доказательство. Обычным интегрированием по частям доказывается

равенство

(Gu, v) = (u,G′v)

для всех u, v ∈ C∞
0 (Ω) . Следовательно

(G(p)u, v) = (u,G′
(q)v) (u, v ∈ C∞

0 (Ω)) .

36



C другой стороны, согласно определении сопряженного оператора,(
G(p)u, v

)
=
(
u, (G(p))

∗v
)

для всех u ∈ D
(
G(p)

)
, v ∈ D

(
G∗

(p)

)
. Таким образом

G∗
(p)v = G′

(q)v, (v ∈ C∞
0 (Ω)) .

Согласно известной теореме в теории операторов в банаховом простран-

стве (см.,например,[32, стр.233] ), если A - непрерывный линейный опе-

ратор в некотором банаховым пространстве, то имеет место следующее

равенство

(kerA)⊥ = R(A∗),

где знак ⊥ означает ортогональное дополнение. Поэтому из равенства

(1.1.40), то есть R
(
G′

(q)

)
= Lq(Ω) , следует, что

ker
(
G′

(q)

)∗
= 0. (1.1.43)

Так как (см. (1.1.33)) область значений R
(
G(p)

)
оператора G(p) совпа-

дает с Lp(Ω) , то применяя пункт (в) леммы 1.1.4 из (1.1.43) получим

G(p) =
(
G′

(q)

)∗
. Первое равенство в (1.1.41) доказано. Аналогичным рас-

суждением доказывается и второе равенство в (1.1.41).

Из равенств (1.1.41) и (1.1.43) следует, что

kerG(p) = ker
(
G′

(q)

)∗
= 0.

Следовательно, G(p) - обратимый оператор. Поэтому из равенства (1.1.39)

имеем

F−1
(p)G

−1
(p) =

(
F(p)G(p)

)−1
=
(
E + Γ1,(p)

)−1
. (1.1.44)

Вводим оператор

S1 =
(
E + Γ1,(p)

)−1 − E.

Используя (1.1.44) имеем

F(p) (E + S1) = F(p)

(
E + Γ1,(p)

)−1
= F(p)F

−1
(p)G

−1
(p) = G−1

(p).
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Первое равенство в (1.1.42) доказано.

Из (1.1.33), (1.1.41) имеем

R
((
G′

(q)

)∗)
= R

(
G(p)

)
= Lp(Ω).

Так как
(
ker
(
G′

(q)

))⊥
= R

((
G′

(q)

)∗)
, то отсюда следует, что ker

(
G′

(q)

)
=

0 . Поэтому G′
(q) – непрерывно обратимый оператор.

Обозначим

S2 =
(
E + Γ2,(q)

)−1 − E.

Действуя также как в доказательстве равенства (1.1.39) из равенства

(1.1.40) находим (
G′

(q)F
′
(q)

)−1

=
(
E + Γ2,(q)

)−1
.

Далее имеем

F ′
(q) (E + S2) = F ′

(q)

(
E + Γ2,(q)

)−1
= F ′

(q)F
−1
(q)

(
G′

(q)

)−1

=
(
G′

(q)

)−1

.

Второе равенство в (1.1.42) доказано.

Применяя теорему 5 из [32, стр.230], получаем∥∥∥(E + Γ1,(p)

)−1
∥∥∥
p
=

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

(−1)j
(
Γ1,(p)

)j∥∥∥∥∥
p

≤ 1

1−
∥∥Γ1,(p)

∥∥
p

.

Аналогично имеем∥∥∥(E + Γ2,(q)

)−1
∥∥∥
q
=

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

(−1)j
(
Γ2,(q)

)j∥∥∥∥∥
q

≤ 1

1−
∥∥Γ2,(q)

∥∥
q

.

Отсюда следует, что

S1 =
(
E + Γ1,(p)

)−1 − E =
∞∑
j=1

(−1)j
(
Γ1,(p)

)j
и поэтому

∥S1∥p ≤

∥∥Γ1,(p)

∥∥
p

1−
∥∥Γ1,(p)

∥∥
p

< 1.
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Аналогично доказывается, что

S2 =
(
E + Γ2,(q)

)−1 − E =
∞∑
j=1

(−1)j
(
Γ2,(q)

)j
,

∥S2∥q ≤

∥∥Γ2,(q)

∥∥
q

1−
∥∥Γ2,(q)

∥∥
q

< 1.

Лемма 1.1.8 доказана полностью.

Лемма 1.1.9. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.1 и пусть

t∗3 – постоянная из леммы 1.1.8. Тогда если τ ∈ (0, t∗3) и L(x, s) ∈
B(τ,−→g ,Ω), то имеют место следующие равенства

R
(
F(p)

)
= D

(
G(p)

)
, (1.1.45)

kerF(p) = 0. (1.1.46)

Доказательство. Пусть u(x) – произвольный элемент из R
(
F(p)

)
.

Тогда существует функция v(x) ∈ Lp(Ω) такая, что

u(x) =
(
F(p)v

)
(x), x ∈ Ω. (1.1.47)

Согласно нашим обозначениям F(p) – замыкание оператора

F =
∞∑
m=1

ψmΦmψm, D(F ) = C∞
0 (Ω),

в пространстве Lp(Ω) . Поэтому существует последовательность {vj}∞j=1 ⊂
C∞

0 (Ω) такая, что

vj −→
p
v, Fvj −→

p
F(p)v, j −→ ∞. (1.1.48)

Положим uj = Fvj . Тогда из (1.1.47), (1.1.48) следует, что

uj −→
p
u, j −→ ∞.

Так как uj ∈ C∞
0 (Ω) , то согласно лемме 1.1.5

GFvj = (E + Γ1) vj, j = 1, 2, 3, . . .
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В силу ограниченности оператора E + Γ1 имеем

(E + Γ1) vj −→
p

(
E + Γ1,(p)

)
v, j −→ ∞.

Поэтому

GFvj −→
p

(
E + Γ1,(p)

)
v = G(p)F(p)v, j −→ ∞.

Следовательно uj−→
p
u и Guj−→

p
Gu при j −→ ∞ , то есть u ∈ D

(
G(p)

)
.

Таким образом, мы доказали включение

R
(
F(p)

)
⊂ D

(
G(p)

)
. (1.1.49)

Пусть w ∈ D
(
G(p)

)
. Положим v = G(p)w . Так как согласно лемме 1.1.8

существует обратный оператор G−1
(p) , то w = G−1

(p)v . Отсюда и из равенства

(1.1.42) следует, что

w = F(p) (E + S1) v.

Следовательно, w ∈ R
(
F(p)

)
и доказано включение D

(
G(p)

)
⊂ R

(
F(p)

)
.

Отсюда и из (1.1.49) следует равенство (1.1.45).

Докажем равенство (1.1.46). Пусть F(p)v = 0 . Тогда из равенство (см.

(1.1.32)) G(p)F(p)v = (E + Γ1) v следует, что

(E + Γ1) v = 0. (1.1.50)

Из обратимости оператора (E + Γ1) следует, что ker (E + Γ1) = 0 . Поэто-

му из (1.1.50) имеем v = 0 . Равенство (1.1.46) доказано, что завершает

доказательство леммы 1.1.9.

Лемма 1.1.10. В условиях теоремы 1.1.1 существует, число t∗4 >

0 такое, что если τ ∈ (0, t∗4) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то существует

оператор Γ ∈ Lp[Ω] с ∥ · ∥p -нормой, не превосходящей 1/2, такой, что

LFu = (E + Γ)u (1.1.51)

для всех функций u ∈ C∞
0 (Ω).
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Доказательство. Напомним, что (см. (1.1.8))

F =
+∞∑
m=1

ψmΦmψm, D(F ) = C∞
0 (Ω),

где Φm (m = 1, 2, 3, . . .) - псевдодифференциальные операторы в Rn с

символами Φm(s) = L−1
m (s) ,

Lm(s) =
∑
|k|≤2r

ak(x
(m,k))sk (s ∈ Rn).

Определим дифференциальный оператор

Lm(x, D) =
∑
|k|≤2r

ak(x
(m,k))Dk

x D(Lm) = C∞
0 (Ω).

Так как этот оператор с постоянными коэффициентами, то

(LmΦmu) (x) = u(x), u ∈ C∞
0 (Ω).

Далее, в силу того, что система функций
{
ψ2
m

}∞
m=1

образуют разбиение

единицы области Ω , имеем
+∞∑
m=1

ψmLmΦmψm =
+∞∑
m=1

ψ2
m = E, (1.1.52)

где E – тождественный оператор. Теперь используя равенство (1.1.52)

получаем

LFu =
+∞∑
m=1

LψmΦmψmu =
+∞∑
m=1

[L, ψm]Φmψmu+

+
+∞∑
m=1

ψmLΦmψmu =
+∞∑
m=1

[L, ψm]Φmψmu+

+
+∞∑
m=1

ψm (L− Lm) Φmψmu+ u.

Следовательно, имеет место равенство (1.1.51), если мы определим опера-

тор Γ следующим образом

Γ =
+∞∑
m=1

[L, ψm]Φmψm +
+∞∑
m=1

ψm (L− Lm) Φmψm.
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Далее оценим норму этого оператора. Для этого представим оператор Γ

в виде

Γ = Γ′ + Γ′′, (1.1.53)

где

Γ′ =
+∞∑
m=1

[L, ψm]Φmψm, Γ′′ =
+∞∑
m=1

ψm (L− Lm) Φmψm. (1.1.54)

Для u ∈ C∞
0 (Ω) имеем[
Dk
x, ψm

]
u(x) = Dk

x (ψm(x)u(x))− ψm(x)D
k
xu(x) =

=
∑

k′+k′′=k,
k′ ̸=0

(
Dk′

x ψm(x)
)(

Dk′′

x u(x)
)
.

Поэтому

Γ′ =
∞∑
m=1

∑
|k|≤2r

ak(x)
∑

k′+k′′=k,
k′ ̸=0

ψk
′

mΦ
k′′

mψm

 ,

где ψk′m(x) = Dk′
x ψm(x) и Φk′′

m – псевдодифференциальный оператор в Rn

с символом sk
′′
L−1
m (s) .

Применяя лемму 1.1.2 оценим норму оператора Γ′ . Имеем

∥Γ′∥p ≤ Λ1/p(n, λ)
∑
|k|≤2r

∑
k′+k′′=k,

k′ ̸=0

F
(k)
k′,k′′, (1.1.55)

где

F
(k)
k′,k′′ = sup

m=1, 2, 3, ...

∥∥∥ψk′makΦk′′

mψm

∥∥∥
p
. (1.1.56)

Согласно п.3 леммы 1.1.1 функции ψm(x) для любого мультииндекса k′ :

|k′| ≤ 2r удовлетворяют условию

sup
∣∣∣ψ(k′)

m (x)g
k′1
1 (x)g

k′2
2 (x) · · · gk′nn (x)

∣∣∣ ≤Mk′ < +∞, (1.1.57)

где супремум берется по всем x ∈ suppψm .
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Для оценки нормы псевдодифференциального оператора Φk′′
m исполь-

зуем лемму 1.1.3 и неравенство (1.1.15). В результате имеем∥∥∥Φk′′

m

∥∥∥
p
≤M∗ sup

s∈Rn

∣∣∣sk′′L−1
m (s)

∣∣∣ ≤M ′
∗ sup

∣∣∣sk′′L−1(x, s)
∣∣∣ , (1.1.58)

где супремум берется по x ∈ supp ψm, s ∈ Rn .

Теперь из (1.1.56) – (1.1.58) получим

F
(k)
k′,k′′ ≤M ′′

∗ sup
x∈supp ψm, s∈Rn

∣∣∣ak(x)g−k′11 (x)g
−k′2
2 (x) · · · g−k′nn (x)sk

′′
L−1(x, s)

∣∣∣ .
Так как L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) , то в силу условии (II) (см. определение

класса B(τ,−→g ,Ω)) из этого неравенства следует, что

F
(k)
k′,k′′ ≤M∗∗τ.

С учетом этой оценки из (1.1.55) имеем

∥Γ′∥p ≤ M0τ, (1.1.59)

где M0 – некоторая положительная постоянная.

Далее оценим норму оператора Γ′′ . Применяя лемму 1.1.2 из (1.1.54)

имеем

∥Γ′′∥p ≤ Λ1/p(n, λ) sup
m=1, 2, ...

∥ψm(L− Lm)Φmψm∥p . (1.1.60)

Так как

L(x, Dx)− Lm(Dx) =
∑
|k|≤2r

(
ak(x)− ak

(
x(m,k)

))
Dk
x,

то

∥ψm(L− Lm)Φmψm∥p ≤
∑
|k|≤2r

∥∥∥ψm (ak(x)− ak

(
x(m,k)

))
Φ(k)
m ψm

∥∥∥
p
,

(1.1.61)

где Φ
(k)
m – псевдодифференциальный оператор в Rn с символом skL−1

m (s) .
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В силу леммы 1.1.3 для оценки нормы псевдодифференциального опе-

ратора Φ
(k)
m имеем ∥∥∥Φ(k)

m

∥∥∥
p
≤M sup

s∈Rn

∣∣skL−1
m (s)

∣∣ .
Отсюда и из (1.1.61) следует, что

∥ψm(L− Lm)Φmψm∥p ≤M sup
∑
|k|≤2r

∣∣∣(ak(x)− ak

(
x(m,k)

))
skL−1

m (s)
∣∣∣ ,

где супремум берется по x ∈ supp ψm, s ∈ Rn .

Далее используя неравенство (1.1.15)

|L(x, s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x, s)| (x ∈ supp ψm, s ∈ Rn, m = 1, 2, 3, . . .)

и условию (III) (см. определение класса B(τ,−→g ,Ω)), получаем

∥ψm(L− Lm)Φmψm∥p ≤M ′ sup
∑
|k|≤2r

∣∣∣(ak(x)− ak

(
x(m,k)

))
skL−1(x, s)

∣∣∣ ≤M0τ.

Таким образом (см. (1.1.60)),

∥Γ′′∥p ≤ M1τ, (1.1.62)

где M1 – некоторая положительная постоянная.

Теперь объединяя (1.1.53), (1.1.59), (1.1.62) находим

∥Γ∥p ≤ τ (M0 +M1) .

Следовательно, при t∗4 =
1

2 (M0 +M1)
и τ ∈ (0, t∗4) норма оператора Γ не

превосходит 1/2 .

Лемма 1.1.10 доказана.

Теперь переходим к непосредственному доказательству теоремы 1.1.1.

Сначала покажем, что оператор (см. (1.1.1)) L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (Ω),

допускает замыкание в пространстве Lp(Ω), 1 < p < ∞. Для этого нам

достаточно показать, что если Luj −→
p
v , uj −→

p
0 при j −→ +∞ , где

v ∈ Lp(Ω) и uj ∈ C∞
0 (Ω) для j = 1, 2, . . . , то v = 0 .
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Так как C∞
0 (Ω) ⊂ D(G(p)) и согласно лемме 1.1.6 (см. (1.1.33))

D(G(p)) = R(F(p)) , то uj ∈ R(F(p)) для j = 1, 2, . . . . Следовательно

существуют функции vj ∈ Lp(Ω), j = 1, 2, . . . , такие, что

uj = F(p)vj, j = 1, 2, . . . .

Поэтому

LF(p)vj −→
p
v и F(p)vj −→

p
0 при j −→ +∞.

Далее применяя лемму 1.1.10 (см. (1.1.51)) имеем

LF(p)vj =
(
E + Γ(p)

)
vj −→

p
v F(p)vj −→

p
0 при j −→ +∞.

Отсюда в силу обратимости оператора
(
E + Γ(p)

)
следует, что

vj −→
p

(
E + Γ(p)

)−1
v, F(p)vj −→

p
0 при j −→ +∞. (1.1.63)

Так как F(p) – замкнутый непрерывный оператор, то из vj−→
p
w , F(p)vj−→

p

0 при j −→ +∞ следует, что F(p)w = 0 . Поэтому из (1.1.63) получаем.

F(p)

(
E + Γ(p)

)−1
v = 0.

Отсюда в силу равенства (1.1.46) имеем
(
E + Γ(p)

)−1
v = 0 , то есть v = 0 ,

что и требовалось доказать.

Таким образом, доказано, что оператор L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (Ω),

имеет в пространстве Lp(Ω), 1 < p < ∞, замыкание. Это замыкание обо-

значим через L(p) .

Далее докажем равенство

kerL(p) = 0. (1.1.64)

Для этого мы докажем, что если L(p)v = 0 , то v = 0 . Пусть L(p)v = 0 .

Так как L(p) – замыкание оператора L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (Ω), то

существует последовательность {uj}∞j=1 ⊂ C∞
0 (Ω) такая, что

uj −→
p
v, Luj −→

p
0 при j −→ +∞. (1.1.65)
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Так как (см. (1.1.45)) C∞
0 (Ω) ⊂ D(G(p)) = R(F(p)) , то функции uj, j =

1, 2, . . . , можно представить в виде

uj = F(p)vj, j = 1, 2, . . . .

Подставляя это в (1.1.65) имеем

F(p)vj −→
p
v, LF(p)vj −→

p
0 при j −→ +∞.

Отсюда в силу леммы 1.1.10 получим(
E + Γ(p)

)
vj −→

p
0 при j −→ +∞.

Поскольку
(
E + Γ(p)

)
– обратимый оператор, то

vj −→
p

0 при j −→ +∞.

Таким образом, мы имеем

F(p)vj −→
p
v, vj −→

p
0 при j −→ +∞.

Отсюда в силу замкнутости оператора F(p) находим

F(p)v = 0.

Следовательно (см. лемму 1.1.9), v = 0 . Равенство (1.1.64) доказано.

Далее, поступая так же как в доказательстве леммы 1.1.6, докажем

равенство

L(p)F(p) = E + Γ(p). (1.1.66)

Согласно лемме 1.1.10

LFu = (E + Γ)u, u ∈ C∞
0 (Ω), (1.1.67)

где Γ ∈ Lp[Ω] и ∥Γ∥p ≤ 1/2 . Оператор Γ имеет в Lp(Ω) замыкание Γ(p)

и D(Γ(p)) = Lp(Ω) .

Пусть v – произвольный элемент из Lp(Ω) . В силу плотности класса

C∞
0 (Ω) в Lp(Ω) существует последовательность {vj}∞j=1 элементов класса

C∞
0 (Ω) такая, что vj −→

p
v при j −→ +∞ .
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Так как (E + Γ)vj −→
p

(
E + Γ(p)

)
v при j −→ +∞ , то из равенства

(1.1.67) следует, что

LFvj −→
p

(
E + Γ(p)

)
v при j −→ +∞.

С другой стороны из vj −→
p
v, j −→ +∞ , следует, что

Fvj −→
p
F(p)v, j −→ +∞.

Вводим обозначения

wj = Fvj, j = 1, 2, . . . ; w = F(p)v.

В этих обозначениях полученные выше соотношения записываются в виде

wj −→
p
w, L(p)wj −→

p

(
E + Γ(p)

)
v при j −→ +∞.

Отсюда в силу замкнутости оператора L(p) следует, что

L(p)w =
(
E + Γ(p)

)
v.

Подставляя в этом равенстве w = F(p)v , получим

L(p)F(p)v =
(
E + Γ(p)

)
v.

Равенство (1.1.66) доказана.

Так как R
(
E + Γ(p)

)
= Lp(Ω) , то из (1.1.66) следует, что R

(
L(p)F(p)

)
=

Lp(Ω) . Отсюда в силу того, что

R
(
L(p)F(p)

)
⊆ R

(
L(p)

)
⊆ Lp(Ω).

получим

R
(
L(p)

)
= Lp(Ω). (1.1.68)

Таким образом, мы доказали, что (см. (1.1.64)) kerL(p) = 0 и R
(
L(p)

)
=

Lp(Ω) . Эти равенства обеспечивают существование обратного оператора

L−1
(p) .
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Так же как в доказательстве леммы 1.1.8 из
∥∥Γ(p)

∥∥ ≤ 1/2 следует, что(
E + Γ(p)

)
– обратимый оператор и

∥∥∥(E + Γ(p)

)−1
∥∥∥ ≤ 1/

(
1− ∥Γ(p)∥

)
.

Положим

J =
(
E + Γ(p)

)−1 − E.

Используя равенство (1.1.66) имеем

F(p)(E + J ) = F(p)

(
E + Γ(p)

)−1
= F(p)

(
L(p)F(p)

)−1
= L−1

(p).

Таким образом, обратный оператор L−1
(p) существует и представляется в

виде

L−1
(p) = F(p)(E + J ),

где J ∈ Lp[Ω] и ∥J ∥p < 1 .

Теорема 1.1.1 доказана.

Теорема 1.1.2. Пусть 1 < p < +∞, выполнены все условия теоремы

1.1.1 и пусть τ0 – такое же число как в этой теореме. Тогда если τ ∈
(0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то имеет место следующее неравенство

∥u; Lp(Ω)∥ ≤ C0

∥∥L(p)u; Lp(Ω)
∥∥ (

u ∈ D
(
L(p)

))
, (1.1.69)

где число C0 > 0 зависит только от r, n, p, κ и нижней грани функции

|L(x, s)| (x ∈ Ω, s ∈ Rn).

Доказательство. В процессе доказательства теоремы 1.1.1 мы пока-

зывали, что для обратного оператора L−1
(p) имеет место представление

L−1
(p) = F(p)(E + J ), (1.1.70)

где J ∈ Lp[Ω] и ∥J ∥p < 1 . Напомним, что F(p) – замыкание в Lp(Ω)

оператора (см. (1.1.8))

F =
+∞∑
m=1

ψmΦmψm, D(F ) = C∞
0 (Ω).
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Применяя лемму 1.1.2 для нормы оператора F(p) , получаем следующее

неравенство ∥∥F(p)

∥∥
p
≤ Λ1/p(n, λ) sup

m=1, 2, ...
∥Φm∥p . (1.1.71)

Так как Φm - псевдодифференциальный оператор в Rn с символом

L−1
m (s) , то по лемме 1.1.3 имеем

∥Φm∥p ≤M sup
s∈Rn

∣∣L−1
m (s)

∣∣ , (1.1.72)

где число M > 0 зависит только от r, n, p, K .

В условиях нашей теоремы

inf
x∈Ω, s∈Rn

|L(x, s)| = δ ̸= 0.

Поэтому из (1.1.71), (1.1.72) следует, что∥∥F(p)

∥∥
p
≤M0(r, n, p, K, δ, λ) < +∞.

Отсюда и из (1.1.70) имеем∥∥∥L−1
(p)

∥∥∥
p
≤M0(r, n, p, K, δ, λ)∥E + J ∥p ≤ 2M0(r, n, p, K, δ, λ).

Следовательно ∥∥∥L−1
(p)v; Lp(Ω)

∥∥∥ ≤ 2M0 ∥v; Lp(Ω)∥

для всех v ∈ R
(
L(p)

)
. Подставляя в этом равенстве v = L(p)u , получим

(1.1.69).

Теорема 1.1.2 доказана.

1.2 Некоторые функциональные пространства, свя-

занные с дифференциальным выражением L(x, Dx)

Пусть область Ω ⊂ Rn такая же как в §1.1 и L(x, Dx) – дифференци-

альное выражение, рассмотренное в этом параграфе, то есть

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x (x ∈ Ω), (1.2.1)
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где k = (k1, k2, . . . , kn) - мультииндекс, |k| = k1 + k2 + . . . + kn - длина

мультииндекса,

Dk
x =

(
1

i

∂

∂x1

)k1 (1
i

∂

∂x2

)k2
. . .

(
1

i

∂

∂xn

)kn
и i - мнимая единица.

Обозначим через
0

W p, L (Ω) пополнение класса C∞
0 (Ω) по норме

∥u; Wp;L(Ω)∥ =


∫
Ω

|u(x)|pdx+
∑
|k|≤2r

∫
Ω

∣∣ak(x)Dk
xu(x)

∣∣p dx


1/p

. (1.2.2)

Множество всех мультииндексов k , для которых ak(x) ̸≡ 0 , обозначим

через K . Пусть OK – множество функций u(x) ∈ L1, loc(Ω) , имеющих

обобщенные производные в смысле С.Л.Соболева Dk
xu(x) для всех k ∈

K .

Обозначим через W ′
p;L(Ω), 1 < p < +∞ , пространство функций u(x) ∈

Lp(Ω) ∩OK с конечной нормой (1.2.2).

Далее предположим, что коэффициенты ak(x), |k| ≤ 2r , дифференци-

ального выражения (1.2.1) удовлетворяют следующую условию гладкости

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r). (1.2.3)

Как обычно, символом ⟨f, φ⟩ , где f ∈ D′(Ω) , обозначим значение обоб-

щенной функции f на функции φ ∈ C∞
0 (Ω) . Обобщенная функция f

отождествляется с некоторой функцией g(x) ∈ L1, loc(Ω) , если

⟨f, φ⟩ =
∫
Ω

g(x)φ(x)dx

для всех φ ∈ C∞
0 (Ω) .

При выполнении условия гладкости (1.2.3) для произвольной функции

u(x) ∈ L1, loc(Ω) можно определить обобщенную функцию ak(x)D
k
xu(x) (|k| ≤

2r) по формуле⟨
akD

ku, φ
⟩
= (−1)|k|

∫
Ω

u(x)Dk
x (ak(x)φ(x)) dx (1.2.4)
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для всех φ ∈ C∞
0 (Ω) .

Вводим пространство Wp, L(Ω) функций u(x) ∈ Lp(Ω) , для которых

обобщенные функции ak(x)D
k
xu(x) принадлежат пространству Lp(Ω) для

всех |k| ≤ 2r и конечна норма (1.2.2).

Для u(x) ∈ Lp(Ω) через L(x, Dx)u(x) обозначим сумму всех обобщен-

ных функций ak(x)D
k
xu(x), |k| ≤ 2r, определенных равенством (1.2.4)

и вводим пространство Wp, L(Ω) функций u(x) ∈ Lp(Ω) , для которых

обобщенная функция L(x, Dx)u(x) принадлежит пространству Lp(Ω) и

конечна следующая норма

∥u; Wp;L(Ω)∥ =


∫
Ω

|u(x)|pdx+
∫
Ω

|L(x, Dx)u(x)|p dx


1/p

. (1.2.5)

Через
0

Wp;L (Ω) обозначим пополнение класса C∞
0 (Ω) по норме (1.2.5).

Таким образом для дифференциального выражения (1.2.1) мы опреде-

лили весовые пространства
0

W p, L (Ω) , W ′
p, L(Ω) , Wp, L(Ω) , Wp, L(Ω) . При

этом первые два пространства определены без всякого предположения о

гладкости коэффициентов ak(x), |k| ≤ 2r, а две последние пространства

определены, когда выполняется условие гладкости (1.2.3).

Заметим, что W ′
p, L(Ω) ⊂ Wp, L(Ω) и если ak(x) ̸≡ 0 для всех муль-

тииндексов k : |k| ≤ 2r, то W ′
p, L(Ω) = Wp, L(Ω) . Если условие гладко-

сти (1.2.3) выполняется, то пространство
0

W p, L (Ω) является замыканием

класса C∞
0 (Ω) в пространстве Wp, L(Ω) .

Докажем, что Wp, L(Ω) – полное пространство. Пусть u1(x), u2(x), . . .

– фундаментальная последовательность в пространстве Wp, L(Ω) . Тогда в

силу очевидного неравенства∥∥ak(x)Dk
xu(x); Lp(Ω)

∥∥ ≤ ∥u; Wp, L(Ω)∥ , |k| ≤ 2r,

следует, что последовательность
{
ak(x)D

k
xuj(x)

}∞
j=1

, |k| ≤ 2r , фундамен-

тальна в Lp(Ω) . Теперь, используя полноты пространства Lp(Ω) можно
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выделить подпоследовательность
{
u′j
}∞
j=1

последовательности {uj}∞j=1 та-

кая, что

ak(x)D
k
xu

′
j(x)−→

p
vk ∈ Lp(Ω), j −→ +∞; (1.2.6)

u′j(x)−→
p
u ∈ Lp(Ω), j −→ +∞.

Далее из определения обобщенных функций ak(x)D
k
xu(x), |k| ≤ 2r, (см.

(1.2.4)) имеем⟨
akD

ku′j, φ
⟩
−
⟨
akD

ku, φ
⟩
= (−1)|k|

∫
Ω

(
u′j(x)− u(x)

)
Dk
x (ak(x)φ(x)) dx

для всех φ ∈ C∞
0 (Ω) . Следовательно ak(x)Dku′j(x) сходится к ak(x)Dku(x)

при j −→ +∞ в смысле сходимости в D′(Ω) . Отсюда и из (1.2.6) имеем

vk(x) = ak(x)D
ku(x) , |k| ≤ 2r .

Таким образом

u′j(x)−→
p
u(x), ak(x)D

ku′j(x)−→
p
ak(x)D

ku(x), |k| ≤ 2r при j −→ +∞.

Отсюда имеем

∥∥u′j − u; Wp, L(Ω)
∥∥ ≤

∥∥u′j − u; Lp(Ω)
∥∥+

+
∑
|k|≤2r

∥∥ak(x)Dku′j(x)− ak(x)D
ku(x); Lp(Ω)

∥∥ при j −→ +∞,

то есть последовательность
{
u′j
}∞
j=1

сходится к u(x) в смысле сходимости

в пространстве Wp, L(Ω) .

Полнота пространства Wp, L(Ω) доказана. Аналогичными рассуждени-

ями доказывается полнота пространства Wp, L(Ω) .

Теорема 1.2.1. Пусть 1 < p < +∞, выполнены все условия теоремы

1.1.1 и пусть τ0 – такое же число как в этой теореме. Тогда если τ ∈
(0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то

D
(
L(p)

)
=

0

W p, L (Ω)
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и для всех функций u ∈ D
(
L(p)

)
выполняются неравенства

∥u; Wp, L(Ω)∥ ≤M ∥L(·; D)u; Lp(Ω)∥ ≤M ∥u; Wp, L(Ω)∥ , (1.2.7)

где число M > 0 зависит только от r, n, p, δ, K .

Доказательство. Сначала докажем неравенство∥∥akDkF
∥∥
p
≤ C1 < +∞, |k| ≤ 2r, (1.2.8)

где

F =
+∞∑
m=1

ψmΦmψm, D(F ) = C∞
0 (Ω),

а Φm - псевдодифференциальный оператор в Rn с символом L−1
m (s) (см.

(1.1.7)).

Используя равенство

akD
kF =

+∞∑
m=1

ψmakD
kΦmψm +

+∞∑
m=1

[
akD

k, ψm
]
Φmψm,

где символ [·, ·] обозначает коммутатор [T1, T2] = T1T2−T2T1 , представим

оператор akD
kF в виде

akD
kF = F (k)

∗ + F (k)
∗∗ , (1.2.9)

где

F (k)
∗ =

+∞∑
m=1

ψmakΦ
(k)
m ψm, F

(k)
∗∗ =

+∞∑
m=1

[
akD

k, ψm
]
Φmψm, (1.2.10)

Φ
(k)
m - псевдодифференциальный оператор в Rn с символом skL−1

m (s) .

Далее оценим норму оператора F
(k)
∗ . Для этого представим оператор

F
(k)
∗ в виде

F (k)
∗ =

+∞∑
m=1

ψm

(
ak(x)− ak

(
x(m, k)

))
Φ(k)
m ψm +

+∞∑
m=1

ψmak

(
x(m, k)

)
Φ(k)
m ψm.
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Применяя лемму 1.1.2, получаем∥∥∥F (k)
∗

∥∥∥
p
≤M1 (C1, k + C2, k) , (1.2.11)

где

C1, k = sup
m=1, 2, ...

∥∥∥ψm (ak(x)− ak

(
x(m, k)

))
Φ(k)
m ψm

∥∥∥
p
,

C2, k = sup
m=1, 2, ...

∥∥∥ψmak (x(m, k))Φ(k)
m ψm

∥∥∥
p
.

Действуя также как при оценки нормы оператора Γ′′ в доказательстве

леммы 1.1.10, в силу леммы 1.1.3, неравенство (1.1.15) и условие (III) (см.

определение класса B(τ,−→g ,Ω) в §1.1), получаем∥∥∥ψm (ak(x)− ak

(
x(m, k)

))
Φ(k)
m ψm

∥∥∥
p
≤

≤M11 sup
∣∣∣(ak(x)− ak

(
x(m, k)

))
skL−1

m (s)
∣∣∣ ≤

≤M12 sup
∣∣∣(ak(x)− ak

(
x(m, k)

))
skL−1(x, s)

∣∣∣ ≤M13τ.

В этих неравенствах супремум берется по x ∈ supp ψm, s ∈ Rn .

Таким образом, доказано неравенство

C1, k ≤M13τ, |k| ≤ 2r, (1.2.12)

где M13 – некоторая положительная постоянная.

Согласно (1.1.15)

|L(x, s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x, s)|

для всех s ∈ Rn и всех x ∈ supp ψm, m = 1, 2, 3, . . . . Отсюда, в частности

при x = x(m, k) имеем∣∣∣L(x(m, k), s)∣∣∣ ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3
∣∣∣L(x(m, k), s)∣∣∣ (1.2.13)

для всех s ∈ Rn и всех m = 1, 2, 3, . . . .

При x = x(m, k) из условии (1.1.3) теоремы 1.1.1 имеем∣∣∣ak (x(m, k)sk)∣∣∣ ≤ K
∣∣∣L(x(m, k), s)∣∣∣ , s ∈ Rn.
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Отсюда и из (1.2.13) следует, что∣∣∣ak (x(m, k)) skL−1
m (s)

∣∣∣ ≤M14 (1.2.14)

для всех s ∈ Rn, m = 1, 2, 3, . . . .

Далее применяя лемму 1.1.3 в силу (1.2.14) получаем

C2, k ≤M15 sup
m=1,2,3,...

sup
s∈Rn

∣∣∣ak (x(m, k)) skL−1
m (s)

∣∣∣ ≤M15M14.

В силу этого неравенства из (1.2.11) и (1.2.12) имеем

∥F (k)
∗ ∥p ≤M16 < +∞, (1.2.15)

где M16 – положительная постоянная, зависящая от r, n, p, K, δ, λ .

Теперь переходим к оценке нормы оператора (см. (1.2.10)) F (k)
∗∗ . Для

этого представим оператор F
(k)
∗∗ в виде

F (k)
∗∗ =

+∞∑
m=1

∑
k′+k′′=k,

k′ ̸=0

C(k′, k′′)ak(x)ψ
(k′)
m Φ(k′′)

m ψm,

где C(k′, k′′) – постоянные числа, ψ(k′)
m (x) = Dk′

x ψm(x) и Φ
(k′′)
m - псевдо-

дифференциальный оператор в Rn с символом sk
′′
L−1
m (s) .

Применяя лемму 1.1.2, получим∥∥∥F (k)
∗∗

∥∥∥
p
≤ Λ1/p(n, λ)

∑
k′+k′′=k,

k′ ̸=0

C(k)
(k′, k′′), (1.2.16)

где

C(k)
(k′, k′′) = sup

1, 2, ...

∥∥∥ak(x)ψ(k′)
m Φ(k′′)

m ψm

∥∥∥
p
. (1.2.17)

Согласно утверждения п. 3 леммы 1.1.1∣∣∣ψ(k′)
m (x)

∣∣∣ ≤Mk′g
−k′1
1 (x)g

−k′2
2 (x) . . . g−k

′
n

n (x)
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для всех x ∈ Ω . Учитывая это и применяя неравенство (1.1.15) из условии

(II) получим

sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣ψ(k′)
m (x)ak(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣∣ ≤
≤M21 sup

x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣ak(x)gk′11 (x)g
k′2
2 (x) . . . gk

′
n
n (x)sk

′′
L−1
m (s)

∣∣∣ ≤
≤M22 sup

x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣ak(x)gk′11 (x)g
k′2
2 (x) . . . gk

′
n
n (x)sk

′′
L−1(x, s)

∣∣∣ ≤ τM22 < +∞.

В силу этого неравенства, а также неравенства∥∥∥Φ(k′′)
m

∥∥∥
p
≤M23 sup

s∈Rn

∣∣∣sk′′L−1
m (s)

∣∣∣ ,
которое доказывается применением леммы 1.1.3, получаем∥∥∥ak(x)ψ(k′)

m Φ(k′′)
m ψm

∥∥∥
p
≤

≤M23 sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣ψ(k′)
m (x)ak(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣∣ ≤ τM22M23 < +∞.

Отсюда и из (1.2.16), (1.2.17) имеем∥∥∥F (k)
∗∗

∥∥∥
p
≤M24 < +∞, (1.2.18)

где M24 – некоторая положительная постоянная, зависящая только от

r, n, p, K, δ, λ .

Из (1.2.9), (1.2.15), (1.2.18) следует неравенство (1.2.8).

Далее докажем неравенство∥∥akDku; Lp(Ω)
∥∥ ≤ C2 ∥Lu; Lp(Ω)∥ (1 < p < +∞) (1.2.19)

для всех u ∈ C∞
0 (Ω) ; C2 – некоторая положительная постоянная, не за-

висящая от u(x) .

Пусть u(x) – произвольная функция из класса C∞
0 (Ω) . Так как (см.

лемму 1.1.9) C∞
0 (Ω) ⊂ R

(
F(p)

)
= D

(
G(p)

)
, то существует функция v ∈

Lp(Ω) такая, что u = F(p)v . Учитывая это, в силу равенства (1.1.66) имеем

Lu = LF(p)v =
(
E + Γ(p)

)
v.
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Так как
(
E + Γ(p)

)
– непрерывно обратимый оператор, то отсюда следует,

что

v =
(
E + Γ(p)

)−1
Lu.

Далее применяя неравенство (1.2.8) имеем∥∥akDku; Lp(Ω)
∥∥ =

∥∥akDkF(p)v; Lp(Ω)
∥∥ ≤

∥∥akDkF(p)

∥∥
p
∥v; Lp(Ω)∥ ≤

≤ C1 ∥v; Lp(Ω)∥ = C1

∥∥∥(E + Γ(p)

)−1
Lu; Lp(Ω)

∥∥∥ ≤

≤ C1

∥∥∥(E + Γ(p)

)−1
∥∥∥
p
∥Lu; Lp(Ω)∥ = C2 ∥Lu; Lp(Ω)∥ .

Неравенство (1.2.19) доказано.

Согласно теореме 1.1.2 существует положительная постоянная C0 та-

кая, что

∥u; Lp(Ω)∥ ≤ C0 ∥Lu; Lp(Ω)∥ (1.2.20)

для всех u ∈ C∞
0 (Ω) .

Теперь применяя неравенства (1.2.19), (1.2.20) находим (см. (1.2.2))

∥u; Wp;L(Ω)∥ ≤ ∥u; Lp(Ω)∥+
∑
|k|≤2r

∥∥akDku; Lp(Ω)
∥∥ ≤M3 ∥Lu; Lp(Ω)∥ ,

где постоянная M3 зависит только от r, n, p, K, δ, λ .

Далее заметим следующее очевидное неравенство

∥Lu; Lp(Ω)∥ ≤
∑
|k|≤2r

∥∥akDku; Lp(Ω)
∥∥ ≤ (2r)n ∥u; Wp;L(Ω)∥ .

Таким образом, мы доказали, что

∥u; Wp;L(Ω)∥ ≤M31 ∥Lu; Lp(Ω)∥ ≤M32 ∥u; Wp;L(Ω)∥ (1.2.21)

для всех u ∈ C∞
0 (Ω) .

Так как по определение
0

W p;L (Ω) – пополнение класса C∞
0 (Ω) по норме

∥u; Wp;L(Ω)∥ =


∫
Ω

|u(x)|pdx+
∑
|k|≤2r

∫
Ω

∣∣ak(x)Dk
xu(x)

∣∣p dx


1/p
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и L(p) – замыкание в Lp(Ω) оператора L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (Ω) , то

из (1.2.21) следует, что D
(
L(p)

)
=

0

W p, L (Ω) .

Неравенство (1.2.7) следует из (1.2.21) по непрерывности.

Теорема 1.2.1 доказана.

Теорема 1.2.2. Пусть 1 < p < +∞, выполнены все условия теоремы

1.1.1 и пусть τ0 - такое же число как в теореме 1.1.1. Тогда, если τ ∈
(0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), то имеет место вложение

W ′
p, L(Ω) ⊂ D

(
L(p)

)
. (1.2.22)

Если же при этом выполняется условие гладкости

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r), (1.2.23)

то
0

W p, L (Ω) =Wp, L(Ω) =
0

Wp, L (Ω).

Доказательство. Предварительно докажем одну вспомогательную

лемму.

Лемма 1.2.1. Всякая функция u(x) ∈ Lp(Ω) удовлетворяющая усло-

вию

∑
|k|≤2r

 ∞∑
m=1

∫
Ω

∣∣∣ak (x(m, k))ψ2
m(x)D

k
xu(x)

∣∣∣p dx
 < +∞, (1.2.24)

где x(m, k), ψm(x) (|k| ≤ 2r, m = 1, 2, . . .) – такие же объекты как в

§1.1, принадлежит областью определения оператора L(p) , то есть u ∈
D
(
L(p)

)
.

Доказательство. Пусть G(x, Dx) – вспомогательное дифференциаль-

ное выражение, введенное в §1.1 (см. (1.1.10), (1.1.11)), то есть

G(x, Dx) =
∑
|k|≤2r

ãk(x)D
k
x (x ∈ Ω), (1.2.25)

58



где

ãk(x) =
∞∑
m=1

ak

(
x(m, k)

)
ψ2
m(x), |k| ≤ 2r. (1.2.26)

Так же как в §1.1 обозначим через G(p) замыкание оператора G(x, Dx), D(G) =

C∞
0 (Ω) в пространстве Lp(Ω) .

Так как коэффициенты ãk(x) дифференциального выражения G(x, Dx)

достаточно гладкие, то можно определить выражение G′(x, Dx) со-

пряженное к G(x, Dx) . Через G′
(q) обозначим замыкание оператора

G′(x, Dx), D(G′) = C∞
0 (Ω) в пространстве Lq(Ω) , q = p/(p− 1) .

Из (1.2.25), (1.2.26) имеем

∥Gu; Lp(Ω)∥ ≤
∑
|k|≤2r

∥∥ãkDku; Lp(Ω)
∥∥ ≤

≤
∑
|k|≤2r

∞∑
m=1

∫
Ω

∣∣∣ak (x(m, k))ψ2
m(x)D

k
xu(x)

∣∣∣p dx
1/p

.

Отсюда в силу условии (1.2.24) получим Gu ∈ Lp(Ω) . Теперь в силу пункта

(г) леммы 1.1.4 из u ∈ Lp(Ω) и Gu ∈ Lp(Ω) следует, что u ∈ D
((
G′

(q)

)∗)
.

Согласно лемме 1.1.8 (см. (1.1.41))
(
G′

(q)

)∗
= G(p) . Поэтому u ∈ D

(
G(p)

)
.

Так как (см. (1.1.45)) D
(
G(p)

)
= R

(
F(p)

)
, то отсюда следует, что

u ∈ R
(
F(p)

)
.

Теперь для завершения доказательства леммы 1.2.1 нам достаточно до-

казать равенство

D
(
L(p)

)
= R

(
F(p)

)
. (1.2.27)

Пусть u(x) – произвольный элемент из R
(
F(p)

)
. Тогда существует

функция v(x) ∈ Lp(Ω) такая, что

u(x) =
(
F(p)v

)
(x), x ∈ Ω.

Так как F(p) – замыкание в Lp(Ω) оператора

F =
+∞∑
m=1

ψmΦmψm, D(F ) = C∞
0 (Ω),
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то существует последовательность функций v1(x), v2(x), . . . из C∞
0 (Ω) та-

кая, что

vj −→
p
v и Fvj −→

p
F(p)v, при j −→ +∞.

Обозначим uj = Fvj . Тогда имеем

vj −→
p
v и uj −→

p
u при j −→ +∞.

Так как {vj}∞j=1 ⊂ C∞
0 (Ω) , то применяя лемму 1.1.10 имеем

LFvj = (E + Γ)vj, j = 1, 2, . . . .

В силу ограниченности оператора (E+Γ) из vj−→
p
v, j −→ +∞, следует,

что

(E + Γ)vj −→
p

(E + Γ)v при j −→ +∞.

Поэтому применяя равенство (см. (1.1.66)) L(p)F(p) = E + Γ(p) получим

LFvj −→
p
L(p)F(p)v при j −→ +∞.

Подставляя сюда uj = Fvj, u = F(p)v находим

uj −→
p
u и Luj −→

p
L(p)u при j −→ +∞.

Следовательно u ∈ D
(
L(p)

)
.

Таким образом, мы доказали включение

R
(
F(p)

)
⊂ D

(
L(p)

)
. (1.2.28)

Обратное включение следует из равенства

L−1
(p) = F(p)(E + J ), (1.2.29)

где J ∈ Lp[Ω] и ∥J ∥p < 1 . Действительно, если w ∈ D
(
L(p)

)
и v = L(p)w ,

то из (1.2.29) следует, что

w = L−1
(p)v = F(p)(E + J )v,
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то есть w ∈ R
(
F(p)

)
. Включение

D
(
L(p)

)
⊂ R

(
F(p)

)
(1.2.30)

доказано.

Из (1.2.28) и (1.2.30) следует (1.2.27).

Лемма 1.2.1 доказана.

Далее докажем вложение (1.2.22). Пусть u ∈ W ′
p;L(Ω) . Тогда u ∈

Lp(Ω) ∩OK и конечна следующая норма

∥u; Wp;L(Ω)∥ =


∫
Ω

|u(x)|pdx+
∑
|k|≤2r

∫
Ω

∣∣ak(x)Dk
xu(x)

∣∣p dx


1/p

.

Выберем точки x(m, k) ∈ suppψm , |k| ≤ 2r, m = 1, 2, . . . , которые име-

ются в определении вспомогательного дифференциального выражения

G(x, Dx) (см. (1.2.26)), таким образом, чтобы для почти всех x ∈ suppψm

выполнялось неравенство∣∣∣ak (x(m, k))∣∣∣ ≤ 2 |ak(x)| .

Тогда учитывая конечность покрытия {suppψm}∞m=1 области Ω (см. пункт

2) леммы 1.1.1), имеем

∑
|k|≤2r

 ∞∑
m=1

∫
Ω

∣∣∣ak (x(m, k))ψ2
m(x)D

k
xu(x)

∣∣∣p dx
 ≤

≤ 2p
∑
|k|≤2r

 ∞∑
m=1

∫
Ω

∣∣ak (x)ψ2
m(x)D

k
xu(x)

∣∣p dx
 ≤

≤ 2pΛ(n, λ)
∑
|k|≤2r

∫
Ω

∣∣ak (x)Dk
xu(x)

∣∣p dx ≤

≤ 2pΛ(n, λ) ∥u; Wp;L(Ω)∥ < +∞.

Следовательно, условие (1.2.24) выполняется и по лемме 1.2.1 u ∈
D
(
L(p)

)
.
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Вложение (1.2.22) доказано.

Пусть выполнено условие гладкости (1.2.23). Тогда для любой функ-

ции u(x) ∈ L1, loc(Ω) по формуле (1.2.4) можно определить обобщенную

функцию ak (x)D
k
xu(x) . Следовательно, можно определить и простран-

ства Wp, L(Ω) , Wp, L(Ω) . Заметим, что норма в пространствах
0

W p, L (Ω) ,

W ′
p, L(Ω) , Wp, L(Ω) определяется одним и тем же равенством (1.2.2). По-

этому с помощью рассуждений аналогичных доказательству вложения

(1.2.22) можно показать, что для любой функции u ∈ Wp, L(Ω) выпол-

няется условие (1.2.24), и следовательно u ∈ D
(
L(p)

)
, то есть имеет место

вложение

Wp, L(Ω) ⊂ D
(
L(p)

)
. (1.2.31)

Так как
0

W p, L (Ω) ⊂ Wp, L(Ω) и по теореме 1.2.1 D
(
L(p)

)
=

0

W p, L (Ω) , то

из (1.2.31) следует, что

0

W p, L (Ω) = Wp, L(Ω).

Равенство
0

Wp, L (Ω) = D
(
L(p)

)
непосредственно следует из определения оператора L(p) и пространства
0

Wp, L (Ω) .

Теорема 1.2.1 доказана.

1.3 О разделимости дифференциального оператора

высокого порядка в лебеговом пространстве

Пусть область Ω ⊂ Rn и дифференциальное выражение (см. (1.1.1))

L(x, Dx) такие же как в предыдущих параграфах. Пусть также
0

W p, L (Ω) ,

W ′
p, L(Ω) , Wp, L(Ω) , Wp, L(Ω) – функциональные пространства, введенные

в §1.2.

62



Согласно определению класса (см. §1.1) B(τ,−→g ,Ω) символ

L(x, s) =
∑
|k|≤2r

ak(x)s
k (x ∈ Ω, s ∈ Rn)

принадлежит классу B(τ,−→g ,Ω) , если выполняются следующие условия:

(I) inf
x∈Ω,s∈Rn

|L(x, s)| = δ ̸= 0 ;

(II) |ak(x)sk
′| ≤ τg

−k′′1
1 (x)g

−k′′2
2 (x) . . . g

−k′′n
n (x)|L(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn , k = k′ + k′′ , k′′ ̸= 0 , |k| ≤ 2r ;

(III)
∑

|k|≤2r

∣∣(ak(x)− ak(y)) s
k
∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех x ∈ Rn и всех x, y ∈ Ω таких, что |xj − yj| < ε2gj(x) ,

j = 1, 2 . . . , n , ε ∈ (0, ε0) , ε0 – положительное число из условии (А)

(см. §1.1).

Далее будем писать L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) , если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) ,

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r),

и выполняется одно из следующих условий:

(IVа) L(x, Dx) – симметрическое дифференциальное выражение;

(IVб)
∑

l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
xak(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . g

k′′n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn .

Заметим, что в §1.2 символом K мы обозначили множество всех муль-

тииндексов k , для которых ak(x) ̸≡ 0 , а через OK обозначили множе-

ство всех функций u(x) ∈ L1, loc(Ω) , имеющих обобщенные производные в

смысле С.Л.Соболева Dk
xu(x) для всех k ∈ K .

Определение 1.3.1. Дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x, x ∈ Ω,

63



называется Lp -разделимым, если для всех функций u(x) ∈ OK таких,

что

u(x) ∈ Lp(Ω), L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω),

имеет место включение

ak(x)D
k
xu(x) ∈ Lp(Ω)

для всех мультииндексов k ∈ K .

Теорема 1.3.1. Пусть 1 < p < +∞ и существует число K > 0

такое, что ∑
|k|≤2r

∣∣ak(x)sk∣∣ ≤ K |L(x, s)|

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn . Тогда найдется число t0 = t0(r, n, p, K) > 0

такое, что если

L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), 0 < τ < t0,

то дифференциальное выражение L(x, Dx) Lp -разделимо. При этом

0

W p, L (Ω) =Wp, L(Ω) = Wp, L(Ω) (1.3.1)

и нормы в этих пространствах эквивалентны.

Доказательство. Предварительно докажем две вспомогательные лем-

мы.

Лемма 1.3.1. Пусть символ

A(x, s) =
∑
|k|≤2r

ak(x)s
k (x ∈ Ω, s ∈ Rn)

принадлежит классу B(τ1,
−→g ,Ω), τ1 ∈ (0, 1), и пусть коэффициенты

bk(x) символа

A0(x, s) =
∑
|k|≤2r

bk(x)s
k (x ∈ Ω, s ∈ Rn)
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удовлетворяют условию∑
k′+k′′=k,
|k|≤2r

∣∣∣bk(x)sk′gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)

∣∣∣ ≤ τ2|A(x, s)|, τ2 ∈ (0, 1/2), (1.3.2)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn .

Тогда символ

A1(x, s) = A(x, s) + A0(x, s) (1.3.3)

принадлежит классу B(τ3,
−→g ,Ω), где τ3 ≥ 2τ1 + 6τ2 .

Доказательство. Обозначим через b̃k(x) коэффициенты символа

A1(x, s) (см. (1.3.3)), то есть

b̃k(x) = ak(x) + bk(x), x ∈ Ω, |k| ≤ 2r. (1.3.4)

Условие леммы A(x, s) ∈ B(τ1,
−→g ,Ω) означает следующее:

(a) inf
x∈Ω,s∈Rn

|A(x, s)| = δ ̸= 0 ;

(b) |ak(x)sk
′| ≤ τ1g

−k′′1
1 (x)g

−k′′2
2 (x) . . . g

−k′′n
n (x)|A(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn , k = k′ + k′′ , k′′ ̸= 0 , |k| ≤ 2r ;

(c)
∑

|k|≤2r

∣∣(ak(x)− ak(y)) s
k
∣∣ ≤ τ1|A(x, s)|

для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ Ω таких, что

|xj − yj| < ε2gj(x), j = 1, 2 . . . , n, ε ∈ (0, ε0). (1.3.5)

Для того чтобы доказать принадлежность символа A1(x, s) классу

B(τ3,
−→g ,Ω) докажем, что:

(a0 ) inf
x∈Ω,s∈Rn

|A1(x, s)| = δ ̸= 0 ;

(b0 ) |̃bk(x)sk
′| ≤ τ3g

−k′′1
1 (x)g

−k′′2
2 (x) . . . g

−k′′n
n (x)|A1(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn , k = k′ + k′′ , k′′ ̸= 0 , |k| ≤ 2r ;
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(c0 )
∑

|k|≤2r

∣∣∣(b̃k(x)− b̃k(y)
)
sk
∣∣∣ ≤ τ3|A1(x, s)|

для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ Ω , удовлетворяющих условию (1.3.5).

Из условии (1.3.2), в частности, следует, что (при k′′ = 0)∑
|k|≤2r

|bk(x)sk| ≤ τ2|A(x, s)|. (1.3.6)

Следовательно, |A0(x, s)| ≤ τ2|A(x, s)| и поэтому

|A1(x, s)| ≥ |A(x, s)| − |A0(x, s)| ≥ (1− τ2) |A(x, s)| . (1.3.7)

Отсюда в силу условии (a) следует условие (a0 ).

Проверим выполнение условия (b0 ). Используя (1.3.2), (1.3.4), (1.3.7) и

условие (b) имеем

|̃bk(x)gk
′′
1

1 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′| ≤

≤ |ak(x)gk
′′
1

1 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′|+ |bk(x)gk
′′
1

1 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′| ≤

≤ τ1|A(x, s)|+ τ2|A(x, s)| ≤
τ1 + τ2
1− τ2

|A1(x, s)| .

Так как τ2 ∈ (0, 1/2) и 2τ1+2τ2 ≤ τ3 , то отсюда следует, что условие (b0 )

выполняется.

Далее будем считать, что x, y ∈ Ω удовлетворяют условиям (1.3.5).

Используя (1.3.4), (1.3.6) и условию (c), получаем∑
|k|≤2r

∣∣∣(b̃k(x)− b̃k(y)
)
sk
∣∣∣ ≤

≤
∑
|k|≤2r

∣∣(ak(x)− ak(y)) s
k
∣∣+ ∑

|k|≤2r

∣∣bk(x)sk∣∣+ ∣∣bk(y)sk∣∣ ≤
≤ τ1|A(x, s)|+ τ2|A(x, s)|+ τ2|A(y, s)|. (1.3.8)

В силу условии (c) имеем

|A(y, s)| − |A(x, s)| ≤ |A(x, s)− A(y, s)| =

=

∣∣∣∣∣∣
∑
|k|≤2r

(ak(x)− ak(y)) s
k

∣∣∣∣∣∣ ≤ τ1|A(x, s)|.
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Следовательно, |A(y, s)| ≤ (1 + τ1)|A(x, s)| и из неравенство (1.3.8) сле-

дует, что∑
|k|≤2r

∣∣∣(b̃k(x)− b̃k(y)
)
sk
∣∣∣ ≤

≤ [(1 + τ1)τ2 + τ1 + τ2] |A(x, s)| ≤
2τ2 + τ1 + τ1τ2

1− τ2
|A1(x, s)| . (1.3.9)

Здесь мы также воспользовались неравенством (1.3.7). Так как τ2 ∈
(0, 1/2) и τ3 ≥ 2τ1 + 6τ2 , то из (1.3.9) следует, что условие (c0 ) выполня-

ется.

Лемма 1.3.1 доказана.

Обозначим через L′(x, s) символ дифференциального выражения

L′(x, Dx) , сопряженное к дифференциальному выражению L(x, Dx) .

Лемма 1.3.2. Существует число µ ∈ (0, 1/4), зависящее только от

r и n, такое, что если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), τ ∈ (0, µ), то L′(x, s) ∈

B

(
8τ

µ
,−→g ,Ω

)
. Если при этом выполняется неравенство

∑
|k|≤2r

∣∣ak(x)sk∣∣ ≤ κ |L(x, s)| (x ∈ Ω, s ∈ Rn) ,

то ∑
|k|≤2r

∣∣a′k(x)sk∣∣ ≤ K ′ |L′(x, s)| (x ∈ Ω, s ∈ Rn) , (1.3.10)

где κ′ = 4K + 3 и a′k(x) – коэффициенты символа L′(x, s).

Доказательство. Если выполняется условие (IVa), то есть когда

L(x, Dx) – симметричное дифференциальное выражение, то L′(x, s) =

L(x, s) и утверждение леммы очевидно. Поэтому далее рассмотрим слу-

чай, когда L(x, Dx) – несимметричное дифференциальное выражение и

выполняется условие (IVб).

Для всех u, v ∈ C∞
0 (Ω) выполняется равенство

(L(x, Dx)u, v) = (u, L′(x, Dx)v) ,
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где (·, ·) – скалярное произведение в L2(Ω) .

С другой стороны, интегрируя по частям, получим

(L(x, Dx)u, v) =

∫
Ω

(L(x, Dx)u)(x)v(x)dx =
∑
|k|≤2r

∫
Ω

ak(x)D
k
xu(x)v(x)dx =

=
∑
|k|≤2r

(−1)|k|
∫
Ω

u(x)Dk
x

(
ak(x)v(x)

)
dx =

∑
|k|≤2r

Dk
x

(
ak(x)v(x)

)
dx.

Поэтому

L′(x, Dx)v =
∑
|k|≤2r

Dk
x

(
ak(x)v(x)

)
.

Напомним, что

Dk
x =

(
1

i

∂

∂x1

)k1 (1
i

∂

∂x2

)k2
. . .

(
1

i

∂

∂xn

)kn
.

Далее, используя формулу Лейбница, представим дифференциальное вы-

ражение L′(x, Dx) в виде

L′(x, Dx) =
∑
|k|≤2r,

k=k′+k′′

Ck′, k′′D
k′

x

(
ak(x)

)
Dk′′

x .

Следовательно

L′(x, s) = L(x, s) + A2(x, s), (1.3.11)

где

A2(x, s) =
∑
|k|≤2r,

k=k′+k′′, k′ ̸=0

Ck′, k′′D
k′

x

(
ak(x)

)
sk

′′
.

Символ A2(x, s) представим в виде

A2(x, s) =
∑
|k|≤2r

b̃k(x)s
k,

где

b̃k(x) =
∑

Cl, l′D
l
x

(
al′(x)

)
,

а суммирование берется по всем мультииндексам l, l′ таким, что k + l =

l′, l ̸= 0 .
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Условие (1.3.2) для символа A2(x, s) имеет вид∑
|k|≤2r,

k=k′+k′′

∣∣∣̃bk(x)sk′gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)

∣∣∣ ≤ τ2|A2(x, s)| (1.3.12)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn . Если выполняется это условие, то можно приме-

нить лемму 1.3.1.

Используя условие (IVб) имеем∑
|k|≤2r,

k=k′+k′′

∣∣∣̃bk(x)sk′gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)

∣∣∣ ≤
≤
∑
|k|≤2r,

k=k′+k′′

∑
k+l=l′,

l ̸=0

Cl, l′
∣∣∣Dl

x

(
al′(x)

)
sk

′
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)

∣∣∣ =
=

∑
k′+k′′+l=l′,
|l′|≤2r, l ̸=0

Cl, l′
∣∣∣Dl

x

(
al′(x)

)
sk

′
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)

∣∣∣ ≤
≤ τc∗r, n|L(x, s)|, (1.3.13)

где c∗r, n – некоторое положительное число. Следовательно, при τ2 = τc∗r, n

выполняется условие (1.3.12).

Определим число µ из равенства (4µ)−1 = 1+ c∗r, n . Тогда, естественно,

0 < µ < 1/4 .

Теперь, равенство (1.3.11) и неравенство (1.3.12) позволяют нам при-

менить лемму 1.3.1 при A1(x, s) = L′(x, s) , A(x, s) = L(x, s) , A0(x, s) =

A2(x, s) . В результате находим

L′(x, s) ∈ B(τ3,
−→g ,Ω)

при τ3 ≥ 2τ1+6τ2 = 2τ+6τc∗r, n . Выражая значение c∗r, n через µ , получаем

τ3 =

(
3

2µ
− 4

)
τ.

В частности, можно взять τ3 = 2τ/µ . Поэтому

L′(x, s) ∈ B

(
2τ

µ
,−→g ,Ω

)
.
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Из неравенства (1.3.13), в частности, следует, что∑
|k|≤2r

∣∣∣̃bk(x)sk∣∣∣ ≤ τc∗r, n|L(x, s)|.

Поэтому (см. (1.3.11))

|L′(x, s)| ≥ |L(x, s)| − |A2(x, s)| ≥
1

4
|L(x, s)|.

Теперь, используя полученные неравенства, имеем∑
|k|≤2r

∣∣a′k(x)sk∣∣ ≤ ∑
|k|≤2r

∣∣ak(x)sk∣∣+ ∑
|k|≤2r

∣∣∣̃bk(x)sk∣∣∣ ≤
≤ K |L(x, s)|+ 3

4
|L(x, s)| ≤ (4K + 3)|L′(x, s)|.

Неравенство (1.3.10) доказано, что и завершает доказательство леммы

1.3.2.

Далее докажем, что в условиях теоремы 1.3.1 имеет место равенство

ker
(
L′
(q)

)∗
= 0. (1.3.14)

Сначала рассмотрим случай, когда выполняется условие (IVа). В этом

случае L(x, Dx) – симметричное дифференциальное выражение, то есть

L′(x, Dx) = L(x, Dx) . Поэтому к оператору L′ = L′(x, Dx), D(L′) =

C∞
0 (Ω) , можно применить теорему 1.1.1. Тогда (см. (1.1.64), (1.1.68))

ker
(
L′
(q)

)
= 0, R

(
L′
(q)

)
= Lq(Ω).

Так как R
(
L′
(q)

)
⊕ ker

(
L′
(q)

)∗
= Lq(Ω) , то отсюда следует (1.3.14).

Теперь рассмотрим случай, когда выполняется условие (IVб). В этом

случае подбираем число t0 = t0(r, n, p, K) > 0 следующим образом

t0 =
µ

8
min {t∗4(r, n, p, K), τ0(r, n, p, K)} ,

где число µ > 0 – такое же как в лемме 1.3.2, t∗4 = t∗4(r, n, p, K) – по-

ложительное число, определенное в лемме 1.1.10, τ0(r, n, p, K) – поло-

жительное число, определенное в теореме 1.2.1. Тогда при τ ∈ (0, t0)
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L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) и в силу леммы 1.3.2 имеем L′(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) .
Поэтому к оператору L′ = L′(x, Dx), D(L′) = C∞

0 (Ω) , заданному в про-

странстве Lq(Ω) , можно применить теорему 1.1.1. Поэтому (см. (1.1.68))

R
(
L′
(q)

)
= Lq(Ω) и следовательно ker

(
L′
(q)

)∗
= 0 . Равенство (1.3.14)

доказано в случае выполнения условии (IVб).

Так как τ < t∗4(r, n, p, K) , то к оператору L = L(x, Dx), D(L) =

C∞
0 (Ω) , заданному в пространстве Lp(Ω) , можно применить теорему 1.1.1.

Поэтому (см. (1.1.68)) R
(
L(p)

)
= Lp(Ω) . Отсюда и из (1.3.14) в силу пунк-

та (в) леммы 1.1.4 следует равенство(
L′
(q)

)∗
= L(p). (1.3.15)

Теперь из утверждения пункта (г) леммы 1.1.4 следует, что u(x) ∈
D
((
L′
(q)

)∗)
= D

(
L(p)

)
тогда и только тогда, когда u(x) ∈ Lp(Ω) и обоб-

щенная функция

(L(x, Dx)u) (x) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
xu(x)

принадлежит пространству Lp(Ω) , то есть

D
(
L(p)

)
= {u(x); u ∈ Lp(Ω), L(x, Dx)u ∈ Lp(Ω)} .

Следовательно,

D
(
L(p)

)
= Wp, L(Ω). (1.3.16)

Далее, применяя теоремы 1.2.1 и 1.2.2, имеем

D
(
L(p)

)
= Wp, L(Ω) =

0

W p, L (Ω). (1.3.17)

Следовательно

D
(
L(p)

)
= Wp, L(Ω) = Wp, L(Ω). (1.3.18)

Равенство (1.3.1) теоремы 1.3.1 следует из (1.3.16), (1.3.17).

Далее покажем, что из (1.3.18) следует разделимость дифференциаль-

ного выражения L(x, Dx) (см. определение 1.3.1). Пусть функция u(x) ∈
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Lp(Ω) такая, что L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω) . Тогда из определения функцио-

нального пространства (см. (1.2.5)) Wp, L(Ω) следует, что u(x) ∈ Wp, L(Ω) .

Так как Wp, L(Ω) = Wp, L(Ω) , то u(x) ∈ Wp, L(Ω) , то есть

∥u; Wp;L(Ω)∥ =


∫
Ω

|u(x)|pdx+
∑
|k|≤2r

∫
Ω

∣∣ak(x)Dk
xu(x)

∣∣p dx


1/p

< +∞.

Следовательно,

ak(x)D
k
xu(x) ∈ Lp(Ω)

для всех мультииндексов k ∈ K .

Разделимость дифференциального выражения L(x, Dx) доказана, что

и завершает доказательство теоремы 1.3.1
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Глава 2

О разделимости с весом одного класса

дифференциальных операторов

2.1 Формулировка основных результатов

В этой главе исследуется Lp -разделимость с весом ω(x) одного класса

дифференциальных операторов высокого порядка в произвольной (огра-

ниченной или неограниченной) области Ω в n - мерном евклидовом про-

странстве Rn . Также как в первой главе диссертационной работы пред-

полагается, что область Ω и положительные функции gj(x) (j = 1, n, x ∈
Ω) , с помощью которых определяются вырождения коэффициентов диф-

ференциального выражения по независимым переменным xj (j = 1, n) ,

связаны следующим условием погружения:

(A). существует постоянная ε0 > 0 такая, что для всех ξ ∈ Ω и всех

ε ∈ (0, ε0) параллелепипед Πε,−→g (ξ) содержится в Ω .

Напомним, что

Π(0) =

{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |xj| <

1

2
, j = 1, n

}
– единичный куб с центром в начале системы координат,

Π−→
t (ξ) =

{
x ∈ Rn :

(
x1 − ξ1
t1

,
x2 − ξ2
t2

, . . . ,
xn − ξn
tn

)
∈ Π(0)

}
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и

Πε,−→g (ξ) = Πε−→g (ξ)(ξ),

где ε > 0 и −→g (ξ) = (g1(ξ), g2(ξ), . . . , gn(ξ)) .

Также как в первой главе символом B(τ,−→g ,Ω) , где τ – положительное

число, обозначим класс символов

L(x, s) =
∑
|k|≤2r

ak(x)s
k (x ∈ Ω, s ∈ Rn)

с измеримыми коэффициентами, удовлетворяющими следующим услови-

ям:

(I) inf
x∈Ω,s∈Rn

|L(x, s)| = δ ̸= 0 ;

(II) |ak(x)sk
′| ≤ τg

−k′′1
1 (x)g

−k′′2
2 (x) . . . g

−k′′n
n (x)|L(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn , k = k′ + k′′ , k′′ ̸= 0 , |k| ≤ 2r ;

(III)
∑

|k|≤2r

∣∣(ak(x)− ak(y)) s
k
∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ Ω таких, что |xj − yj| < ε2gj(x) ,

j = 1, 2 . . . , n , ε ∈ (0, ε0) .

Далее будем писать L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) , если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) ,

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r), (2.1.1)

и выполняется одно из следующих условий:

(IVа) L(x, Dx) – симметрическое дифференциальное выражение;

(IVб)
∑

l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
xak(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . g

k′′n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn .

Так же как в §1.2 символом K обозначим множество всех мультиин-

дексов k , для которых ak(x) ̸≡ 0 , а через OK обозначим множество всех
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функций u(x) ∈ L1, loc(Ω) , имеющих обобщенные производные в смысле

С.Л.Соболева Dk
xu(x) для всех k ∈ K .

Определение 2.1.1. Пусть ω(x) – положительная измеримая в Ω

функция, 1 < p < +∞ . Дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x, x ∈ Ω, (2.1.2)

называется Lp -разделимым с весом ω(x) , если для всех функций u(x) ∈
OK таких, что

ω(x)u(x) ∈ Lp(Ω), ω(x)L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω)

имеет место включение

ω(x)ak(x)D
k
xu(x) ∈ Lp(Ω)

для всех мультииндексов k ∈ K .

Теорема 2.1.1. Пусть существуют числа λ > 1, ν > 1 такие, что

ν−1 ≤ ω(x)

ω(y)
≤ ν, λ−1 ≤ gj(x)

gj(y)
≤ λ, j = 1, 2, . . . , n, (2.1.3)

для всех y ∈ Ω и всех x ∈ Πε,−→g (y), и пусть при некотором κ > 0

выполняется неравенство∑
|k|≤2r

|ak(x)sk| ≤ κ|L(x, s)| (2.1.4)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn . Тогда найдется число τ∗ = τ∗(r, n, p, κ, λ, ν) > 0

такое, что если

L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), τ ∈ (0, τ∗),

то дифференциальное выражение L(x, Dx) Lp -разделимо с весом ω(x).

Доказательство теоремы 2.1.1 основано на применении сформулиро-

ванной ниже теоремы 2.1.2 об относительной ограниченности дифферен-

циальных операторов, которая имеет также и самостоятельный интерес.
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Наряду с дифференциальным выражением (2.1.2) рассмотрим диффе-

ренциальное выражение

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

bk(x)D
k
x (x ∈ Ω)

с непрерывными коэффициентами bk(x)(x ∈ Ω, |k| ≤ 2r) , удовлетворяю-

щими неравенству∑
k′+k′′=k,
|k|≤2r

∣∣∣bk(x)gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤ N|L(x, s)| (2.1.5)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn ; N - некоторая положительная постоянная.

Теорема 2.1.2. Пусть существует число λ > 0 такое, что

λ−1 ≤ gj(x)

gj(y)
≤ λ, j = 1, 2, . . . , n, (2.1.6)

для всех y ∈ Ω и всех x ∈ Πε,−→g (y), и пусть при некотором κ > 0 вы-

полняется неравенство (2.1.4) Пусть также выполняется неравенство

(2.1.5). Тогда найдется число t∗ = t∗(r, n, p, κ, δ) > 0, 1 < p < +∞, та-

кое, что если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), 0 < τ < τ ∗0 , то для всех u ∈ C∞
0 (Ω)

выполняется неравенство∑
|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xu(x); Lp(Ω)

∥∥ ≤ M ∥L(x, Dx)u(x); Lp(Ω)∥ , (2.1.7)

где M = M(r, n, p, κ, N) – некоторая положительная постоянная. Если

же L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), 0 < τ < τ ∗0 , то неравенство (2.1.7) имеет

место также для всех u(x) ∈ Lp(Ω) таких, что L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω).

Доказательство этой теоремы приведено в §2.2. В §2.3 доказываются

некоторые вспомогательные леммы, а в §2.4 приведено доказательство

теоремы 2.1.1.
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2.2 Доказательство теоремы 2.1.2

Пусть L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) и 0 < τ < τ0 , где τ0 = τ0(n, r, p, κ) – такое

же положительное число, как в теореме 1.1.1. Тогда согласно этой теореме

замыкание L(p) оператора L = L(·, D) , D(L) = C∞
0 (Ω) , в пространстве

Lp(Ω) существует и имеет место равенство (см. (1.1.66))

L(p)F(p) = E + Γ(p), (2.2.1)

где Γ(p) – замыкание в Lp(Ω) некоторого оператора Γ ∈ Lp[Ω] такого, что

∥Γ∥p ≤ 1/2 , и при этом D(Γ(p)) = Lp(Ω) . Напомним, что (см. (1.1.8)) F(p)

– замыкание в Lp(Ω) оператора

F =
+∞∑
m=1

ψmΦmψm, D(F ) = C∞
0 (Ω),

где Φm (m = 1, 2, 3, . . .) – псевдодифференциальный оператор в Rn с

символом Φm(s) = L−1
m (s) и

Lm(s) =
∑
|k|≤2r

ak(x
(m,k))sk (s ∈ Rn),

{x(m,k), |k| ≤ 2r} – некоторые фиксированные точки из supp ψm , m =

1, 2, 3, . . . .

Далее, поступая также как в доказательстве теоремы 1.2.1, докажем

неравенство ∥∥bkDkF
∥∥
p
≤ C1, p < +∞, |k| ≤ 2r. (2.2.2)

Используя равенство

bkD
kF =

+∞∑
m=1

ψmbkD
kΦmψm +

+∞∑
m=1

[
bkD

k, ψm
]
Φmψm,

где символ [·, ·] обозначает коммутатор [T1, T2] = T1T2−T2T1 , представим

оператор bkD
kF в виде

bkD
kF = F(k)

∗ + F(k)
∗∗ , (2.2.3)
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где

F(k)
∗ =

+∞∑
m=1

ψmbkΦ
(k)
m ψm, F(k)

∗∗ =
+∞∑
m=1

[
bkD

k, ψm
]
Φmψm,

Φ
(k)
m - псевдодифференциальный оператор в Rn с символом skL−1

m (s) .

Далее оценим норму оператора F(k)
∗ . Для этого представим оператор

F(k)
∗ в виде

F(k)
∗ =

+∞∑
m=1

ψm

(
bk(x)− bk

(
x(m, k)

))
Φ(k)
m ψm +

+∞∑
m=1

ψmbk

(
x(m, k)

)
Φ(k)
m ψm.

Применяя лемму 1.1.2, получаем∥∥∥F(k)
∗

∥∥∥
p
≤M1 (C1, k + C2, k) , (2.2.4)

где

C1, k = sup
m=1, 2, ...

∥∥∥ψm (bk(x)− bk

(
x(m, k)

))
Φ(k)
m ψm

∥∥∥
p
,

C2, k = sup
m=1, 2, ...

∥∥∥ψmbk (x(m, k))Φ(k)
m ψm

∥∥∥
p
.

Применяя лемму 1.1.2, имеем∥∥∥ψm (bk(x)− bk

(
x(m, k)

))
Φ(k)
m ψm

∥∥∥
p
≤M11 sup

∣∣∣(bk(x)− bk

(
x(m, k)

))
skL−1

m (s)
∣∣∣ .

В этих неравенствах верхняя грань берется по x ∈ supp ψm, s ∈ Rn .

Отсюда в силу непрерывности коэффициентов bk(x), |k| ≤ 2r, и условие

(2.1.5) следует, что∥∥∥ψm (bk(x)− bk

(
x(m, k)

))
Φ(k)
m ψm

∥∥∥
p
≤ M1, (2.2.5)

где M1 – некоторое конечное положительное число.

Из условие (2.1.5), в частности, следует, что∣∣bk(x)sk∣∣ ≤ N|L(x, s)|, |k| ≤ 2r,

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn . Следовательно∣∣∣bk(x(m,k))sk∣∣∣ ≤ N|L(x(m,k), s)|, |k| ≤ 2r, m = 1, 2, 3, . . . ,
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для всех s ∈ Rn . Так как (см. (1.2.13) )∣∣∣L(x(m, k), s)∣∣∣ ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3
∣∣∣L(x(m, k), s)∣∣∣ , s ∈ Rn, m = 1, 2, 3, . . . ,

то ∣∣∣bk(x(m,k))skL−1
m (s)

∣∣∣ ≤ 2N, |k| ≤ 2r, m = 1, 2, 3, . . . (2.2.6)

для всех s ∈ Rn .

Далее отметим, что в силу леммы 1.1.3 для нормы псевдодифференци-

ального оператора Φ
(k)
m имеет место следующее неравенство∥∥∥Φ(k)

m

∥∥∥
p
≤Mp sup

s∈Rn

∣∣skL−1
m (s)

∣∣ .
Отсюда и из (2.2.6) следует, что∥∥∥ψmbk (x(m, k))Φ(k)

m ψm

∥∥∥
p
≤ 2N (2.2.7)

для всех |k| ≤ 2r, m = 1, 2, 3, . . . .

В силу полученных неравенств (2.2.5), (2.2.7) из (2.2.4) получим следу-

ющее неравенство для нормы оператора F(k)
∗∥∥∥F(k)

∗

∥∥∥
p
≤M1, p (M1 + 2N) . (2.2.8)

Теперь переходим к оценке нормы оператора

F(k)
∗∗ =

+∞∑
m=1

[
bkD

k, ψm
]
Φmψm.

Так как [
bkD

k, ψm
]
= bk(x)D

k (ψm(x))− ψm(x)bk(x)D
k,

то имеет место представление

F(k)
∗∗ =

+∞∑
m=1

∑
k′+k′′=k,

k′ ̸=0

C(k′, k′′)bk(x)ψ
(k′)
m Φ(k′′)

m ψm,

где C(k′, k′′) – постоянные числа, ψ(k′)
m (x) = Dk′

x ψm(x) и Φ
(k′′)
m - псевдо-

дифференциальный оператор в Rn с символом sk
′′
L−1
m (s) . Отсюда, в силу
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леммы 1.1.2, следует, что∥∥∥F(k)
∗∗

∥∥∥
p
≤ Λ1/p(n, λ)

∑
k′+k′′=k,

k′ ̸=0

C(k)
(k′, k′′), (2.2.9)

где

C(k)
(k′, k′′) = sup

1, 2, ...

∥∥∥bk(x)ψ(k′)
m Φ(k′′)

m ψm

∥∥∥
p
. (2.2.10)

В силу леммы 1.1.3 имеем∥∥∥bk(x)ψ(k′)
m Φ(k′′)

m ψm

∥∥∥
p
≤ sup

x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣∣ .
Далее отметим, что (см. (1.1.15))

|L(x, s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x, s)| (s ∈ Rn, x ∈ supp ψm, m = 1, 2, 3, . . .)

и определенные в лемме 1.1.1 неотрицательные функции ψm(x) бесконеч-

но дифференцируемы и для их производных выполняется неравенство∣∣∣ψ(k′)
m (x)

∣∣∣ ≤Mk′g
−k′1
1 (x)g

−k′2
2 (x) . . . g−k

′
n

n (x)

для всех x ∈ Ω . Поэтому

sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣∣ ≤
≤M21 sup

x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣bk(x)gk′11 (x)g
k′2
2 (x) . . . gk

′
n
n (x)sk

′′
L−1
m (s)

∣∣∣ ≤
≤M22 sup

x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣bk(x)gk′11 (x)g
k′2
2 (x) . . . gk

′
n
n (x)sk

′′
L−1(x, s)

∣∣∣ .
Отсюда в силу условии (2.1.5) следует, что

sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣∣ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣∣ ≤M22N < +∞.

Таким образом (см. (2.2.9), (2.2.10)), существует конечное положительное

число M2, p, 1 < p < +∞ такое, что∥∥∥F(k)
∗∗

∥∥∥
p
≤ M2, p (2.2.11)
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для всех мультииндексов k : |k| ≤ 2r .

В силу представления (2.2.3) из (2.2.8), (2.2.11) следует неравенство

(2.2.2).

Пусть u(x) – произвольная функция из класса C∞
0 (Ω) . Тогда суще-

ствует функция v(x) ∈ C∞
0 (Ω) такая, что Fv = u . Используя равенство

(2.2.1) имеем

Lu = LFv = (E + Γ)v.

Так как Γ ∈ Lp[Ω] и ∥Γ∥p ≤ 1/2 , то отсюда следует, что

v = (E + Γ)−1Lu.

Отсюда и из неравенства (2.2.2) имеем∥∥bkDku; Lp(Ω)
∥∥ =

∥∥bkDkFv; Lp(Ω)
∥∥ ≤ C1, p ∥v; Lp(Ω)∥ =

= C1, p

∥∥(E + Γ)−1Lu; Lp(Ω)
∥∥ ≤ C1, p

∥∥(E + Γ)−1
∥∥
p
∥Lu; Lp(Ω)∥ .

Отсюда в силу ограниченности оператора (E + Γ)−1 следует, что∥∥bkDku; Lp(Ω)
∥∥ ≤ C2, p ∥Lu; Lp(Ω)∥ (u ∈ C∞

0 (Ω)) ,

где C2, p – положительная постоянная. Следовательно,∑
|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xu(x); Lp(Ω)

∥∥ ≤ M ∥L(x, Dx)u(x); Lp(Ω)∥ (2.2.12)

для всех u ∈ C∞
0 (Ω) , то есть неравенство (2.1.7) в случае u ∈ C∞

0 (Ω)

доказано.

Таким образом, первая часть утверждения теоремы 2.1.1 доказана.

Если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) и , 0 < τ < τ0 , где τ0 = τ0(n, r, p, κ) > 0 –

такое же положительное число, как в теореме 1.1.1, то согласно этой теоре-

ме замыкание L(p) оператора L = L(·, D) , D(L) = C∞
0 (Ω) , в пространстве

Lp(Ω) существует. Пусть u ∈ D(L(p)) . Тогда существует последователь-

ность функций u1(x), u2(x), . . . из класса C∞
0 (Ω) такая, что

uj −→
p
u, Luj −→

p
L(p)u.
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Из (2.2.12) следует, что∥∥bkDk (ui − uj) ; Lp(Ω)
∥∥ ≤ C2, p ∥L (ui − uj) ; Lp(Ω)∥ . (2.2.13)

Поэтому для произвольного ε > 0 имеем∥∥Dk (ui − uj) ; Lp(Ωε)
∥∥ −→ 0 (i, j −→ +∞), (2.2.14)

где

Ωε = {x ∈ Ω : |bk(x)| > ε} .

Так как uj −→
p
u , то из (2.2.14) следует, что в Ωε существует обобщенная

производная Dk
xu(x) в смысле С.Л. Соболева. Отсюда в силу произволь-

ности ε > 0 и непрерывности коэффициентов bk(x), |k| ≤ 2r, следует, что

обобщенная производная Dk
xu(x) в смысле С.Л. Соболева существует в

множестве Ω0 = {x ∈ Ω : bk(x) ̸= 0} . Учитывая это и переходя к пределу

j −→ +∞ в неравенстве (2.2.13) получим∥∥bkDku− bkD
kui; Lp(Ωε)

∥∥ ≤ C2, p ∥L (u− ui) ; Lp(Ω)∥

Отсюда в силу произвольности ε > 0 имеем∥∥bkDku− bkD
kui; Lp(Ω)

∥∥ ≤ C2, p ∥L (u− ui) ; Lp(Ω)∥ .

Следовательно, если переходит к пределу j −→ +∞ в неравенстве∑
|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xui(x); Lp(Ω)

∥∥ ≤ M ∥L(x, Dx)ui(x); Lp(Ω)∥ ,

то получим неравенство (2.1.7) для всех u ∈ D(L(p)) .

Теперь предположим, что L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), 0 < τ < t0 , где t0 =

t(r, n, pκ) – такое же положительное число, как в теореме 1.3.1. Тогда

согласно этой теореме имеет место следующее равенство

D(L(p)) = Wp, L(Ω), (2.2.15)
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где Wp, L(Ω) – функциональное пространство, определенное в §1.2, то есть

u(x) ∈ Wp, L(Ω) , если u(x) ∈ Lp(Ω) и L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω) . Норма в

пространстве Wp, L(Ω) определяется равенством (см. (1.2.5) )

∥u; Wp;L(Ω)∥ =


∫
Ω

|u(x)|pdx+
∫
Ω

|L(x, Dx)u(x)|p dx


1/p

.

Так как неравенство (2.1.7) доказано для всех u ∈ D(L(p)) , то из ра-

венство (2.2.15) следует, что неравенство (2.1.7) имеет место для всех

u(x) ∈ Lp(Ω) таких, что L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω) .

Теорема 2.1.2 доказана полностью.

2.3 Вспомогательные леммы

Нетрудно заметить, что если ω1(x), ω2(x) – положительные измеримые

в Ω функции и ω1(x) ≍ ω2(x) , то есть ω1(x) ≤ Mω2(x) ≤ 2Mω1(x) для

всех x ∈ Ω (M – положительная постоянная), то Lp -разделимость с весом

ω1(x) эквивалентна Lp -разделимости с весом ω2(x) . В условиях теоремы

2.1.1 не требуется дифференцируемость весовой функции ω(x) . Поэтому

мы сначала построим достаточно гладкую функцию h(x) эквивалентную

с ω(x) и для доказательства теоремы 2.1.1 докажем Lp -разделимость с

весом h(x) дифференциального выражения L(x, Dx) .

Лемма 2.3.1. Пусть ω(x) – измеримая положительная в Ω функция

и пусть существует число ν > 1 такое, что (см. (2.1.3))

ν−1 ≤ ω(x)

ω(y)
≤ ν (2.3.1)

для всех y ∈ Ω и всех x ∈ Πε,−→g (y). Тогда существует положитель-

ная функция h(x) ∈ C∞(Ω) такая, что для всех x ∈ Ω и для любого

мультииндекса k выполняются неравенства

h(x) ≤ ν ω(x) ≤ ν2 h(x), (2.3.2)

83



∣∣Dk
xh(x)

∣∣ ≤Mkν
|k|h(x)gk11 (x)gk22 (x) · · · gknn (x). (2.3.3)

Доказательство. Пусть {ψm(x)}∞m=1 – система функций, построенная

в лемме 1.1.1. Положим

h(x) =
∞∑
m=1

ψ2
m(x)ω(x

(m)), (2.3.4)

где x(m) – некоторая фиксированная точка из suppψm, m = 1, 2, 3, . . . .

Согласно утверждения п. 4) леммы 1.1.1 для всех x, y ∈ supp ψm ,

m = 1, 2, 3, . . . выполняется неравенство

|xj − yj| < ε2gj(x), j = 1, 2, . . . , n.

Поэтому в силу условии (2.3.1) имеем

ν−1 ≤ ω(x)

ω(x(m))
≤ ν (2.3.5)

для всех x ∈ suppψm, m = 1, 2, 3, . . . . Так как (см. п. 1) леммы 1.1.1 )
+∞∑
m=1

ψ2
m(x) ≡ 1 (x ∈ Ω),

то используя (2.3.4), (2.3.5) имеем

h(x) ≤ ν
∞∑
m=1

ψ2
m(x)ω(x) = νω(x) (x ∈ Ω),

ω(x) =
∞∑
m=1

ψ2
m(x)ω(x) ≤ ν

∞∑
m=1

ψ2
m(x)ω(x

(m)) = νh(x) (x ∈ Ω).

Отсюда следует (2.3.2).

Согласно утверждения п. 3) леммы 1.1.1 для любого мультииндекса k

существует конечное число Mk > 0 такое, что∣∣Dk
xψm(x)

∣∣ ≤Mkg
−k1
1 (x)g−k22 (x) . . . g−knn (x) (x ∈ Ω). (2.3.6)

Так как покрытие {supp ψm}+∞
m=1 области Ω имеет конечную кратность

Λ(n, λ) , где λ - константа из условия (2.1.6), и ψm(x) ≤ 1 (x ∈ Ω, m =

1, 2, 3, . . .) , то из (2.3.4), (2.3.6) следует (2.3.3).
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Лемма 2.3.1 доказана.

Поступая также как в доказательстве леммы 2.3.1 можно показать, что

функция

h∗(x) =
∞∑
m=1

ψ2
m(x)ω

−1(x(m)), (2.3.7)

где x(m) – некоторая фиксированная точка из suppψm, m = 1, 2, 3, . . . ,

принадлежит классу C∞(Ω) и удовлетворяет неравенствам

h∗(x) ≤ ν ω−1(x) ≤ ν2 h∗(x),∣∣Dk
xh∗(x)

∣∣ ≤Mkν
|k|h∗(x)g

k1
1 (x)gk22 (x) · · · gknn (x) (2.3.8)

для всех x ∈ Ω и для любого мультииндекса k .

Лемма 2.3.2. Пусть h(x), h∗(x) – определенные выше достаточно

гладкие положительные функции и пусть выполняется неравенство

(2.1.4). Тогда существует положительное чисто τ1 такое, что если

L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), τ ∈ (0, τ1),

то символ Lω(x, s) оператора1.

Lω(·, D) = hL(·, D)h∗, D(Lω) = C∞
0 (Ω),

принадлежит классу B(τµ1,
−→g ,Ω), где µ1 – некоторое положительное

число.

Доказательство. Представим оператор Lω(·, D) в виде

Lω(x, Dx) = h(x)h∗(x)L(x, Dx) + Lω(x, Dx), (2.3.9)

где символ Lω(x, s) оператора

Lω(x, Dx) =
∑
|k|≤2r

bω, k(x)D
k
x (2.3.10)

1функции h(x), h∗(x) в правой части этого равенства определены через ω(x) .
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имеет вид

Lω(x, s) =
∑
l′+k=l,

l′ ̸=0, |k|≤2r

Cl, l′al(x)h(x)
(
Dl′

xh∗(x)
)
sk.

Следовательно,

bω, k(x) =
∑
k+l′=l,
l′ ̸=0

Cl, l′al(x)h(x)
(
Dl′

xh∗(x)
)
. (2.3.11)

Здесь для заданного мультииндекса k суммирование берется по всем муль-

тииндексам l, l′ таким, что l′ + k = l, l′ ̸= 0 .

Далее докажем, что∑
k′+k′′=k,
|k|≤2r

∣∣∣bω, k(x)sk′gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)

∣∣∣ ≤ τ µ2|L(x, s)| (2.3.12)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn ; µ2 – некоторая положительная константа.

Согласно (2.3.8) для всех x ∈ Ω выполняется неравенство∣∣∣Dl′

xh∗(x)
∣∣∣ ≤Ml′ν

|l′|h∗(x)g
l′1
1 (x)gl

′
2

2 (x) · · · gl′nn (x).

Отсюда и из (2.3.11) имеем

|bω, k(x)| ≤M∗
∑
k+l′=l,
l′ ̸=0

|al(x)|gl
′
1

1 (x)gl
′
2

2 (x) · · · gl′nn (x).

Поэтому∑
k′+k′′=k,
|k|≤2r

∣∣∣bω, k(x)sk′gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)

∣∣∣ ≤
≤M∗

∑
k′+k′′=k,
|k|≤2r

∑
k+l′=l,
l′ ̸=0

|al(x)sk
′|gl

′
1+k

′′
1

1 (x)g
l′2+k

′′
2

2 (x) · · · gl′n+k′′nn (x).

Так как k′′ + l′ = l − k′ , то подставляя l − k′ = l′′ , имеем∑
k′+k′′=k,
|k|≤2r

∣∣∣bω, k(x)sk′gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)

∣∣∣ ≤
≤M∗

∑
k′+l′′=l,
|l|≤2r

|al(x)sk
′|gl

′′
1
1 (x)g

l′′2
2 (x) · · · gl

′′
n
n (x).
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Отсюда, в силу условии (II) из определения класса B(τ,−→g ,Ω) , следует

неравенство (2.3.12).

Доказанное выше неравенство (2.3.12) позволяет нам применить лемму

1.3.1. Пусть теперь L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) , где τ – некоторое число из ин-

тервала (0, 1/(2µ2)) . Тогда по лемме 1.3.1 из равенства (2.3.9) следует, что

символ Lω(x, s) принадлежит классу B(τ2,
−→g ,Ω), где τ2 ≥ 2τ(1 + 3µ2) и

µ2 – положительное число из правой части неравенства (2.3.12). Отсюда

следует утверждение леммы 2.3.2, если положим µ1 = 2(ν2 + 3µ2) . Здесь

мы также воспользовались неравенством

1

ν2
≤ h(x)h∗(x) ≤ ν2 (∀x ∈ Ω). (2.3.13)

Лемма 2.3.3. Пусть h(x), h∗(x) – положительные функции, опреде-

ленные равенствами (2.3.4), (2.3.7), соответственно, и пусть выполня-

ется неравенство (2.1.4). Тогда существует положительное чисто τ2

такое, что если L(x, Dx) – несимметрическое дифференциальное выра-

жение и

L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), τ ∈ (0, τ2),

то символ Lω(x, s) оператора

Lω(·, D) = hL(·, D)h∗, D(Lh) = C∞
0 (Ω),

принадлежит классу B(τµ3,−→g ,Ω), где µ3 – некоторое положительное

число.

Доказательство. Согласно утверждению леммы 2.3.2 Lω(x, s) ∈
B(τµ1,

−→g ,Ω) , где µ1 – некоторое положительное число. Поэтому Lω(x, s) ∈
B(τµ3,−→g ,Ω), µ3 ≥ µ1 , если для коэффициентов символа Lω(x, s) выпол-

няются условия гладкости вида (2.1.1) и имеет место аналог неравенства

(IVб) (см. §2.1). В силу равенства (2.3.9) эти условия имеют следующий

вид

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r), (2.3.14)
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Dl
xbω, k(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r), (2.3.15)∑

l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
x(h(x)h∗(x)ak(x))

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤

≤ τµ3|Lω(x, s)|, (2.3.16)∑
l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
xbω, k(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤ τµ3|Lω(x, s)| (2.3.17)

для всех x ∈ Ω , s ∈ Rn .

Условие (2.3.14) имеет место, так как по условиям леммы L(x, s) ∈
B(τ,−→g ,Ω) . Так как h(x), h∗(x) – достаточно гладкие функции, то из

условие (2.3.14) и равенство (2.3.11) следует (2.3.15).

Заметим, что из доказанного выше неравенства (2.3.12), в частности,

следует, что

|Lω(x, s)| ≤
∑
|k|≤2r

∣∣bω, k(x)sk∣∣ ≤ τ µ2|L(x, s)| (2.3.18)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn ; µ2 – некоторая положительная константа.

Так как (см. (2.3.9))

Lω(x, s) = h(x)h∗(x)L(x, s) + Lω(x, s),

то из неравенство (2.3.18) учитывая (2.3.13), имеем(
1

ν2
− τµ2

)
|L(x, s)| ≤ |Lω(x, s)| ≤

(
ν2 + τµ2

)
|L(x, s)|

Следовательно, если берем τ2 = 1/(2ν2µ2) , то при τ ∈ (0, τ2) выполняется

неравенство

|L(x, s)| ≤ 2ν2|Lω(x, s)| (x ∈ Ω, s ∈ Rn). (2.3.19)

Согласно определении класса B(τ,−→g ,Ω) в рассматриваемом случае вы-

полняется условие (IVб), то есть∑
l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
xak(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤ τ |L(x, s)|. (2.3.20)
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Так как (см. (2.3.3), (2.3.8) )∣∣Dk
xh(x)

∣∣ ≤Mkν
|k|h(x)gk11 (x)gk22 (x) · · · gknn (x).∣∣Dk

xh∗(x)
∣∣ ≤Mkν

|k|h∗(x)g
k1
1 (x)gk22 (x) · · · gknn (x)

для всех x ∈ Ω и для любого мультииндекса k , то∑
l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
x(h(x)h∗(x)ak(x))

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤

≤M ′
∗

∑
l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
x(ak(x))

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ,

где M ′
∗ - некоторая положительная постоянная. Отсюда в силу неравенств

(2.3.19), (2.3.20) следует (2.3.16).

Докажем неравенство (2.3.17). Так как (см. (2.3.11))

bω, k(x) =
∑

k=α−β,
β ̸=0

Cα, βaα(x)h(x)
(
Dβ
xh∗(x)

)
,

то ∣∣Dl
xbω, k(x)

∣∣ ≤M1

∑
γ+σ+ρ=l

∑
k=α−β,

β ̸=0

|Dγ
xaα(x)| |Dσ

xh(x)|
∣∣Dβ+ρ

x h∗(x)
∣∣ .

Далее, используя неравенства (2.3.3), (2.3.8), имеем∣∣Dl
xbω, k(x)

∣∣ ≤M1

∑
γ+σ+ρ=l

∑
k=α−β,

β ̸=0

h(x)h∗(x) |Dγ
xaα(x)| ×

× gσ1+β1+ρ11 (x)gσ2+β2+ρ22 (x) . . . gσn+βn+ρnn (x)

Так как h(x)h∗(x) ≍ const , то используя это неравенство имеем∑
l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
xbω, k(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤

≤M2

∑
l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∑
γ+σ+ρ=l

∑
k=α−β,

β ̸=0

∣∣∣Dγ
xaα(x)s

k′
∣∣∣×

×gσ1+β1+ρ1+k
′′
1

1 (x)g
σ2+β2+ρ2+k

′′
2

2 (x) . . . gσn+βn+ρn+k
′′
n

n (x).
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Вводим обозначение α′ = σ+β+ρ+k′′ . Тогда α′+k′+γ = α и последнее

неравенство примет вид∑
l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
xbω, k(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤

≤M3

∑
γ+k′+α′=α,
α′ ̸=0, |α|≤2r

∣∣∣(Dγ
xaα(x)) g

α′
1

1 (x)g
α′
2

2 (x) . . . gα
′
n

n (x)sk
′
∣∣∣ .

Далее применяя (2.3.20) имеем∑
l+k′+k′′=k,
k′′ ̸=0, |k|≤2r

∣∣∣(Dl
xbω, k(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ ≤ τµ′3|L(x, s)|.

Отсюда в силу (2.3.19) следует (2.3.17).

Лемма 2.3.3 доказана.

2.4 Доказательство теоремы 2.1.1

Для мультииндекса k такой, что |k| ≤ 2r , рассмотрим дифференциаль-

ное выражение

Lω,k (x, Dx) = h(x)
(
ak(x)D

k
x

)
h∗(x) =

∑
l≤k

bω, k, l(x)D
l
x. (2.4.1)

Докажем, что если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), τ ∈ (0, τ2) , где τ2 – такое же

число, как в лемме 2.3.3, то выполняется неравенство∑
l′+l′′=l,

l≤k

∣∣∣bω, k, l(x)gl′′11 (x)gl′′22 (x) . . . gl′′nn (x)sl′∣∣∣ ≤ µ4|Lω(x, s)| (2.4.2)

для всех x ∈ Ω, s ∈ Rn ; µ4 – некоторая положительная константа.

Для коэффициентов дифференциального выражения (2.4.1) имеем

bω, k, l(x) = h(x)ak(x)
(
Dk−l
x h∗(x)

)
.
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Поэтому, применяя неравенство (2.3.8), находим

∑
l′+l′′=l,

l≤k

∣∣∣bω, k, l(x)gl′′11 (x)gl′′22 (x) . . . gl′′nn (x)sl′∣∣∣ ≤
≤M ∗

1

∑
l′+l′′=l,

l≤k

h(x)h∗(x)
∣∣∣ak(x)gl′′1+k1−l11 (x)g

l′′2+k2−l2
2 (x) . . . gl

′′
n+kn−ln
n (x)sl

′
∣∣∣ .

Так как (см. (2.3.13) ) h(x)h∗(x) ≤ ν2 и l′′− l = −l′ , то вводя обозначения

k′ = l′, k′′ = k − l′ , имеем

∑
l′+l′′=l,

l≤k

∣∣∣bω, k, l(x)gl′′11 (x)gl′′22 (x) . . . gl′′nn (x)sl′∣∣∣ ≤
≤M ∗

1ν
2
∑

k′+k′′=k

∣∣∣ak(x)gk′′11 (x)g
k′′2
2 (x) . . . gk

′′
n
n (x)sk

′
∣∣∣ .

Отсюда в силу условии (II) из определения класса B(τ,−→g ,Ω) (см. §2.1)

следует, что∑
l′+l′′=l,

l≤k

∣∣∣bω, k, l(x)gl′′11 (x)gl′′22 (x) . . . gl′′nn (x)sl′∣∣∣ ≤M ∗
1ν

2τ |L(x, s)|.

Далее применяя неравенство (2.3.19), получим (2.4.2).

Теперь переходим к доказательству теоремы 2.1.1 в случае несиммет-

рических дифференциальных выражений. Пусть дифференциальное вы-

ражение (см. (2.1.2))

L(x,Dx) =
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x, x ∈ Ω,

несимметричное и его символ L(x, s) принадлежит классу B(τ,−→g ,Ω), τ ∈
(0, τ2) , где τ2 – такое же число, как в лемме 2.3.3. Тогда согласно лемме

2.3.3 символ Lω(x, s) принадлежит классу B(τµ3,−→g ,Ω) , где µ3 – некото-

рое положительное число. Учитывая это и неравенство (2.4.2) применим

теорему 2.1.2 к дифференциальным выражениям Lω,k(x, Dx) и Lω(x, Dx) .
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В результате имеем∥∥h(x) (ak(x)Dk
x

)
h∗(x)v; Lp(Ω)

∥∥ ≤

≤M0(n, r, p, κ, ν) ∥Lω(x, Dx)v; Lp(Ω)∥ (2.4.3)

для всех v ∈ Lp(Ω) таких, что Lω(x, Dx)v ∈ Lp(Ω) . Так как h(x) ≍ ω(x)

и Lω(x, Dx) = h(x)L(x, Dx)h∗(x) , то∥∥ω(x)ak(x) (Dk
xh∗(x)v(x)

)
; Lp(Ω)

∥∥ ≤

≤M1(n, r, p, κ, ν) ∥ω(x)L(x, Dx)(h∗(x)v(x)); Lp(Ω)∥ .

Подставляя в этом равенстве v(x) = h−1
∗ (x)u(x) , получим∥∥ω(x)ak(x)Dk

xu(x); Lp(Ω)
∥∥ ≤

≤M2(n, r, p, κ, ν) ∥ω(x)L(x, Dx)u(x); Lp(Ω)∥ (2.4.4)

для всех u(x) ∈ L1, loc(Ω) таких, что обобщенная функция ω(x)L(x, Dx)u(x) ∈
L1, loc(Ω) , и при этом

ω(x)u(x) ∈ Lp(Ω), ω(x)L(x, Dx)u(x) ∈ Lp(Ω).

Неравенство (2.4.4) означает Lp -разделимость с весом ω(x) дифференци-

ального выражения L(x, Dx) .

Теорема 2.1.1 в случае несимметрических дифференциальных выраже-

ний доказана.

Теперь предположим, что L(x, Dx) – симметричное дифференциальное

выражение. Обозначим через L′
ω(x, s) символ дифференциального опера-

тора

L′
ω(x, Dx) = h∗(x)L

′(x, Dx)(h(x)u(x)),

где L′(x, s) – символ формально сопряженного к L(x, Dx) дифференци-

ального выражения. Если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) , то L′(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω) .
Поэтому, поступая также как в доказательстве леммы 2.3.2 можно до-

казать, что L′
ω(x, s) ∈ B(τµ5,

−→g ,Ω) , если L(x, s) ∈ B(τ,−→g ,Ω), τ ∈
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(0, τ2) . Здесь µ5 – некоторое положительное число, зависящее только от

n, r, p, κ, ν .

Пусть положительные числа τ0 = τ0(r, n, q, κ, δ) , t∗ = t∗(r, n, p, κ, δ)
такие же, как в теореме 1.1.1. и теореме 2.1.2. Далее предположим, что

число τ удовлетворяет условию

0 < τ <
1

µ∗
min{τ0, t∗}, µ∗ = max{µ3, µ5}.

Тогда, согласно доказанным выше включениям, для символа L(x, s) из

класса B(τ,−→g ,Ω) существуют положительные числа τ ∗1 , τ
∗
2 такие, что

Lω(x, s) ∈ B(τ ∗1 ,
−→g ,Ω), τ ∗1 < t∗(r, n, p, κ, δ), (2.4.5)

L′
ω(x, s) ∈ B(τ ∗2 ,

−→g ,Ω), τ ∗2 < τ0(n, r, q, κ, δ).

Включение (2.4.5) и неравенство (2.4.2) позволяет применить теорему

2.1.2, согласно которой выполняется неравенство (2.4.3) для всех v(x) ∈
C∞

0 (Ω) . По непрерывности это неравенство распространяется для вех

функций v(x) ∈ D(Lω, (p)) . Также как в случае несимметричных диффе-

ренциальных выражений из неравенства (2.4.3) следует Lp -разделимость

с весом ω(x) дифференциального выражения L(x, Dx) , если неравенство

(2.4.3) имеет место для всех v(x) ∈ Wp, Lω
(Ω) .

Напомним определение (см. §1.2) пространство Wp, Lω
(Ω) , где диффе-

ренциальное выражение Lω(x, Dx) определяется равенством (см. (2.3.9),

(2.3.10))

Lω(x, Dx) = h(x)h∗(x)
∑
|k|≤2r

ak(x)D
k
x +

∑
|k|≤2r

bω, k(x)D
k
x.

В условиях теоремы 2.1.1 выполняется следующее условие гладкости (см.

(2.1.1) )

Dl
xak(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r). (2.4.6)

Отсюда и из (2.3.3), (2.3.8), (2.3.11) следует, что

Dl
xbω, k(x) ∈ L∞, loc(Ω) (|l| ≤ |k| ≤ 2r). (2.4.7)
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Выполнение условий гладкости (2.4.6), (2.4.7) позволяют для произ-

вольной функции v(x) ∈ L1, loc(Ω) определить обобщенные функции

h(x)h∗(x)ak(x)D
k
xv(x) (|k| ≤ 2r) , bω, k(x)Dk

xv(x) (|k| ≤ 2r) по форму-

лам ⟨
hh∗akD

kv, φ
⟩
= (−1)|k|

∫
Ω

v(x)Dk
x (h(x)h∗(x)ak(x)φ(x)) dx, (2.4.8)

⟨
bω, kD

kv, φ
⟩
= (−1)|k|

∫
Ω

v(x)Dk
x (bω, k(x)φ(x)) dx (2.4.9)

для всех φ ∈ C∞
0 (Ω) . Для v(x) ∈ Lp(Ω) через Lω(x, Dx)v(x) обозна-

чим сумму всех обобщенных функций h(x)h∗(x)ak(x)D
k
xv(x), |k| ≤ 2r,

bω, k(x)D
k
xv(x), |k| ≤ 2r, определенных равенством (2.4.8), (2.4.9), соот-

ветственно.

По определению пространство Wp, Lω
(Ω) состоит из всех v(x) ∈ Lp(Ω) ,

для которых обобщенная функция Lω(x, Dx)v(x) принадлежит простран-

ству Lp(Ω) . Норма в пространстве Wp, Lω
(Ω) определяется равенством

∥v; Wp;Lω
(Ω)∥ =


∫
Ω

|v(x)|pdx+
∫
Ω

|Lω(x, Dx)v(x)|p dx


1/p

.

Из определения сопряженного оператора (см. лемму 1.1.4) следует ра-

венство Wp;Lω
(Ω) = D((L′

ω, (q))
∗) и аналогично равенству (1.3.15) доказы-

вается, что
(
L′
ω, (q)

)∗
= Lω, (p). Откуда следует, что

D((L′
ω, (q))

∗) = D(Lω, (p)). (2.4.10)

Выше мы доказывали (2.4.3) для всех v(x) ∈ D(Lω, (p)) . Так как

D(Lω, (p)) = D((L′
ω, (q))

∗) = Wp;Lω
(Ω),

то неравенство (2.4.3) имеет место для всех v(x) ∈ Wp, Lω
(Ω) , и это

означает Lp -разделимость с весом ω(x) дифференциального выражения

L(x, Dx) .

Теорема 2.1.1 доказана.

94



Заключение

Таким образом, в диссертационной работе найдены достаточные условия

Lp−разделимости и Lp−разделимости с весом ω(x) эллиптических диф-

ференциальных операторов общего вида произвольного четного порядка

в случае когда область Ω и функции gj(x), j = 1, 2, . . . , n , характеризую-

щие вырождение коэффициентов исследуемого оператора, удовлетворяют

условию погружения. Условие погружения впервые было введено в работе

П.И.Лизоркина. Как было отмечено в его работе ограниченные и неогра-

ниченные области с границами удовлетворяющими условию Липщица и

степенные весовые функции удовлетворяют условию погружения.

Класс исследуемых дифференциальных операторов достаточно широк.

Допускается случай когда коэффициенты исследуемого оператора имеют

разные вырождения нестепенного характера по разным независимым пе-

ременным.

Наряду с теоремами разделимости в работе получены результаты о

непрерывной обратимости одного широкого класса вырождающихся диф-

ференциальных операторов в пространстве Lp(Ω) и доказаны теоремы о

плотности класса бесконечно дифференцируемых финитных функций в

некоторых весовых пространствах, норма которых задается с помощью

общего дифференциального выражения с частными производными. Эти

результаты могут найти дальнейшие приложения при исследовании разре-

шимости краевых задач для вырождающихся эллиптических уравнений в

ограниченных или неограниченных областях, а также при изучении диф-

ференциальных свойств решений таких задач.
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