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Введение

Актуальность и степень разработанности темы исследова

ния. Диссертационная работа посвящена исследованию разрешимости

вариационной задачи Дирихле для эллиптических операторов высшего

порядка во всем 𝑛-мерном евклидовом пространстве 𝑅𝑛 . Исследуемые

операторы порождаются с помощью полуторалинейных интегро-диффе

ренциальных форм, коэффициенты которых имеют степенное вырожде

ние на бесконечности и, в общем случае, могут не удовлетворять условию

коэрцитивности.

Исследование разрешимости краевых задач для вырождающихся диф

ференциальных уравнений является одной из бурно развивающихся обла

стей теории дифференциальных уравнений. Как отмечено авторами мно

гих обзорных работ, существуют многообразные способы вырождения,

которые требуют применения соответствующих разных методов, и в на

стоящее время не существует единой теории, которая охватывала бы все

результаты этого направления.

Применяемый нами метод основан на элементах теории весовых функ

циональных пространств (теоремы вложения, эквивалентные нормировки,

теоремы о плотности гладких функций и т.д.). Первый результат типа

теорем вложения для весовых пространств функций многих переменных

был получен в 1938 г. в работе В.И.Кондрашова [35]. Систематическое

изучение весовых пространств с весом, равным расстоянию до границы

области в положительной степени, а так же их приложения к решению

краевых задач для вырождающихся на границе ограниченной области

эллиптических дифференциальных уравнений, впервые было проведено

в монографии Л.Д.Кудрявцева [36]. Обзор работ и подробная библио

графия по весовым функциональным пространствам содержатся в моно

графиях C.М.Никольского [51], Х.Трибеля [57, 58] и статьях О.В.Бесова,
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Л.Д. Кудрявцева, П.И.Лизоркина, С.М.Никольского [3], Л.Д.Кудрявцева,

С.М.Никольского [40].

Достаточно полный обзор полученных результатов в теории краевых

задач для вырождающихся эллиптических дифференциальных уравнений

содержится в работах В.П.Глушко, Ю.Б.Савченко [17], С.З.Левендорского,

Б.П.Панеяха [41], С.М.Никольского, П.И.Лизоркина, Н.В.Мирошина [52],

О.А.Олейника, Е.В.Радкевича [53], М.М.Смирнова [54], С.А.Терсенова

[55], Х.Трибеля [58] и С.В.Успенского, Г.В.Демиденко, В.Г.Перепелкина

[59].

Наши исследования в основном примыкают к исследованиям, про

веденным в работах Б.Л.Байдельдинова [1, 2], К.Х.Бойматова [4] – [10],

К.Х.Бойматова, С.А.Исхокова [12, 13], А.А.Вашарина [14], А.А.Вашарина,

П.И.Лизоркина [15], С.А.Исхокова [19, 20, 21, 22], С.А.Исхокова, А.Ё.

Куджмуродова [29, 30, 31, 32], Л.Д.Кудрявцева [36] – [39], П.И.Лизоркина

[42], П.И.Лизоркина, С.М.Никольского [44, 45], П.И.Лизоркина, Н.В. Ми

рошина [43], Н.В.Мирошина [46] – [50].

Случай, когда исследуемые дифференциальные операторы порож

даются с помощью некоэрцитивных полуторалинейних форм, сопря

жен с многими техническими трудностями и впервые рассматривался

в работе К.Х.Бойматова [5]. Позже этот случай исследовался в рабо

тах К.Х.Бойматова [6] – [10], К.Х.Бойматова и С.А.Исхокова [12, 13],

С.А.Исхокова [19, 21, 23], С.А.Исхокова и А.Г.Каримова [27, 28]. Метод,

разработанный в этих работах, существенно опирается на ограниченность

области Ω 𝑛-мерного евклидова пространства 𝑅𝑛 , в которой задается ис

следуемый дифференциальный оператор. Усовершенствование этого ме

тода в работах [21], [26] позволяло исследовать дифференциальные опе

раторы, заданные в неограниченных областях, которые очень близки к

ограниченным (предельно-цилиндрическая область с нулевым диаметром

в бесконечности).
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В отличие от этих исследований, в настоящей диссертационной ра

боте разрешимость вариационной задачи Дирихле впервые изучается в

случае вырождающихся эллиптических операторов высшего порядка во

всем пространстве, ассоциированных с некоэрцитивными полуторалиней

ными формами.

Разрешимость задачи Дирихле для различных классов вырождаю

щихся эллиптических уравнений исследовалась в работах J.H.Chabrowski

[60, 61, 62], D.Kim [66], S.V.Lototsky [68], A.C.Cavalheiro [63], H.Chen, P.Luo

[64], H.Chen, X.Liu [65]. В этих работах также применяется метод, осно

ванный на предварительном изучении свойств соответствующих весовых

пространств дифференцируемых функций многих вещественных перемен

ных.

Относительно работ по вырождающимся эллиптическим уравнениям,

в которых применяются методы, отличные от метода настоящей дис

сертационной работы, отметим также монографии S.Levendorskii [67],

E.W.Stredulinsky [70], P.R.Popivanov, D.K.Palagachev [69], С.А.Терсенов

[55].

Цель диссертации. Целью диссертационной работы является ис

следование разрешимости однородной вариационной задачи Дирихле во

всем пространстве для эллиптических операторов высшего порядка со

степенным вырождением на бесконечности в случае, когда соответству

ющая полуторалинейная форма может не удовлетворять условию коэрци-

тивности. Здесь и далее коэрцитивность формы понимается в смысле

определения 2.0.1 работы [52]: если 𝐻0 – гильбертово пространство со

скалярным произведением (·, ·)0 и нормой ‖ ·‖0 , 𝐻+ – другое гильбертово

пространство с нормой ‖ · ‖+ , плотно вложенное в 𝐻0 , то определенная в

𝐻+ полуторалинейная форма 𝑃 [𝑢, 𝑣] называется 𝐻+ -коэрцитивной отно

сительно 𝐻0 , если найдутся числа 𝜇0 ∈ 𝑅, 𝛿0 > 0 такие, что

Re𝑃 [𝑢, 𝑢] + 𝜇0‖𝑢‖20 ≥ 𝛿0‖𝑢‖2+
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для всех 𝑢 ∈ 𝐻+ .

Объекты исследования. Объектами исследования являются эллип-

тические операторы высокого порядка во всем пространстве со степенным

вырождением на бесконечности, которые порождаются с помощью некоэр-

цитивных полуторалинейных интегро-дифференциальных форм.

Методы исследования. Применяемый в диссертации метод основан

на элементах функционального анализа и теории пространств дифферен-

цируемых функций многих вещественных переменных со степенным ве

сом: теоремы вложения, эквивалентные нормировки, теоремы о плотности

гладких функций и т.д.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются

новыми, представляют научный интерес и состоят в следующем:

1. Доказана теорема о существовании и единственности решения од

нородной вариационной задачи Дирихле для эллиптических операторов

высшего порядка во всем пространстве, соответствующие полуторалиней

ные формы которых, в общем случае, не удовлетворяют условию коэрци

тивности, и коэффициенты которых имеют согласованное степенное вы

рождение на бесконечности.

2. В зависимости от гладкости коэффициентов и правой части урав

нения исследована гладкость решения однородной вариационной задачи

Дирихле для эллиптических операторов высшего порядка во всем про

странстве, соответствующие полуторалинейные формы которых, в общем

случае, не удовлетворяют условию коэрцитивности, и коэффициенты ко

торых имеют согласованное степенное вырождение на бесконечности.

3. Доказана теорема о существовании и единственности решения од

нородной вариационной задачи Дирихле для эллиптических операторов

высшего порядка во всем пространстве, соответствующие полуторалиней

ные формы которых, в общем случае, не удовлетворяют условию коэрци

тивности, и коэффициенты которых имеют несогласованное степенное вы
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рождение на бесконечности. Введено понятие старшей формы и доказано,

что весовые функции пространства решений исследуемой задачи зависят

только от степеней вырождения коэффициентов старших форм.

4. Исследованы дифференциальные свойства решения вариационной

задачи Дирихле для эллиптических операторов высшего порядка во всем

пространстве с несогласованным вырождением коэффициентов на беско

нечности в случае, когда соответствующие полуторалинейные формы мо

гут не удовлетворять условию коэрцитивности.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты, полу

ченные в диссертации, носят теоретический характер. Они могут быть

использованы при развитии теории вариационных задач для вырождаю

щихся эллиптических операторов высокого порядка, порожденных с помо

щью некоэрцитивных полуторалинейных форм, а также при исследовании

спектральных свойств таких операторов.

Практическая ценность работы определяется прикладной значимо

стью вырождающихся дифференциальных уравнений в решении приклад

ных задач механики и других разделов физики.

Степень достоверности результатов проведенных исследова

ний. Достоверность результатов диссертационной работы обеспечивается

строгими математическими доказательствами всех утверждений, приве

денных в диссертации, подтверждается исследованиями других авторов.

Апробация результатов. Основные результаты работы докладыва

лись автором и обсуждались на семинаре отдела теории функции и функ

ционального анализа и общеинститутском семинаре Института математи

ки им. А. Джураева АН Республики Таджикистан. Результаты диссерта

ции были представлены в ходе выступлений на следующих конференциях:

∙ Международная научная конференция «Дифференциальные уравне-

ния, математический анализ и теория чисел», посвящённая 25-летию
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XVI сессии Верховного Совета Республики Таджикистан, Курган

тюбе, 27-28 октября 2017 г.

∙ Международная научная конференция «Современные проблемы ма-

тематики и ее приложений». Филиал МГУ им. М.В. Ломоносова, г.

Душанбе, 20-21 июня 2018 г.

∙ Международная научная конференция «Современные проблемы ма-

тематики и её приложений», посвящённая 70-летию со дня

рождения академика АН РТ, доктора физико-математических наук,

профессора М.Илолова, Душанбе, 14-15 марта 2018 г.

∙ Международная научная конференция «Современные проблемы ал

гебры и теории чисел», посвящённая 90-летию со дня рождения про

фессора Г.Б.Бобоева, Душанбе, 27-28 ноября 2018 г.

∙ II-ая Международная научно-практическая конференция «Наука и

инновационные разработки - Северу», Россия, г. Мирный, 14-15 марта

2019 г.

∙ Республиканская научно-практическая конференция «Актуальные

вопросы дифференциальных уравнений, математического анализа,

алгебры и теории чисел и их приложения», г. Душанбе, Российско

Таджикский (Славянский) университет, 17 мая 2019 г.

Публикации.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [71-A] –

[80-A], список которых приведен в конце диссертации. Работы [71-A] –

[74-A] опубликованы в журналах из перечня рецензируемых научных жур

налов и изданий, рекомендованных ВАК при Президенте РТ. В работах,

опубликованных в соавторстве с научным руководителем, соавтору при

надлежит постановка задач и выбор метода доказательств результатов.
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Краткое содержание диссертации

Работа состоит из настоящего введения, двух глав и списка литерату

ры. Используется тройная нумерация теорем, лемм, следствий и формул,

в которой первый номер совпадает с номером главы, второй указывает на

номер параграфа, а третий – на порядковый номер теорем, лемм, след

ствий или формул в данном параграфе. Для удобства чтения в начале

каждой главы приводится краткая информация о ее содержании.

Во введении даётся обоснование актуальности темы диссертации,

приведен обзор литературы по теме исследования, описана структура дис

сертации и изложены её основные результаты.

Первая глава диссертационной работы, состоящая из четырех пара

графов, посвящена изучению однородной вариационной задачи Дирихле

для одного класса эллиптических операторов во всем пространстве, свя

занных с некоэрцитивными полуторалинейными интегро-дифференциаль

ными формами, со степенными вырождениями на бесконечности. Здесь од

нородность граничных условий задачи Дирихле понимается в том смысле,

что решение исследуемой задачи ищется в функциональном пространстве,

в котором плотен класс бесконечно дифференцируемых финитных функ

ций.

В первом параграфе сформулированы основные результаты главы.

Пусть 𝑅𝑛 – 𝑛-мерное евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ,

𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛) – мультииндекс, |𝑘| = 𝑘1 + 𝑘2 + · · ·+ 𝑘𝑛 – длина муль

тииндекса 𝑘 . Обозначим через

𝑢(𝑘)(𝑥) =
𝜕|𝑘|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑘11 𝜕𝑥
𝑘2
2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑛𝑛

обобщенную в смысле С.Л. Соболева производную функции 𝑢(𝑥) муль

тииндекса 𝑘 . Пусть 𝑟 – натуральное, 𝛼, 𝑝 – вещественные числа и

1 < 𝑝 < ∞ . Символом 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛) обозначим пространство функций 𝑢(𝑥) ,

определенных во всем пространстве 𝑅𝑛 , имеющих производные порядка
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𝑟 с конечной нормой

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝑑𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥+

∫︁
𝑑𝑝(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

,

где 𝑑(𝑥) = (1 + |𝑥|2)−1/2 . Здесь и далее все интегралы берутся по всему

𝑅𝑛 .

Пространство 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛) хорошо изучено в монографии Х.Трибелья.

Оно является частным случаем пространства 𝑉 𝑟
𝑝 (Ω;𝜎, 𝛿) , введенного и

изученного в работах К.Х.Бойматова, С.А.Исхокова [4, 12, 20]. Согласно

результатам этих работ, для любого натурального числа 𝑟 и вещественных

чисел 𝛼, 𝑝 , причем 1 < 𝑝 < ∞ , множество 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) плотно в пространстве

𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛) .

Пусть 𝛿 – вещественное число. Вводим пространство 𝐿𝑝, 𝛿(𝑅
𝑛) с нор

мой

‖𝑢; 𝐿𝑝, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ =

{︂∫︁ (︀
𝑑𝛿(𝑥) |𝑢(𝑥)|

)︀𝑝
𝑑𝑥

}︂1/𝑝

.

Пространство 𝐿𝑝, 𝛿(𝑅
𝑛) при 𝑝 = 2 является гильбертовым пространством,

и скалярное произведение в 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) определяется равенством

(𝑢, 𝑣)𝛿 =

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

Определим пространство
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ – пополнение пространства

𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) по норме⃦⃦⃦

𝑓 ;
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

= sup
|(𝑓, 𝑣)𝛼+𝑟|⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦ ,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑣(𝑥) ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛) .

На функциях 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) рассмотрим интегро-дифференциаль

ную полуторалинейную форму

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (0.1)
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коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) которой являются ограниченными комплекснознач

ными функциями.

Наряду с формой (0.1) вводим следующую функцию

𝐴(𝑥, 𝜁) =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 ⊂ C.

Предположим, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 , 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 ⊂ C выполнены

условия

|arg𝐴(𝑥, 𝜁)| < 𝜙,∑︁
|𝑘|=𝑟

|𝜁𝑘|2 ≤ 𝑀Re {𝛾(𝑥)𝐴(𝑥, 𝜁)} ,

где 𝜙 – некоторое число из интервала (0, 𝜋) , отличная от нуля комплекс

нозначная функция 𝛾(𝑥) всюду непрерывна и для любого числа 𝜈 > 0

существует число 𝑅𝜈 > 0 такое, что |𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑦)| < 𝜈 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛

таких, что |𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈 . Здесь и далее считается, что функция arg𝑧

принимает значения на полуинтервале (−𝜋, 𝜋] .

Задача 𝐷𝜆 . Для заданного функционала 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ требуется

найти решение 𝑢(𝑥) уравнения

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛), (0.2)

принадлежащее пространству 𝑉 𝑟
2,𝛼(𝑅

𝑛) .

Теорема 0.1. Пусть выполнены все сформулированные выше условия.

Тогда существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что если 𝜆 ≥ 𝜆0 , то для любого

заданного функционала 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ задача 𝐷𝜆 имеет единственное

решение, и при этом справедлива оценка⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

,

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

Если коэффициенты формы (0.1) и правая часть уравнения (0.2) обла

дают более хорошими свойствами гладкости, то можно исследовать глад

кость решения задачи 𝐷𝜆 .
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Теорема 0.2. Пусть выполнены все условия теоремы 0.1. Пусть так

же существует натуральное число 𝑚0 такое, что⃒⃒⃒
𝑎
(𝑠)
𝑘𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀𝑑|𝑠|(𝑥)

для любого мультииндекса 𝑠 такого, что |𝑠| ≤ 𝑚0 . Тогда при 𝜆 ≥ 𝜆0 ,

где 𝜆0 – такое же число, как в теореме 1, для любого заданного эле

мента 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′ , где целое число 𝑚 такое, что 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 ,

существует решение 𝑢(𝑥) задачи 𝐷𝜆 ; оно принадлежит пространству

𝑉 𝑟+𝑚
2,𝛼−𝑚(𝑅

𝑛), и имеет место неравенство⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟+𝑚

2,𝛼−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

,

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

Во втором параграфе приводятся некоторые известные вспомога

тельные леммы и теоремы, которые в последующих параграфах приме

няются в процессе доказательства основных результатов работы. Во всех

работах, где изучались дифференциальные операторы, ассоциированные с

некоэрцитивными полуторалинейными формами в ограниченной области,

всегда использовалось конечное разбиение единицы области. С помощью

конечного разбиения единицы невозможно исследовать подобные диффе

ренциальные операторы во всем пространстве. Поэтому мы используем

специальное бесконечное разбиение единицы конечной кратности, кото

рое построено в следующей лемме.

Лемма 0.1. Пусть функция 𝛾(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, такая же, как в теореме

0.1, и пусть 𝜈 – достаточно малое положительное число. Тогда суще

ствуют неотрицательные функции 𝜙𝑚(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛), 𝜂𝑚(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛),

𝑚 = 1, 2, . . . , такие, что:

а) система функций
{︀
𝜙2
𝑚(𝑥)

}︀∞
𝑚=1

образует разбиение единицы про

странства 𝑅𝑛 с конечной кратностью, то есть
∞∑︁

𝑚=1

𝜙2
𝑚(𝑥) ≡ 1, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛
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и если 𝜒𝑚(𝑥) – характеристическая функция supp𝜙𝑚 , то существует

конечное число Λ𝑛 , зависящее только от 𝑛, такое, что

1 ≤
∞∑︁

𝑚=1

𝜒𝑚(𝑥) ≤ Λ𝑛 для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛;

б) функция 𝜂𝑚(𝑥) обращается в единицу в некоторой окрестности

множества 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙𝑚 и 0 ≤ 𝜂𝑚(𝑥) ≤ 1 для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ;

в) функции 𝜙𝑚(𝑥), 𝜂𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . ., удовлетворяют неравен

ствам ⃒⃒⃒
𝜙(𝑘)
𝑚 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶1 𝑑

|𝑘|(𝑥),
⃒⃒⃒
𝜂(𝑘)𝑚 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶1 𝑑

|𝑘|(𝑥), |𝑘| ≤ 𝑟, (12)

положительные числа 𝐶1, 𝐶2 не зависят от 𝑚 и 𝑟 ;

г) |𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑦)| < 𝜈 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜂𝑚 (𝑚 = 1, 2, . . .).

В третьем параграфе подробно доказывается сформулированная

выше теорема 0.1 о разрешимости однородной вариационной задачи Ди

рихле для вырождающихся эллиптических операторов во всем простран

стве, ассоциированных с некоэрцитивными формами. Здесь однородность

граничных условий задачи Дирихле понимается в том смысле, что реше

ние исследуемой задачи ищется в функциональном пространстве, в кото

ром плотен класс бесконечно дифференцируемых финитных функций.

В четвертом параграфе первой главы доказывается теорема 0.2

о гладкости решения исследуемой вариационной задачи Дирихле.

Вторая глава диссертационной работы посвящена исследованию ва

риационной задачи Дирихле для одного класса эллиптических операторов

высшего порядка во всем 𝑛-мерном евклидовом пространстве в случае

несогласованности вырождения коэффициентов на бесконечно

сти. Постановка исследуемой задачи связана с интегро-дифференциаль

ной полуторалинейной формой, которая может не удовлетворять условию

коэрцитивности. Вводится понятие старшей формы и в соответствии с по

ведением коэффициентов старших форм определяется основное весовое
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нормированное пространство, в котором ищется решение основной зада

чи работы. В первом параграфе сформулированы основные результаты

второй главы.

Пусть 𝑟 – натуральное число и 𝐽 – некоторое подмножество множе

ства {0, 1, . . . , 𝑟} , причем 𝑟 ∈ 𝐽 . Пусть 𝛼𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽, – вещественные числа.

Рассмотрим дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

(−1)𝑗
(︁
𝑑(𝑥)2𝛼𝑗𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)
)︁(𝑙)

, (0.3)

который понимается в смысле теории распределений на 𝑅𝑛 . Предполага

ется, что коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, являются ограниченными ком

плекснозначными функциями.

Определение 0.1. Вырождение коэффициентов оператора (0.3) на

зывается согласованным, если существует число 𝛼 такое, что

𝛼𝑗 = 𝛼 − 𝑗 + 𝑟 при всех 𝑗 ∈ 𝐽. В противном случае оно называется

несогласованным.

Постановка вариационной задачи Дирихле для оператора (0.3) связа

на со следующей полуторалинейной формой

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥. (0.4)

Форму (0.4) представим в виде

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗[𝑢, 𝑣], 𝐵𝑗[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

и дадим следующее определение

Определение 0.2. Форму 𝐵𝑟[𝑢, 𝑣] назовем старшей. Далее обозна

чим для удобства 𝑟 через 𝑗1 . Другие старшие формы определим по

индукции. Пусть уже указаны старшие формы 𝐵𝑗1[𝑢, 𝑣], . . . , 𝐵𝑗𝑝−1
[𝑢, 𝑣]
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(𝑗1 > 𝑗2 > · · · > 𝑗𝑝−1) и пусть 𝑗𝑝 наибольшее число из множества 𝐽 ,

меньше 𝑗𝑝−1 , для которого выполняется неравенство

𝛼𝑗𝑝 + 𝑗𝑝 < min
1≤ℎ≤𝑝−1

(𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ).

Тогда форму 𝐵𝑗𝑝[𝑢, 𝑣] также назовем старшей. Если же такого 𝑗𝑝 не

найдется, то старшими будем называть только формы

𝐵𝑗1[𝑢, 𝑣], . . . , 𝐵𝑗𝑝−1
[𝑢, 𝑣], при этом 𝑝 − 1 обозначим через 𝑝, то есть

𝑝 – количество старших форм. Далее через 𝑞 обозначим количество не

старших форм.

Вводим пространство H+ комплекснозначных функций 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

с конечной нормой

‖𝑢; H+‖ =

{︃
𝑝∑︁

ℎ=1

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ

2;𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦2}︃1/2

.

Из свойства пространства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛) (см., например, [4]) следует, что

множество 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) плотно в пространстве H+ и

‖𝑓 ; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ≤ ‖𝑢; H+‖ ∀𝑢 ∈ H+.

Символом H− обозначим пополнение пространства 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) по норме

‖𝑓 ; H−‖ = sup
|(𝑓, 𝑢)𝛿|
‖𝑢; H+‖

,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑢 ∈ H+ . Элемен

ты из H− отождествляются с соответствующими антилинейными непре

рывными функционалами над H+ . Действие функционала 𝐹 ∈ H− на

функцию 𝑢 ∈ H+ будем обозначать символом ⟨𝐹, 𝑣⟩ .
Рассмотрим вариационную задачу Дирихле для оператора (0.3).

Задача D𝜆 . Для заданного функционала 𝐹 ∈ H− требуется найти

решение 𝑢(𝑥) уравнения

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)𝛿 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛), (0.5)

принадлежащего пространству H+ .
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Теорема 0.3. Пусть для каждого ℎ ∈ {1, . . . , 𝑝} найдутся числа

𝜙ℎ ∈ (𝑜, 𝜋), 𝑀 > 0 и отличная от нуля комплекснозначная всю

ду непрерывная функция 𝛾ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, такие, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ,

𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 ⊂ C выполняются следующие неравенства:

|arg𝐴ℎ(𝑥, 𝜁)| < 𝜙ℎ,∑︁
|𝑘|=𝑗ℎ

|𝜁𝑘|2 ≤ 𝑀Re {𝛾ℎ(𝑥)𝐴ℎ(𝑥, 𝜁)} .

Пусть для любого числа 𝜈 > 0 существует число 𝑅𝜈 > 0 такое,

что |𝛾ℎ(𝑥)− 𝛾ℎ(𝑦)| < 𝜈 для любого ℎ = 1, 𝑝 и всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 таких,

что |𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈 .

Тогда существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что если 𝜆 ≥ 𝜆0 , то для

любого заданного функционала 𝐹 ∈ H− задача D𝜆 имеет единственное

решение, и при этом справедлива оценка

‖𝑢; H+‖ ≤ 𝑀0 ‖𝐹 ; H−‖ ,

где число 𝑀0 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

Далее исследуем гладкость решения задачи D𝜆 в зависимости от глад

кости коэффициентов 𝑎𝑘𝑙(𝑥) эллиптического оператора (0.3) и правой ча

сти 𝐹 уравнения (0.5). Для этого сначала определим соответствующие

функциональные пространства.

Пусть 𝑠 – целое неотрицательное число. Вводим пространство H𝑠
+

комплекснозначных функций 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, с конечной нормой

‖𝑢; H𝑠
+‖ =

{︃
𝑝∑︁

ℎ=1

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ+𝑠

2;𝛼𝑗ℎ
−𝑠(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2}︃1/2

.

Нетрудно проверить, что

‖𝑓 ; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ≤ ‖𝑢; H𝑠

+‖ ∀𝑢 ∈ H+,

для любого целого неотрицательного числа 𝑠 . Следовательно H𝑠
+ вложено

в 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) .
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Символом H−𝑠
− обозначим пополнение пространства 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛) по нор

ме ⃦⃦
𝑓 ; H−𝑠

−
⃦⃦
= sup

|(𝑓, 𝑢)𝛿|
‖𝑢; H𝑠

+‖
,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑢 ∈ H𝑠
+ . Элемен

ты из H−𝑠
− отождествляются с соответствующими антилинейными непре

рывными функционалами над H𝑠
+ .

Замечание 0.1. Из определений пространств H+, H− H𝑠
+ и H−𝑠

− сле

дует, что пространства H𝑠
+ , H−𝑠

− при 𝑠 = 0 совпадают с H+ , H− ,

соответственно, то есть H0
+ = H+ , H0

− = H− .

Теорема 0.4. При всех целых 𝑠 ≥ 0 и вещественных 𝛼𝑗ℎ, ℎ = 1, 𝑝,

множество 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) плотно в пространстве H𝑠

+ и имеют место следу

ющие вложения: H𝑠
+ → H0

+ → 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) → H0

− → H−𝑠
− .

Теорема 0.5. Пусть выполнены все условия теоремы 3 и пусть суще

ствует натуральное число 𝑚0 такое, что⃒⃒⃒
𝑎
(𝑠)
𝑘𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀𝑑|𝑠|(𝑥)

для любого мультииндекса 𝑠 такого, что |𝑠| ≤ 𝑚0 .

Тогда существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что если 𝜆 ≥ 𝜆0 , то для

любого заданного элемента 𝐹 ∈ H−𝑚
− , где целое число 𝑚 такое, что

0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 , существует решение 𝑢(𝑥) задачи D𝜆 , оно принадлежит

пространству H𝑚
+ и имеет место неравенство

‖𝑢; H𝑚
+‖ ≤ 𝑀0

⃦⃦
𝐹 ; H−𝑚

−
⃦⃦
,

где число 𝑀0 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

В заключении, приведённом в конце диссертации, излагаются ито

ги приведённого исследования, даются рекомендации по использованию

полученных результатов.
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Глава 1

О разрешимости однородной вариационной задачи

Дирихле для вырождающихся эллиптических

операторов во всем пространстве, ассоциированных с

некоэрцитивными формами

В этой главе, состоящей из четырех параграфов, исследуется разреши

мость вариационной задачи Дирихле для вырождающихся эллиптических

операторов во всем пространстве, ассоциированных с некоэрцитивными

формами. В первом параграфе сформулированы основные результаты гла

вы. Во втором параграфе проводятся некоторые известные вспомогатель

ные леммы. В третьем параграфе подробно доказывается теорема 1.1.1 о

разрешимости однородной вариационной задачи Дирихле для вырождаю

щихся эллиптических операторов во всем пространстве, ассоциированных

с некоэрцитивными формами. Здесь однородность граничных условий за

дачи Дирихле понимается в том смысле, что решение исследуемой задачи

ищется в функциональном пространстве, в котором плотен класс беско

нечно дифференцируемых финитных функций. В четвертом параграфе

доказывается теорема 1.1.2 о гладкости решения исследуемой вариацион

ной задачи Дирихле.
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1.1. Основные обозначения и формулировка основных

результатов

1. Пусть 𝑅𝑛 – 𝑛-мерное евклидово пространство точек 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) , 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛) – мультииндекс, |𝑘| = 𝑘1+𝑘2+· · ·+𝑘𝑛

– длина мультииндекса 𝑘 . Обозначим через

𝑢(𝑘)(𝑥) =
𝜕|𝑘|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑘11 𝜕𝑥
𝑘2
2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑛𝑛

обобщенную в смысле С.Л.Соболева производную функции 𝑢(𝑥) муль

тииндекса 𝑘 . Пусть 𝑟 – натуральное, 𝛼, 𝑝 – вещественные числа и

1 < 𝑝 < ∞ . Символом 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛) обозначим пространство функций 𝑢(𝑥) ,

определенных во всем пространстве 𝑅𝑛 , имеющих все обобщенные в смыс

ле С.Л.Соболева производные порядка 𝑟 с конечной нормой

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝑑𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥+

∫︁
𝑑𝑝(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

,

(1.1.1)

где 𝑑(𝑥) = (1+|𝑥|2)−1/2 . Здесь и далее в этой работе все интегралы берутся

по всему пространству 𝑅𝑛 .

Пространство 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛) хорошо изучено в монографии [58]. Оно явля

ется частным случаем пространства 𝑉 𝑟
𝑝 (Ω;𝜎, 𝛿) , введенного и изученного

в работах [20], [4]. Согласно результатам этих работ для любого натураль

ного числа 𝑟 и вещественных чисел 𝛼, 𝑝 , причем 1 < 𝑝 < ∞ , множество

𝐶∞
0 (𝑅𝑛) (множество бесконечно дифференцируемых функций с компакт

ными носителями в 𝑅𝑛 ) плотно в пространстве 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛) , и для любого

мультииндекса 𝑘 : |𝑘| ≤ 𝑟 и всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛) выполняется неравенство{︂∫︁ (︁
𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒)︁𝑝

𝑑𝑥

}︂1/𝑝

≤ 𝑀0

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

𝑝,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
, (1.1.2)

где число 𝑀0 > 0 не зависит от 𝑢(𝑥) .
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Символом 𝑉 −𝑟
𝑞,−𝛼(𝑅

𝑛) , где 𝑞 = 𝑝/(𝑝 − 1) , обозначим пространство ан

тилинейных непрерывных функционалов 𝐹 над пространством 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛)

с нормой ⃦⃦
𝐹 ; 𝑉 −𝑟

𝑞,−𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
= sup

𝑣 ̸=0

| < 𝐹, 𝑣 > |⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

𝑝,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦ ,

где символ < 𝐹, 𝑣 > обозначает действие функционала 𝐹 ∈ 𝑉 −𝑟
𝑞,−𝛼(𝑅

𝑛) на

функцию 𝑣(𝑥) .

Пусть 𝛿 – некоторое вещественное число. Вводим весовое простран

ство 𝐿𝑝, 𝛿(𝑅
𝑛) с конечной нормой

‖𝑢; 𝐿𝑝, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ =

{︂∫︁ (︀
𝑑𝛿(𝑥) |𝑢(𝑥)|

)︀𝑝
𝑑𝑥

}︂1/𝑝

.

Пространство 𝐿𝑝, 𝛿(𝑅
𝑛) при 𝑝 = 2 является гильбертовым пространством,

и определим скалярное произведение в пространстве 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) равенством

(𝑢, 𝑣)𝛿 =

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

Заметим, что⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟(𝑥)𝑓(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑓 ; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖ ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ ≤

≤ ‖𝑓 ; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖

⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦

для всех 𝑓 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) и всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2, 𝛼(𝑅
𝑛) . Это позволяет нам опреде

лить пространство
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ – пополнение пространства 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛) по

норме ⃦⃦⃦
𝑓 ;

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

= sup
|(𝑓, 𝑣)𝛼+𝑟|⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦ ,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑣(𝑥) ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛) .

2. На функциях 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) рассмотрим интегро-дифференциаль

ную полуторалинейную форму

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (1.1.3)
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коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) которой являются ограниченными комплекснознач

ными функциями. Здесь и далее все интегралы берутся по всему простран

ству 𝑅𝑛 .

Наряду с формой (1.1.3) вводим следующую функцию:

𝐴(𝑥, 𝜁) =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙, (1.1.4)

определенную для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и любого набора комплексных чисел

𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 .

Предположим, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 , 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 ⊂ C выполнены

условия

|arg𝐴(𝑥, 𝜁)| < 𝜙, (1.1.5)

∑︁
|𝑘|=𝑟

|𝜁𝑘|2 ≤ 𝑀Re {𝛾(𝑥)𝐴(𝑥, 𝜁)} , (1.1.6)

где 𝜙 – некоторое число из интервала (0, 𝜋) , отличная от нуля комплекс

нозначная функция 𝛾(𝑥) всюду непрерывна, и для любого числа 𝜈 > 0

существует число 𝑅𝜈 > 0 такое, что

|𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑦)| < 𝜈 (1.1.7)

для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 таких, что |𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈 .

Здесь и далее считается, что функция arg𝑧 принимает значения на

полуинтервале (−𝜋, 𝜋] .

Задача 𝐷𝜆 . Для заданного функционала 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ требуется

найти решение 𝑢(𝑥) уравнения

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛), (1.1.8)

принадлежащее пространству 𝑉 𝑟
2,𝛼(𝑅

𝑛) .

Теорема 1.1.1. Пусть выполнены все сформулированные выше усло

вия. Тогда существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что если 𝜆 ≥ 𝜆0 , то для
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любого заданного функционала 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ задача 𝐷𝜆 имеет един

ственное решение и при этом справедлива оценка⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

, (1.1.9)

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

Если коэффициенты формы (1.1.3) обладают более хорошими свой

ствами гладкости, то можно исследовать гладкость решения задачи 𝐷𝜆 .

Теорема 1.1.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.1. Пусть

также существует натуральное число 𝑚0 такое, что⃒⃒⃒
𝑎
(𝑠)
𝑘𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀𝑑|𝑠|(𝑥)

для любого мультииндекса 𝑠 такого, что |𝑠| ≤ 𝑚0 . Тогда при 𝜆 ≥ 𝜆0 ,

где 𝜆0 – такое же число, как в теореме 1.1.1, для любого заданного эле

мента 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′ , где целое число 𝑚 такое, что 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 ,

существует решение 𝑢(𝑥) задачи 𝐷𝜆 , оно принадлежит пространству

𝑉 𝑟+𝑚
2,𝛼−𝑚(𝑅

𝑛) и имеет место неравенство⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟+𝑚

2,𝛼−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

, (1.1.10)

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

Доказательство теоремы 1.1.2 рассмотрено в четвертом параграфе.

1.2. Вспомогательные леммы и теоремы

1. В работах, где изучались дифференциальные операторы, ассоции

рованные с некоэрцитивными полуторалинейными формами в ограничен

ной области, всегда использовалось конечное разбиение единицы области.

С помощью конечного разбиения единицы невозможно исследовать по

добные дифференциальные операторы во всем пространстве. Поэтому мы

используем специальное бесконечное разбиение единицы конечной крат

ности, которое построено в следующей лемме.
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Лемма 1.2.1. Пусть функция 𝛾(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, такая же, как в преды

дущем параграфе, и пусть 𝜈 – достаточно малое положительное чис

ло. Тогда существуют неотрицательные функции 𝜙𝑚(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛),

𝜂𝑚(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛), 𝑚 = 1, 2, . . . , такие, что:

а) система функций
{︀
𝜙2
𝑚(𝑥)

}︀∞
𝑚=1

образует разбиение единицы про

странства 𝑅𝑛 с конечной кратностью, то есть
∞∑︁

𝑚=1

𝜙2
𝑚(𝑥) ≡ 1, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (1.2.1)

и если 𝜒𝑚(𝑥) – характеристическая функция множества supp𝜙𝑚 , то

существует конечное число Λ𝑛 , зависящее только от 𝑛, такое, что

1 ≤
∞∑︁

𝑚=1

𝜒𝑚(𝑥) ≤ Λ𝑛 для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛; (1.2.2)

б) функция 𝜂𝑚(𝑥) обращается в единицу в некоторой окрестности

множества 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙𝑚(𝑥) и 0 ≤ 𝜂𝑚 ≤ 1 для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ;

в) производные функции 𝜙𝑚(𝑥), 𝜂𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . , удовлетворя

ют следующим неравенствам⃒⃒⃒
𝜙(𝑘)
𝑚 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶1 𝑑

|𝑘|(𝑥),
⃒⃒⃒
𝜂(𝑘)𝑚 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶1 𝑑

|𝑘|(𝑥), |𝑘| ≤ 𝑟, (1.2.3)

положительные числа 𝐶1, 𝐶2 не зависят от 𝑚 и 𝑟 ;

г) |𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑦)| < 𝜈 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜂𝑚 (𝑚 = 1, 2, . . .).

Доказательство. Существование неотрицательных функций

𝜙𝑚(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) , 𝜂𝑚(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛) , 𝑚 = 1, 2, . . . , обладающих свой

ствами а) – в) следует из леммы 2.1 работы [11]. Так как отличная от

нуля комплекснозначная функция 𝛾(𝑥) всюду непрерывна, и для любого

числа 𝜈 > 0 существует число 𝑅𝜈 > 0 такое, что (см. (1.1.7) )

|𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑦)| < 𝜈

для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 таких, что |𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈 , то утверждение п. г)

леммы 1.2.1 может не выполняться для конечного числа индексов 𝑚 . В
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этом случае представляя функций 𝜙𝑚(𝑥) , 𝜂𝑚(𝑥) (для тех индексов 𝑚 , для

которых не выполняется утверждение п. г) леммы 1.2.1) в виде суммы ко

нечного числа подобных функций можно добиться того, что утверждение

п. г) леммы 1.2.1 будет выполняться при всех 𝑚 = 1, 2, . . . .

Обозначим через ‖𝑇‖ норму непрерывного оператора 𝑇 : 𝐿2(𝑅
𝑛) →

𝐿2(𝑅
𝑛) . Далее при оценке норм вспомогательных операторов, мы часто

будем пользоваться следующей леммой.

Лемма 1.2.2. (см. [11, лемма 2.2]) Пусть оператор 𝑇 : 𝐿2(𝑅
𝑛) →

𝐿2(𝑅
𝑛) имеет вид

𝑇 =
∞∑︁

𝑚=1

𝜒𝑚𝑇𝑚𝜒𝑚,

где 𝜒𝑚 (𝑚 = 1, 2, . . .) – характеристическая функция множества

supp𝜙𝑚 , а 𝑇1, 𝑇2, . . . – последовательность непрерывных операторов в

𝐿2(𝑅
𝑛) таких, что

Λ = sup
𝑚=1, 2,...

‖𝑇𝑚‖ < +∞.

Тогда 𝑇 – ограниченный оператор и выполняется неравенство

‖𝑇‖ ≤ Λ1/2
𝑛 Λ,

где Λ𝑛 – кратность разбиения единицы
{︀
𝜙2
𝑚

}︀∞
𝑚=1

пространства 𝑅𝑛 .

2. Сформулируем основные свойства пространства 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛) , которые

следуют из соответствующих результатов работ [4, 20].

Теорема 1.2.1. При всех 𝑟 ∈ N, 𝛼 ∈ (−∞, +∞), 𝑝 ∈ (1, +∞) справед

ливы следующие утверждения:

1) множество 𝐶∞
0 (Ω) плотно в пространстве 𝑉 𝑟

𝑝,𝛼(𝑅
𝑛);

2) норма (1.1.1) пространства 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛) эквивалентна следующей ве

личине

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛)‖* =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝑑𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥+

∫︁
𝑑𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

;
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3) для любого натурального числа 𝑚 имеют место вложения

𝑉 𝑟+𝑚
𝑝;𝛼−𝑚(𝑅

𝑛) → 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛), 𝑉 −𝑟+𝑚
𝑞,−𝛼−𝑚(𝑅

𝑛) → 𝑉 −𝑟
𝑞,−𝛼(𝑅

𝑛).

4) Пусть 𝑛/𝑝− 𝛼 /∈ {1, 2, . . . , 𝑟}. Тогда справедливо равенство

�̊� 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛) = 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛). (1.2.4)

3. Далее сформулируем некоторые утверждения о свойствах сектори

альных форм и операторов в гильбертовом пространстве.

Лемма 1.2.3. (см. [34, гл. 6, теорема 2.1]) Пусть H – гильберто

во пространство со скалярным произведением (·, ·)H и пусть 𝑡[𝑢, 𝑣] –

плотно определенная замкнутая секториальная полуторалинейная фор

ма в H. Тогда существует 𝑚 – секториальный оператор 𝑇 такой, что

i) 𝐷(𝑇 ) ⊂ 𝐷(𝑡) и 𝑡[𝑢, 𝑣] = (𝑇𝑢, 𝑣)H для всех 𝑢 ∈ 𝐷(𝑇 ) и 𝑣 ∈ 𝐷(𝑡);

ii) 𝐷(𝑇 ) является ядром формы 𝑡;

iii) если 𝑢 ∈ 𝐷(𝑡), 𝑤 ∈ H и равенство 𝑡[𝑢, 𝑣] = (𝑤, 𝑣)H справедливо

для всех 𝑣 , принадлежащих ядру формы 𝑡, то 𝑢 ∈ 𝐷(𝑇 ) и 𝑇𝑢 = 𝑤 .

Условие i) определяет 𝑚 – секториальный оператор 𝑇 однозначно.

Лемма 1.2.4. (см. [34, гл. 6, теорема 3.2] ) Пусть 𝑇 есть

𝑚-секториальный оператор с вершиной 0 и полууглом 𝜃 . Тогда опера

тор 𝐻 = Re𝑇 неотрицателен, и существует симметричный оператор

𝐵 ∈ B(H) такой, что ‖𝐵‖ ≤ tan 𝜃 и

𝑇 = 𝐺(1 + 𝑖𝐵)𝐺, 𝐺 = 𝐻1/2.

Здесь B(H) – пространство ограниченных операторов в гильбертовом

пространстве H.

Следующая лемма является частным случаем леммы 7.1 из [18, гл.V].
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Лемма 1.2.5. Пусть 𝐻 - положительный самосопряженный опера

тор и T - вполне непрерывный оператор. Тогда равномерно выполняется

соотношение

lim
𝜇→∞

‖T(𝐸 + 𝜇𝐻)‖ = 0.

3. Теорема Лакса-Мильграма о представлении билинейной формы и

различные ее обобщения играют важную роль в процессе исследования

разрешимости граничных задач для уравнений с частными производны

ми методами функционального анализа. Ниже мы приведем одно такое

обобщение, которое сформулировано в работе [52].

Рассмотрим гильбертовы пространства H0, H+ со скалярными произ

ведениями (·, ·)0, (·, ·)+ и нормами ‖·‖0, ‖·‖+ , соответственно. Предполо

жим, что пространство H+ , плотно вложено в H0 , и для любого 𝑢 ∈ H+

выполняется неравенство

‖𝑢‖0 ≤ ‖𝑢‖+.

Это неравенство означает нормальность вложения H+ → H0 . Отметим,

что любое ограниченное вложение сводится к нормальному вложению пу

тем введения новой эквивалентной нормы.

В пространстве H0 введем новую норму

‖𝑓‖− = sup
0̸=𝑢∈H+

(𝑓, 𝑢)0
‖𝑢‖+

, 𝑓 ∈ H0

и символом H− обозначим пополнения пространства H0 по этой норме.

Тройку плотно вложенных пространств H+ → H0 → H− называют осна

щенным гильбертовым пространством. При этом, пространство H+ назы

вается позитивным пространством, а H− – негативным пространством.

Пусть D – некоторое линейное множество элементов пространства

H+ , плотное в H0 (отметим, что плотность D в H+ не предполагается).

Символом H̊+ обозначим замыкание множества D в норме пространства

H+ , а символом H̊− – отвечающее ему негативное пространство.



27

Пусть B[𝑢, 𝑣] – заданная в D полуторалинейная форма. Предполо

жим, что форма B[𝑢, 𝑣] удовлетворяет условиям:

1. существует положительное число 𝐶 такое, что

|B[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝐶‖𝑢‖+‖𝑣‖+ ∀𝑢, 𝑣 ∈ D = 𝐷(𝐵); (1.2.5)

2. найдутся, числа 𝜆0 ∈ 𝑅 и 𝛿 > 0 такие, что

Re
{︀
B[𝑢, 𝑣] + 𝜆0‖𝑢‖20

}︀
≥ 𝛿‖𝑢‖2+ (1.2.6)

для всех 𝑢 ∈ H̊+

Следующая теорема является обобщением теоремы Лакса-Мильгра

ма.

Теорема 1.2.2. Пусть форма B[𝑢, 𝑣] удовлетворяет условиям (1.2.5)

и (1.2.6). Тогда

1. существует линейный оператор Λ, осуществляющий гомеомор

физм пространств H̊+ и H̊− и такой, что

⟨Λ𝑢, 𝑣⟩ ≡ B[𝑢, 𝑣] + 𝜆0(𝑢, 𝑣)0 ∀𝑢, 𝑣 ∈ H̊+,

где символом ⟨𝑓, 𝑣⟩ обозначено действие функционала 𝑓 на элемент

𝑣 ;

2. всякий антилинейный непрерывный функционал 𝑙(𝑣) над H̊+ допус

кает представление

𝑙(𝑣) = B[𝑢, 𝑣] + 𝜆0(𝑢, 𝑣)0 = ⟨Λ𝑢0, 𝑣⟩,

причем такое представление единственно.

Для изучения фредгольмовой разрешимости вариационных задач на

ряду с формой B[𝑢, 𝑣] также нужно рассмотреть форму

B+[𝑢, 𝑣] = B[𝑣, 𝑢] , определенную на 𝐷(B+) = 𝐷(B) . Очевидно, форма
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B+[𝑢, 𝑣] также удовлетворяет условиям (1.2.5), (1.2.6) с теми же постоян

ными 𝐶, 𝜆0, 𝛿 .

Рассмотрим вариационную задачу, связанную с формой B[𝑢, 𝑣] : для

заданного элемента 𝐹 ∈ H̊− требуется найти элемент 𝑢 , удовлетворяю

щий условиям

B[𝑢, 𝑤] + 𝜆(𝑢, 𝑤)0 = ⟨𝐹, 𝑤⟩ ∀𝑤 ∈ H̊+, 𝑢 ∈ H̊+. (1.2.7)

Наряду с задачей (1.2.7) рассмотрим отвечающие ей однородную и

формально сопряженные задачи:

B+[𝑣, 𝑤] + 𝜆(𝑣, 𝑤)0 = ⟨𝐺, 𝑤⟩ ∀𝑤 ∈ H̊+, 𝑣 ∈ H̊+; (1.2.8)

B[𝑢, 𝑤] + 𝜆(𝑢, 𝑤)0 = 0 ∀𝑤 ∈ H̊+, 𝑢 ∈ H̊+; (1.2.9)

B+[𝑣, 𝑤] + 𝜆(𝑣, 𝑤)0 = 0 ∀𝑤 ∈ H̊+, 𝑣 ∈ H̊+. (1.2.10)

Здесь 𝐺 – заданный элемент пространства H̊− .

Теорема 1.2.3. Пусть форма B[𝑢, 𝑣] удовлетворяет условиям (1.2.5)

и (1.2.6), и пусть вложение H̊+ в H0 компактно. Тогда задача (1.2.7)

– (1.2.10) фредгольмова, а именно:

а) задача (1.2.7) разрешима для тех и только тех 𝐹 ∈ H̊− , для кото

рых ⟨𝐹, 𝑣⟩ ≡ 0 на всех 𝑣 , являющихся решениями задачи (1.2.10);

б) размерности пространств решений задач (1.2.9) и (1.2.10) равны;

в) задача (1.2.9) имеет отличные от нуля решения только для счет

ного числа значений параметра 𝜆 = 𝜆𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , причем

|𝜆𝑗| → ∞ при 𝑗 → ∞;

г) сопряженная задача (1.2.10) разрешима для тех и только тех зна

чений параметра 𝜆, что и задача (1.2.9).
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Если в условиях теоремы 1.2.2 форма B[𝑢, 𝑣] является самосопряжен

ной, т.е. B[𝑢, 𝑣] = B[𝑣, 𝑢] , то можно уточнить поведение собственных

чисел задачи (1.2.7). В этом случае справедлива следующая асимптоти

ческая формула (см., например,[50])

𝜆𝐽 ∼ (𝑠𝑗(O))−2, (1.2.11)

где O – оператор вложения пространства H̊+ в H0 и 𝑠𝑗(O) – 𝑠-числа

оператора O .

1.3. Доказательство теоремы 1.1.1

Доказательство теоремы 1.1.1 проводится в несколько этапов.

1. Пусть 𝜈 – достаточно малое положительное число, и пусть

𝜙𝑚(𝑥), 𝜂𝑚(𝑥) (𝑚 = 1, 2 3, . . .) – такие же неотрицательные функции, как

в лемме 1.2.1.

В каждом множестве supp𝜙𝑚 (𝑚 = 1, 2, 3, . . .) фиксируем точку 𝑥𝑚

и рассмотрим полуторалинейную форму

𝐵
(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎

(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥+

+𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥, (1.3.1)

где

𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1− 𝜂𝑚(𝑥))𝛾(𝑥𝑚)𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝛾(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥). (1.3.2)

Из ограниченности коэффициентов 𝑎𝑘𝑙(𝑥), |𝑘|, |𝑙| ≤ 𝑟, следует ограни

ченность коэффициентов 𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥) . Поэтому применяя неравенство Коши

Буняковского, имеем⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]

⃒⃒⃒
≤ 𝑀0

∫︁ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑣(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥+
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+|𝜆|
∫︁

𝑑2(𝛼+𝑟)|𝑢(𝑥)||𝑣(𝑥)|𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑀0

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|≤𝑟

∫︁ (︁
𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒)︁2

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

×

×

⎧⎨⎩∑︁
|𝑙|≤𝑟

∫︁ (︁
𝑑𝛼+𝑟−|𝑙|(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒)︁2

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

+

+|𝜆|
{︂∫︁

𝑑2(𝛼+𝑟)|𝑢(𝑥)|𝑑𝑥
}︂1/2{︂∫︁

𝑑2(𝛼+𝑟)|𝑣(𝑥)|𝑑𝑥
}︂1/2

≤

≤ (𝑀0 + |𝜆|)‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ · ‖𝑣;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ (1.3.3)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2,𝛼(𝑅

𝑛) .

Из условия (1.1.6) следует, что

Re

⎧⎨⎩𝛾(𝑥𝑚)
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚)𝜁𝑖𝜁𝑗

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁
|𝑘|=𝑟

|𝜁𝑘|2,

Re

⎧⎨⎩𝛾(𝑥)
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑖𝜁𝑗

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁
|𝑘|=𝑟

|𝜁𝑘|2

для всех 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и любого набора комплексных чисел

𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 ⊂ C . В силу этих неравенств из (1.3.2) следует, что

Re

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎
(0)
𝑘𝑙 (𝑥)(𝑥)𝜁𝑖𝜁𝑗

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁
|𝑘|=𝑟

|𝜁𝑘|2

для всех 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 ⊂ C .

Подставляя в этом неравенстве 𝜁𝑘 = 𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) после интегри

рования по 𝑅𝑛 получим: существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что при 𝜆 ≥ 𝜆0

Re𝐵(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] ≥ 𝐶0‖𝑢;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖2 (1.3.4)
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для всех 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) .

2. Теперь рассмотрим полуторалинейную форму

ℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥+

+𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥,

где ̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = [(1− 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)]𝛾(𝑥𝑚).

Так как

𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥)− ̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = 𝜂𝑚(𝑥)(𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑥𝑚))𝑎𝑘𝑙(𝑥)

и коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) ограничены, то действуя так же, как в доказа

тельстве неравенства (1.3.3), с помощью неравенства Коши-Буняковского

получим

|𝐵(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]− ℬ(0)

𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀 Λ ‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ · ‖𝑣;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Здесь Λ = sup |𝜂𝑚(𝑥)(𝛾𝑚(𝑥)− 𝛾(𝑥𝑚))| , где супре

мум берется по всем 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и всем 𝑚 = 1, 2, 3, . . . .

Применяя это неравенство из (1.3.4) находим

𝐶0‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖2 ≤ Re
(︁
𝐵

(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]− ℬ(0)

𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]
)︁
+ Reℬ(0)

𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] ≤

≤ Reℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] +𝑀 Λ ‖𝑢;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖2. (1.3.5)

Так как

|𝜂𝑚(𝑥)(𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑥𝑚))| < 𝜈, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

и 𝜈 – достаточно малое положительное число, то из (1.3.5) следует, что

𝑐0‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖2 ≤ Reℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] (1.3.6)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Здесь 𝜆 ≥ 𝜆0 и 𝜆0 – такое же положительное число,

как в (1.3.4).
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3. Вводим следующую полуторалинейную форму

ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥+

+𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥, (1.3.7)

где

𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1− 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥).

Заметим, что

ℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = 𝛾(𝑥𝑚)ℬ𝜆𝑚;𝑚[𝑢, 𝑣],

где

𝜆𝑚 = 𝜆𝛾−1(𝑥𝑚)

Поэтому из неравенства (1.3.6) следует, что при достаточно больших

𝜆

𝑐0‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖2 ≤ Re {𝛾(𝑥𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (1.3.8)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) .

4. При доказательстве основных результатов настоящего параграфа

(см. [10, пункт 2]), не нарушая общности, можно считать, что число 𝜙 в

условии (1.1.5) такое, что 𝜙 > 𝜋/2 . В силу (1.1.5) неравенство (1.1.6) будет

выполняться также и в том случае, если 𝛾(𝑥) заменить на exp(𝑖𝜃(𝑥)) , где

𝜃(𝑥) = min {𝜙− 𝜋/2, |arg 𝛾(𝑥)|} (sign arg𝛾(𝑥)).

Поэтому из неравенства (1.3.8) следует, что

𝑐0‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖2 ≤ Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (1.3.9)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Здесь и далее

𝜃𝑚 = 𝜃(𝑥𝑚), 𝑚 = 1, 2, . . . .

Поступая так же, как в доказательстве неравенства (1.3.3), находим

|ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]| ≤ (𝑀0 + |𝜆|)‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ · ‖𝑣;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ (1.3.10)
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для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) .

Неравенства (1.3.9), (1.3.10) позволяют нам применить теорему Лакса

Мильграма (см. теорему 1.2.2 или [52, теорема 2.0.1] ). Согласно этой теоре

ме, при H0 = 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) , H̊+ = 𝑉 𝑟

2, 𝛼(𝑅
𝑛) и H̊− =

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ существует

оператор ̃︀ℛ𝑚(𝜆) , осуществляющий гомеоморфизм пространств 𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)

и
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ и такой, что⟨ ̃︀ℛ𝑚(𝜆)𝑢, 𝑣

⟩
= exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] (1.3.11)

для всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) .

Обозначим

ℛ𝑚(𝜆) = ̃︀ℛ−1
𝑚 (𝜆) :

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ → 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)

Тогда из равенства (1.3.11) следует, что

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)𝐹, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ (1.3.12)

для всех 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ и всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) .

Оператор ℛ𝑚(𝜆) является ограниченным и

‖ℛ𝑚(𝜆)𝐹 ;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ ≤ 𝑀1

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ (1.3.13)

для всех 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ . Здесь число 𝑀1 не зависит от 𝐹 и от 𝜆 , и

𝜆 ≥ 𝜆0 , число 𝜆0 – такое же, как в (1.3.4).

5. Символом Φ𝑚 обозначим оператор умножения на функцию 𝜙𝑚(𝑥)

и введем оператор

ℛ(𝜆) =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)Φ𝑚ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚, (1.3.14)

который действует из
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ в 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) .

Так как коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) (|𝑘|, |𝑙| ≤ 𝑟) ограничены, то с помо

щью неравенства Коши-Буняковского доказывается, что⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑀0‖𝑢;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖·‖𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖
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для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Отсюда следует, что

|𝐵𝜆[𝑢, 𝑣]| ≤ (𝑀0 + 𝜆)‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ · ‖𝑣;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Следовательно, оператор R(𝜆) , определенный

равенством

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ = 𝐵𝜆[ℛ(𝜆)𝐹, 𝑣] (∀𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)), (1.3.15)

действует из
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ в

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ .

Согласно нашим построениям, функции 𝜙2
𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, 3, . . . обра

зуют разбиение единицы 𝑅𝑛 , то есть

𝜙2
1(𝑥) + 𝜙2

2(𝑥) + · · ·+ 𝜙2
𝑁(𝑥) + · · · ≡ 1 (𝑥 ∈ 𝑅𝑛).

Поэтому для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) и всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) выполняются сле

дующие равенства:

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)𝛼+𝑟 =

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟(𝑥)𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

=
∞∑︁

𝑚=1

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟(𝑥)𝜙2

𝑚(𝑥)𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑚=1

(𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚)𝛼+𝑟. (1.3.16)

Здесь и далее символом (·, ·)𝛼+𝑟 обозначено скалярное произведение в про

странстве 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) , и как прежде, все интегралы берутся по всему про

странству 𝑅𝑛 .

Так как

𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1− 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥),

и функция 𝜂𝑚(𝑥) обращается в единицу в некоторой окрестности множе

ства supp𝜙𝑚 , то функции 𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) и 𝑎𝑘𝑙(𝑥) на множестве supp𝜙𝑚 совпа
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дают. Поэтому из равенств (1.1.3), (1.3.14) и (1.3.15) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘(𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
. (1.3.17)

Здесь и далее символ 𝐷𝑘 – дифференцирование мультииндекса 𝑘 .

Пусть 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) . В равенстве (1.3.12) заменим 𝐹 на 𝜙𝑚𝐹 , а 𝑣

– на 𝜙𝑚𝑣 :

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣] = (𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛼+𝑟.

Отсюда с учетом равенства (1.3.7) следует, что

(𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛼+𝑟 = exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘 ((ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥))𝐷𝑙 ((𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
.

Суммируя это равенство по 𝑚 от 1 до бесконечности, в силу равенств

(1.3.16), имеем

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)𝛼+𝑟 =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘 ((ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥))𝐷𝑙 ((𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
.
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Отсюда и из (1.3.17) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩ =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘 ((𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
−

∞∑︁
𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘 ((ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥))𝐷𝑙 ((𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
=

=
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)×

×
{︁
𝐷𝑘 ((𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)) 𝑣(𝑙)(𝑥)−

−𝐷𝑘 ((ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥))𝐷𝑙 ((𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)))
}︁
𝑑𝑥

}︁
. (1.3.18)

Вводим обозначение

𝑈𝑚,𝜆(𝑥) = (ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . . (1.3.19)

Тогда в силу равенства (1.3.18) имеем

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩ = K𝜆[𝐹, 𝑣] + L𝜆[𝐹, 𝑣], (1.3.20)

где

K𝜆[𝐹, 𝑣] =

=
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(1)

𝐶𝑘′′

𝑘′

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝜙

(𝑘′)
𝑚 (𝑥)𝑈

(𝑘′′)
𝑚,𝜆 (𝑥)𝑣

(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥,

(1.3.21)
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L𝜆[𝐹, 𝑣] =

=
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(2)

𝐶 𝑙′′

𝑙′

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑈

(𝑘)
𝑚,𝜆(𝑥)𝜙

(𝑙′)
𝑚 (𝑥)𝑣(𝑙′′)(𝑥)𝑑𝑥.

(1.3.22)

Здесь символ
∑︀(1) обозначает суммирование по мультииндексам

𝑘, 𝑙, 𝑘′, 𝑘′′ таким, что 𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′, 𝑘′ ̸= 0, |𝑘|, |𝑙| ≤ 𝑟 , а символ∑︀(2) обозначает суммирование по мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑙′, 𝑙′′ таким, что

𝑙 = 𝑙′ + 𝑙′′, 𝑙′ ̸= 0, |𝑘|, |𝑙| ≤ 𝑟 .

Утверждение 1.3.1. Существует положительная функция 𝜔1(𝜆),

𝜆 > 0, такая, что

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤ 𝜔1(𝜆)
⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ · ‖𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖ (1.3.23)

для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛), и 𝜔1(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞.

Доказательство. Прежде, чем приступить к непосредственному

доказательству утверждения 2.2.1, докажем несколько вспомогательных

лемм.

Рассмотрим симметричную полуторалинейную форму

̃︂ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =
1

2

{︁
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] + exp(−𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑣, 𝑢]

}︁
, (1.3.24)

𝐷(̃︂ℬ𝜆;𝑚) = 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛).

В силу неравенств (1.3.9), (1.3.10) существует самосопряженный опера

тор 𝐵𝜆𝑚 в пространстве 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) , порожденный симметричной формой

(1.3.24), такой что (︁
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢,𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑣

)︁
𝛼+𝑟

= ̃︀ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] (1.3.25)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) .
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Лемма 1.3.1. А) Существует неотрицательное число 𝜆0 такое, что

при 𝜆 ≥ 𝜆0 для любого мультииндекса 𝑘 такого, что |𝑘| ≤ 𝑟 , и любого

𝑚 = 1, 2, 3, . . . оператор 𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 является ограниченным операто

ром в 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛).

Б) если мультииндекс 𝑘′′ такой, что |𝑘′′| < |𝑘|, то существует

положительная функция 𝑞(𝜆) такая, что 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ и⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|𝜙(𝑘′)

𝑚 𝐷𝑘′′𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ (1.3.26)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)

Доказательство. Из (1.3.25) следует, что

‖𝐵1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖2 = Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (1.3.27)

Поэтому в силу неравенства (1.3.9) имеем

‖𝐵1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖ ≥ 𝑐0‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ (𝜆 ≥ 𝜆0) (1.3.28)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Отсюда в силу неравенств (1.1.2) следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝑀0‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖,

(|𝑘| ≤ 𝑟, 𝑚 = 1, 2, 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)).

Следовательно оператор 𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 является ограниченным в простран

стве 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) .

Переходим к доказательству пункта Б) леммы 2.2.1. Рассмотрим слу

чай 0 ̸= |𝑘′′| < |𝑘| ≤ 𝑟 . Заметим, что согласно лемме 1.2.1)⃒⃒⃒
𝜙(𝑘′)
𝑚 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶1𝑑

|𝑘′|(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛.

Поэтому⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤

⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘′′|𝐷𝑘′′𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
.

(1.3.29)
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С другой стороны, из леммы 2.2 работы [22], в частности, следует, что для

любого 𝜏 > 0 и всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) справедливо неравенство⃦⃦⃦

𝑑−|𝑘′′|𝐷𝑘′′𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝜏‖𝑢;𝐿𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖+ 𝑐0𝜏

−𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ ,

где

‖𝑢;𝐿𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑙|=𝑟

∫︁ (︁
𝑑𝛼(𝑥)|𝑢(𝑙)(𝑥)|

)︁2

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

и

𝜇 = |𝑘′′|/(𝑟 − |𝑘′′|). (1.3.30)

Так как 0 ̸= |𝑘′′| < |𝑘| ≤ 𝑟 , то 𝜇 – конечное положительное число.

Из полученного выше неравенства и из (1.3.29) следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤

≤ 𝜏‖𝑢;𝐿𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)‖+ 𝑐0𝜏
−𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖ .

Возведя это неравенство в квадрат, получаем (при этом
√
2𝜏 снова обо

значим через 𝜏 )⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜏 2‖𝑢;𝐿𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)‖2 + 𝑐1𝜏
−2𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖2 .

Далее применяя неравенство (1.3.28) имеем⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜏 2‖𝐵1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖2 + 𝑐1𝜏
−2𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖2 .

Отсюда в силу равенства (1.3.27) следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜏 2Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]}+ 𝑐1𝜏
−2𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖2 . (1.3.31)



40

Используя равенство (1.3.7), оценим правую часть этого неравенства

𝜏 2Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑢]}+ 𝑐1𝜏
−2𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖2 =

= 𝜏 2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
+ 𝑐1𝜏

−2𝜇

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≤

≤ 𝜏 2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ Λ(𝜆, 𝜏)

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
,

где Λ(𝜆, 𝜏) – непрерывная функция, удовлетворяющая условию

𝜆+ 𝑐1𝜏
−2𝜇−2 ≤ Λ(𝜆, 𝜏).

Из (1.3.30) следует, что 𝜇 + 1 = 𝑟/(𝑟 − |𝑘′′|) . Так как 0 ̸= |𝑘′′| < 𝑟 , то

Λ(𝜆, 𝜏) → ∞ , если 𝜏 → 0 или 𝜆 → ∞ . Поэтому из полученного выше

неравенства при 𝜆 = 1/𝜏 следует, что

⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜏 2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝑝(𝜏)

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
, (1.3.32)

где 𝑝(𝜏) = Λ(1/𝜏, 𝜏) . Заметим, что 𝑝(𝜏) → ∞ при 𝜏 → 0 . Обозначим

через 𝑞(·) функцию обратную относительно 𝑝(𝜏) . Тогда при 𝜏 = 𝑞(𝜆) , то
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есть 𝜆 = 𝑝(𝜏) , из (1.3.32) следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝑞(𝜆)2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
.

Здесь положительная непрерывная функция 𝑞(𝜆) определена для положи

тельных значений 𝜆 и такая, что 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ . Из полученного

выше неравенства в силу равенств (1.3.7), (1.3.27) следует (1.3.26). Утвер

ждение пункта Б) леммы 2.2.1 для |𝑘′′| ≠ 0 доказано.

Рассмотрим случай |𝑘′′| = 0 . Неравенство (1.3.26) в этом случае при

мет вид⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|𝜙(𝑘)

𝑚 (𝑥)𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ (1.3.33)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) ; |𝑘| ≤ 𝑟 и 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ . Так как

(см. лемму 1.2.1)⃒⃒⃒
𝜙(𝑘)
𝑚 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶1𝑑

|𝑘|(𝑥), (|𝑘| ≤ 𝑟) ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

то (1.3.33) следует из неравенство

‖𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ ≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖, (1.3.34)

которое доказывается ниже.

Пусть 𝜆 > 𝜆0 , где 𝜆0 – такое же положительное число, как в (1.3.28).

Тогда используя равенство (1.3.24), имеем

‖𝐵1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖2 = Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} =

= Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+𝑟−|𝑘|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥+

+𝜆

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
=
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= ‖𝐵1/2
𝜆0;𝑚

𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖2 + (𝜆− 𝜆0) cos 𝜃𝑚

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥

≥ (𝜆− 𝜆0) cos 𝜃𝑚

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥.

Отсюда следует, что

‖𝑢; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖2 =

∫︁
𝑑2(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≤ 1

(𝜆− 𝜆0) cos 𝜃𝑚
‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2(𝑅
𝑛)‖2.

Вводя обозначение

𝑞(𝜆) =
1√︀

(𝜆− 𝜆0) cos 𝜃𝑚
,

из последнего неравенства получим (1.3.34).

Лемма 2.2.1 доказана полностью.

Билинейная форма exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] удовлетворяет неравенствам

(см. (1.3.9), (1.3.10))

𝑐0‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖2 ≤ Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (1.3.35)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) ;

|ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]| ≤ (𝑀0 + |𝜆|)‖𝑢;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ · ‖𝑣;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ (1.3.36)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Числа 𝑐0, 𝑀0 > 0 в этих неравенствах не зависят

от 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) . Отсюда следует, что 𝐷 (ℬ𝜆;𝑚) = 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) .

Согласно неравенствам (1.3.35), (1.3.36) билинейная форма

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] замкнута и секториальна. Поэтому применяя лемму

1.2.3, получаем:

I) существует такой 𝑚 – секториальный оператор 𝐴𝜆;𝑚 , что для всех

𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝜆;𝑚) ⊂ 𝐷 (ℬ𝜆;𝑚) = 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) и всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) выполняется

равенство

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = (𝐴𝜆;𝑚𝑢, 𝑣)𝛼+𝑟, (1.3.37)

где (·, ·)𝛼+𝑟 – скалярное произведение в пространстве 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) ;
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II) если 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) , 𝑤 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) и

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = (𝑤, 𝑣)𝛼+𝑟

для всех 𝑣 , принадлежащих ядру формы ℬ𝜆;𝑚 , то 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝜆;𝑚) и

𝐴𝜆;𝑚𝑢 = 𝑤 .

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) . Тогда 𝑓 ∈

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ , поэтому

ℛ𝑚(𝜆)𝑓 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) и ввиду равенства (1.3.12)

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)𝑓, 𝑣] = ⟨𝑓, 𝑣⟩ (1.3.38)

для всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) .

В силу утверждения п. I) из равенства (1.3.38) следует, что

𝐴𝜆;𝑚ℛ𝑚(𝜆)𝑓 = 𝑓, ∀𝑓 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛).

Следовательно,

ℛ𝑚(𝜆)𝑓 = 𝐴−1
𝜆;𝑚𝑓 (1.3.39)

для всех 𝑓 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) .

Пусть 𝐵𝜆;𝑚 – самосопряженный оператор в пространстве 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) ,

порожденный симметричной формой (1.3.24) (то есть, такой же, как в

лемме 2.2.1)). Для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) выполняется равенство(︁
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢,𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑣

)︁
= ̃︀ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣],

Отсюда при 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) с учетом равенства (1.3.24) получим⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2

= Re
{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
(𝜆 ≥ 𝜆0 > 0).

Далее применяя неравенство (1.3.9), находим⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
≥ 𝐶

⃦⃦
𝑢;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦

(𝜆 ≥ 𝜆0 > 0)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Отсюда следует обратимость оператора 𝐵
1/2
𝜆;𝑚 при

𝜆 ≥ 𝜆0 > 0 . Применяя лемму 1.2.4 ([34, гл. 6, теорема 3.2]), получим

представление

𝐴−1
𝜆;𝑚 = 𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝑋𝑚(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0), (1.3.40)
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где 𝑋𝑚(𝜆) : 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) → 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛) – некоторый ограниченный опера

тор и его норма ‖𝑋𝑚(𝜆)‖ не превосходит числа 𝑀1 > 0 , не зависящего от

𝜆 ∈ [𝜆0,∞) .

Переходим к доказательству утверждения 2.2.1. Равенство (1.3.21) пе

репишем в виде

K𝜆[𝐹, 𝑣] =

=
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(1)

𝐶𝑘′′

𝑘′

(︁
𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝑈

(𝑘′′)
𝑚,𝜆 , 𝑑

𝛼+𝑟−|𝑙|𝑣(𝑙)
)︁
, (1.3.41)

где

𝑈𝑚,𝜆(𝑥) = (ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . ,

и символом
∑︀(1) обозначено суммирование по мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑘′, 𝑘′′

таким, что 𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′, 𝑘′ ̸= 0, |𝑘|, |𝑙| ≤ 𝑟 .

Пусть 𝐹 ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) . Используя равенства (1.3.28) – (1.3.41), имеем

K𝜆[𝐹, 𝑣] =

=
∞∑︁

𝑚=1

∑︁(1)
𝐶𝑘′′

𝑘′ exp(𝑖𝜃𝑚)
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝐷𝑘′′𝐴−1

𝜆;𝑚Φ𝑚𝐹, 𝑑
−|𝑙|𝑣(𝑙)

)︁
𝛼+𝑟

=

=
∞∑︁

𝑚=1

∑︁(1)
𝐶𝑘′′

𝑘′ exp(𝑖𝜃𝑚)(𝑑
−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝐷𝑘′′𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝑋𝑚(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 Φ𝑚𝐹, 𝑑

−|𝑙|𝑣(𝑙)(𝑥))𝛼+𝑟.

Далее, применяя лемму 1.2.2 и неравенство Коши – Буняковского, имеем

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| ≪ Λ𝑛 sup
𝑚=1, 2, ...

∑︁(3)
‖T𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆)𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖×

×
⃦⃦⃦
𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)(𝑥);𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
, (1.3.42)

где

T𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆) = 𝑑−|𝑘′|−|𝑘′′|𝜙(𝑘′)
𝑚 𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘′′𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 ,

𝑉𝑚,𝜆(𝑥) = 𝑋𝑚(𝜆)𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 (𝜙𝑚𝐹 )(𝑥) (1.3.43)
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и символом
∑︀(3) обозначено суммирование по мультииндексам 𝑘′, 𝑘′′ та

ким, что |𝑘′|+ |𝑘′′| ≤ 𝑟 и 𝑘′ ̸= 0 .

Так как (см. (1.1.2) )⃦⃦⃦
𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)(𝑥);𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
≤

⃦⃦
𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦

(𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛))

для любого мультииндекса 𝑙 : |𝑙| ≤ 𝑟 , то из (1.3.42) следует неравенство

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| ≪

≪
⃦⃦
𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦

sup
𝑚=1, 2, ...

∑︁(3)
⃦⃦⃦
T𝑘′

𝑘′′𝑚(𝜆)𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
, (1.3.44)

Пусть 𝜆0 – положительное число, такое же как в (1.3.28). Тогда при

𝜆 > 𝜆0 в силу равенства (1.3.27) имеем⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2

= Re
{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
=

= Re
{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
+ cos(𝜃𝑚)(𝜆− 𝜆0)

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥

≥ Re
{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
=

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑢;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

. (1.3.45)

Отсюда следует, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 оператор 𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 является ограничен

ным оператором, и его норма не превосходит единицу. Так как оператор

𝐵𝜆;𝑚 является самосопряженным при всех значениях 𝜆 ≥ 1 , то 𝜆 ≥ 𝜆0 опе

ратор 𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

также является ограниченным оператором, и его норма

не превосходит единицу. Учитывая это, имеем⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 (𝜙𝑚𝐹 );𝐿2, 𝛼+𝑟(Ω)

⃦⃦⃦
≤

≤
⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

⃦⃦⃦
×

⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 );𝐿2, 𝛼+𝑟(Ω)
⃦⃦⃦
≤

≤
⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 );𝐿2, 𝛼+𝑟(Ω)
⃦⃦⃦
. (1.3.46)

Пусть Ω – некоторая область в 𝑅𝑛 . Норму в пространстве 𝐿2(Ω) мож

но задавать с помощью равенства

‖𝑓 ;𝐿2(Ω)‖ = sup |(𝑓, 𝑣)|, (1.3.47)
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где супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω) таким, что ‖𝑣;𝐿2(Ω)‖ = 1 . Так

как 𝐶∞
0 (Ω) плотно в 𝐿2(Ω) , то в равенстве (1.3.47) можно считать, что

супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) , таким, что ‖𝑣;𝐿2(Ω)‖ = 1 .

В равенстве (1.3.47) заменяем 𝑓 на 𝑑𝛼+𝑟𝑓 , 𝑣 на 𝑑𝛼+𝑟𝑣 и получаем

равенство

‖𝑓 ;𝐿2, 𝛼+𝑟(Ω)‖ = sup |(𝑓, 𝑣)2, 𝛼+𝑟|, (1.3.48)

где супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) , таким, что ‖𝑣;𝐿2, 𝛼+𝑟(Ω)‖ = 1 .

При 𝜆 = 𝜆0 из равенства (1.3.25) имеем(︁
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑢,𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
2, 𝛼+𝑟

= ̃︀ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑣],

С другой стороны,

̃︀ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑢] ≫
⃦⃦
𝑢;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦2

,⃒⃒⃒ ̃︀ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ (𝑀0 + 𝜆0)

⃦⃦
𝑢;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) . Поэтому согласно теореме Лакса – Мильграма,

уравнение ̃︀ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, ̂︀𝑣] = (𝑤, ̂︀𝑣)𝛼+𝑟 ∀̂︀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛)

имеет решение для любого 𝑤 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) . Следовательно, функцию 𝑣 ∈

𝐶∞
0 (𝑅𝑛) в (1.3.48) можно представить в виде

𝑣 = 𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑤,

то есть

‖𝑓 ;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ = sup

⃒⃒⃒⃒(︁
𝑓,𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑤
)︁
2,𝛼+𝑟

⃒⃒⃒⃒
,

где супремум берется по всем 𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) таким, что⃦⃦⃦

𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑤;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
= 1.

С другой стороны, в классе 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) следующие нормы эквивалентны⃦⃦

𝑣;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
⃦⃦

и
⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
.
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Поэтому⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 );𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
= sup

⃒⃒⃒(︁
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 ), 𝑤
)︁
𝛼+𝑟

⃒⃒⃒
=

= sup
⃒⃒⃒(︁
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 ), 𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
𝛼+𝑟

⃒⃒⃒
≪ sup |(𝜙𝑚𝐹, 𝑣)𝛼+𝑟 | ≪

≪
⃦⃦⃦
𝜙𝑚𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ ≪

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

, (1.3.49)

где первый супремум в этой цепочке берется по всем 𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) :

‖𝑤;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ = 1 , второй супремум – по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛) :⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑤;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦

= 1 , а третий супремум – по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) :⃦⃦

𝑣;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
⃦⃦
= 1 .

В силу (1.3.46) из (1.3.49) следует неравенство

‖𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ ≤ 𝑀

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

, (1.3.50)

которое справедливо при 𝜆 ≥ 𝜆0 , где 𝜆0 ≥ 1 – некоторое конечное число.

Из утверждения п. Б) леммы 2.2.1 (см. (1.3.26)) и равенства (1.3.43)

следует, что

lim
𝜆→∞

⃦⃦⃦
T𝑘′

𝑘′′𝑚(𝜆)
⃦⃦⃦
= 0. (1.3.51)

Ввиду этого равенства из (1.3.44), (1.3.50), (1.3.49) получим

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| ≪

≪ sup
𝑚=1, 2, ...

sup
|𝑘′|+|𝑘′′|≤2𝑟; 𝑘′ ̸=0

‖T𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆)‖ · ‖𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖

⃦⃦
𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤

≤ 𝜔1(𝜆)
⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ · ‖𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖

для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) , и 𝜔1(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ .

Таким образом, оценка (1.3.23) доказана, что и завершает доказатель

ство утверждения 2.2.1.

Утверждение 1.3.2. Существует положительная функция 𝜔2(𝜆),

𝜆 > 0, такая, что

|L𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤ 𝜔2(𝜆0)
⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ · ‖𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖ (1.3.52)
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при всех 𝜆 ≥ 𝜆0 и для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛). Положитель

ная функция 𝜔2(𝜆0) такая, что 𝜔2(𝜆0) → 0 при 𝜆0 → ∞.

Доказательство. Напомним определение полуторалинейной формы

L𝜆[𝐹, 𝑣] ( см. (1.3.22))

L𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×
∑︁(2)

𝐶 𝑙′′

𝑙′

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑈

(𝑘)
𝑚,𝜆(𝑥)𝜙

(𝑙′)
𝑚 (𝑥)𝑣(𝑙′′)(𝑥)𝑑𝑥. (1.3.53)

Здесь (см. (1.3.19))

𝑈
(𝑘)
𝑚,𝜆(𝑥) = 𝐷𝑘(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . .

и символ
∑︀(2) обозначает суммирование по мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑙′, 𝑙′′ та

ким, что 𝑙 = 𝑙′ + 𝑙′′, 𝑙′ ̸= 0, |𝑘|, |𝑙| ≤ 𝑟 .

Форму (1.3.53) представим в виде

L𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(2)

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣], (1.3.54)

где

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] = 𝐶 𝑙′′

𝑙′

(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑈

(𝑘)
𝑚,𝜆, 𝑑

−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑣(𝑙

′′)
)︁
𝛼+𝑟

.

Так как (см. (1.3.39), (1.3.40))

ℛ𝑚(𝜆) = 𝐴−1
𝜆;𝑚 = 𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝑋𝑚(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0),

то форму I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] можно записать в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝑋𝑚(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 Φ𝑚𝐹, 𝑑

−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝐷𝑙′′𝑣

)︁
𝛼+𝑟

.

Далее используя обозначение (см. (1.3.43))

𝑉𝑚,𝜆(𝑥) = 𝑋𝑚(𝜆)𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 (𝜙𝑚𝐹 )(𝑥),
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имеем

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝑉𝑚,𝜆, 𝑑

−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝐷𝑙′′𝑣

)︁
𝛼+𝑟

.

Так как 𝐷𝑙′′𝑣 = 𝐷𝑙′′𝐵
−1/2
𝜆0;𝑚

𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑣 и 𝐵𝜆0;𝑚 – самосопряженный оператор, то

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =

=
(︁
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

𝐷𝑙′′𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑑−|𝑘|−|𝑙′|−|𝑙′′|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝑉𝑚,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
𝛼+𝑟

. (1.3.55)

В процессе доказательства утверждения 2.2.1 мы воспользовались обо

значением (см. (1.3.43) )

T𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆) = 𝑑−|𝑘′|−|𝑘′′|𝜙(𝑘′)
𝑚 𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘′′𝐵
−1/2
𝜆;𝑚

и доказали, что (см. (1.3.51) )

lim
𝜆→∞

‖T𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆)‖ = 0 (1.3.56)

при |𝑘′|+ |𝑘′′| ≤ 𝑟; 𝑘′ ̸= 0 . Следовательно,

T𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0) = 𝑑−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑙′′𝐵
−1/2
𝜆0;𝑚

и

T*
𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0) = 𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

𝐷𝑙′′𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑑−|𝑙′|−|𝑙′′|𝑎𝑘𝑙𝑚.

Так как норма ограниченного оператора совпадает с нормой сопряженного

оператора, то из (1.3.56) следует, что

lim
𝜆0→∞

‖T*
𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)‖ = 0 (1.3.57)

при |𝑙′|+ |𝑙′′| ≤ 𝑟; 𝑙′ ̸= 0 .

С помощью введенного обозначения равенство (1.3.55) записывается

в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
T*

𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)𝑑
−|𝑘|𝐷𝑘𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝑉𝑚,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
𝛼+𝑟

.
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Далее вводим обозначение

P𝑚,𝜆0,𝑘 = 𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆0;𝑚

(1.3.58)

и записываем полученное равенство в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
T*

𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)P𝑚,𝜆0,𝑘𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝑉𝑚,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
𝛼+𝑟

. (1.3.59)

Из (1.3.45) следует, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 оператор 𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 является

ограниченным оператором, и его норма не превосходит единицу. С дру

гой стороны, согласно утверждения п. а) леммы 2.2.1 оператор P𝑚,𝜆0,𝑘

является ограниченным. Поэтому из (1.3.59) имеем⃒⃒⃒
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑀2 ‖T*
𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)‖ ‖𝑉𝑚,𝜆; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛)‖ ·
⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦

(1.3.60)

при всех 𝜆 ≥ 𝜆0 .

Ранее при доказательстве утверждения 2.2.1 мы доказали, что

(см. (1.3.50)),

‖𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)‖ ≤ 𝑀3

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

,

при 𝜆 ≥ 𝜆0 , где 𝜆0 ≥ 1 – некоторое конечное число и⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣; 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝑀4

⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦

для всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . В силу этих неравенств из (1.3.60) следует, что⃒⃒⃒
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑀5 ‖T*
𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)‖

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ ·

⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦

(1.3.61)

при всех 𝜆 ≥ 𝜆0 и для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) .

Вводя обозначение

𝛿*(𝜆0) = 𝑀5 ‖T*
𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)‖ ,
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получим⃒⃒⃒
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ 𝛿*(𝜆0)

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ ·

⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦

(1.3.62)

при всех 𝜆 ≥ 𝜆0 и для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) .

Из (1.3.57) следует, что 𝛿*(𝜆0) → 0 при 𝜆0 → 0 . Поэтому подбирая

число 𝜆0 достаточно большим, из (1.3.62) и (1.3.54) в силу леммы 1.2.2

получаем (1.3.52).

Утверждение 2.2.2 доказано.

Применяя неравенства (1.3.23), (1.3.52), установленные, соответствен

но, в утверждениях 2.2.1 и 2.2.2, из (1.3.20) получим

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| ≤ (𝜔1(𝜆) + 𝜔2(𝜆0))
⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ · ‖𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(Ω)‖

для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) . Так как 𝜔1(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ и

𝜔2(𝜆) → 0 при 𝜆0 → ∞ , то существует число 𝜆0 ≥ 1 такое, что

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| ≤ 1

2

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦ · ‖𝑣;𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖ (1.3.63)

для любого 𝜆 ≥ 𝜆0 и всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) . Так как по

определению пространства
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ , 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛) плотно в
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ ,

то оценка (1.3.63) верна для всех 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ .

Из оценки (1.3.63) следует, что при 𝜆 > 𝜆0 оператор G(𝜆) = R(𝜆)−𝐸 ,

действующий из
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ в

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ , является ограниченным и его

норма не превосходит 1/2 . Поэтому оператор

R(𝜆) :
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ → (︀

𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′

непрерывно обратим и

R−1(𝜆) = (𝐸 +G(𝜆))−1.

Оператор ℛ𝑚(𝜆) , определенный равенством (1.3.12), действует из(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ в 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) . Поэтому из (1.3.14) следует, что оператор ℛ(𝜆)
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также действует из
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ в 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛) . Следовательно, для любого

функционала 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ функция 𝑈(𝑥) , определенная равенством

𝑈 = ℛ(𝜆)R−1(𝜆)𝐹 (𝜆 ≥ 𝜆0), (1.3.64)

принадлежит пространству 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) .

Далее будем предполагать, что 𝜆 ≥ 𝜆0 , и 𝜆0 –некоторое достаточно

большое число. Тогда из равенства (1.3.15) следует, что

𝐵𝜆[ℛ(𝜆)R−1(𝜆)𝐹, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) . Поэтому при 𝜆 ≥ 𝜆0 функция 𝑈(𝑥) , определенная

равенством (1.3.64), удовлетворяет равенству

𝐵𝜆[𝑈, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛).

Это означает, что функция (1.3.64) является решением задачи 𝐷𝜆 . Так как

при 𝜆 ≥ 𝜆0 оператор R−1(𝜆) ограничен, то из (1.3.13) и (1.3.14) следует,

что функция (1.3.64) удовлетворяет оценке (1.1.9) теоремы 1.1.1, то есть

‖𝑈 ;𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)‖ ≤ 𝑀
⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

,

где число 𝑀 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0,∞) и от функционала 𝐹 .

Таким образом, мы доказали, что задача 𝐷𝜆 при 𝜆 ≥ 𝜆0 имеет реше

ние для любого заданного функционала 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ , и оно удовлетво

ряет неравенству (1.1.9).

Переходим к доказательству единственности решения задачи 𝐷𝜆 . Оче

видно, для этого нам достаточно доказать, что однородная задача 𝐷𝜆 (то

есть, когда 𝐹 = 0) имеет только нулевое решение.

Рассмотрим сопряженную задачу: для заданного функционала

𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2,𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ найти функцию 𝑈1 ∈ 𝑉 𝑟

2,𝛼(𝑅
𝑛) , удовлетворяющую ра

венству

𝐵𝜆[𝑣, 𝑈1] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2,𝛼(𝑅

𝑛). (1.3.65)
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Так как коэффициенты билинейной формы 𝐵𝜆[𝑣, 𝑈1] удовлетворяют усло

виям теоремы 1.1.1, поступая так же, как выше, можно построить операто

ры ℛ*(𝜆), R*(𝜆) такие, что функция 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)
−1𝐹 (𝜆 ∈ [𝜆*

0,∞))

принадлежит пространству 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)) и удовлетворяет уравнению (1.3.65).

Пусть функция 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) является решением уравнения

𝐵𝜆[𝑢, 𝑣] = 0 (∀𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)), (1.3.66)

где 𝜆 ≥ 𝜆′
0 = max{𝜆*

0, 𝜆0} . Пусть 𝐹 – произвольный элемент простран

ства
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ . Так как 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)

−1𝐹 принадлежит простран

ству 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) , то, полагая 𝑣 = 𝑈1 в (1.3.66), получаем

𝐵𝜆[𝑢, 𝑈1] = 0,

то есть

𝐵𝜆[𝑢, 𝑈1] = 0.

С другой стороны, функция 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)
−1𝐹 удовлетворяет (1.3.65).

Поэтому ⟨𝐹, 𝑢⟩ = 0 для всех 𝐹 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) . Учитывая вложение

𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) →
(︀
𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ и полагая 𝐹 = 𝑢 , имеем ⟨𝑢, 𝑢⟩ = 0 , то есть 𝑢 = 0 .

Теорема 1.1.1 доказана полностью.

1.4. Исследование гладкости решения однородной задачи

Напомним, что норма в пространстве 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛) определяется равен

ством

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝑑𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥+

∫︁
𝑑𝑝(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

,

где 𝑑(𝑥) = (1+|𝑥|2)−1/2 . Здесь и далее в этой работе все интегралы берутся

по всему пространству 𝑅𝑛 .

Согласно результатам работ [4, 48], множество 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) (множество

бесконечно дифференцируемых функций с компактными носителями в
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𝑅𝑛 ), плотно в пространстве 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛) , и для любого мультииндекса

𝑘 : |𝑘| ≤ 𝑟 и всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛) выполняется неравенство{︂∫︁ (︁
𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒)︁𝑝

𝑑𝑥

}︂1/𝑝

≤ 𝑀0

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

𝑝,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
, (1.4.1)

где число 𝑀0 > 0 не зависит от 𝑢(𝑥) . Это неравенство позволяет нам

задавать в пространстве 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛) следующую эквивалентную норму:

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛)‖* =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|≤𝑟

∫︁
𝑑𝑝(𝛼+𝑟−|𝑘|)(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

. (1.4.2)

Используя это равенство, имеем

‖𝑢;𝑉 𝑟+𝑚
𝑝;𝛼−𝑚(𝑅

𝑛)‖* =

=

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|≤𝑟+𝑚

∫︁
𝑑𝑝(𝛼−𝑚+(𝑟+𝑚)−|𝑘|)(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

=

=

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|≤𝑟+𝑚

∫︁
𝑑𝑝(𝛼+𝑟−|𝑘|)(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

≥ ‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛)‖*. (1.4.3)

Отсюда следует вложение

𝑉 𝑟+𝑚
𝑝;𝛼−𝑚(𝑅

𝑛) → 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛) (1.4.4)

Напомним, что
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′ – пополнение пространства 𝐿2, 𝛼+𝑟(𝑅

𝑛) по

норме ⃦⃦⃦
𝑓 ;

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

= sup
|(𝑓, 𝑣)𝛼+𝑟|⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦ ,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑣(𝑥) ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛) .

Если 𝑚 – целое отрицательное число, то условимся писать(︀
𝑉 𝑚
2, 𝛼(𝑅

𝑛)
)︀′
= 𝑉 −𝑚

2,−𝛼(𝑅
𝑛).

На функциях 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) рассмотрим интегро-дифференциаль

ную полуторалинейную форму

B[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

∫︁
𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (1.4.5)
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коэффициенты 𝑏𝑘𝑙(𝑥) которой являются ограниченными комплекснознач

ными функциями.

Далее предположим, что выполнены следующие условия:

А) Существует натуральное число 𝑚0 такое, что⃒⃒⃒
𝑏
(𝑠)
𝑘𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀𝑑|𝑠|(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (1.4.6)

для любого мультииндекса 𝑠 : |𝑠| ≤ 𝑚0 .

Б) Для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и любого набора комплексных чисел

𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|=𝑟 ⊂ C выполняется неравенство

∑︁
|𝑘|=𝑟

|𝜁𝑘|2 ≤ 𝑀 Re

⎧⎨⎩𝛾(𝑥)
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑟

𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙

⎫⎬⎭ , (1.4.7)

где отличная от нуля комплекснозначная функция 𝛾(𝑥) всюду непрерыв

на, и для любого числа 𝜈 > 0 существует число 𝑅𝜈 > 0 такое, что

|𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑦)| < 𝜈 (1.4.8)

для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 таких, что |𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈 .

Теорема 1.4.1. Пусть выполнены условия (1.4.6), (1.4.7), (1.4.8) и

пусть задан элемент 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′ , где целое число 𝑚 такое, что

0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 . Тогда если функция 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) ∩ 𝐿2;loc(𝑅
𝑛) является

решением уравнения

B[𝑢, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ (∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛)) (1.4.9)

то 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 𝑟+𝑚
2;loc (𝑅

𝑛) и при наличии добавочного условия

𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2;𝛼+𝑟(𝑅
𝑛) (1.4.10)

выполняется неравенство⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟+𝑚

2;𝛼−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀

{︁⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦}︁

, (1.4.11)

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝑢(𝑥) и 𝐹 .
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Доказательство. Фиксируем произвольную точку 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 и опре

делим шар 𝐼(𝑥0) с центром в этой точке

𝐼(𝑥0) =

{︂
𝑥 ∈ 𝑅𝑛 :

⃒⃒
𝑥− 𝑥0

⃒⃒
<

1

𝜇0
𝑑−1(𝑥0)

}︂
, (1.4.12)

где 𝜇0 – достаточно большое положительное число.

Рассмотрим случай 𝑚 ≥ 𝑟 . Тогда 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′

= 𝑉 𝑚−𝑟
2;−𝛼−𝑚(𝑅

𝑛) ,

то есть, в этом случае 𝐹 – обычная функция, которая во всем 𝑅𝑛 имеет все

обобщенные производные до (𝑚−𝑟)-того порядка включительно. Поэтому

⟨𝐹, 𝑣⟩ =
∫︁

𝑑2𝛼+2𝑟𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

и уравнение (1.4.9) для всех функций 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) с носителями, принад

лежащими множеству 𝐼(𝑥0) имеет вид∫︁
𝐼(𝑥0)

∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐼(𝑥0)

𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

В интегралах этого равенства сделаем замену переменных интегрирования

𝑥 = 𝑥0 +
1

𝜇0
𝑑−1(𝑥0)

(︀
𝜉 − 𝑥0

)︀
. (1.4.13)

В результате такой замены шар 𝐼(𝑥0) пространства переменных 𝑥 ∈ 𝑅𝑛

переводится в единичный шар 𝐽(𝑥0) в пространстве переменных 𝜉 ∈ 𝑅𝑛 :

𝐽(𝑥0) =
{︀
𝜉 ∈ 𝑅𝑛 :

⃒⃒
𝜉 − 𝑥0

⃒⃒
< 1

}︀
.

После замены переменных интегрирования подынтегральные функции мы

обозначим теми же буквами, что и раньше, но пометим звездочками. Име

ем{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−𝑛+|𝑘|+|𝑙|

∫︁
𝐽(𝑥0)

∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|
* (𝜉)𝑏*𝑘𝑙(𝜉)𝑢

(𝑘)
* (𝜉)𝑣

(𝑙)
* (𝜉)𝑑𝜉 =

=
{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−𝑛

∫︁
𝐽(𝑥0)

𝐹*(𝜉)𝑣*(𝜉)𝑑𝜉.
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Умножим это равенство на 𝑑−2𝛼(𝑥0)
{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀𝑛−2𝑟 и представим получен

ный результат в виде∫︁
𝐽(𝑥0)

∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑐𝑘𝑙(𝜉)𝑢
(𝑘)
* (𝜉)𝑣

(𝑙)
* (𝜉)𝑑𝜉 =

∫︁
𝐽(𝑥0)

Φ*(𝜉)𝑣*(𝜉)𝑑𝜉 (1.4.14)

где

𝑐𝑘𝑙(𝜉) = 𝑑−2𝛼(𝑥0)
{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−2𝑟+|𝑘|+|𝑙|

𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|
* (𝜉)𝑏*𝑘𝑙(𝜉), (1.4.15)

Φ*(𝜉) = 𝑑−2𝛼(𝑥0)
{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−2𝑟

𝐹*(𝜉). (1.4.16)

Отметим, что равенство (1.4.14) имеет место для всех 𝑣*(𝜉) ∈ 𝐶∞
0 (𝐽(𝑥0)) .

Поступая так же как при доказательстве теоремы 2.3 работы

Н.В.Мирошина [50] легко доказывается, что коэффициенты 𝑐𝑘𝑙(𝜉) удовле

творяют условию ⃒⃒⃒
𝑐
(𝑠)
𝑘𝑙 (𝜉)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀 < +∞

(︀
𝜉 ∈ 𝐽(𝑥0)

)︀
(1.4.17)

для любого мультииндекса 𝑠 такого, что |𝑠| ≤ 𝑚 .

Лемма 1.4.1. Пусть выполнены все условия теоремы (1.4.1). Пусть

𝑥0 произвольная точка из 𝑅𝑛 и 𝜇0 - достаточно большое число. Тогда

для всех 𝑓* ∈ 𝑊 𝑟
2 (𝐽(𝑥

0)) справедливо неравенство

Re
∫︁

𝐽(𝑥0)

∑︁
|𝑘|,|𝑙|=𝑟

𝑐𝑘𝑙(𝜉)𝑓
(𝑘)
* (𝜉)𝑓

(𝑙)
* (𝜉)𝑑𝜉 ≥ κ

∫︁
𝐽(𝑥0)

∑︁
|𝑘|=𝑟

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑘)
* (𝜉)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜉. (1.4.18)

Доказательство. Пусть 𝜈 – достаточно малое положительное число.

Тогда по условию нашей теоремы (см. (1.4.8)) существует число 𝑅𝜈 > 0

такое, что

|𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑦)| < 𝜈 при |𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈. (1.4.19)

Рассмотрим случай |𝑥0| ≤ 2𝑅𝜈 . Так как функция 𝛾(𝑥) непрерывна

в замкнутом шаре радиуса 2𝑅𝜈 с центром в начале координат, то для
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любого достаточно большого числа 𝜇0 > 0 существует достаточно малое

число 𝜀(𝜇0) > 0 такое, что⃒⃒
𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑥0)

⃒⃒
< 𝜀(𝜇0), ∀𝑥 ∈ 𝐼(𝑥0). (1.4.20)

Полагая в неравенстве (1.4.7) 𝜁𝑘 = 𝑓 (𝑘)(𝑥) и интегрируя по 𝑥 ∈ 𝐼(𝑥0) ,

получим

1

𝑀

∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝐼(𝑥0)

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
≤

≤ Re
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑟

∫︁
𝐼(𝑥0)

𝛾(𝑥0)𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑓
(𝑘)(𝑥)𝑓 (𝑙)(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑉 (𝑥0; 𝑓), (1.4.21)

где

𝑉 (𝑥0; 𝑓) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
𝐼(𝑥0)

(︀
𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑥0)

)︀ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑟

𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑓
(𝑘)(𝑥)𝑓 (𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Применяя неравенство Коши-Буняковского и учитывая ограниченность

функций 𝑏𝑘𝑙(𝑥) (см. (1.4.6)), имеем

𝑉 (𝑥0; 𝑓) ≤
∫︁

𝐼(𝑥0)

⃒⃒
𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑥0)

⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=𝑟

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥.

Отсюда в силу неравенства (1.4.20) следует, что

𝑉 (𝑥0; 𝑓) ≤ 𝜀(𝜇0)

∫︁
𝐼(𝑥0)

∑︁
|𝑘|=𝑟

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥. (1.4.22)

Теперь подбирая положительное число 𝜇0 достаточно большим, из (1.4.21)

и (1.4.22) находим(︂
1

𝑀
− 𝜀(𝜇0)

)︂ ∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝐼(𝑥0)

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
≤

≤ Re
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑟

∫︁
𝐼(𝑥0)

𝛾(𝑥0)𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑓
(𝑘)(𝑥)𝑓 (𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 (1.4.23)
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Далее заметим, что функция 𝛾(𝑥) непрерывна в замкнутом шаре радиуса

2𝑅𝜈 с центром в начале координат и не обращается в нуль в этом шаре.

Поэтому существует число 𝑐0 такое, что⃒⃒
𝛾−1(𝑥)

⃒⃒
≥ 𝑐0 > 0

для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| ≤ 2𝑅𝜈 . Учитывая это, из (1.4.23) имеем

κ0

∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝐼(𝑥0)

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
≤ Re

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑟

∫︁
𝐼(𝑥0)

𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑓
(𝑘)(𝑥)𝑓 (𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (1.4.24)

где κ0 – некоторое положительное число. Теперь можно заметить, что

из (1.4.24) после замены переменных интегрирования (1.4.13) следует

(1.4.18).

Таким образом, лемма 1.4.1 в случае |𝑥0| ≤ 2𝑅𝜈 доказана.

Рассмотрим случай |𝑥0| > 2𝑅𝜈 . Пусть 𝑥 ∈ 𝐼(𝑥0) . Тогда⃒⃒
𝑥− 𝑥0

⃒⃒
<

1

𝜇0
𝑑−1(𝑥0) <

1

𝜇0

(︀
1 + |𝑥0|

)︀
и следовательно,

|𝑥| >
(︂
1− 1

𝜇0

)︂
|𝑥0| − 1

𝜇0
>

(︂
1− 1

𝜇0

)︂
2𝑅𝜈 −

1

𝜇0
.

Поэтому число 𝑅𝜈 можно подобрать так, чтобы выполнялось неравенство

|𝑥| > 𝑅𝜈 ∀𝑥 ∈ 𝐼(𝑥0).

Тогда из (1.4.8) следует, что

|𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑥0)| < 𝜈 ∀𝑥 ∈ 𝐼(𝑥0). (1.4.25)

Так как 𝜈 > 0 – достаточно малое число, то поступая так же, как в слу

чае |𝑥0| ≤ 2𝑅𝜈 , используя (1.4.25) вместо неравенства (1.4.20), получаем

неравенство (1.4.24) в случае |𝑥0| > 2𝑅𝜈 , что и завершает доказательство

леммы 1.4.1.
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Дальнейшая часть доказательства теоремы (1.4.1) в случае 𝑚 ≥ 𝑟 ос

нована на лемме 1.4.1 и проводится так же, как в доказательстве теоремы

2.3 работы [50].

Теперь рассмотрим случай 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑟 . В этом случае

𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′ – обобщенная функция и согласно теореме 1 из [20]

она представляется в виде

< 𝐹, 𝑣 >=
∑︁

|𝑘|≤𝑟−𝑚

∫︁
𝑓𝑘(𝑥)𝑣(𝑘)(𝑥)𝑑𝑥, ∀𝑣 ∈ 𝑉 𝑟−𝑚

2;𝛼+𝑚(𝑅
𝑛),

и для ее нормы справедливо равенство

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

=

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|≤𝑟−𝑚

⃦⃦⃦
𝑑−𝛼+𝑟−|𝑘|𝑓𝑘; 𝐿2(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦⎫⎬⎭

1/2

.

Далее, поступая так же, как при выводе (1.4.14), получаем равенство∫︁
𝐽(𝑥0)

∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑐𝑘𝑙(𝜉)𝑢
(𝑘)
* (𝜉)𝑣

(𝑙)
* (𝜉)𝑑𝜉 =< 𝐹*, 𝑣* >=

= 𝑑−2𝛼(𝑥0)
{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−2𝑟

∑︁
|𝑘|≤𝑟−𝑚

{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−|𝑘|

∫︁
𝐽(𝑥0)

𝑓 *
𝑘 (𝜉)𝑣

(𝑘)
* (𝜉)𝑑𝜉, (1.4.26)

где коэффициенты 𝑐𝑘𝑙(𝜉) определяются равенством (1.4.15) и удовлетво

ряют неравенствам (1.4.17), (1.4.18). Чтобы оценить норму функционала

𝐹* , применяя неравенство Коши-Буняковского, имеем

| < 𝐹*, 𝑣* > | ≤ 𝑑−2𝛼(𝑥0)
{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−2𝑟 ×

×

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁

|𝑘|≤𝑟−𝑚

{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−2|𝑘|

∫︁
𝐽(𝑥0)

|𝑓 *
𝑘 (𝜉)|

2 𝑑𝜉

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

×

×
⃦⃦
𝑣*; 𝑊

𝑟−𝑚
2 (𝐽(𝑥0))

⃦⃦
. (1.4.27)
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Отсюда следует, что 𝐹* ∈
(︀
𝑊 𝑟−𝑚

2 (𝐽(𝑥0))
)︀′ , и справедлива следующая оцен

ка⃦⃦⃦
𝐹*;

(︀
𝑊 𝑟−𝑚

2 (𝐽(𝑥0))
)︀′⃦⃦⃦ ≤

≤ 𝑑−2𝛼(𝑥0)
{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−2𝑟

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁

|𝑘|≤𝑟−𝑚

{︀
𝜇0𝑑(𝑥

0)
}︀−2|𝑘|

∫︁
𝐽(𝑥0)

|𝑓 *
𝑘 (𝜉)|

2 𝑑𝜉

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

.

Теперь применяя к уравнению (1.4.26) априорную оценку леммы 1 п. 4.2

работы [45], получаем, что 𝑢* ∈ 𝑊 𝑟+𝑚
2 (𝐽1/2(𝑥

0)) , где

𝐽1/2(𝑥
0) =

{︀
𝜉 ∈ 𝑅𝑛 :

⃒⃒
𝜉 − 𝑥0

⃒⃒
< 1/2

}︀
.

Далее, поступая так же, как в заключительной части доказательства тео

ремы 2.3 работы [50] получаем оценку (1.4.11).

Теорема 1.4.1 доказана полностью.

Теперь применяя теорему 1.4.1, исследуем гладкость решения задачи

𝐷𝜆 , рассмотренной в первом параграфе, то есть докажем теорему 1.1.2.

Для удобства чтения еще раз сформулируем эту теорему

Теорема 1.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.1. Пусть

также существует натуральное число 𝑚0 такое, что⃒⃒⃒
𝑎
(𝑠)
𝑘𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀𝑑|𝑠|(𝑥)

для любого мультииндекса 𝑠 такого, что |𝑠| ≤ 𝑚0 . Тогда при 𝜆 ≥ 𝜆0 ,

где 𝜆0 – такое же число, как в теореме 1.1.1,

для любого заданного элемента 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′ , где целое число

𝑚 такое, что 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 , существует решение 𝑢(𝑥) задачи 𝐷𝜆 , оно

принадлежит пространству 𝑉 𝑟+𝑚
2,𝛼−𝑚(𝑅

𝑛), и имеет место неравенство⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟+𝑚

2,𝛼−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀

⃦⃦
𝐹 ; 𝑉 𝑚−𝑟

2,−𝛼−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦
, (1.4.28)

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .
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Доказательство. Так как выполняются все условия теоремы 1.1.1 и

имеет место вложение

𝑉 𝑚−𝑟
2,−𝛼−𝑚(𝑅

𝑛) → 𝑉 −𝑟
2,−𝛼(𝑅

𝑛), (1.4.29)

то при 𝜆 ≥ 𝜆0 задача 𝐷𝜆 имеет решение 𝑢(𝑥) ∈ 𝑉 𝑟
2,𝛼(𝑅

𝑛) , которое удовле

творяет неравенству (см. (1.1.9))⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2,𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀0

⃦⃦
𝐹 ; 𝑉 −𝑟

2,−𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
, (1.4.30)

где число 𝑀0 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 . Отсюда

следует условие (1.4.10) теоремы 1.4.1, то есть

𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2;𝛼+𝑟(𝑅
𝑛),

и в силу этой теоремы выполняется неравенство⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟+𝑚

2;𝛼−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀1

{︁⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2;𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦}︁

, (1.4.31)

где число 𝑀1 > 0 не зависит от 𝑢(𝑥) и 𝐹 .

Далее заметим, что⃦⃦
𝐹 ; 𝑉 −𝑟

2,−𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝐶0

⃦⃦
𝐹 ; 𝑉 𝑚−𝑟

2,−𝛼−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦

в силу вложения (1.4.29), и поэтому из (1.4.30), (1.4.31) имеем⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟+𝑚

2;𝛼−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀1 (1 +𝑀0𝐶0)

⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′⃦⃦⃦

.

Так как (︀
𝑉 𝑟−𝑚
2;𝛼+𝑚(𝑅

𝑛)
)︀′
= 𝑉 𝑚−𝑟

−𝛼−𝑚(𝑅
𝑛),

то из последнего неравенства следует (1.4.28).

Теорема 1.4.2, следовательно, и теорема 1.1.2, доказана.
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Глава 2

Вариационная задачи Дирихле для эллиптических

операторов с несогласованным вырождением

коэффициентов

В этой главе, состоящей из трех параграфов, изучается вариационная

задача Дирихле для одного класса эллиптических операторов высшего

порядка во всем 𝑛-мерном евклидовом пространстве в случае несогласо

ванности вырождения коэффициентов на бесконечности. Постановка ис

следуемой задачи связана с интегро-дифференциальной полуторалиней

ной формой, которая может не удовлетворять условию коэрцитивности.

Вводится понятие старшей формы и в соответствии с поведением коэф

фициентов старших форм определяется основное весовое нормированное

пространство, в котором ищется решение основной задачи работы. В пер

вом параграфе сформулированы основные результаты главы. Во втором

параграфе подробно доказывается теорема 2.1.1 о разрешимости однород

ной вариационной задачи Дирихле для эллиптических операторов во всем

пространстве с несогласованным вырождением коэффициентов, ассоции

рованных с некоэрцитивными формами. Здесь так же, как в первой главе,

однородность граничных условий задачи Дирихле понимается в том смыс

ле, что решение исследуемой задачи ищется в функциональном простран

стве, в котором плотен класс бесконечно дифференцируемых финитных

функций. В третьем параграфе доказывается теорема 2.1.2 о гладкости

решения исследуемой вариационной задачи Дирихле.
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2.1. Формулировка основных результатов

Пусть 𝑅𝑛 – 𝑛-мерное евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ,

𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛) – мультииндекс, |𝑘| = 𝑘1+𝑘2+· · ·+𝑘𝑛 – длина мульти-

индекса 𝑘 . Обозначим через 𝑢(𝑘)(𝑥) обобщенную в смысле С.Л.Соболева

производную функции 𝑢(𝑥) мультииндекса 𝑘 . Пусть 𝑟 – натуральное,

𝛼, 𝑝 – вещественные числа и 1 ≤ 𝑝 < ∞ . Символом 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(𝑅

𝑛) обозначим

пространство функций 𝑢(𝑥) , определенных во всем пространстве 𝑅𝑛 , име

ющих все обобщенные в смысле С.Л.Соболева производные порядка 𝑟 с

конечной нормой

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(𝑅

𝑛)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝑑𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥+

∫︁
𝑑𝑝(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

,

где 𝑑(𝑥) = (1 + |𝑥|2)−1/2 . Здесь и далее все интегралы берутся по всему

пространству 𝑅𝑛 .

Пусть 𝑟 – натуральное число и 𝐽 – некоторое подмножество множе

ства {0, 1, . . . , 𝑟} , причем 𝑟 ∈ 𝐽 . Пусть 𝛼𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽, – вещественные числа.

Рассмотрим дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

(−1)𝑗
(︁
𝑑(𝑥)2𝛼𝑗𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)
)︁(𝑙)

, (2.1.1)

который понимается в смысле теории распределений на 𝑅𝑛 . Предполага

ется, что коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, являются ограниченными ком

плекснозначными функциями.

Определение 2.1.1. Вырождение коэффициентов оператора (2.1.1)

называется согласованным, если существует число 𝛼 такое, что

𝛼𝑗 = 𝛼 − 𝑗 + 𝑟 при всех 𝑗 ∈ 𝐽. В противном случае оно называется

несогласованным.
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Постановка вариационной задачи Дирихле для оператора (2.1.1) свя

зана со следующей интегро-дифференциальной полуторалинейной фор

мой

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥. (2.1.2)

Из приведенного выше определения следует, что дифференциальные

операторы, рассмотренные в первой главе, имели согласованное вырожде

ние коэффициентов. В отличие от этого, в настоящей главе исследуется

разрешимость и гладкость решения вариационной задачи Дирихле, свя

занной с оператором (2.1.1) в случае несогласованности вырождения его

коэффициентов и некоэрцитивности формы (2.1.2). Здесь так же, как в

первой главе, понятие коэрцитивности формы понимается в смысле опре

деления 2.0.1 работы [52]: если 𝐻0 – гильбертово пространство со ска

лярным произведением (·, ·)0 и нормой ‖ · ‖0 , 𝐻+ – другое гильбертово

пространство с нормой ‖ · ‖+ , плотно вложенное в 𝐻0 , то определенная в

𝐻+ полуторалинейная форма 𝑃 [𝑢, 𝑣] называется 𝐻+ -коэрцитивной отно

сительно 𝐻0 , если найдутся числа 𝜇0 ∈ 𝑅, 𝛿0 > 0 такие, что

Re𝑃 [𝑢, 𝑢] + 𝜇0‖𝑢‖20 ≥ 𝛿0‖𝑢‖2+

для всех 𝑢 ∈ 𝐻+ .

Форму (2.1.2) представим в виде

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗[𝑢, 𝑣], где 𝐵𝑗[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

и дадим следующее определение

Определение 2.1.2. Форму 𝐵𝑟[𝑢, 𝑣] назовем старшей. Далее обо

значим для удобства 𝑟 через 𝑗1 . Другие старшие формы определим по

индукции. Пусть уже указаны старшие формы 𝐵𝑗1[𝑢, 𝑣], . . . , 𝐵𝑗𝑝−1
[𝑢, 𝑣]

(𝑗1 > 𝑗2 > · · · > 𝑗𝑝−1) и пусть 𝑗𝑝 наибольшее число из множества 𝐽 ,

меньше 𝑗𝑝−1 , для которого выполняется неравенство

𝛼𝑗𝑝 + 𝑗𝑝 < min
1≤ℎ≤𝑝−1

(𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ).
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Тогда форму 𝐵𝑗𝑝[𝑢, 𝑣] также назовем старшей. Если же такого 𝑗𝑝 не

найдется, то старшими будем называть только формы

𝐵𝑗1[𝑢, 𝑣], . . . , 𝐵𝑗𝑝−1
[𝑢, 𝑣], при этом 𝑝− 1 обозначим через 𝑝.

Пусть

𝛿 = min
1≤ℎ≤𝑝

{𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ}, (2.1.3)

и 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) – гильбертово пространство со скалярным произведением

(𝑢, 𝑣)𝛿 =

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥. (2.1.4)

Обозначим через ‖𝑓 ; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ норму пространства 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛) , порожден

ную скалярным произведением (2.1.4).

Вводим пространство H+ комплекснозначных функций 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

с конечной нормой

‖𝑢; H+‖ =

{︃
𝑝∑︁

ℎ=1

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ

2;𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦2}︃1/2

. (2.1.5)

Из свойства пространства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(𝑅

𝑛) (см., например, [4]) следует, что мно

жество 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) плотно в пространстве H+ и

‖𝑓 ; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ≤ ‖𝑢; H+‖ ∀𝑢 ∈ H+.

Символом H− обозначим пополнение пространства 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) по норме

‖𝑓 ; H−‖ = sup
|(𝑓, 𝑢)𝛿|
‖𝑢; H+‖

,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑢 ∈ H+ . Элемен

ты из H− отождествляются с соответствующими антилинейными непре

рывными функционалами над H+ . Действие функционала 𝐹 ∈ H− на

функцию 𝑢 ∈ H+ будем обозначать символом ⟨𝐹, 𝑣⟩ .
Рассмотрим вариационную задачу Дирихле для оператора (2.1.1).

Задача D𝜆 . Для заданного функционала 𝐹 ∈ H− требуется найти

решение 𝑢(𝑥) уравнения

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)𝛿 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛), (2.1.6)
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принадлежащего пространству H+ .

Прежде чем сформулировать основной результат нашей работы о раз

решимости задачи D𝜆 , для каждого ℎ = 1, 𝑝 вводим функцию

𝐴ℎ(𝑥, 𝜁) =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗ℎ

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙,

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|=𝑗ℎ
– набор комплексных чисел.

Далее будем предполагать, что функция arg𝑧 принимает значения из

полуинтервала (−𝜋, 𝜋] .

Теорема 2.1.1. Пусть для каждого ℎ ∈ {1, . . . , 𝑝} найдутся чис

ла 𝜙ℎ ∈ (𝑜, 𝜋),𝑀 > 0 и отличная от нуля комплекснозначная всю

ду непрерывная функция 𝛾ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, такие, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ,

𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 ⊂ C выполняются следующие неравенства:

|arg𝐴ℎ(𝑥, 𝜁)| < 𝜙ℎ, (2.1.7)

∑︁
|𝑘|=𝑗ℎ

|𝜁𝑘|2 ≤ 𝑀Re {𝛾ℎ(𝑥)𝐴ℎ(𝑥, 𝜁)} . (2.1.8)

Пусть для любого числа 𝜈 > 0 существует число 𝑅𝜈 > 0 такое,

что |𝛾ℎ(𝑥)− 𝛾ℎ(𝑦)| < 𝜈 для любого ℎ = 1, 𝑝 и всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 таких, что

|𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈 .

Тогда существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что если 𝜆 ≥ 𝜆0 , то для

любого заданного функционала 𝐹 ∈ H− задача D𝜆 имеет единственное

решение, и при этом справедлива оценка

‖𝑢; H+‖ ≤ 𝑀0 ‖𝐹 ; H−‖ , (2.1.9)

где число 𝑀0 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

Далее исследуем гладкость решения задачи D𝜆 в зависимости от глад

кости коэффициентов 𝑎𝑘𝑙(𝑥) эллиптического оператора (2.1.1) и правой ча

сти 𝐹 уравнения (2.1.6). Для этого сначала определим соответствующие

функциональные пространства.
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Пусть 𝑠 – целое неотрицательное число. Вводим пространство H𝑠
+

комплекснозначных функций 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, с конечной нормой

‖𝑢; H𝑠
+‖ =

{︃
𝑝∑︁

ℎ=1

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ+𝑠

2;𝛼𝑗ℎ
−𝑠(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2}︃1/2

. (2.1.10)

Нетрудно проверить, что

‖𝑓 ; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ≤ ‖𝑢; H𝑠

+‖ ∀𝑢 ∈ H+,

для любого целого неотрицательного числа 𝑠 . Следовательно H𝑠
+ вложено

в 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) .

Символом H−𝑠
− обозначим пополнение пространства 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛) по нор

ме ⃦⃦
𝑓 ; H−𝑠

−
⃦⃦
= sup

|(𝑓, 𝑢)𝛿|
‖𝑢; H𝑠

+‖
,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑢 ∈ H𝑠
+ . Элемен

ты из H−𝑠
− отождествляются с соответствующими антилинейными непре

рывными функционалами над H𝑠
+ . Действие функционала 𝐹 ∈ H−𝑠

− на

функцию 𝑢 ∈ H𝑠
+ будем обозначать символом ⟨𝐹, 𝑣⟩ .

Замечание 2.1.1. Из определений пространств H+, H− H𝑠
+ и H−𝑠

−

следует, что пространства H𝑠
+ , H−𝑠

− при 𝑠 = 0 совпадают с H+ , H− ,

соответственно, то есть H0
+ = H+ , H0

− = H− .

Теорема 2.1.2. При всех целых 𝑠 ≥ 0 и вещественных 𝛼𝑗ℎ, ℎ = 1, 𝑝,

множество 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) плотно в пространстве H𝑠

+ , и имеют место сле

дующие вложения

H𝑠
+ → H0

+ → 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) → H0

− → H−𝑠
− .

Теорема 2.1.3. Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.1, и пусть

существует натуральное число 𝑚0 такое, что⃒⃒⃒
𝑎
(𝑠)
𝑘𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀𝑑|𝑠|(𝑥) (2.1.11)
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для любого мультииндекса 𝑠 такого, что |𝑠| ≤ 𝑚0 .

Тогда существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что если 𝜆 ≥ 𝜆0 , то для

любого заданного элемента 𝐹 ∈ H−𝑚
− , где целое число 𝑚 такое, что

0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 , существует решение 𝑢(𝑥) задачи D𝜆 , оно принадлежит

пространству H𝑚
+ и имеет место неравенство

‖𝑢; H𝑚
+‖ ≤ 𝑀0

⃦⃦
𝐹 ; H−𝑚

−
⃦⃦
, (2.1.12)

где число 𝑀0 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

2.2. Доказательство теоремы 2.1.1

Доказательство теоремы 2.1.1 проводится техникой, примененной в

параграфе 1.2 при доказательстве теоремы 1.1.1. В процессе доказатель

ства важную роль играют старшие формы, поэтому их индексы далее

обозначим через 𝑗ℎ , а индексы оставшихся форм – через 𝑖𝑠 .

1. Пусть 𝜈 – достаточно малое положительное число, и пусть

𝜙𝑚(𝑥), 𝜂𝑚(𝑥) (𝑚 = 1, 2 3, . . .) – такие же неотрицательные функции, как

в лемме 1.2.1.

В каждом множестве supp𝜙𝑚 (𝑚 = 1, 2, 3, . . .) фиксируем точку 𝑥𝑚

и рассмотрим полуторалинейную форму

𝐵
(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵
(0)
𝑚, 𝑗[𝑢, 𝑣] + 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥, (2.2.1)

где

𝐵
(0)
𝑚, 𝑗[𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎

(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (2.2.2)

𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1− 𝜂𝑚(𝑥))𝛾ℎ(𝑥𝑚)𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝛾ℎ(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥) (2.2.3)

при |𝑘| = |𝑙| = 𝑗ℎ, ℎ = 1, 𝑝 , и

𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1− 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥) (2.2.4)
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при |𝑘| = |𝑙| = 𝑖𝑠, 𝑠 = 1, 𝑞 .

Далее для удобства записи форму (2.2.1) представим в виде

𝐵
(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

𝑝∑︁
ℎ=1

𝐵
(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑣] +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐵
(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑣]. (2.2.5)

Из ограниченности коэффициентов 𝑎𝑘𝑙(𝑥), |𝑘|, |𝑙| ≤ 𝑟, следует ограни

ченность коэффициентов 𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥) . Поэтому применяя неравенство Коши

Буняковского для старших форм имеем⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ 𝑀0

∫︁ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗ℎ

𝑑2𝛼𝑗ℎ(𝑥) ||𝑢(𝑘)(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑀0

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=𝑗ℎ

∫︁ (︁
𝑑𝛼𝑗ℎ(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒)︁2

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

×

×

⎧⎨⎩∑︁
|𝑙|=𝑗ℎ

∫︁ (︁
𝑑𝛼𝑗ℎ(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒)︁2

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

≤

≤ 𝑀0‖𝑢;𝑉 𝑗ℎ
2;𝛼𝑗ℎ

(𝑅𝑛)‖ · ‖𝑣;𝑉 𝑗ℎ
2;𝛼𝑗ℎ

(𝑅𝑛)‖ ≤ 𝑀0 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ . (2.2.6)

Теперь рассмотрим форму 𝐵
(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑣] , которая не является старшей. Со

гласно определения 2.1.2, 𝑗𝑝 – индекс старшей формы, если 𝑗𝑝 < 𝑗𝑝−1

и

𝛼𝑗𝑝 + 𝑗𝑝 < min
1≤ℎ≤𝑝−1

(𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ) .

Следовательно, для любого индекса нестаршей формы 𝑖𝑠 находится ин

декс старшей формы 𝑗ℎ такой, что

𝑗ℎ > 𝑖𝑠, 𝛼𝑖𝑠 + 𝑖𝑠 ≥ 𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ. (2.2.7)

Из теоремы вложения для пространств 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) (см. теорему 1.2.1) сле

дует, что ⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(𝑅
𝑛)
⃦⃦
≥

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟−𝑚

2, 𝛼+𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦
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для 𝑚 : 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑟 . Отсюда следует, что⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ

2, 𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
≥

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑖𝑠

2, 𝛼𝑗ℎ
+𝑗ℎ−𝑖𝑠

(𝑅𝑛)
⃦⃦⃦
.

Так как 0 < 𝑑(𝑥) ≤ 1,∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛, то в силу неравенства (2.2.7) имеем⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑖𝑠

2, 𝛼𝑗ℎ
+𝑗ℎ−𝑖𝑠

(𝑅𝑛)
⃦⃦⃦
≥

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑖𝑠

2, 𝛼𝑖𝑠
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
.

Отсюда в силу определения пространства H+ следует, что⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑖𝑠

2, 𝛼𝑖𝑠
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
≤ 𝑀1

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ

2, 𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
≤ 𝑀1 ‖𝑢; H+‖ . (2.2.8)

Поэтому⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ 𝑀2

∫︁ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑖𝑠

𝑑2𝛼𝑖𝑠(𝑥) ||𝑢(𝑘)(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑀2

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑖𝑠

∫︁ (︁
𝑑𝛼𝑖𝑠(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒)︁2

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

×

×

⎧⎨⎩∑︁
|𝑙|=𝑖𝑠

∫︁ (︁
𝑑𝛼𝑖𝑠(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒)︁2

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

≤

≤ 𝑀2‖𝑢;𝑉 𝑖𝑠
2;𝛼𝑖𝑠

(𝑅𝑛)‖ · ‖𝑣;𝑉 𝑖𝑠
2;𝛼𝑖𝑠

(𝑅𝑛)‖ ≤ 𝑀2 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ . (2.2.9)

Так как 𝑑(𝑥) = (1 + |𝑥|2)−1/2 и 𝛿 = min
1≤ℎ≤𝑝

{𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ} , то

‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ≤ ‖𝑢; H+‖ . (2.2.10)

Поэтому ⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑑2𝛿𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ (2.2.11)

Теперь применяя неравенства (2.2.6), (2.2.9), (2.2.11), из (2.2.1), (2.2.5)

имеем⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]

⃒⃒⃒
≤

𝑝∑︁
ℎ=1

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
+

𝑞∑︁
𝑠=1

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
+ |𝜆|

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑑2𝛿𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤
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≤ (𝑀3 + |𝜆|) ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ (2.2.12)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H+ .

Из условия (2.1.8) следует, что

Re

⎧⎨⎩𝛾ℎ(𝑥𝑚)
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗ℎ

𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚)𝜁𝑖𝜁𝑗

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁
|𝑘|=𝑗ℎ

|𝜁𝑘|2,

Re

⎧⎨⎩𝛾ℎ(𝑥)
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗ℎ

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑖𝜁𝑗

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁
|𝑘|=𝑗ℎ

|𝜁𝑘|2

для всех 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и любого набора комплексных чисел

𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤𝑟 ⊂ C . В силу этих неравенств из (2.2.3) следует, что

Re

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗ℎ

𝑎
(0)
𝑘𝑙 (𝑥)(𝑥)𝜁𝑖𝜁𝑗

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁
|𝑘|=𝑗ℎ

|𝜁𝑘|2

для всех 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|=𝐽ℎ
⊂ C .

Подставляя в этом неравенстве 𝜁𝑘 = 𝑑𝛼𝑗ℎ(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) после интегрирова

ния по 𝑅𝑛 получим

Re𝐵(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑢] ≥ 𝐶0

∑︁
|𝑘|=𝑗ℎ

∫︁
𝑑2𝛼𝑗ℎ(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥. (2.2.13)

Отсюда и из определения нормы пространства 𝑉 𝑟
2;𝛼(𝑅

𝑛) следует, что

Re𝐵(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑢] + 𝜆ℎ

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗ℎ

+𝑗ℎ(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≥ 𝐶0

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ

2, 𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦2
для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛) .

Так как 𝑑(𝑥) = (1 + |𝑥|2)−1/2 и 𝛿 = min
1≤ℎ≤𝑝

{𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ} , то

𝑑𝛿(𝑥) ≥ 𝑑𝛼𝑗ℎ
+𝑗ℎ(𝑥) для всех 1 ≤ ℎ ≤ 𝑝, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛.

С другой стороны из (2.2.7) следует, что

𝑑𝛼𝑗ℎ
+𝑗ℎ(𝑥) ≥ 𝑑𝛼𝑖𝑠+𝑖𝑠(𝑥).
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Поэтому

𝑑𝛿(𝑥) ≥ 𝑑𝛼𝑗+𝑗(𝑥) для всех 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛.

Таким образом, доказано неравенство⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀1 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖ ∀𝑗 ∈ 𝐽, 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛). (2.2.14)

Отсюда в силу неравенства (2.2.13) и определения пространства H+ сле

дует неравенство

Re
𝑝∑︁

ℎ=1

𝐵
(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑢] + 𝜆′
0 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖2 ≥ 𝑐′0 ‖𝑢; H+‖2 , (2.2.15)

𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛),

где 𝜆′
0, 𝑐

′
0 – некоторые положительные числа.

Теперь рассмотрим нестаршую форму 𝐵
(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑣] . В силу ограничен

ности коэффициентов этой формы имеем

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ 𝑀2

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑖𝑠

∫︁
𝑑2𝛼𝑖𝑠(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

×

×

⎧⎨⎩∑︁
|𝑙|=𝑖𝑠

∫︁
𝑑2𝛼𝑖𝑠(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

=

= 𝑀2

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑖𝑠

2;𝛼𝑖𝑠
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑖𝑠

2;𝛼𝑖𝑠
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
. (2.2.16)

Далее заметим, что для любого индекса нестаршей формы 𝑖𝑠 находит

ся индекс старшей формы 𝑗ℎ такой, что выполняются неравенства (см.

(2.2.7))

𝑗ℎ > 𝑖𝑠, 𝛼𝑖𝑠 + 𝑖𝑠 ≥ 𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ.

С другой стороны, из леммы 2.2 работы [22], в частности, следует, что

для любого 𝜏 > 0 и всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) справедливо неравенство∑︁

|𝑘|=𝑖𝑠

⃦⃦
𝑑−𝑖𝑠+𝛼𝑗ℎ

+𝑗ℎ𝐷𝑘𝑢; 𝐿2, (𝑅
𝑛)
⃦⃦
≤ 𝜏‖𝑢;𝐿𝑗ℎ

2;𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)‖+𝑐0𝜏

−𝜇
⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗ℎ

+𝑗ℎ(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
,
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где 𝜇 = 𝑖𝑠/(𝑗ℎ − 𝑖𝑠) . Отсюда, в силу неравенства 𝛼𝑖𝑠 ≥ −𝑖𝑠 + 𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ ,

следует, что⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑖𝑠

2;𝛼𝑖𝑠
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
≤ 𝜏‖𝑢;𝐿𝑗ℎ

2;𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)‖+ 𝑐0𝜏

−𝜇
⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗ℎ

+𝑗ℎ(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
. (2.2.17)

Так как 0 ̸= 𝑖𝑠 < 𝑗ℎ , то 𝜇 – конечное положительное число.

Применяя неравенство (2.2.17), из (2.2.16) имеем⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑢]
⃒⃒⃒
≤ 𝜏 2‖𝑢;𝐿𝑗ℎ

2;𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)‖2 + 𝑐0𝜏

−2𝜇
⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗ℎ

+𝑗ℎ(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

. (2.2.18)

Далее, используя неравенства (2.2.13), (2.2.18), получаем

Re𝐵(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑢] + Re𝐵(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑢] ≥ Re𝐵(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑢]−
⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑢]
⃒⃒⃒
≥

≥
(︀
𝐶0 − 𝜏 2

)︀
‖𝑢;𝐿𝑗ℎ

2;𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)‖2 − 𝑐0𝜏

−2𝜇
⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗ℎ

+𝑗ℎ(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

.

Тогда подбирая подходящее значение параметра 𝜏 , находим

Re𝐵(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑢] + Re𝐵(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑢] + 𝜆′
ℎ

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗ℎ

+𝑗ℎ(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≥

≥ 𝐶0

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ

2, 𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦2
.

Далее, принимая во внимание определения форм 𝐵
(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑢], 𝐵
(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑢] и

пространства H+ , получаем неравенство

Re𝐵(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] = Re

𝑝∑︁
ℎ=1

𝐵
(0)
𝑚, 𝑗ℎ

[𝑢, 𝑢] + Re
𝑞∑︁

𝑠=1

𝐵
(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑢]+

+ 𝜆 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖2 ≥ 𝑐′′0 ‖𝑢; H+‖2 , (2.2.19)

(𝜆 ≥ 𝜆′′
0, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑢 ∈ H+) ,

где 𝜆′′
0, 𝑐′′0 – некоторые положительные постоянные.

2. Теперь рассмотрим полуторалинейную форму

ℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

𝑝∑︁
ℎ=1

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗ℎ

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑞∑︁

𝑠=1

𝐵
(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑣]+

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥,
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где ̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = [(1− 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)]𝛾ℎ(𝑥𝑚)

при |𝑘| = |𝑙| = 𝑗ℎ, ℎ = 1, 𝑝 . Так как

𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥)− ̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = 𝜂𝑚(𝑥)(𝛾ℎ(𝑥)− 𝛾ℎ(𝑥𝑚))𝑎𝑘𝑙(𝑥) (|𝑘| = |𝑙| = 𝑗ℎ, ℎ = 1, 𝑝)

и коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) ограничены, то действуя так же, как в доказа

тельстве неравенства (2.2.12), с помощью неравенства Коши-Буняковского

получим

|𝐵(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]− ℬ(0)

𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀 Λ ‖𝑢; H+‖ · ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) . Здесь Λ = sup |𝜂𝑚(𝑥)(𝛾𝑚(𝑥)− 𝛾(𝑥𝑚))| , где супре

мум берется по всем 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, ℎ = 1, 𝑝 и всем 𝑚 = 1, 2, 3, . . . .

Применяя это неравенство, из (2.2.19) находим

𝐶0‖𝑢; H+‖2 ≤ Re
(︁
𝐵

(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]− ℬ(0)

𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]
)︁
+ Reℬ(0)

𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] ≤

≤ Reℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] +𝑀 Λ ‖𝑢; H+‖2. (2.2.20)

Так как

|𝜂𝑚(𝑥)(𝛾ℎ(𝑥)− 𝛾ℎ(𝑥𝑚))| < 𝜈, ℎ = 1, 𝑝, 𝑚 = 1, 2, . . .

и 𝜈 – достаточно малое положительное число, то из (2.2.20) следует, что

𝑐0‖𝑢; H+‖2 ≤ Reℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] (2.2.21)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) . Здесь 𝜆 ≥ 𝜆′′

0 и 𝜆′′
0 – такое же положительное число,

как в (2.2.19).

Замечание 2.2.1 Из приведенных выше обсуждений в ходе доказа

тельства неравенств (2.2.12), (2.2.19) видно, что различие между числами

𝜙ℎ и между функциями 𝛾ℎ(𝑥) в условиях (2.1.7), (2.1.8) – несущественны.

Поэтому, не ограничивая общности, далее будем считать, что

𝜙1 = 𝜙2 = · · · = 𝜙𝑝 = 𝜙, 𝛾1(𝑥) = 𝛾2(𝑥) = · · · = 𝛾𝑝(𝑥) = 𝛾(𝑥). (2.2.22)
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3. Вводим следующую полуторалинейную форму

ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

𝑝∑︁
ℎ=1

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗ℎ

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥+

+𝛾−1(𝑥𝑚)

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐵
(0)
𝑚, 𝑖𝑠

[𝑢, 𝑣] + 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥, (2.2.23)

где

𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1− 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥), |𝑘| = |𝑙| = 𝑗ℎ, ℎ = 1, 𝑝.

Заметим, что

ℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = 𝛾(𝑥𝑚)ℬ𝜆𝑚;𝑚[𝑢, 𝑣],

где

𝜆𝑚 = 𝜆𝛾−1(𝑥𝑚)

Поэтому из неравенства (2.2.21) следует, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 , где

𝜆0 – некоторое достаточно большое число, имеет место неравенство

𝑐0‖𝑢; H+‖2 ≤ Re {𝛾(𝑥𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (2.2.24)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) .

4. Так же, как при доказательстве теоремы 1.1.1 в параграфе 1.3,

не нарушая общности, можно считать, что число (см. замечание 2.2.1)

𝜙ℎ = 𝜙 в условии (2.1.7) такое, что 𝜙 > 𝜋/2 . В силу (2.1.7) неравенство

(2.1.8) будет выполняться также и в том случае, если 𝛾(𝑥) заменить на

exp(𝑖𝜃(𝑥)) , где

𝜃(𝑥) = min {𝜙− 𝜋/2, |arg 𝛾(𝑥)|} (sign arg𝛾(𝑥)).

Поэтому из неравенства (2.2.24) следует, что

𝑐0‖𝑢; H+‖2 ≤ Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (2.2.25)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) . Здесь и далее 𝜃𝑚 = 𝜃(𝑥𝑚), 𝑚 = 1, 2, . . . .
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Поступая так же, как в доказательстве неравенства (2.2.12), находим

|ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]| ≤ (𝑀0 + |𝜆|)‖𝑢; H+‖ · ‖𝑣; H+‖ (2.2.26)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) .

Неравенства (2.2.25), (2.2.26) позволяют нам применить теорему 1.2.2

(т.е. теорему Лакса-Мильграма [52, теорема 2.0.1]). Согласно этой теореме,

при H0 = 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) , H̊+ = H+ и H̊− = H− существует оператор ̃︀ℛ𝑚(𝜆) ,

осуществляющий гомеоморфизм пространств H+ и H− , такой, что⟨ ̃︀ℛ𝑚(𝜆)𝑢, 𝑣
⟩
= exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] (2.2.27)

для всех 𝑣 ∈ H+ .

Обозначим

ℛ𝑚(𝜆) = ̃︀ℛ−1
𝑚 (𝜆) : H− → H+.

Тогда из равенства (2.2.27) следует, что

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)𝐹, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ (2.2.28)

для всех 𝐹 ∈ H− и всех 𝑣 ∈ H+ .

Оператор ℛ𝑚(𝜆) является ограниченным и

‖ℛ𝑚(𝜆)𝐹 ;H+‖ ≤ 𝑀1 ‖𝐹 ;H−‖ (2.2.29)

для всех 𝐹 ∈ H− . Здесь число 𝑀1 не зависит от 𝐹 и от 𝜆 , и 𝜆 ≥ 𝜆0 ,

число 𝜆0 -такое же, как в (2.2.24).

5. Введем оператор

ℛ(𝜆) =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)Φ𝑚ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚, (2.2.30)

который действует из H− в H+ . Здесь, так же, как в первой главе симво

лом Φ𝑚 обозначен оператор умножения на функцию 𝜙𝑚(𝑥) .
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Так как коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) (|𝑘|, |𝑙| ≤ 𝑟) ограничены, то аналогич

но неравенству (2.2.12) доказывается, что⃒⃒⃒⃒
𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ (𝑀0 + 𝜆)‖𝑢;H+‖ · ‖𝑣;H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H+ . Следовательно, оператор R(𝜆) , определенный равен

ством

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ = 𝐵[ℛ(𝜆)𝐹, 𝑣]+

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥) (ℛ(𝜆)𝐹 ) (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 (∀𝑣 ∈ H+) (2.2.31)

действует из H− в H− .

Согласно нашим построениям, функции 𝜙2
𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , об

разуют разбиение единицы 𝑅𝑛 , поэтому для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) и всех

𝑣 ∈ H+ выполняются следующие равенства

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)𝛿 =

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

=
∞∑︁

𝑚=1

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝜙2

𝑚(𝑥)𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑚=1

(𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚)𝛿. (2.2.32)

Напомним, что символом (·, ·)𝛿 обозначено скалярное произведение в про

странстве 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) , и как прежде, все интегралы берутся по всему про

странству 𝑅𝑛 .

Так как

𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1− 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥),

и функция 𝜂𝑚(𝑥) обращается в единицу в некоторой окрестности множе

ства supp𝜙𝑚 , то функции 𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) и 𝑎𝑘𝑙(𝑥) на множестве supp𝜙𝑚 совпа
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дают. Поэтому из равенств (2.2.30) и (2.2.31) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ =

=
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘(𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
. (2.2.33)

Пусть 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) . В равенстве (2.2.28) заменим 𝐹 на 𝜙𝑚𝐹 , а 𝑣 –

на 𝜙𝑚𝑣 :

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣] = (𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛿.

Отсюда с учетом равенства (2.2.23) следует, что

(𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛿 = exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘 ((ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥))𝐷𝑙 ((𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
.

Суммируя это равенство по 𝑚 от 1 до бесконечности, в силу равенств

(2.2.32), имеем

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)𝛿 =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘 ((ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥))𝐷𝑙 ((𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
.
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Отсюда и из (2.2.33) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩ =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘 ((𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
−

∞∑︁
𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝐷

𝑘 ((ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥))𝐷𝑙 ((𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
=

=
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)×

×
{︁
𝐷𝑘 ((𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥)) 𝑣(𝑙)(𝑥)−

−𝐷𝑘 ((ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥))𝐷𝑙 ((𝜙𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)))
}︁
𝑑𝑥

}︁
. (2.2.34)

Вводим обозначение

𝑈𝑚,𝜆(𝑥) = (ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . . (2.2.35)

Тогда в силу равенства (2.2.34) имеем

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩ = K𝜆[𝐹, 𝑣] + L𝜆[𝐹, 𝑣], (2.2.36)

где

K𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×
∑︁(1)

𝑘
𝐶𝑘′′

𝑘′

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝜙

(𝑘′)
𝑚 (𝑥)𝑈

(𝑘′′)
𝑚,𝜆 (𝑥)𝑣

(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (2.2.37)
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L𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

exp(𝑖𝜃𝑚)×

×
∑︁(2)

𝑙
𝐶 𝑙′′

𝑙′

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑈

(𝑘)
𝑚,𝜆(𝑥)𝜙

(𝑙′)
𝑚 (𝑥)𝑣(𝑙′′)(𝑥)𝑑𝑥. (2.2.38)

Здесь символ
∑︀(1)

𝑘 обозначает суммирование по мультииндексам

𝑘′, 𝑘′′ таким, что 𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′, 𝑘′ ̸= 0, , а символ
∑︀(2)

𝑙 обозначает сум

мирование по мультииндексам 𝑙′, 𝑙′′ таким, что 𝑙 = 𝑙′ + 𝑙′′, 𝑙′ ̸= 0 .

Утверждение 2.2.1. Существует положительная функция 𝜔1(𝜆),

𝜆 > 0, такая, что

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤ 𝜔1(𝜆) ‖𝐹 ;H−‖ · ‖𝑣;H+‖ (2.2.39)

для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ H+ , и 𝜔1(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞.

Доказательство. Прежде чем приступить к непосредственному

доказательству утверждения 2.2.1, докажем несколько вспомогательных

лемм.

Рассмотрим симметричную полуторалинейную форму

̃︂ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =
1

2

{︁
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] + exp(−𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑣, 𝑢]

}︁
, (2.2.40)

𝐷(̃︂ℬ𝜆;𝑚) = H+.

В силу неравенств (2.2.25), (2.2.26) существует самосопряженный опе

ратор 𝐵𝜆𝑚 в пространстве 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) , порожденный симметричной формой

(2.2.40), такой что (︁
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢,𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑣

)︁
𝛼+𝑟

= ̃︀ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] (2.2.41)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H+ .

Лемма 2.2.1. А) Существует неотрицательное число 𝜆0 такое, что

при 𝜆 ≥ 𝜆0 и всех 𝑗 ∈ 𝐽 для любого мультииндекса 𝑘 такого, что
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|𝑘| = 𝑗 , и любого 𝑚 = 1, 2, 3, . . . оператор 𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 является огра

ниченным оператором, действующим из 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) в 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛).

Б) если |𝑘| = 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′ и |𝑘′| ≠ 0, то существует положи

тельная функция 𝑞(𝜆) такая, что 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ и⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|𝜙(𝑘′)

𝑚 𝐷𝑘′′𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ (2.2.42)

для всех 𝑢 ∈ H+

Доказательство. Из (2.2.41) следует, что

‖𝐵1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖2 = Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (2.2.43)

Поэтому в силу неравенства (2.2.25) имеем

‖𝐵1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖ ≥ 𝑐0‖𝑢;H+‖ (𝜆 ≥ 𝜆0) (2.2.44)

для всех 𝑢 ∈ H+ . Отсюда в силу определения пространства H+ следует,

что
𝑝∑︁

ℎ=1

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ

2;𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
≤ 𝑀0‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ (2.2.45)

(|𝑘| = 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑢 ∈ H+).

Так как для любого индекса 𝑖𝑠 не старшей формы найдется индекс 𝑗ℎ

старшей формы такой, что⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑖𝑠

2;𝛼𝑖𝑠
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
≤ 𝑀1

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ

2;𝛼𝑗ℎ
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛),

то из (2.2.45) следует, что
𝑝∑︁

𝑗∈𝐽

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗

2;𝛼𝑗
(𝑅𝑛)

⃦⃦⃦
≤ 𝑀0‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖.

Отсюда следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝑀0‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖,

(|𝑘| = 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑢 ∈ H+).
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Следовательно, оператор 𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 является ограниченным операто

ром, действующим из 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) в 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛) .

Переходим к доказательству пункта Б) леммы 2.2.1. Рассмотрим слу

чай 0 ̸= |𝑘′′| < |𝑘| ≤ 𝑟 . Заметим, что согласно лемме 1.2.1)⃒⃒⃒
𝜙(𝑘′)
𝑚 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶1𝑑

|𝑘′|(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛.

Поэтому⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤

≤
⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘′′|𝐷𝑘′′𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
. (2.2.46)

С другой стороны, из леммы 2.2 работы [22], в частности, следует, что для

любого 𝜏 > 0 и всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) справедливо неравенство⃦⃦⃦

𝑑−|𝑘′′|𝐷𝑘′′𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝜏‖𝑢;𝐿𝑗

2;𝛼(𝑅
𝑛)‖+ 𝑐0𝜏

−𝜇
⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦
,

где

‖𝑢;𝐿𝑗
2, 𝛼𝑗

(𝑅𝑛)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑙|=𝑗

∫︁ (︁
𝑑𝛼𝑗(𝑥)|𝑢(𝑙)(𝑥)|

)︁2

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

и

𝜇 = |𝑘′′|/(𝑗 − |𝑘′′|). (2.2.47)

Так как 0 ̸= |𝑘′′| < |𝑘| = 𝑗 , то 𝜇 – конечное положительное число.

Из полученного выше неравенства и из (2.2.46) следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝜏‖𝑢;𝐿𝑗

2, 𝛼𝑗
(𝑅𝑛)‖+

+ 𝑐0𝜏
−𝜇

⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦
.

Возведя это неравенство в квадрат, получаем (при этом
√
2𝜏 снова обо

значим через 𝜏 )⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜏 2‖𝑢;𝐿𝑗
2, 𝛼𝑗

(𝑅𝑛)‖2 + 𝑐1𝜏
−2𝜇

⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦2

.
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Так как 𝛿 = min
1≤ℎ≤𝑝

(𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ) и для любого индекса 𝑖𝑠 не старшей фор

мы найдется индекс 𝑗ℎ старшей формы такой, что 𝛼𝑖𝑠 + 𝑖𝑠 ≥ 𝛼𝑗ℎ + 𝑗ℎ , то

𝛿 = min
𝑗∈𝐽

(𝛼𝑗 + 𝑗) . Поэтому имеет место следующее неравенство

⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦
≤ ‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖ (2.2.48)

для всех 𝑗 ∈ 𝐽 .

Далее применяя неравенства (2.2.44), (2.2.48), имеем⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜏 2‖𝐵1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖2 + 𝑐1𝜏
−2𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖2 .

Отсюда в силу равенства (2.2.43) следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜏 2Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]}+ 𝑐1𝜏
−2𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖2 . (2.2.49)

Используя равенство (2.2.23), оценим правую часть этого неравенства

𝜏 2Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑢]}+ 𝑐1𝜏
−2𝜇 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖2 =

= 𝜏 2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
+ 𝑐1𝜏

−2𝜇

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≤

≤ 𝜏 2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ Λ(𝜆, 𝜏)

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
,

где Λ(𝜆, 𝜏) – непрерывная функция, удовлетворяющая условию

𝜆+ 𝑐1𝜏
−2𝜇−2 ≤ Λ(𝜆, 𝜏).
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Из (2.2.47) следует, что 𝜇 + 1 = 𝑗/(𝑗 − |𝑘′′|) . Так как 0 ̸= |𝑘′′| < 𝑗 , то

Λ(𝜆, 𝜏) → ∞ , если 𝜏 → 0 или 𝜆 → ∞ . Поэтому из полученного выше

неравенства при 𝜆 = 1/𝜏 следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜏 2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝑝(𝜏)

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
, (2.2.50)

где 𝑝(𝜏) = Λ(1/𝜏, 𝜏) . Заметим, что 𝑝(𝜏) → ∞ при 𝜏 → 0 . Обозначим

через 𝑞(·) функцию обратную относительно 𝑝(𝜏) . Тогда при 𝜏 = 𝑞(𝜆) , то

есть при 𝜆 = 𝑝(𝜏) , из (2.2.50) следует, что⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|(𝑥)𝜙(𝑘′)

𝑚 (𝑥)𝐷𝑘′′𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝑞(𝜆)2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
.

Здесь положительная непрерывная функция 𝑞(𝜆) определена для положи

тельных значений 𝜆 и такая, что 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ . Из полученного

выше неравенства в силу равенств (2.2.23), (2.2.43) следует (2.2.42). Утвер

ждение пункта Б) леммы 2.2.1 для |𝑘′′| ≠ 0 доказано.

Рассмотрим случай |𝑘′′| = 0 . Неравенство (2.2.42) в этом случае при

мет вид⃦⃦⃦
𝑑−|𝑘|𝜙(𝑘)

𝑚 (𝑥)𝑢(𝑥); 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ (2.2.51)

для всех 𝑢 ∈ H+ ; |𝑘| = 𝑗 ∈ 𝐽 и 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ . Так как (см. лемму

1.2.1) ⃒⃒⃒
𝜙(𝑘)
𝑚 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶1𝑑

|𝑘|(𝑥), (|𝑘| ≤ 𝑟) ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,
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то (2.2.51) следует из неравенства⃦⃦
𝑢; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖, (2.2.52)

которое доказывается ниже.

Пусть 𝜆 > 𝜆0 , где 𝜆0 – такое же положительное число, как в (2.2.44).

Тогда используя равенство (2.2.40), имеем

‖𝐵1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)‖2 = Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} =

= Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥+

+𝜆

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

)︂}︂
=

= ‖𝐵1/2
𝜆0;𝑚

𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖2 + (𝜆− 𝜆0) cos 𝜃𝑚

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥

≥ (𝜆− 𝜆0) cos 𝜃𝑚

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥.

Отсюда следует, что

‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖2 =

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≤ 1

(𝜆− 𝜆0) cos 𝜃𝑚
‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖2.

Вводя обозначение

𝑞(𝜆) =
1√︀

(𝜆− 𝜆0) cos 𝜃𝑚
,

из последнего неравенства получим

‖𝑢; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖.

Отсюда в силу неравенства (2.2.48) следует (2.2.52).

Лемма 2.2.1 доказана полностью.

Билинейная форма exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] удовлетворяет неравенствам

(см. (2.2.25), (2.2.26)):

𝑐0‖𝑢;H+‖2 ≤ Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (2.2.53)
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для всех 𝑢 ∈ H+ ;

|ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]| ≤ (𝑀0 + |𝜆|)‖𝑢;H+‖ · ‖𝑣;H+‖ (2.2.54)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H+ . Числа 𝑐0, 𝑀0 > 0 в этих неравенствах не зависят от

𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) . Отсюда следует, что 𝐷 (ℬ𝜆;𝑚) = H+ .

Согласно неравенствам (2.2.53), (2.2.54), билинейная форма

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] замкнута и секториальна. Поэтому, применяя лемму

1.2.3, получаем:

I) существует такой 𝑚 – секториальный оператор 𝐴𝜆;𝑚 , что для всех

𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝜆;𝑚) ⊂ 𝐷 (ℬ𝜆;𝑚) = H+ и всех 𝑣 ∈ H+ выполняется равенство

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = (𝐴𝜆;𝑚𝑢, 𝑣)𝛿, (2.2.55)

где (·, ·)𝛿 – скалярное произведение в пространстве 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) ;

II) если 𝑢 ∈ H+ , 𝑤 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) и

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = (𝑤, 𝑣)𝛿

для всех 𝑣 , принадлежащих ядру формы ℬ𝜆;𝑚 , то 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝜆;𝑚) и

𝐴𝜆;𝑚𝑢 = 𝑤 .

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) . Тогда 𝑓 ∈ H− и поэтому ℛ𝑚(𝜆)𝑓 ∈ H+ и вслед

ствие равенства (2.2.28)

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)𝑓, 𝑣] = ⟨𝑓, 𝑣⟩ (2.2.56)

для всех 𝑣 ∈ H+ .

В силу утверждения п. I) из равенства (2.2.56) следует, что

𝐴𝜆;𝑚ℛ𝑚(𝜆)𝑓 = 𝑓, ∀𝑓 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛).

Следовательно,

ℛ𝑚(𝜆)𝑓 = 𝐴−1
𝜆;𝑚𝑓 (2.2.57)
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для всех 𝑓 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) .

Пусть 𝐵𝜆;𝑚 – самосопряженный оператор в пространстве 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) ,

порожденный симметричной формой (2.2.40) (то есть, такой же, как в

лемме 2.2.1)). Для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H+ выполняется равенство(︁
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢,𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑣

)︁
𝛿
= ̃︀ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣],

Отсюда при 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) с учетом равенства (2.2.40) получим⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2

= Re
{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
(𝜆 ≥ 𝜆0 > 0).

Далее применяя неравенство (2.2.25), находим⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
≥ 𝐶 ‖𝑢;H+‖ (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0)

для всех 𝑢 ∈ H+ . Отсюда следует обратимость оператора 𝐵
1/2
𝜆;𝑚 при

𝜆 ≥ 𝜆0 > 0 . Применяя лемму 1.2.4 ([34, гл. 6, теорема 3.2]), получим

представление

𝐴−1
𝜆;𝑚 = 𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝑋𝑚(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0), (2.2.58)

где 𝑋𝑚(𝜆) : 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) → 𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛) – некоторый ограниченный оператор,

и его норма ‖𝑋𝑚(𝜆)‖ не превосходит числа 𝑀1 > 0 , не зависящего от

𝜆 ∈ [𝜆0,∞) .

Переходим к доказательству утверждения 2.2.1. Равенство (2.2.37) пе

репишем в виде

K𝜆[𝐹, 𝑣] =

=
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(1)

𝐶𝑘′′

𝑘′

(︁
𝑑𝛼𝑗𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝑈

(𝑘′′)
𝑚,𝜆 , 𝑑

𝛼𝑗𝑣(𝑙)
)︁
, (2.2.59)

где

𝑈𝑚,𝜆(𝑥) = (ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . ,

и символом
∑︀(1) обозначено суммирование по мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑘′, 𝑘′′

таким, что 𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′, 𝑘′ ̸= 0, |𝑘| = |𝑙| = 𝑗 ∈ 𝐽 .
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Пусть 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) . Используя равенства (2.2.35), (2.2.57) – (2.2.59),

имеем

K𝜆[𝐹, 𝑣] =

=
∞∑︁

𝑚=1

∑︁(1)
𝐶𝑘′′

𝑘′ exp(𝑖𝜃𝑚)
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝐷𝑘′′𝐴−1

𝜆;𝑚Φ𝑚𝐹, 𝑑
−|𝑙|𝑣(𝑙)

)︁
𝛼𝑗+𝑗

=

=
∞∑︁

𝑚=1

∑︁(1)
𝐶𝑘′′

𝑘′ exp(𝑖𝜃𝑚)(𝑑
−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝐷𝑘′′𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝑋𝑚(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 Φ𝑚𝐹, 𝑑

−|𝑙|𝑣(𝑙)(𝑥))𝛼𝑗+𝑗.

Далее, применяя лемму 1.2.2 и неравенство Коши – Буняковского, имеем

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| ≪ Λ𝑛 sup
𝑚=1, 2, ...

∑︁(3) ⃦⃦
T𝑙,𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆)𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦
×

×
⃦⃦⃦
𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)(𝑥);𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
, (2.2.60)

где

T𝑙,𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆) = 𝑑−|𝑘′|−|𝑘′′|𝜙(𝑘′)
𝑚 𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘′′𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 ,

𝑉𝑚,𝜆(𝑥) = 𝑋𝑚(𝜆)𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 (𝜙𝑚𝐹 )(𝑥), (2.2.61)

и символом
∑︀(3) обозначено суммирование по мультииндексам 𝑘′, 𝑘′′, 𝑙

таким, что |𝑘′|+ |𝑘′′| = |𝑙| = 𝑗 ∈ 𝐽 и 𝑘′ ̸= 0 .

Так как (см. (2.1.4) )⃦⃦⃦
𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)(𝑥);𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
≤ ‖𝑣;H+‖ (𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛))

для любого мультииндекса 𝑙 : |𝑙| = 𝑗 ∈ 𝐽 , то из (2.2.60) следует неравен

ство

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| ≪

≪ ‖𝑣;H+‖ sup
𝑚=1, 2, ...

∑︁(3)
⃦⃦⃦
T𝑘′

𝑙,𝑘′,𝑘′′𝑚(𝜆)𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
, (2.2.62)
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Пусть 𝜆0 – положительное число, такое же, как в (2.2.44). Тогда при

𝜆 > 𝜆0 в силу равенства (2.2.43) имеем⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆;𝑚𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2

= Re
{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
=

= Re
{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
+ cos(𝜃𝑚)(𝜆− 𝜆0)

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥

≥ Re
{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
=

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑢;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2

. (2.2.63)

Отсюда следует, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 оператор 𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 является ограничен

ным оператором, и его норма не превосходит единицу. Так как оператор

𝐵𝜆;𝑚 является самосопряженным при всех значениях 𝜆 ≥ 1 , то при 𝜆 ≥ 𝜆0

оператор 𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

также является ограниченным оператором, и его нор

ма не превосходит единицу. Учитывая это, имеем⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 (𝜙𝑚𝐹 );𝐿2, 𝛿(Ω)

⃦⃦⃦
≤

≤
⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

⃦⃦⃦
×

⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 );𝐿2, 𝛿(Ω)
⃦⃦⃦
≪

≪
⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 );𝐿2, 𝛿(Ω)
⃦⃦⃦
. (2.2.64)

Пусть Ω – некоторая область в 𝑅𝑛 . Норму в пространстве 𝐿2(Ω) мож

но задавать с помощью равенства

‖𝑓 ;𝐿2(Ω)‖ = sup |(𝑓, 𝑣)|, (2.2.65)

где супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω) таким, что ‖𝑣;𝐿2(Ω)‖ = 1 . Так

как 𝐶∞
0 (Ω) плотно в 𝐿2(Ω) , то в равенстве (2.2.65) можно считать, что

супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) , таким, что ‖𝑣;𝐿2(Ω)‖ = 1 .

В равенстве (2.2.65) заменяем 𝑓 на 𝑑𝛿𝑓 и 𝑣 на 𝑑𝛿𝑣 и получаем равен

ство

‖𝑓 ;𝐿2, 𝛿(Ω)‖ = sup |(𝑓, 𝑣)𝛿|, (2.2.66)

где супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) , таким, что ‖𝑣;𝐿2, 𝛿(Ω)‖ = 1 .

При 𝜆 = 𝜆0 из равенства (2.2.41) имеем(︁
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑢,𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
2, 𝛿

= ̃︀ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑣],
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С другой стороны, ̃︀ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑢] ≫ ‖𝑢;H+‖2 ,⃒⃒⃒ ̃︀ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ (𝑀0 + 𝜆0) ‖𝑢;H+‖ · ‖𝑣;H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) . Поэтому, согласно теореме Лакса – Мильграма,

уравнение ̃︀ℬ𝜆0;𝑚[𝑢, ̂︀𝑣] = (𝑤, ̂︀𝑣)𝛿 ∀̂︀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛)

имеет решение для любого 𝑤 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) . Следовательно, функцию

𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) в (2.2.66) можно представить в виде

𝑣 = 𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑤,

то есть

‖𝑓 ;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ = sup

⃒⃒⃒(︁
𝑓,𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑤
)︁
𝛿

⃒⃒⃒
,

где супремум берется по всем 𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) таким, что⃦⃦⃦

𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑤;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
= 1.

С другой стороны, в классе 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) следующие нормы эквивалентны

‖𝑣;H+‖ и
⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
.

Поэтому⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 );𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
= sup

⃒⃒⃒(︁
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 ), 𝑤
)︁
𝛿

⃒⃒⃒
=

= sup
⃒⃒⃒(︁
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

(𝜙𝑚𝐹 ), 𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
𝛿

⃒⃒⃒
≪ sup |(𝜙𝑚𝐹, 𝑣)𝛿 | ≪

≪ ‖𝜙𝑚𝐹 ;H−‖ ≪ ‖𝐹 ;H−‖ , (2.2.67)

где первый супремум в этой цепочке берется по всем 𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) :

‖𝑤;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ = 1 , второй супремум – по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛) :⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑤;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦

= 1 , а третий супремум – по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) :

‖𝑣;H+‖ = 1 .
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В силу (2.2.64) из (2.2.67) следует неравенство

‖𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ≤ 𝑀 ‖𝐹 ;H−‖ ,

которое справедливо при 𝜆 ≥ 𝜆0 , где 𝜆0 ≥ 1 – некоторое конечное число.

Так как 𝛿 ≤ 𝛼𝑗 + 𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐽 , то 𝑑𝛼𝑗+𝑗(𝑥) ≤ 𝑑𝛿(𝑥) и из получен

ного неравенства следует, что⃦⃦
𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦
≤ 𝑀 ‖𝐹 ;H−‖ (𝑢 ∈ H+, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝜆 ≥ 𝜆0) . (2.2.68)

Из утверждения п. Б) леммы 2.2.1 (см. (2.2.42)) и равенства (2.2.61)

следует, что

lim
𝜆→∞

‖T𝑙,𝑘′,𝑘′′𝑚(𝜆)‖ = 0. (2.2.69)

Ввиду этого равенства из (2.2.62), (2.2.68), (2.2.67) получим

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| ≪

≪ sup
𝑚=1, 2, ...

sup
|𝑘′|+|𝑘′′|=𝑗∈𝐽 ; 𝑘′ ̸=0

‖T𝑙,𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆)‖ · ‖𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ‖𝑣;H+‖ ≤

≤ 𝜔1(𝜆) ‖𝐹 ;H−‖ · ‖𝑣;H+‖

для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ H+ , и 𝜔1(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ .

Таким образом, оценка (2.2.39) доказана, что и завершает доказатель

ство утверждения 2.2.1.

Утверждение 2.2.2. Существует положительная функция 𝜔2(𝜆),

𝜆 > 0, такая, что

|L𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤ 𝜔2(𝜆0) ‖𝐹 ;H−‖ · ‖𝑣;H+‖ (2.2.70)

при всех 𝜆 ≥ 𝜆0 и для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ H+ . Положительная

функция 𝜔2(𝜆0) такая, что 𝜔2(𝜆0) → 0 при 𝜆0 → ∞.

Доказательство. Напомним определение полуторалинейной формы

L𝜆[𝐹, 𝑣] ( см. (2.2.38))

L𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

exp(𝑖𝜃𝑚)×
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×
∑︁(2)

𝑙
𝐶 𝑙′′

𝑙′

∫︁
𝑑2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝑈

(𝑘)
𝑚,𝜆(𝑥)𝜙

(𝑙′)
𝑚 (𝑥)𝑣(𝑙′′)(𝑥)𝑑𝑥. (2.2.71)

Здесь (см. (2.2.35))

𝑈
(𝑘)
𝑚,𝜆(𝑥) = 𝐷𝑘(ℛ𝑚(𝜆)Φ𝑚𝐹 )(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . .

и символ
∑︀(2)

𝑙 обозначает суммирование по мультииндексам 𝑙′, 𝑙′′ таким,

что 𝑙 = 𝑙′ + 𝑙′′, 𝑙′ ̸= 0 .

Форму (2.2.71) представим в виде

L𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∑︁(2)

𝑙
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣], (2.2.72)

где

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] = 𝐶 𝑙′′

𝑙′

(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑈

(𝑘)
𝑚,𝜆, 𝑑

−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑣(𝑙

′′)
)︁
𝛼𝑗+𝑗

.

Так как (см. (2.2.57), (2.2.58))

ℛ𝑚(𝜆) = 𝐴−1
𝜆;𝑚 = 𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝑋𝑚(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0),

то форму I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] можно записать в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝑋𝑚(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 Φ𝑚𝐹, 𝑑

−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝐷𝑙′′𝑣

)︁
𝛼𝑗+𝑗

.

Далее используя обозначение (см. (2.2.61))

𝑉𝑚,𝜆(𝑥) = 𝑋𝑚(𝜆)𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 (𝜙𝑚𝐹 )(𝑥),

имеем

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝑉𝑚,𝜆, 𝑑

−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝐷𝑙′′𝑣

)︁
𝛼𝑗+𝑗

.

Так как 𝐷𝑙′′𝑣 = 𝐷𝑙′′𝐵
−1/2
𝜆0;𝑚

𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝑣 и 𝐵𝜆0;𝑚 – самосопряженный оператор, то

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =

=
(︁
𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

𝐷𝑙′′𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑑−|𝑘|−|𝑙′|−|𝑙′′|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝑉𝑚,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
𝛼𝑗+𝑗

. (2.2.73)
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В процессе доказательства утверждения 2.2.1 мы воспользовались обо

значением (см. (2.2.61) )

T𝑙,𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆) = 𝑑−|𝑘′|−|𝑘′′|𝜙(𝑘′)
𝑚 𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘′′𝐵
−1/2
𝜆;𝑚

и доказывали, что (см. (2.2.69) )

lim
𝜆→∞

‖T𝑙,𝑘′,𝑘′′,𝑚(𝜆)‖ = 0 (2.2.74)

при |𝑘′|+ |𝑘′′| = 𝑗 ∈ 𝐽 ; 𝑘′ ̸= 0 . Следовательно,

T𝑘,𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0) = 𝑑−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑙′′𝐵
−1/2
𝜆0;𝑚

и

T*
𝑘,𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0) = 𝐵

−1/2
𝜆0;𝑚

𝐷𝑙′′𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑑−|𝑙′|−|𝑙′′|𝑎𝑘𝑙𝑚.

Так как норма ограниченного оператора совпадает с нормой сопряженного

оператора, то из (2.2.74) следует, что

lim
𝜆0→∞

‖T*
𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)‖ = 0 (2.2.75)

при |𝑙′|+ |𝑙′′| = 𝑗 ∈ 𝐽 ; 𝑙′ ̸= 0 .

С помощью введенного обозначения равенство (2.2.73) записывается

в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
T*

𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)𝑑
−|𝑘|𝐷𝑘𝐵

−1/2
𝜆;𝑚 𝑉𝑚,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
𝛼𝑗+𝑗

.

Далее вводим обозначение

P𝑚,𝜆0,𝑘 = 𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆0;𝑚

(2.2.76)

и записываем полученное равенство в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
T*

𝑘,𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)P𝑚,𝜆0,𝑘𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 𝑉𝑚,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣
)︁
𝛼𝑗+𝑗

. (2.2.77)

Из (2.2.63) следует, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 оператор 𝐵
1/2
𝜆0;𝑚

𝐵
−1/2
𝜆;𝑚 является

ограниченным оператором, и его норма не превосходит единицу. С дру

гой стороны, согласно утверждения п. а) леммы 2.2.1 оператор P𝑚,𝜆0,𝑘
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является ограниченным. Поэтому из (2.2.77) имеем⃒⃒⃒
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑀2 ‖T*
𝑘,𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)‖

⃦⃦
𝑉𝑚,𝜆; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅

𝑛)
⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣; 𝐿2, 𝛼𝑗+𝑗(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦

(2.2.78)

при всех 𝜆 ≥ 𝜆0 .

Ранее при доказательстве утверждения 2.2.1 мы доказывали, что

(см. (2.2.68)),

‖𝑉𝑚,𝜆;𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)‖ ≤ 𝑀3 ‖𝐹 ;H−‖ ,

при 𝜆 ≥ 𝜆0 , где 𝜆0 ≥ 1 – некоторое конечное число и⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0;𝑚

𝑣; 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤ 𝑀4 ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑣 ∈ H+ . В силу этих неравенств из (2.2.78) следует, что⃒⃒⃒
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ 𝑀5 ‖T*

𝑘,𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)‖ ‖𝐹 ;H−‖ · ‖𝑣; H+‖ (2.2.79)

при всех 𝜆 ≥ 𝜆0 и для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ H+ .

Вводя обозначение

𝛿*(𝜆0) = 𝑀5 sup ‖T*
𝑘,𝑙′,𝑙′′,𝑚(𝜆0)‖ ,

получим ⃒⃒⃒
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ 𝛿*(𝜆0) ‖𝐹 ;H−‖ · ‖𝑣; H+‖ (2.2.80)

при всех 𝜆 ≥ 𝜆0 и для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ H+ .

Из (2.2.75) следует, что 𝛿*(𝜆0) → 0 при 𝜆0 → 0 . Поэтому подбирая

число 𝜆0 достаточно большим, из (2.2.80) и (2.2.72) в силу леммы 1.2.2

получаем (2.2.70).

Утверждение 2.2.2 доказано.

Применяя неравенства (2.2.39), (2.2.70), установленные, соответствен

но, в утверждениях 2.2.1 и 2.2.2, из (2.2.36) получим

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| ≤ (𝜔1(𝜆) + 𝜔2(𝜆0)) ‖𝐹 ;H−‖ · ‖𝑣;H+‖
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для всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ H+ . Так как 𝜔1(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞ и

𝜔2(𝜆) → 0 при 𝜆0 → ∞ , то существует число 𝜆0 ≥ 1 такое, что

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| ≤ 1

2
‖𝐹 ;H−‖ · ‖𝑣;H+‖ (2.2.81)

для любого 𝜆 ≥ 𝜆0 и всех 𝐹 ∈ 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛), 𝑣 ∈ H+ . Так как по определению

пространства H− пространство 𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛) плотно вложено в H− , то оценка

(2.2.81) верна для всех 𝐹 ∈ H− .

Из оценки (2.2.81) следует, что при 𝜆 > 𝜆0 оператор G(𝜆) = R(𝜆) −
𝐸 , действующий из H− в H− , является ограниченным и его норма не

превосходит 1/2 . Поэтому оператор

R(𝜆) : H− → H−

непрерывно обратим и

R−1(𝜆) = (𝐸 +G(𝜆))−1.

Оператор ℛ𝑚(𝜆) , определенный равенством (2.2.28), действует из H−

в H+ . Поэтому из (2.2.30) следует, что оператор ℛ(𝜆) также действует

из H− в H+ . Следовательно, для любого функционала 𝐹 ∈ H− функция

𝑈(𝑥) , определенная равенством

𝑈 = ℛ(𝜆)R−1(𝜆)𝐹 (𝜆 ≥ 𝜆0), (2.2.82)

принадлежит пространству H+ .

Далее будем предполагать, что 𝜆 ≥ 𝜆0 и 𝜆0 –некоторое достаточно

большое число. Тогда из равенства (2.2.31) следует, что

𝐵𝜆[ℛ(𝜆)R−1(𝜆)𝐹, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) . Поэтому при 𝜆 ≥ 𝜆0 функция 𝑈(𝑥) , определенная

равенством (2.2.82), удовлетворяет равенству

𝐵𝜆[𝑈, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛).
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Это означает, что функция (2.2.82) является решением задачи D𝜆 . Так как

при 𝜆 ≥ 𝜆0 оператор R−1(𝜆) ограничен, то из (2.2.29) и (2.2.30) следует,

что функция (2.2.82) удовлетворяет оценке (2.1.9) теоремы 2.1.1, то есть

‖𝑈 ;H+‖ ≤ 𝑀 ‖𝐹 ;H−‖ ,

где число 𝑀 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0,∞) и от функционала 𝐹 .

Таким образом, мы доказали, что задача D𝜆 при 𝜆 ≥ 𝜆0 имеет ре

шение для любого заданного функционала 𝐹 ∈ H− , и оно удовлетворяет

неравенству (2.1.9).

Переходим к доказательству единственности решения задачи D𝜆 . Оно

проводится так же, как в заключительной части параграфа 1.3.

Рассмотрим сопряженную задачу: для заданного функционала

𝐹 ∈ H− найти функцию 𝑈1 ∈ H+ удовлетворяющую равенству

𝐵𝜆[𝑣, 𝑈1] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ H+. (2.2.83)

Так как коэффициенты билинейной формы 𝐵𝜆[𝑣, 𝑈1] удовлетворяют усло

виям теоремы 2.1.1, поступая так же, как выше, можно построить операто

ры ℛ*(𝜆), R*(𝜆) такие, что функция 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)
−1𝐹 (𝜆 ∈ [𝜆*

0,∞))

принадлежит пространству H+ и удовлетворяет уравнению (2.2.83).

Пусть функция 𝑢 ∈ H+ является решением уравнения

𝐵𝜆[𝑢, 𝑣] = 0 (∀𝑣 ∈ H+), (2.2.84)

где 𝜆 ≥ 𝜆′
0 = max{𝜆*

0, 𝜆0} . Пусть 𝐹 – произвольный элемент пространства

H− . Так как 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)
−1𝐹 принадлежит пространству H+ , то,

полагая 𝑣 = 𝑈1 в (2.2.84), получаем

𝐵𝜆[𝑢, 𝑈1] = 0,

то есть

𝐵𝜆[𝑢, 𝑈1] = 0.
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С другой стороны, функция 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)
−1𝐹 удовлетворяет (2.2.83).

Поэтому ⟨𝐹, 𝑢⟩ = 0 для всех 𝐹 ∈ H+ . Учитывая вложение H+ → H− и

полагая 𝐹 = 𝑢 , имеем ⟨𝑢, 𝑢⟩ = 0 , то есть 𝑢 = 0 .

Теорема 2.1.1 доказана полностью.

2.3. Доказательство теоремы 2.1.3

Доказательство теоремы 2.1.3 проводится с помощью априорной

оценки, которая доказывается с помощью теоремы 1.4.1.

Пусть ℎ ∈ {1, . . . , 𝑝} и 𝐵𝑗ℎ[𝑢, 𝑣] – соответствующая старшая форма.

Добавляя к этой форме слагаемые соответствующих нестарших (подчи

ненных) форм, вводим следующую форму

𝐵*
𝑗ℎ
[𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗≤𝑗ℎ

∫︁
𝑑2𝛼𝑗ℎ

−2𝑗(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥. (2.3.1)

Здесь и далее считается, что

𝑎𝑘𝑙(𝑥) ≡ 0 при |𝑘| = |𝑙| = 𝑗 ≤ 𝑗ℎ, 𝑗 ̸= 𝑖𝑠, 𝑠 = 1, 𝑞.

Теперь применяя теорему 2.1.2 к полуторалинейной форме (2.3.1), по

лучаем следующий результат:

Теорема 2.3.1. Пусть выполнены условия (2.1.7), (2.1.8), (2.1.11),

и пусть для любого числа 𝜈 > 0 существует число 𝑅𝜈 > 0 такое,

что |𝛾ℎ(𝑥)− 𝛾ℎ(𝑦)| < 𝜈 для любого ℎ = 1, 𝑝 и всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 та

ких, что |𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈 . Пусть ℎ ∈ {1, . . . , 𝑝} и задан элемент

𝐹ℎ ∈
(︁
𝑉 𝑗ℎ−𝑚
2;𝛼𝑗ℎ

+𝑚(𝑅
𝑛)
)︁′

, где целое число 𝑚 такое, что 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 .

Тогда если функция 𝑢ℎ(𝑥) ∈ 𝐿𝑟
2;𝛼𝑗ℎ

(𝑅𝑛) ∩ 𝐿2;loc(𝑅
𝑛) является решением

уравнения

𝐵*
𝑗ℎ
[𝑢ℎ, 𝑣] = ⟨𝐹𝑗ℎ, 𝑣⟩ (∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛)) , (2.3.2)

то 𝑢ℎ(𝑥) ∈ 𝑊 𝑗ℎ+𝑚
2;loc (𝑅𝑛), и при наличии добавочного условия

𝑢ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2;𝛼𝑗ℎ
+𝑗ℎ(𝑅

𝑛) (2.3.3)
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выполняется неравенство⃦⃦⃦
𝑢ℎ; 𝑉

𝑗ℎ+𝑚
2;𝛼𝑗ℎ

−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤

≤ 𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑢ℎ; 𝑉

𝑗ℎ
2;𝛼(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
𝐹 ;

(︁
𝑉 𝑗ℎ−𝑚
2;𝛼𝑗ℎ

+𝑚(𝑅
𝑛)
)︁′
⃦⃦⃦⃦}︂

, (2.3.4)

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝑢ℎ(𝑥) и 𝐹ℎ .

Напомним, что (см. (2.1.10) ) H𝑠
+ – пространство комплекснозначных

функций 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, с конечной нормой

‖𝑢; H𝑠
+‖ =

{︃
𝑝∑︁

ℎ=1

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑗ℎ+𝑠

2;𝛼𝑗ℎ
−𝑠(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2}︃1/2

. (2.3.5)

Поступая так же, как в п. 5.2 работы [45], можно отождествить каждый

элемент 𝑢 ∈ H𝑠
+ с вектор-функцией 𝑈(𝑥) = (𝑈1(𝑥), 𝑈2(𝑥), . . . , 𝑈𝑝(𝑥)) , где

𝑈ℎ(𝑥) ∈ 𝑉 𝑗ℎ+𝑠
2;𝛼𝑗ℎ

−𝑠(𝑅
𝑛), ℎ = 1, 𝑝 . При этом норма (2.3.5) элемента 𝑢 ∈ H𝑠

+

эквивалентна следующей норме

‖𝑈 ; H𝑠,𝑝
+ ‖ =

{︃
𝑝∑︁

ℎ=1

⃦⃦⃦
𝑈ℎ; 𝑉

𝑗ℎ+𝑠
2;𝛼𝑗ℎ

−𝑠(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦2}︃1/2

. (2.3.6)

Далее вводим 𝑝-компонентное гильбертово пространство [𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)]𝑝

следующим образом: 𝑓 ∈ [𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)]𝑝 , если 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑝) и

‖𝑓 ; [𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)]𝑝 ‖ =

{︃
𝑝∑︁

ℎ=1

‖𝑓ℎ; 𝐿2;𝛿(𝑅
𝑛)‖2

}︃1/2

< +∞.

Скалярное произведение в пространстве [𝐿2, 𝛿(𝑅
𝑛)]𝑝 определяется равен

ством

(𝑓, 𝑓)𝛿,𝑝 =

𝑝∑︁
ℎ=1

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝑓ℎ(𝑥)𝑓ℎ(𝑥)𝑑𝑥,

𝑓(𝑥) =
(︁
𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑝(𝑥)

)︁
, 𝑓(𝑥) =

(︁
𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑝(𝑥)

)︁
.

Символом H𝑠,𝑝
− обозначим пополнение пространства [𝐿2, 𝛿(𝑅

𝑛)]𝑝 по

норме

‖𝑓 ; H𝑠,𝑝
− ‖ = sup

⎧⎨⎩
𝑝∑︁

ℎ=1

|(𝑓, 𝑈ℎ)𝛿|⃦⃦⃦
𝑈ℎ; 𝑉

𝑗ℎ+𝑠
2;𝛼𝑗ℎ

−𝑠(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
⎫⎬⎭ , (2.3.7)
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где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑈 ∈ H𝑠,𝑝
+ . Элемен

ты из H𝑠,𝑝
− отождествляются с соответствующими антилинейными непре

рывными функционалами над H𝑠,𝑝
+ . Теперь каждому элементу 𝐹 ∈ H𝑠

−

сопоставим единственный элемент 𝑓 ∈ H𝑠,𝑝
− равенством ⟨𝐹, 𝑣⟩ = ⟨𝑓, 𝑣⟩ .

При этом норма ‖𝐹 ; H𝑠
−‖ эквивалентна норме (2.3.7) элемента 𝑓 ∈ H𝑠,𝑝

− .

Другими словами, элементы 𝐹 ∈ H𝑠
− , 𝑓 ∈ H𝑠,𝑝

− отождествляются.

Пусть 𝐹 -произвольный элемент из H− и функция 𝑢 ∈ H+ является

решением уравнения

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)𝛿 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛).

Тогда для соответствующих элементов 𝑈(𝑥) = (𝑈1(𝑥), 𝑈2(𝑥), . . . , 𝑈𝑝(𝑥)) ,

𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑝) имеют место следующие равенства

𝐵*
𝑗ℎ
[𝑈ℎ, 𝑣] + 𝜆(𝑈ℎ, 𝑣)𝛿 =< 𝑓ℎ, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛); ℎ = 1, . . . , 𝑝.

Пусть выполняются условия (2.1.7), (2.1.8), (2.1.11) и 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 .

Применяя теорему 2.3.1, получаем следующие оценки⃦⃦⃦
𝑈ℎ; 𝑉

𝑗ℎ+𝑚
2;𝛼𝑗ℎ

−𝑚(𝑅
𝑛)
⃦⃦⃦
≤

≤ 𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑈ℎ; 𝑉

𝑗ℎ
2;𝛼(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
𝑓ℎ;

(︁
𝑉 𝑗ℎ−𝑚
2;𝛼𝑗ℎ

+𝑚(𝑅
𝑛)
)︁′
⃦⃦⃦⃦}︂

, ℎ = 1, . . . , 𝑝. (2.3.8)

С помощью этих неравенств легко доказывается, что

‖𝑈 ; H𝑚,𝑝
+ ‖ ≤ 𝑀

{︁⃦⃦⃦
𝑈 ; H0,𝑝

+

⃦⃦⃦
+ ‖𝑓 ; H𝑚,𝑝

− ‖
}︁
,

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝑈, 𝑓, 𝑚, 𝑝 . Теперь учитывая эквива

лентности норм ‖𝑈 ; H𝑚,𝑝
+ ‖ и ‖𝑢; H𝑚

+‖ ;
⃦⃦⃦
𝑈 ; H0,𝑝

+

⃦⃦⃦
и

⃦⃦
𝑢; H0

+

⃦⃦
; ‖𝑓 ; H𝑚,𝑝

− ‖
и ‖𝐹 ; H𝑚

−‖ , получаем

‖𝑢; H𝑚
+‖ ≤ 𝑀

{︀⃦⃦
𝑢; H0

+

⃦⃦
+ ‖𝐹 ; H𝑚

−‖
}︀
. (2.3.9)

Таким образом, доказана следующая теорема:
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Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия (2.1.7), (2.1.8), (2.1.11) и

пусть для любого числа 𝜈 > 0 существует число 𝑅𝜈 > 0 такое, что

|𝛾ℎ(𝑥)− 𝛾ℎ(𝑦)| < 𝜈 для любого ℎ = 1, 𝑝 и всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 таких, что

|𝑥| > 𝑅𝜈, |𝑦| > 𝑅𝜈 . Пусть задан элемент 𝐹 ∈ H𝑚
− , где целое

число 𝑚 такое, что 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚0 . Тогда если функция 𝑢(𝑥) ∈⋂︀𝑝
ℎ=1 𝐿

𝑟
2;𝛼𝑗ℎ

(𝑅𝑛)
⋂︀
𝐿2;loc(𝑅

𝑛) является решением уравнения

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)𝛿 = ⟨𝐹, 𝑣⟩ (∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛)) , (2.3.10)

то 𝑢 ∈
⋂︀𝑝

ℎ=1𝑊
𝑗ℎ+𝑚
2;loc (𝑅𝑛) и при наличии добавочного условия

𝑢(𝑥) ∈
𝑝⋂︁

ℎ=1

𝐿2;𝛼𝑗ℎ
+𝑗ℎ(𝑅

𝑛)

выполняется неравенство (2.3.9), где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝑢ℎ(𝑥)

и 𝐹ℎ .

Теперь, применяя теорему 2.3.2, завершаем доказательству теоремы

2.1.3. Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.2 и пусть 𝐹 ∈ H𝑚
− . Так

как (см. теорему 2.1.2 и замечание 2.1.1) H𝑚
− → H0

− = H− , то 𝐹 ∈ H−

и по теореме 2.1.1 при 𝜆 ≥ 𝜆0 существует единственное решение 𝑢 ∈ H+

уравнения (2.3.10) (см. задачу D𝜆 и уравнение (2.1.6)), и выполняется

неравенство

‖𝑢; H+‖ ≤ 𝑀0 ‖𝐹 ; H−‖ , (2.3.11)

где число 𝑀0 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0, +∞) и функционала 𝐹 .

Далее заметим, что функция 𝑢 ∈ H+ удовлетворяет условиям

𝑢(𝑥) ∈
𝑝⋂︁

ℎ=1

𝐿𝑟
2;𝛼𝑗ℎ

(𝑅𝑛)
⋂︁

𝐿2;loc(𝑅
𝑛), 𝑢(𝑥) ∈

𝑝⋂︁
ℎ=1

𝐿2;𝛼𝑗ℎ
+𝑗ℎ(𝑅

𝑛)

теоремы 2.3.2. Поэтому имеет место неравенство (2.3.9). Так как

H𝑚
− → H0

− = H− , то

‖𝐹 ; H−‖ ≤ 𝑀1 ‖𝐹 ; H𝑚
−‖
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и из (2.3.11) следует, что

‖𝑢; H+‖ ≤ 𝑀2 ‖𝐹 ; H𝑚
−‖ .

Отсюда из (2.3.9) следует неравенство (2.1.12) теоремы 2.1.3.

Теорема 2.1.3 доказана.
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Заключение

Таким образом, в диссертационной работе найдены достаточные усло

вия существования и единственности решения вариационной задачи Ди

рихле для эллиптических операторов высшего порядка во всем 𝑛-мерном

евклидовом пространстве со степенным вырождением на бесконечности, в

случае, когда полуторалинейные интегро-дифференциальные формы, по

рожденные исследуемыми операторами, могут не удовлетворять условию

коэрцитивности. Подобные результаты ранее были получены только в слу

чае ограниченной области и примененный метод был основан на конечное

разбиение единицы рассматриваемой области. Все оценки вспомогатель

ных операторов были получены в рамках обычного пространства 𝐿2 (т.е.

с весом тождественно равен единицы). Применение этого метода в слу

чае всего пространства невозможно. Поэтому в диссертационной работе

разработан новый метод, который основан на специальном бесконечном

разбиение единицы всего пространства конечной кратности и необходи

мые оценки вспомогательных операторов установлены в рамках весового

пространства 𝐿2 , весовая функция которого является степенью функции

𝑑(𝑥) =
(︀
1 + |𝑥|2

)︀1/2 .
В диссертационной работе рассмотрены как случай согласованного вы

рождения коэффициентов исследуемого оператора на бесконечности, так

и случай несогласованного вырождения коэффициентов. В случае несогла

сованного вырождения коэффициентов на бесконечности введено понятие

старшей формы и показано, что на весовую функцию пространства реше

ний влияют только степени вырождения коэффициентов старших форм.

В работе также изучены дифференциальные свойства исследуемой задачи

в зависимости от гладкости коэффициентов и правой части дифференци

ального уравнения.

Разработанная в диссертационной работе техника может быть исполь
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зована при исследовании спектральных свойств вырождающихся эллипти

ческих операторов, порожденных некоэрцитивными полуторалинейными

интегро-дифференциальными формами, а также при исследовании раз

решимости краевых задач для дифференциальных уравнений с такими

операторами.
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