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Общая характеристика работы 

Актуальность и степень разработанности темы исследования. Теория 

почти-периодических функций возникла в 20-30-х годах ХХ века, 

благодаря исследованиям датского математика Г.Бора и в настоящее 

время существует достаточно много разнообразных результатов по 

различным вопросам этой теории. 

Дальнейшее развитие теории почти-периодических функций было 

продолжено рижскими математиками П. Боль и Эсклангоном. 

В теории почти-периодических функций важную роль играют 

исследования необходимых и достаточных условий абсолютной 

сходимости и суммируемости рядов Фурье таких функций.  

Однако, в отличие от периодических функций, проблемы, 

касающиеся установления признаков абсолютной сходимости рядов 

Фурье почти-периодических функций исследованы слабо. Это связано с 

тем, что показатели Фурье таких функций могут лежать всюду плотно. 

В исследованиях Ю. Муселиака1, Б.М.Левитана2, Н.П. Купцова3, 

Я.Г. Притулы4, Е.А. Бредихиной5, А.С. Джафарова и Г.А. Мамедова6, 

Ю.Х. Хасанов7 получены некоторые необходимые и достаточные 

условия абсолютной сходимости рядов Фурье почти-периодических в 

смысле Бора, Безиковича и Степанова функций. 

 
1Musielak J. O bezwzglednej zbieznosci czeregow Fouriera pewnych funcji   prawie okresowich. 

// Bull. Acad. Polon. Sci. si., 1957, v.3, № 5, pp.9-17. 
2Левитан Б.М. Почти-периодические функции. -М.: ГИТТЛ, 1953, 396 с. 
3Купцов Н.П. Об абсолютной и равномерной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций // Математический сборник, 1956,т. 40(82), № 2, с. 157-178. 
4Притула Я.Г. Про абсолютну збiжнiсть рядiв Фурье майже   периодичных функций // 

Вiснiк Львiв. ун-ту, сер. мехмат, 1971, т. 137, № 5, с. 72-80.   
5Бредихина Е.А. Некоторые оценки отклонений частных сумм рядов Фурье от почти-

периодических функций - Матем. сборник, 1960, т. 50(92), №3, с. 369-382. 
6Джафаров А.С и Мамедов Г. А. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций Безиковича // Известия АН Азерб. ССР, серия физ-тех и мат., 1983, 

№5 с. 8-13. 
7Хасанов Ю.Х. Абсолютной сходимость рядов Фурье почти-периодических функций // 

Мат. заметки. 2013. Т. 94. № 5. С. 745-756. 
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Актуальность и целесообразность диссертационной работы 

определяются тем, что в ней изучены и исследованы новые условия 

абсолютной сходимости рядов Фурье равномерных почти-

периодических функций и рассмотрены приближения таких функций 

некоторыми частными суммами и интегралами. 

Связь работы с научными программами (проектами), темами. 

Диссертационное исследование выполнено в рамках реализации 

перспективного плана научно-исследовательской работы института 

математики им. А. Джураева НАН Таджикистана 2016-2020 гг. по теме 

«Поведение тригонометрических сумм, их приложения в аддитивных 

проблемах теории чисел, избранные задачи теории приближения 

функций». 

Цель и задачи исследования. Основная цель диссертационной 

работы заключается в следующем:  

  выявить необходимые и достаточные условия абсолютной 

сходимости рядов Фурье равномерных классов почти-периодических 

функций, когда: а) их спектр имеет единственную предельную точку 

в бесконечности; б) их спектр имеет единственную предельную точку 

в нуле; 

  получить признаки абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций с малыми пропусками; 

  исследовать вопросы о приближении равномерных почти-

периодических функций частными суммами и интегралами Фурье; 

  нахождение условий принадлежности класса целых функций к 

классу почти-периодических функций в равномерной метрике. 

Объекты исследования. Объектами исследования являются теория 

равномерных почти-периодических функций, сходимость и 

суммируемость рядов Фурье таких функций, а также некоторые вопросы 

их приближения частными суммами и интегралами.  
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Методы исследования. В диссертационной работе использованы 

методы теории функций и функционального анализа аппроксимативного 

характера, методы решения задач гармонического анализа для функций, 

теории рядов Фурье, теории суммирования рядов Фурье и теории 

приближения функций тригонометрическими полиномами. 

Научная новизна исследований. Результаты диссертации являются 

новыми, получены автором самостоятельно и состоят в следующем: 

 найдены достаточные условия абсолютной сходимости рядов Фурье 

равномерных почти-периодических функций, когда: а) их спектр имеет 

единственную предельную точку в бесконечности; б) их спектр имеет 

единственную предельную точку в нуле, при этом в качестве 

структурной характеристики функций, используется величина, 

построенная на базе преобразования Лапласа; 

 аналогичные результаты получены для рядов Фурье равномерных 

почти-периодических функций с малыми пропусками; 

 установлены условия отклонения функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  от сумм типа 

Марцинкевича, частных сумм и интеграла Фурье в равномерной 

метрике; 

 доказаны условия принадлежности целых функций ограниченной 

степени к классу почти-периодических функций. 

Положения, выносимые на защиту: 

 выявление признаков абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций в равномерной метрике, имеющих 

предельную точку в бесконечности и в нуле; 

 установление достаточных условий абсолютной сходимости рядов 

Фурье почти-периодических функций, имеющих ограниченную 

вариацию; 

 нахождение достаточных условий сходимости рядов Фурье с 

малыми пропусками в равномерной метрике; 
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 нахождение оценок отклонения равномерных почти-

периодических функций от частных сумм и интегралов Фурье и их 

принадлежности к классу целых функций. 

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные 

результаты, которые выносятся на защиту, отражают персональный 

вклад автора в опубликованные работы. Все результаты 

диссертационной работы получены лично автором.  

 Теоретическая и практическая ценность работы. Работа носит как 

теоретический, так и практический характер. Результаты 

диссертационной работы могут быть применены в теории рядов Фурье и 

специальных разделах теории функций. 

Степень достоверности результатов проведенных исследований. 

Достоверность результатов диссертационной работы обеспечивается 

строгими математическими доказательствами всех утверждений и 

вспомогательных предложений, приведенных в диссертации, 

подтверждается исследованиями других авторов.  

Апробация результатов.  Основные результаты диссертации 

докладывались на следующих конференциях и семинарах: 

международная научная конференция «Математический анализ, 

дифференциальные уравнения и теория чисел», посвященная 75-летию 

профессора Т.С. Собирова, г. Душанбе, 29-30 октября 2015 г.;18-я 

международная Саратовская зимняя школа «Современные проблемы 

теории функции и их приложения», Саратов, 27 января – 3 февраля 2016 

г.; вторая международная научно–практическая конференция 

«Актуальность проблемы физико-математического образования», г. 

Набережные Челны, 20-22 октября 2017 г.; международная конференция, 

посвященная 60-летию академика НАН Таджикистана, доктора физико-

математических наук, профессора З.Х. Рахмонова и члена-

корреспондента НАН Таджикистана, доктора физико-математических 

наук, профессора С.А. Исхокова,  г. Душанбе, 13-14 декабря 2019 г.; 

семинары отдела теории функций и функционального анализа (2015-2020 
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гг.) и общеинститутские семинары (2015-2020 гг.) в Институте 

математики им. А. Джураева НАН Таджикистана.  

Публикации. Основные результаты автора по теме диссертации 

опубликованы в 12 работах, список которых приведен в конце 

автореферата. Работы [1-A, 2-A, 3-A, 4-A] опубликованы в журналах из 

перечня рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендованных 

ВАК РТ при Президенте Республики Таджикистан. В работе, написанной 

совместной с Ю. Хасановым, соавтору принадлежит постановка задач и 

выбор метода доказательств результатов. 

Структура и объѐм диссертации.  Диссертация состоит из введения, 

двух глав, списка цитированной литературы из 63 наименований и 

занимает 84 страницы машинописного текста. Главы диссертации 

разбиты на отдельные параграфы. Для удобства в диссертации 

применена сквозная нумерация теорем, лемм и формул. Они имеют 

тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номером 

главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на порядковый 

номер теорем, лемм или формул в данном параграфе.         

 

Основные содержание работы 

Диссертационная работа состоит из введения и двух глав. Во 

введении дайѐтся краткий исторический обзор результатов по 

затрагиваемым проблемам, обосновывается актуальность темы. 

Первая глава состоит из четырѐх параграфов и посвящена изучению 

абсолютной сходимости рядов Фурье равномерных почти-

периодических функций.  

Первый параграф носит вспомогательный характер, приведены 

основные определения и понятия, которые используются для получения 

результатов работы. 

Во втором параграфе первой главы исследуются достаточные 

условия абсолютной сходимости рядов Фурье равномерных почти-
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периодических функций, в случае, когда показатели Фурье имеют 

единственную предельную точку в нуле.  

Определение 1.2.1. Непрерывная на всей действительной оси функция 

)(xf  называется равномерной почти-периодической, если для каждого  

0  можно указать такое положительное число  )(ll  , что в каждом 

интервале длины  l  найдется хотя бы одно число   , для которого  

).()()(  xxfxf 
 

Через  𝑩  обозначим пространство всех равномерных почти-

периодических функций с нормой 

 𝑓(𝑥) 𝐵 = sup
𝑥
 𝑓(𝑥) .                                           (1) 

Пусть функция  Bxf )(  и ее ряд Фурье имеет вид  ,
1




k

xi

k
keс



 

где 𝑐𝑘 = lim𝑇→∞
1

2𝑇
 𝑓(𝑥) exp −𝑖𝜆𝑘𝑥 𝑑𝑥
𝑇

−𝑇
– коэффициенты Фурье, Λ 𝜆𝑘 𝑘=1

∞  

- показатели Фурье (спектр функции). Под спектром Λ 𝜆𝑘 𝑘=1
∞ для 

функции )(xf  понимается множество ее показателей Фурье. 

При исследовании вопросов абсолютной сходимости рядов Фурье 

таких функций, в зависимости от поведения их спектров, используются 

следующие разнообразные их структурные характеристики: 

1. Модуль непрерывности порядка 𝑘 функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 

𝜔(𝑓;)𝑩 = sup
 𝑡 ≤

sup
x∈𝑅

 ∆𝑡
𝑘𝑓(𝑥) , 

∆𝑡
𝑘𝑓 𝑥 =   −1 𝑘−𝑟  

𝑘

𝑟
 𝑓 𝑥 + 𝑟𝑡   > 0,𝑘 ∈ 𝑁 

𝑘

𝑟=0

 

- разность 𝑘 − го порядка функции 𝑓 𝑥  в точке 𝑥 с шагом 𝑡; 

2. Вариация порядка 𝑘 функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  на заданном конечном 

отрезке 𝑎, 𝑏  

𝑉𝑘 𝑎, 𝑏 = 𝑠𝑢𝑝  ∆𝑟
𝑘 𝑓(𝑥𝑟) ,

𝑛−1

𝑟=0

                                  (2) 
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где 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑟 =
𝑥𝑟+1−𝑥𝑟

𝑘
,  верхняя грань берѐтся по всевозможным 

разбиениям 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏. 

Пусть ряд Фурье функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 имеет вид 

𝑓 𝑥  ~  𝐴𝑘

∞

𝑘=−∞

𝑒𝑖𝜆𝑘𝑥 ,                                               (3) 

где 𝐴𝑘 - коэффициенты Фурье этого ряда и числа  𝜆𝑘  – показатели Фурье, 

которые имеют единственную предельную точку в нуле, то есть     

𝜆𝑘 > 0  𝑘 > 0 ,𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘 ,  𝜆𝑘  <  𝜆𝑘−1 ,    𝑘 = 1,2,… , lim
𝑘→∞

 𝜆𝑘  = 0.    (4) 

В работе исследуем некоторые достаточные условия сходимости 

ряда 

  𝐴𝑘  
𝛽  𝑘 𝛾 𝛾 > 0,𝛽 > 0 .                           (5)

∞

𝑘=−∞

 

При 𝜃 > 0 введем в рассмотрение величину  

Ω 𝑓;𝜃 = 𝜃  lim
𝑇→∞

1

2𝑇
   𝑒−𝜃𝑡𝑓 𝑥 − 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

𝑝

𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

1/𝑝

. 

Теорема 1.2.1. Если для функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, спектр которой 

удовлетворяет условий (4) и 

 2
𝜈(𝛾+

𝑞−𝛽

𝑞
)
Ω 𝑓; 𝜆2ν  < ∞

∞

𝜈=0

,  

где 

1 < 𝑝 ≤ 2,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, 0 < 𝛽 < 𝑞, 𝛾 > 0, 

то ряд (5) сходится. 

Для формулировки дальнейшего результата введем обозначения: 

𝐺𝑛 =  𝑘: 2− 𝑛+1 ≤ 𝜆𝑘 < 2−𝑛 ; 

𝐺−𝑛 =  𝑘:−2− 𝑛+1 ≤ 𝜆𝑘 < −2−𝑛 ; 
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 𝑀𝑛 = max
𝑘∈𝐺𝑛

 𝑘 ;   𝜇 𝑎 =  1

𝜆𝑘≥𝑎

. 

Теорема 1.2.2. Пусть 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 и ее спектр 𝛬 𝜆𝑘 𝑘=−∞
∞   удовлетворяет 

условий (4). Если 

 𝑀𝑛
𝛾

∞

𝑛=1

 𝜇 2−𝑛−1 − 𝜇(2−𝑛) 
1−

𝛽

𝑞Ωβ  𝑓;
1

2𝑛
 < ∞, 

то ряд (5) сходится. 

В третьем параграфе первой главы изучается вопрос об абсолютной 

сходимости рядов Фурье почти-периодических функций, имеющих 

предельную точку в бесконечности. 

Определение 1.3.1. Функцию )(xf  называют pB - почти-периодической, 

или почти-периодической в смысле Безиковича )1( p , если 

1. )(xf измерима и 
p

xf )( интегрируема в смысле Лебега на любом 

конечном отрезке; 

2. 𝐷𝐵𝑝  𝑓(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞
     1

2𝑇
  𝑓(𝑥) 𝑝
𝑇

−𝑇
 

1/𝑝
< ∞; 

3. Существует последовательность тригонометрических сумм 

 )(xPn  





n

k

xi

kn
keсxP

1

)(


, 

для которой 

  .0)()(lim 


xPxfD nB
n

p
 

Теорема 1.3.1. Пусть 𝑓(𝑥)𝜖𝑩2  ограниченная функция. Предположим, 

что функция Φ(𝑢) неубывающая такая, что Φ(𝑢) > 0 при 𝑢 > 0 и 
𝑢2

Φ(𝑢)
 

также неубывающая функция. Если при 0 < 𝛾 < 1 выполняется 

  𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 𝜔
Φ

𝛾

2  𝑓; 2−𝑣 Φ−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  < ∞,

∞

𝑣=1

 

где 
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𝜔 𝑓;  = vraisup
∞<𝑥<∞

 𝑓 𝑥 + 𝛿 − 𝑓(𝑥)   ( 𝛿 ≤ ), 

𝜔Φ 𝑓; = sup
 𝛿 ≤

𝑀  Φ  𝑓 𝑥 + 𝛿 − 𝑓(𝑥)   ,𝑀  𝑔(𝑥) = lim
𝑇→∞
     

1

2𝑇
 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

, 

то  

 ( 𝑎𝑛  
𝛾 +  𝑏𝑛  

𝛾)

∞

𝑛=1

< ∞.                                                 (6) 

Теорема 1.3.3. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩2  и задана неубывающая функция Φ(u) 

такая, что Φ(u) > 0 и для 𝑢 > 0, Φ(0) ≥ 0. Если при 0 < 𝛾 < 2, 

 𝑉Φ 𝑓 = lim
𝑇→∞
     

1

2𝑇
 sup

𝜃
 Φ  𝑓 𝑥𝑛 − 𝑓(𝑥𝑛−1)  

𝑁

𝑛=1

𝑇

−𝑇

𝑑𝑥 < ∞, 

и выполнено условие 

  𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

22−
𝛾𝑣

2 𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 Φ−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  < ∞,

∞

𝑣=1

 

тогда ряд (6) сходится. 

В четвертом параграфе первой главы рассматривается достаточные 

условия абсолютной сходимости рядов Фурье равномерных почти-

периодических функций с малыми пропусками. 

Пусть 𝑓 𝑥 − интегрируемая на отрезке [−𝜋,𝜋]  периодическая 

функция, с рядом Фурье вида 

𝑓 𝑥 ~
𝑎0

2
+   𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥 

∞

𝑛=1

,                        (7) 

где 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

,      𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

. 

Определение 1.4.1. Говорят, что ряд (7) имеет пропуски, если для 

коэффициентов этого ряда выполняются следующие условия 

𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2 > 0,     (𝑛 = 𝑛𝑘 ,   𝑘 = 1, 2… ), 

где 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑘  - натуральные числа, для которых  
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1 ≤ 𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘 . 

Основным результатом данного параграфа является следующая 

Теорема 1.4.1. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 имеет ряд Фурье (3) с показателями, 

удовлетворяющими условиям (4). Если этот ряд допускает малые  

пропуски  вида 𝑛𝑘+1 − 𝑛𝑘 ≥
4𝜋

𝜂
  и  

 𝜔 𝑓;
1

𝑡
 
𝑩
𝜒

1

2 𝑡 
𝑑𝑡

𝑡
< ∞

∞

1

,                                            

где 𝜔  𝑓;
1

𝑡
 
𝑩

 - модуль непрерывности функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, а 𝜒 𝑡 =  1𝜆𝜈≤𝑡 , 

то 

  𝐴𝑘  

∞

𝑘=1

< ∞. 

Вторая глава диссертационной работы посвящена исследованию 

приближения равномерных почти-периодических функций некоторыми 

суммами и интегралами, а также принадлежности этого класса функций 

к классу целых функций ограниченной степени. 

В первом параграфе этой главы изучаются вопросы приближения 

равномерных почти-периодических функций суммами типа 

Марцинкевича.  

Пусть  𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 и ее ряд Фурье имеет вид 

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝑘 exp 𝑖𝜆𝑘𝑥 

∞

𝑘=−∞

, 𝐴𝑘 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥) exp −𝑖𝜆𝑘𝑥 𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

,    

где числа  𝜆𝑘  – показатели Фурье, имеющие единственную предельную 

точку в бесконечности, то есть 

𝜆0 = 0, 𝜆−𝑛 = −𝜆𝑛 ,    𝜆𝑛  <  𝜆𝑛+1 ,   lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = ∞ . 

Теорема 2.1.1. Пусть 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 , показатели Фурье которой имеют 

единственную предельную точки в бесконечности. Тогда справедлива оценка  

 𝑓 𝑥 −
1

𝑛 + 1
 𝑆𝑘(𝑓; 𝑥)

𝑛

𝑘=0

 

𝑩

≤
𝑀

𝑛 + 1
 𝐸𝑘(𝑓)𝑩

𝑛

𝑘=0

, 
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где 𝑆𝑘(𝑓; 𝑥) – частная сумма ряда Фурье функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, а 

𝐸𝑘(𝑓)𝑩 = 𝑖𝑛𝑓
𝐴(𝜆𝑛 )

 𝑓 𝑥 −  e𝑖𝜆𝑛𝑥

𝜆𝑛≤𝑘

 

𝑩

. 

Во втором параграфе второй главы изучены вопросы приближения 

равномерных почти-периодических функций целыми функциями, а 

также принадлежности функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 к классу целых функций. 

Через 𝐺𝜎  (𝜎 > 0)  обозначим класс ограниченных на всей 

действительной оси целых функций степени не выше 𝜎.  

Пусть𝑓 𝑥  – равномерная почти-периодическая функция и имеет ряд 

Фурье 

𝑓 𝑥 ~ 𝐴𝑘𝑒
𝑖𝜆𝑘𝛽𝑥 ,

𝑘

 

где 𝜆𝑘 - рациональные числа, 𝛽  - действительное число, то среди 

функций 𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝐺𝜎(𝜎 > 0), для которых существует наилучшее 

равномерное приближение функции𝑓 𝑥  

𝐴𝜎 𝑓 = sup
−∞<𝑥<∞

 𝑓 𝑥 − 𝑔𝜎 𝑥  ,                                   (8) 

найдется тригонометрический полином степени ≤ 𝜎.  

Теорема 2.2.1. Если𝑓(𝑥) ∈ 𝑩  со спектром  𝜆𝑘   (𝑘 = 0,±1,±2,… ) , то 

среди функций 𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝐺𝜎 , для которых существует равномерное наилучшее 

приближение (8), найдется функция 𝑄𝜎 𝑓; 𝑥 ∈ 𝑩 с соответствующим 

рядом Фурье 

 А𝑘𝑒
𝑖𝜆𝑘𝑥

 𝜆𝑘  ≤𝜎

. 
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Заключение 

Основные результаты и выводы 

Основными научными результатами диссертационной работы 

заключаются в следующие: 

1. найдены достаточные условия абсолютной сходимости рядов Фурье 

равномерных почти-периодических функций, когда, а) их спектр имеет 

единственную предельную точку в бесконечности; б) их спектр имеет 

единственную предельную точку в нуле, при этом в качестве 

структурной характеристики функций, используется величина, 

построенная на базе преобразование Лапласа [3-A, 4-A, 8-A, 10-A, 11-A]; 

2. аналогичные результаты получены для рядов Фурье равномерных 

почти-периодических функций с малыми пропусками [5-A, 6-A, 9-A]; 

3. установлены условия отклонения функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  от сумм типа 

Марцинкевича, частных сумм и интегралов Фурье в равномерной 

метрике [1-A, 2-A, 3-A, 7-A]; 

4. доказаны условия принадлежности целых функций ограниченной 

степени к классу почти-периодических функций [7-A, 12-A]. 

Рекомендации по практическому использованию результатов: 

Результаты, полученные в диссертационной работе, носят 

теоретический и практический характеры, и они могут быть 

использованы в теории рядов Фурье различных классов почти-

периодических функций и теории приближения. Материалы диссертации 

могут использоваться при чтении специальных курсов для студентов, 

магистрантов и докторантов в высших учебных заведениях, 

обучающихся по специальности «Математика». 
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дотсенти кафедраи таҳлили  математики ва 

муодилањои дифференсиалии Донишгоҳи 

давлатии  Бохтар ба номи  Н. Хусрав 

Муассисаи таќриздињанда:   Донишгоњи миллии Тољикистон 

Њимоя 09 апрели соли 2021 соати 12:00 дар љаласаи Шўрои 

диссертатсионии 6D.KOA-037 дар назди Институти математикаи ба 

номи А. Љўраеви Академияи миллии илмњои Тољикистон аз рўи нишонаи 

734063, ш. Душанбе, кўчаи Айнї, 299/4 баргузор мегардад.  

Бо диссертатсия дар китобхонаи Институти математикаи ба номи А. 

Љўраеви Академияи миллии илмњои Тољикистон ва тавассути сомонаи 

http://www.mitas.tj  шинос шудан мумкин аст. 

Автореферат «   »  «        » соли 2021 аз рўи фењристи 

пешнињодгардида ирсол карда шудааст. 

Котиби илмии Шўрои диссертатсионии  

6D. KOA-037, номзади илмњои  

физикаю математика, дотсент                                                      Каримов О.Х.  

http://www.mitas.tj/
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Тавсифи умумии кор 

Муњимияти мавзўъ.  Назарияи функсияњои ќариб даврї дар солњои 

20-30 – юми асри ХХ, ба шарофати тадќиќотњои математики Дания 

Г.Бор ба вуљуд омадааст ва њоло натиљањои гуногун оид ба масъалањои 

ин назирия ба даст омадаанд.     

Инкишофи минбаъдаи назарияи функсияҳои қариб давриро 

математикон П.Бол ва Эсклангон идома доданд. 

Дар назарияи функсияҳои қариб даврӣ тадќиќи шартњои зарурӣ ва 

кифоягии мутлаќ наздикшавии ќаторњои Фурйе ва суммиронии онњо 

наќши муњим мебозад. 

Аммо, дар муқоиса бо функсияҳои даврӣ, масъалаҳои муқаррар 

намудани шартҳои мутлақ наздикшавии ќаторњои Фурйеи функсияњои қариб 

даврӣ кам омӯхта шудаанд. Зеро нишондиҳандаҳои Фурйеи чунин функсияҳо 

дар ҳама порчаҳои муоинашаванда метавонанд зич ҷойгир бошанд. 

Дар тадқиқотҳои Ю. Муселиак
1
, Б.М.Левитан

2
, Н.П. Купсов

3
, Я.Г. 

Притул
4
, Е.А. Бредихина

5
, А.С. Љаъфаров ва Г.А. Мамедов

6
, Ю.Х. Хасанов

7
 

баъзе шартҳои зарурӣ ва кифоягии мутлақ наздикшавии ќаторњои 

Фурйеи функсияҳои қариб даврии Бор, Безикович ва Степанов ба даст 

оварда шудаанд. 

 
1Musielak J. O bezwzglednej zbieznosci czeregow Fouriera pewnych funcji   prawie okresowich. 

// Bull. Acad. Polon. Sci. si., 1957, v.3, № 5, pp.9-17. 
2Левитан Б.М. Почти-периодические функции. -М.: ГИТТЛ, 1953, 396 с. 
3Купцов Н.П. Об абсолютной и равномерной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций // Математический сборник, 1956,т. 40(82), № 2, с. 157-178. 
4Притула Я.Г. Про абсолютну збiжнiсть рядiв Фурье майже   периодичных функций // 

Вiснiк Львiв. ун-ту, сер. мехмат, 1971, т. 137, № 5, с. 72-80.   
5Бредихина Е.А. Некоторые оценки отклонений частных сумм рядов Фурье от почти-

периодических функций - Матем. сборник, 1960, т. 50(92), №3, с. 369-382. 
6Джафаров А.С и Мамедов Г. А. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций Безиковича // Известия АН Азерб. ССР, серия физ-тех и мат., 1983, 

№5 с. 8-13. 
7Хасанов Ю.Х. Абсолютной сходимость рядов Фурье почти-периодических функций // 

Мат. заметки. 2013. Т. 94. № 5. С. 745-756. 
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Ањамият ва мувофиќи маќсад будани кори диссертатсионї бо он 

муайян карда мешавад, ки дар он шартҳои нави мутлаќ наздикшавии 

ќаторњои Фурйеи функсияњои ќариб даврии мунтазамро омўхта, тадќиќ 

мекунад ва наздикшавии чунин функсияњоро барои баъзе суммањо ва 

интегралњои Фурйе баррасї мекунад.    

Алоќаи кор бо барномањои илмї (лоињањо), мавзўъњо. Рисолаи 

диссертатсионии пешнињодшуда дар доираи татбиќи наќшаи 

дарозмуддати корњои илмию тадќиќотии Институти математикаи ба 

номи А. Љўраеви Академияи миллии илмњои Тољикистон барои солњои 

2016-2020 аз рўи мавзўи «Рафтори суммањои тригонометрӣ, татбиқи онҳо 

дар масъалаҳои иловагии назарияи ададҳо, масъалаҳои мунтахаби 

назарияи наздикшавии функсияҳо» тањия шудааст.  

Маќсад ва вазифањои кор. Маќсади асосии кори диссертатсионї 

иборат аст аз: 

  муайян кардани шарти кифоягии мутлаќ наздикшавии  ќаторњои 

Фурйеи функсияњои қариб даврии мунтазам, ҳангоми: а) спектри 

онњо нуќтаи ягонаи ҳудудиро дар беохирї дорад; б) спектри онњо 

нуќтаи ягонаи ҳудудиро дар сифр дорад; 

  ба даст овардани нишонањои мутлаќ наздикшавии  ќаторњои 

Фурйеи функсияњои қариб даврї бо фосилањои хурд; 

  тадќиќи масъалањо оид ба наздикшавии функсияњои қариб даврии 

мунтазам ба суммањои хусусї ва интегралњои Фурйе; 

  дарѐфти шартњои ба синфи функсияњои ќариб даврї мансуб 

будани синфи функсияњои бутун дар метрикаи мунтазам. 

Обеъктњои тадќиќот. Обеъктњои тадќиќот аз назарияи функсияњои 

қариб даврии мунтазам, наздикшавї ва суммиронии ќаторњои Фурйеи 

чунин функсияњо, баъзе масъалахои наздикшавии онњо бо суммањои 

хусусї ва интегралњои Фурйе иборат мебошанд.  

Усулњои тадќиќот. Дар кори диссертатсионї усулњои назарияи 

функсияњо ва тањлили функсионалии характери аппроксимативї, 
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усулњои њалли масъалањои тањлили функсияњои гармоникї, назарияи 

ќаторҳои Фурйе, суммиронии ќаторҳои Фурйе ва наздиккунии 

бисѐраъзогињои тригонометрї ба ин функсияњо истифода шудаанд. 

Навигарињои илмии тадќиќот. Натиљањои диссертатсия нав буда, 

муаллиф онњоро мустаќилона ба даст овардааст ва чунинанд: 

 барои мутлаќ наздикшавии функсияњои ќариб даврии мунтазами 

ќаторњои Фурйе шартҳои кифоягї ѐфта мешаванд, агар а) спектри 

онњо дар беохирї нуќтаи ягонаи ҳудудӣ дорад; б) спектри онњо 

нуќтаи ягонаи ҳудудӣ дар сифр дорад ва дар ин њолат табдилдињии 

Лаплас истифода шудааст, ки хусусияти сохтории 𝑓 (𝑥)  ∈ 𝑩  - ро 

муайян мекунад; 

 натиљањои болої барои ќаторњои Фурйеи функсияњои қариб 

даврии мунтазам дарфосилањои хурд ба даст оварда шуданд; 

 шартњои наздикшавии функсияхои 𝑓 (𝑥)  ∈ 𝑩 ба суммањои навъи 

Марсинкевич, суммањои хусусї ва интеграли Фурйе дар метрикаи 

мунтазам муќаррар карда шудаанд; 

 шартњои тааллуќ доштани функсияњои бутуни дараљаи мањдуд ба 

синфи функсияњои ќариб даврї исбот карда шудаанд. 

Муњтавои њимояшавандаи диссертатсия: 

 ошкор намудани нишонањои мутлаќ наздикшавии ќаторњои 

Фурйеи функсияњои ќариб даврї дар метрикаи мунтазам, ки нуќтаи 

ягонаи ҳудудӣ дар беохирї ва ѐ дар сифр доранд; 

 муќарар намудани шартҳои кифоягї барои мутлаќ наздикшавии 

ќаторњои Фурйеи функсияњои ќариб даврї бо вариатсияи мањдуд; 

 ѐфтани шартҳои кифоягї барои наздикшавии ќаторњои Фурйе бо 

фосилањои хурд дар метрикаи мунтазам; 

 љустуљўи бањодињии наздикшавии функсияњои қариб даврии 

мунтазам ба суммањои хусусї ва интегралњои Фурйе ва мансубияти 

онњо ба синфи функсияњои бутун. 
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Сањми шахсии муаллиф. Муњтавои диссертатсия ва натиљањои 

асосии барои дифоъ пешнињодшуда сањми шахсии муаллифро бо асарњои 

нашршуда инъикос мекунанд. Њамаи натиљањои кори диссертатсиониро 

муаллиф шахсан ба даст овардааст.  

 Арзишњои назариявї ва амалї. Натиљањои рисолаи диссертатсионї 

дорои њам арзишњои назариявї ва њам амалї мебошанд. Натиљањои кори 

диссертатсияро дар назарияи ќаторњои Фурйе ва бахшњои махсуси 

назарияи функсияњо истифода бурдан мумкин аст. 

 Эътимоднокї ва асоснокии натиљањои илмии тадќиќот. 

Эътимоднокии натиљањои кори диссертатсионї бо исботњои ќатъии 

математикии њамаи тасдиќотњо таъмин карда шуда, аз тарафи 

тадќиќотњои муаллифони дигар асоснок карда мешаванд.     

Тасвиби кор.  Натиљањои асосии диссертатсия дар конфаронсњо ва 

семинарњои зерин баррасї шудаанд: конфаронси байналмиллалии 

“Тањлили математикї, муодилањои дифференсиалї ва назарияи ададњо”, 

бахшида ба 75 - солагии профессор Т.С. Собиров (Душанбе, 29-30 октябри 

2015 );конфаронси байналмиллалии 18-уми мактаби зимистонаи Саратов 

“Проблемањои муосири назарияи функсияњо ва татбиқи онњо”, (Саратов, 

27 январ – 3 феврали соли 2016); конфаронси дуввуми байналмилалии 

илмї ва амалї "Ањамияти проблемаи таълими физика ва математика", 

Набережные Челны, 20-22 октябри 2017; конфаронси байналхалќии 

“Муаммоњои муосир ва татбиќи алгебра, назарияи ададњо ва тањлили 

математикї”, бахшида ба 60-солагии академики АМИ Тољикистон, 

доктори илмҳои физикаю математика, профессор Рањмонов З.Ҳ. ва узви 

вобастаи АМИ Тољикистон, доктори илмњои физикаю математика, 

профессор Исњоков С.А., Душанбе, 13-14 декабри соли 2019;семинарњои 

шўъбаи алгебра, назарияи ададњо ва топология  (солњои 2015-2020) дар 

институти математикаи ба номи А. Љўраеви АМИ Тољикистон. 

Интишорот. Натиљањои асосии муаллиф аз рўи мавзўи диссертатсия 

дар 12 маќола дарљ гардидаанд, ки рўйхати онњо дар охири автореферат 

оварда шудааст. Корњои [1-A, 2-A, 3-A, 4-A] дар маљаллањои 
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таќризшаванда, ки ба рўйхати амалкунандаи КОА-и назди Президенти 

Љумњурии Тољикистон тааллуќ доранд, чоп шудаанд. Дар маќолањое, ки 

бо њамроњии Ю. Ҳасанов чоп шудаанд, ба њаммуаллиф гузориши 

масъала ва интихоби усули исботи натиљањо тааллуќ доранд. 

Сохтор ва њаљми диссертатсия. Диссертатсия аз муќадима, ду боб, 

фењристи адабиѐти истифодашуда, ки 63 номгўйро ташкил медињад, 

иборат буда, њаҷми умумии он 93 сањифаи компютериро дарбар мегирад. 

Дар диссертатсия раќамгузории секаратаи теоремањо, леммањо, натиљањо 

ва формулањо истифода шудааст, ки раќами аввал ба боб, раќами дуюм 

ба параграф ва раќами сеюм бо раќами тартибии теоремањо, леммањо, 

натиљањо ѐ формулањои њамин параграф мутобиќат мекунанд. 

 

Муњтавои асосии диссертатсия 

Рисолаи диссертатсионї аз муќаддима ва ду боб иборат аст.  Дар 

муќаддима шарњи кутоњи таърихи натиљањо оид ба муаммоњои дахлдори 

мавзўъ оварда шуда, актуалї будани мавзуъњоро асоснок мекунад.  

Боби якуми диссертатсия аз чор параграф иборат буда, ба омўзиши 

мутлаќ наздикшавии ќаторњои Фурйеи функсияњои ќариб даврии мунтазам 

бахшида шудааст.  

Параграфи якуми ин боб характери ѐрирасон дошта, дар он 

таърифњо ва мафњумњои асосие, ки барои њосил намудани натиљањо 

истифода мешаванд, оварда шудаанд.  

Дар параграфи дуюми ин боб шартҳои кифоягии мутлаќ наздикшавии 

ќаторњои Фурйеи функсияњои ќариб даврии мунтазам исбот карда 

шудааст, ки нишондињандаҳои Фурйе нуќтаи ҳудудии ягонаи бо сифр 

баробар доранд.  

Таърифи 1.2.1. Функсияи бефосилаи  𝑓(𝑥) дар тамоми тири ҳақиқӣ 

функсияи қариб даврии мунтазам номида  мешавад, ки агар барои ҳар як 

адади 𝜀 > 0 , њамин гуна адади мусбати l=l(ε) мављуд бошад, ки дар ҳар 
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интервал дарозии 𝑙  чунин адади τ мавҷуд аст, ки барои он нобаробарии

  )()( xfxf љой дорад. 

Бо  𝑩  фазои њамаи функсияҳои ќариб даврии мунтазамро ишора 

мекунем, ки дорои  нормаи зерин мебошанд 

 𝑓(𝑥) 𝐵 = sup
𝑥
 𝑓(𝑥) .                                          (1) 

Бигузор 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 ва ќатори Фурйеи он намуди  𝑐𝑘𝑒
𝑖𝜆𝑘𝑥∞

𝑘=1  дорад, ки 

дар ин љо 𝑐𝑘 = lim𝑇→∞
1

2𝑇
 𝑓(𝑥) exp −𝑖𝜆𝑘𝑥 𝑑𝑥
𝑇

−𝑇
аст, Λ 𝜆𝑘 𝑘=1

∞  - 

нишондињандаи Фурйе (спектри функсия). Спектри Λ 𝜆𝑘 𝑘=1
∞  барои )(xf

маљмўи нишондињандаҳои Фурйеро муайян мекунад.  

Њангоми тадќиќоти масъалањои мутлаќ наздикшавии ќаторњои 

Фурйеи функсияњои 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩,  вобаста аз нишондињандаҳои Фурйе 

бузургиҳои зерин истифода бурда мешаванд: 

3. Модули бефосилагии тартиби 𝑘 барои функсияҳои 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 

𝜔(𝑓;)𝑩 = sup
 𝑡 ≤

sup
x∈𝑅

 ∆𝑡
𝑘𝑓(𝑥) , 

∆𝑡
𝑘𝑓 𝑥 =   −1 𝑘−𝑟  

𝑘

𝑟
 𝑓 𝑥 + 𝑟𝑡   > 0,𝑘 ∈ 𝑁 ;

𝑘

𝑟=0

 

4. Вариатсияи тартиби 𝑘 барои функсияҳои 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 дар порчаи 

додашудаи охирноки  𝑎, 𝑏  

𝑉𝑘 𝑎, 𝑏 = sup  ∆𝑟
𝑘 𝑓(𝑥𝑟) ,

𝑛−1

𝑟=0

                              (2) 

ки дар ин љо 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑟 =
𝑥𝑟+1−𝑥𝑟

𝑘
,  ҳудуди болоӣ аз рӯи тақсимоти 

 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏  гирифта мешавад. 

Бигузор ќатори Фурйеи функсияи 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  дар намуди  

𝑓 𝑥  ~  𝐴𝑘

∞

𝑘=−∞

𝑒𝑖𝜆𝑘𝑥                                        (3) 
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дода шуда бошад, ки дар ин љо 𝐴𝑘 - коэффитсиенти Фурйеи ин ќатор ва 

ададњои  𝜆𝑘  – нишондињандаҳои Фурйе буда, нуќтаи ягонаи ҳудудии он 

ба сифр баробар аст, яъне 

𝜆𝑘 > 0  𝑘 > 0 ,𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘 ,  𝜆𝑘  <  𝜆𝑘−1 ,    𝑘 = 1,2,… , lim
𝑘→∞

 𝜆𝑘  = 0.    (4) 

Шарти кифоягии наздикшавии ќатори зеринро нишон медињем 

  𝐴𝑘  
𝛽  𝑘 𝛾 𝛾 > 0,𝛽 > 0 .                           (5)

∞

𝑘=−∞

 

Њангоми 𝜃 > 0 бузургии зеринро ворид мекунем 

Ω 𝑓;𝜃 = 𝜃  lim
𝑇→∞

1

2𝑇
   𝑒−𝜃𝑡𝑓 𝑥 − 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

𝑝

𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

1/𝑝

. 

Теоремаи 1.2.1. Агар барои функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩, спектри он шарти (4)-

ро ќонеъ кунад ва  

 2
𝜈(𝛾+

𝑞−𝛽

𝑞
)
Ω 𝑓; 𝜆2ν  < ∞

∞

𝜈=0

,  

бошад, ки дар ин љо 1 < 𝑝 ≤ 2,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, 0 < 𝛽 < 𝑞, 𝛾 > 0 аст, он гоњ 

ќатори (5) наздикшаванда мебошад. 

Барои натиљањои минбаъда чунин ишорањоро ворид мекунем:  

𝐺𝑛 =  𝑘: 2− 𝑛+1 ≤ 𝜆𝑘 < 2−𝑛 ; 

𝐺−𝑛 =  𝑘:−2− 𝑛+1 ≤ 𝜆𝑘 < −2−𝑛 ; 

𝑀𝑛 = max
𝑘∈𝐺𝑛

 𝑘 ;   𝜇 𝑎 =  1

𝜆𝑘≥𝑎

. 

Теоремаи 1.2.2. Бигузор 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 ва спектри он  𝛬 𝜆𝑘 𝑘=−∞
∞  шарти 

(4)-ро ќонеъ мекунад. Агар  

 𝑀𝑛
𝛾

∞

𝑛=1

 𝜇 2−𝑛−1 − 𝜇(2−𝑛) 
1−

𝛽

𝑞Ωβ  𝑓;
1

2𝑛
 < ∞, 

бошад, он гоњ ќатори (5) наздикшаванда аст. 

Дар параграфи сеюми боби якум шартҳои кифоягии мутлаќ 

наздикшавии ќаторњои Фурйе функсияњои ќариб даврї тадќиќ шудаанд, 
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ки нишондињандаи Фурйе нуќтаи ягонаи ҳудудии ба беохир баробар 

дорад.  

Таърифи 1.3.1. Функсияи 𝑓 𝑥 pB - ќариб даврї, ѐ ќариб даврии 

Безикович (𝑝 ≥ 1) номида мешавад,агар 

1. )(xf ченшаванда ва
p

xf )( интегронидашаванда ба маънои Лебег дар 

порчаи ихтиѐри охирнок бошад; 

2. DBp
 𝑓(𝑥) =  lim

𝑇→∞
     1

2𝑇
  𝑓(𝑥) 𝑝
𝑇

−𝑇
 

1/𝑝
< ∞; 

3. Пайдарпаии бисѐраъзогињои тригонометрии 



n

k

xi

kn
keсxP

1

)(


мављуд 

аст, ки барои он   0)()(lim 


xPxfD nB
n p

мешавад.
 

Теоремаи 1.3.1. Бигузор  𝑓(𝑥)𝜖𝑩2  функсияи мањдуд буда, функсияи 

𝛷(𝑢) камнашаванда, яъне чунин аст, ки њангоми 𝑢 > 0 будан  Φ(𝑢) > 0 ва 
𝑢2

Φ(𝑢)
  низ функсияи камнашаванда аст. Агар њангоми 0 < 𝛾 < 1 шарти 

  𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 𝜔
Φ

𝛾

2  𝑓; 2−𝑣 Φ−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  < ∞,

∞

𝑣=1

 

𝜔 𝑓;  = vraisup
∞<𝑥<∞

 𝑓 𝑥 + 𝛿 − 𝑓(𝑥)   ( 𝛿 ≤ ), 

𝜔Φ 𝑓; = sup
 𝛿 ≤

𝑀  Φ  𝑓 𝑥 + 𝛿 − 𝑓(𝑥)   ,𝑀  𝑔(𝑥) = lim
𝑇→∞
     

1

2𝑇
 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

, 

иљро шавад, он гоњ 

 ( 𝑎𝑛  
𝛾 +  𝑏𝑛  

𝛾)

∞

𝑛=1

< ∞.                                                (6) 

Теоремаи 1.3.3. Бигузор 𝑓(𝑥)𝜖𝑩2  ва функсияи камнашавандаи Φ(u) 

чунин бошад, ки Φ(u) > 0  ва барои  𝑢 > 0 , Φ(0) ≥ 0  аст. Агар њангоми 

0 < 𝛾 < 2, 

𝑉Φ 𝑓 = lim
𝑇→∞
     

1

2𝑇
 sup

𝜃
 Φ  𝑓 𝑥𝑛 − 𝑓(𝑥𝑛−1)  

𝑁

𝑛=1

𝑇

−𝑇

𝑑𝑥 < ∞, 

ва шарти 
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  𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

22−
𝛾𝑣

2 𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 Φ−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  < ∞,

∞

𝑣=1

 

иљро шавад, он гоњ ќатори (6) наздикшаванда аст. 

Дар параграфи чоруми боби якум шарти кифоягии наздикшавии 

мутлаќи ќаторњои Фурйеи функсияњои ќариб даврии мунтазами дорои 

фосилаи хурд дида баромада шудааст.  

Бигузор 𝑓 𝑥  функсияи даврї ва интегронидашуда дар порчаи 

[−𝜋,𝜋] бошад ва ќатори Фурйе намуди  

𝑓 𝑥 ~
𝑎0

2
+   𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥 

∞

𝑛=1

,                        (7) 

дорад, ки дар ин љо 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥
𝜋

−𝜋
,    𝑏𝑛 =

1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥
𝜋

−𝜋
 аст. 

Таърифи 1.4.1.  Мегўянд, ки ќатори (7) дорои фосила мебошад, агар 

барои коэффитсиентњои он шарти 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2 > 0,      𝑛 = 𝑛𝑘 ,   𝑘 = 1, 2…  

иљро гардад, ки дар ин љо 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑘  - ададњои натуралї буда, барои 

онњо 1 ≤ 𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘  аст. 

Теоремаи 1.4.1. Бигузор 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  дорои ќатори Фурйеи (3) буда, 

нишондињандањояш шарти (4)-ро ќаноат кунад. Агар ин ќатор фосилаи 

хурди 𝑛𝑘+1 − 𝑛𝑘 ≥
4𝜋

𝜂
  дошта бошад ва 

 𝜔 𝑓;
1

𝑡
 
𝑩
𝜒

1

2 𝑡 
𝑑𝑡

𝑡
< ∞

∞

1

 

бошад, ки дар ин љо 𝜔  𝑓;
1

𝑡
 
𝑩

- модули бефосилагии функсияи𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  ва 

𝜒 𝑡 =  1𝜆𝜈≤𝑡  аст, он гоњ    𝐴𝑘  
∞
𝑘=1 < ∞. 

Боби дуюми диссертатсия ба омўзиши наздикунии функсияњои ќариб 

даврии мунтазам ба баъзе суммањо ва интегралњои Фурйе ва тааллуќ 

доштани функсияњои бутун ба синфи функсияњои  𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 , бахшида 

шудааст. 

Дар параграфи якуми ин боб наздикунии функсияњои ќариб даврии 

мунтазам ба суммањои навъи Марсинкевич тадќиќ карда шудааст.  
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Бигузор 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  ва ќатори Фурйе он намуди зерин дошта бошад: 

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝑘 exp 𝑖𝜆𝑘𝑥 

∞

𝑘=−∞

, 𝐴𝑘 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥) exp −𝑖𝜆𝑘𝑥 𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

,    

- коэффитсиентҳои Фурйе,  𝜆𝑘 - нишондињандаи Фурйе, ки нуқтаи 

ҳудудии ягонааш дар беохирӣ аст.  

Теоремаи 2.1.1. Бигузор 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 ва нишондињандаи Фурйеи он дорои 

нуќтаи ҳудудии ягона дар беохир бошад. Он гоњ нобаробарии 

 𝑓 𝑥 −
1

𝑛 + 1
 𝑆𝑘(𝑓; 𝑥)

𝑛

𝑘=0

 

𝑩

≤
𝑀

𝑛 + 1
 𝐸𝑘(𝑓)𝑩

𝑛

𝑘=0

, 

љой дорад, ки дар ин љо 𝑆𝑘(𝑓; 𝑥) – суммаҳои хусуси ќатори Фурйеи 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 

ва 

𝐸𝑘(𝑓)𝑩 = 𝑖𝑛𝑓𝐴(𝜆𝑛 ) 𝑓 𝑥 −  e𝑖𝜆𝑛𝑥𝜆𝑛≤𝑘  
𝑩

  

аст. 

Дар параграфи дуюми боби дуюм мутааллиқии функсияњои бутун ба 

синфи функсияҳои 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 тадќиќ карда шудааст. 

Бо 𝐺𝜎  (𝜎 > 0)  синфи функсияҳои бутуни нишондињандааш ≤ 𝜎 -ро 

дар тамоми тири њаќиќї ишора мекунем. 

Бигузор 𝑓 𝑥  - функсияи ќариб даври мунтазам ва ќатори Фурйе 

𝑓 𝑥 ~ 𝐴𝑘𝑒
𝑖𝜆𝑘𝛽𝑥

𝑘  бошад, ки дар ин љо 𝜆𝑘– ададњои ратсионалї, 𝛽 – адади 

њаќиќї аст. Он гоњ дар байни функсияњои 𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝐺𝜎(𝜎 > 0), ки барои 

онҳо 

𝐴𝜎 𝑓 = sup
−∞<𝑥<∞

 𝑓 𝑥 − 𝑔𝜎 𝑥  .                                   (8) 

аст, бисѐраъзогии тригонометрии дараҷааш ≤ 𝜎 мављуд аст.  

Теоремаи 2.2.1. Агар 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 ва  𝜆𝑘   (𝑘 = 0,±1,±2,… ) спектри  он 

бошад, он гоњ дар байни функсияњои  𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝐺𝜎 , барои он баробарии (8) 

мављуд аст, чунин функсияи 𝑄𝜎 𝑓; 𝑥 ∈ 𝑩 ѐфт мешавад, ки ќатори Фурйеи 

он намуди   А𝑘𝑒
𝑖𝜆𝑘𝑥

 𝜆𝑘  ≤𝜎  – ро дорад. 
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Хулоса 

Натиљањои асосї ва хулосањо 

Натиљањои асосии илмии кори диссертатсионї инњоянд: 

1. барои мутлаќ наздикшавии функсияњои ќариб даврии мунтазами 

ќаторњои Фурйе шартҳои кифоягї ѐфта мешаванд, агар а) спектри 

онњо дар беохирї нуќтаи ягонаи ҳудудӣ дошта бошад; б) спектри 

онњо нуќтаи ягонаи ҳудудӣ сифр дорад ва дар ин њолат табдилдињии 

Лаплас истифода шудааст, ки хусусияти сохтории функсияњоро 

муайян мекунад,  [3-М, 4-М, 8-М, 10-М, 11-М]; 

2. натиљањои болої барои ќаторњои Фурйеи функсияњои қариб 

даврии мунтазам бо фосилањои хурд ба даст оварда шудаанд [5-М, 6-

М, 9-М]; 

3. шартњои наздикшавии функсияхои 𝑓 (𝑥)  ∈ 𝑩 ба суммањои навъи 

Марсинкевич, суммањои хусусї ва интеграли Фурйе дар метрикаи 

мунтазам муќаррар карда шудаанд [1-М, 2-М, 3-М, 7-М]; 

4. шартњои тааллуќ доштани функсияњои бутуни дараљаи мањдуд ба 

синфи функсияњои ќариб даврї исбот карда шудаанд [7-М, 12-М]. 

Тавсияњо оид ба истифодаи амали натиљањо 

Натиљањое, ки дар диссертатсия њосил карда шудаанд, ҳам аҳамияти 

назариявӣ ва ҳам аҳамияти амалӣ доранд ва онњоро дар назарияи 

ќаторҳои Фурйеи функсияҳои қариб даврии гуногун ва назарияи 

майлкунии чунин функсияҳо истифода бурдан мумкин аст. Маводњои 

диссертатсияро њамчунин дар хондани курсњои махсус барои донишљўѐн, 

магистрњо ва докторантњо дар муассисањои тањсилоти олии касбї бо 

тахассуси “Математика” истифода бурдан имконпазир аст.   



31 
 

ИНТИШОРОТИ МУАЛЛИФ ОИД БА МАВЗЎИ  

ДИССЕРТАТСИЯ 

  Маќолањое, ки дар маљалањои таќризшавандаи КОА-и назди 

Президенти Љумњурии Тољикистон ва КОА-и Федератсияи Руссия нашр 

шудаанд: 

[1-М]. Талбаков Ф.М. Аналог теоремы С.Н. Бернштейна о наилучшем 

приближении почти-периодических функций  Текст  / Ю.Х. 

Хасанов, Ф.М. Талбаков // ДАН РТ. – 2016. – Т.59. – № 1-2. – С.11-

18. 

 [2-М]. Талбаков Ф.М. О некоторых оценках  частичных сумм ряда 

Фурье функций Бора  Текст  / Ф.М. Талбаков // Вестник ТНУ. – 

2018. – №2. – С. 28-34.  

[3-М]. Талбаков Ф.М. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти- 

периодических функций Безиковича Текст  / Ю.Х Хасанов, Ф.М. 

Талбаков  // ДАН РТ. – 2018. – Т.61. - №1-2. – С.813-821. 

[4-М]. Талбаков Ф.М. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти- 

периодических функций в равномерной метрике  Текст  / Ф.М. 

Талбаков  // ДАН РТ. – 2019. – Т.63. - №5-6. – С.288-292.  

 

Дар дигар нашрияњо: 

[5-М].  Талбаков Ф.М. О некоторых условиях сходимости рядов Фурье с 

малыми пропусками  Текст  / Ю.Х. Хасанов, Ф.М. Талбаков // 

Материалы международной научной конференции 

«Математический анализ, дифференциальные уравнения и теория 

чисел», посвященной 75-летию профессора Т.С. Собирова, (г. 

Душанбе, 29-30 октября 2015). – С.61-63. 

[6-М]. Талбаков Ф.М. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций с малыми пропусками  Текст  / Ю.Х. 

Хасанов, Ф.М.  Талбаков  // Материалы 18-й международной 



32 
 

Саратовской зимней школы «Современные проблемы теории 

функций и их приложения»  (Саратов, 27 января – 3 февраля 2016 

г.). – С.300-303. 

[7-М]. Талбаков Ф.М. Об одном аналоге теоремы Пели для почти-

периодических функций  Текст  / Ю.Х. Хасанов, Ф.М. Талбаков // 

Материалы II Международной научно–практической конференции  

«Актуальные проблемы физико-математического образования», 

(Набережные Челны, 20-22 октября 2017 г.). – С.58-60. 

[8-М]. Талбаков Ф.М. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций  Текст  / Ю.Х. Хасанов, Ф.М. Талбаков // 

Материалы 19-й международной Саратовской зимней школы 

«Современные проблемы теории функций и их приложения», 

посвященной 90-летию со дня рождения академика П. Л. Ульянова 

(Саратов, 29 января – 2 февраля 2018 г.). – С.330-332. 

[9-М]. Талбаков Ф.М. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функции с малыми пропусками  Текст  / Ф.М. 

Талбаков Ф.М. // Материалы XII научно-практической 

конференции молодых ученых и студентов с международным 

участием, посвященной, ТГМУ имени Абуали ибни Сино,  

(Душанбе, 27 апреля 2018 г.). – C.34-35.   

[10-М]. Талбаков Ф.М.  О некоторых достаточных условиях  сходимости 

рядов Фурье почти-периодических функций  Текст  / Ю.Х. 

Хасанов, Ф.М. Талбаков  // Материалы молодежной школы-

конференции (Лобачевские чтения, 23-28 ноября 2018 г.). – С.307-

309. 

[11-М]. Талбаков Ф.М. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций  Текст  / Ю.Х. Хасанов, Ф.М. Талбаков // 

Материалы Международной конференции Воронежская весенняя 

математическая школа «Современные методы теории краевых 

задач» (3-9 мая 2019 г.). – С.289-290. 



33 
 

[12-М]. Талбаков Ф.М. Об аппроксимации почти-периодических 

функций Бора целыми функциями конечной степени  Текст  / Ю.Х. 

Хасанов, Ф.М. Талбаков // Материалы международной 

конференции, посвященной 60-летию  академика НАН  

Таджикистана, доктора физико-математических наук, профессора 

З.Х. Рахмонова и члена-корреспондента НАН  Таджикистана, 

доктора физико-математических наук, профессора С.А. Исхокова 

(Душанбе, 13-14 декабря 2019 г.). – С.270-273.   



34 
 

АННОТАЦИЯ 

 диссертации Талбакова Фарходджона Махмадшоевича на тему “Об 

абсолютной сходимости рядов Фурье равномерных почти-периодических 

функций и некоторые вопросы их аппроксимации”, представленной на 

соискание учѐной степени кандидата физико-математических наук по 

специональности 01.01.01 – вещественный, комплексный и 

функциональный анализ 

Ключевые слова: почти-периодические функции, ряды Фурье, спектр 

функции, коэффициенты Фурье, показатели Фурье, модуль непрерывности, 

единственная предельная точка. 

Цель работы. Целью исследования является получения достаточных 

условий абсолютной сходимости рядов Фурье некоторых классов почти-

периодических функций. А также устанавливать оценки отклонения  

почти-периодических функций от частных сумм и интегралов Фурье в 

равномерной метрике и принадлежности класса целых функций к классу 

почти-периодических функций. 

Методы исследования. В диссертационной работе использованы 

методы теории функций и функционального анализа, теории рядов 

Фурье, теории суммирования рядов Фурье и теории приближения 

функций тригонометрическими полиномами. 

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми, 

получены автором самостоятельно и состоят в следующем: найдены 

достаточные условия абсолютной сходимости рядов Фурье равномерных 

почти-периодических функций; аналогичные результаты получены для рядов 

Фурье равномерных почти-периодических функций с малыми пропусками; 

установлены условия отклонения функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  от сумм типа 

Марцинкевича, частных сумм и интегралов Фурье в равномерной метрике; 

доказаны условия принадлежности целых функций ограниченной степени к 

классу почти-периодических функций. 

 Теоретическая и практическая ценность работы. Работа носит как 

теоретический, так и практический характер. Результаты 

диссертационной работы могут быть применены в теории рядов Фурье и 

специальных разделах теории функций. 
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АННОТАТСИЯ 

ба диссертатсияи Талбаков Фарњодљон Махмадшоевич дар мавзўи “Дар 

бораи наздикшавии мутлаќи ќаторњои Фурйеи функсияњои қариб 

давриимунтазам ва баъзе масъалањои наздикшавии онњо” барои дарѐфти 

дараљаи илмии номзади илмњои физика ва математика аз рўи ихтисоси 

01.01.01 – тањлили њаќиќї, комплексї ва функсионалї 

 

Вожањои калидї: функсияњои ќариб даврї, қаторҳои Фурйе, спектри 

функсия, коэффисиентњои Фурйе, нишондињандањои Фурйе, модули 

бефосилагї, нуќтаи њудудии ягона. 

Маќсади тадќиќот. Маќсади асосии кори диссертатсионї аз муайян 

кардани шартҳои кифоягии мутлаќ наздикшавии ќаторњои Фурйеи 

функсияњои қариб даврии мунтазам ва наздикшавии чунин функсияњо ба 

суммањои хусусї ва интегралњои Фурье, хамчунин дарѐфти шартњои ба 

синфи функсияњои ќариб даврї мансуб будани функсияњои бутун дар 

метрикаи мунтазам, мебошад. 

Усулњои тадќикот. Дар кори диссертатсионї усулњои назарияи 

функсияњо ва тањлили функсионалї, назарияи ќаторҳои Фурйе, назарияи 

суммиронии ќаторҳои Фурье ва назарияи ба бисѐраъзогињои 

тригонометрї наздик кардани ин функсияњо истифода шудаанд. 

Навигарињои илмї.  Натиљањои диссертатсия нав буда, муаллиф 

мустаќилона ба даст овардааст ва аз инњо иборатанд: барои 

наздикшавии мутлаќи ќаторњои Фурйеи функсияњои ќариб даврии 

мунтазами шартҳои кифоягї ѐфта шудаанд; натиљањои болої барои 

ќаторњои Фурйеи функсияњои қариб даврии мунтазам бо фосилањои хурд 

ба даст оварда шуданд; шартњои наздикшавии функсияхои 𝑓 (𝑥)  ∈ 𝑩 ба 

суммањои навъи Марсинкевич, суммањои хусусї ва интегралҳои Фурйе 

дар метрикаи мунтазам муќаррар карда шудаанд; шартњои тааллуќ 

доштани функсияњои бутуни дараљаи мањдуд ба синфи функсияњои ќариб 

даврї исбот карда шудаанд. 

Арзишњои назариявї ва амалї. Кори диссертатсионӣ дорои аҳамияти 

ҳам назариявӣ ва ҳам амалӣ мебошад. Натиҷаҳои онро дар назарияи қаторҳои 

Фурье ва бахшҳои махсуси назарияи функсияҳо истифода бурдан мумкин 

аст. 
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SUMMARY 

of the thesis of Talbakov Farhodjon Makhmadshoevich  “On the absolute 

convergence of Fourier series of uniform almost periodic functions and some 

problems of their approximation”, presented for the scientific degree of 

candidate of physical and mathematical sciences in specialty 01.01.01 - real, 

complex and functional analysis 

Keywords: almost-periodic functions, Fourier series, spectrum of a 

function, Fourier coefficients, Fourier exponents, modulus of continuity, 

unique limit point. 

Work objective. The aim of the study is to obtain sufficient conditions for 

the absolute convergence of the Fourier series of some classes of almost-

periodic functions. And also to establish estimates for the deviation of almost-

periodic functions from partial sums and Fourier integrals in the uniform 

metric and the belonging of the class of entire functions to the class of almost-

periodic functions. 

Research methods. The dissertation work uses methods of the theory of 

functions and functional analysis, the theory of Fourier series, the theory of 

summation of Fourier series and the theory of approximation of functions by 

trigonometric polynomials. 

Scientific novelty. The results of the thesis are new, obtained by the 

author independently and are as follows: sufficient conditions for the absolute 

convergence of the Fourier series of uniform almost periodic functions are 

found when: a) their spectrum has a unique limit point at infinity; b) their 

spectrum has a single limit point at zero, while the value constructed on the 

basis of the Laplace transform is used as a structural characteristic of the 

functions; similar results were obtained for the Fourier series of uniform 

almost periodic functions with small gaps; conditions for the deviation of 

functions 𝑓 (𝑥)  ∈ 𝑩 from sums of Marcinkiewicz type, partial sums, and the 

Fourier integral in the uniform metric are established; conditions are proved 

for entire functions of bounded degree to belong to the class of almost 

periodic functions. 

Theoretical and practical value. The work is both theoretical and practical. 

The results of the dissertation work can be applied in the theory of Fourier 

series and special sections of the theory of functions. 
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