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Введение 

Актуальность и степень разработанности темы исследования.  Теория 

почти-периодических функций возникла в 20-30-х годах ХХ века, 

благодаря исследованиям датского математика Г. Бора и в настоящее 

время существует достаточно много разнообразных результатов по 

различным вопросам этой теории. 

Дальнейшее развитие теории почти-периодических функций было 

продолжено рижскими математиками П. Боль и Эскалангоном. 

В теории почти-периодических функций важную роль играют 

исследования необходимых и достаточных условий абсолютной 

сходимости и суммируемости рядов Фурье таких функций.  

Однако, в отличие от периодических функций,  проблемы, 

касающиеся установления признаков абсолютной сходимости рядов 

Фурье почти-периодических функций исследованы слабо. Это  связано с 

тем, что показатели Фурье таких функций могут лежать всюду плотно. 

В исследованиях Ю. Муселиака [21], Б.М. Левитана [18], Н.П. 

Купцова [17], Я.Г. Притулы [23], Е.А. Бредихиной [5]-[8], А.С. 

Джафарова и Г.А. Мамедова [12], Ю.Х. Хасанова [43]-[51] получены 

некоторые необходимые и достаточные условия абсолютной сходимости 

рядов Фурье почти-периодических в смысле Бора, Безиковича и 

Степанова функций.  

Актуальность и целесообразность диссертационной работы 

определяются тем, что в ней изучены и исследованы новые условия 

абсолютной сходимости рядов Фурье равномерных почти-

периодических функций и рассмотрены приближения таких функций 

некоторыми частными суммами и интегралами.   

Связь работы с научными программами (проектами), темами. 

Диссертационное исследование выполнено в рамках реализации 

перспективного плана научно-исследовательской работы института 

математики им. А. Джураева НАН Таджикистана 2016-2020 гг. по теме 
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«Поведение тригонометрических сумм, их приложения в аддитивных 

проблемах теории чисел, избранные задачи теории приближения 

функций». 

Цель и задачи исследования. Основная цель диссертационной 

работы заключается в следующем:  

 выявить необходимые и достаточные условия абсолютной 

сходимости рядов Фурье равномерных классов почти-

периодических функций, когда: а) их спектр имеет единственную 

предельную точку в бесконечности; б) их спектр имеет 

единственную предельную точку в нуле; 

 получить признаки абсолютной сходимости рядов Фурье почти-

периодических функций с малыми пропусками; 

 исследовать вопросы о приближении равномерных почти-

периодических функций частными суммами и интегралами Фурье; 

 нахождение условий принадлежности класса целых функций к 

классу почти-периодических функций в равномерной метрике. 

Объекты исследования. Объектами исследования являются теория 

равномерных почти-периодических функций, сходимость и 

суммируемость рядов Фурье таких функций, а также некоторые вопросы 

их приближения частными суммами и интегралами.  

Методы исследования. В диссертационной работе использованы 

методы теории функций и функционального анализа аппроксимативного 

характера, методы решения задач гармонического анализа для функций, 

теории рядов Фурье, теории суммирования рядов Фурье и теории 

приближения функций тригонометрическими полиномами. 

Научная новизна исследований. Результаты диссертации являются 

новыми, получены автором самостоятельно и состоят в следующем: 

 найдены достаточные условия абсолютной сходимости рядов Фурье 

равномерных почти-периодических функций, когда: а) их спектр 

имеет единственную предельную точку в бесконечности; б) их спектр 
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имеет единственную предельную точку в нуле, при этом в качестве 

структурной характеристики функций, используется величина, 

построенная на базе преобразования Лапласа; 

 аналогичные результаты получены для рядов Фурье равномерных 

почти-периодических функций с малыми пропусками; 

 установлены условия отклонения функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  от сумм типа 

Марцинкевича, частных сумм и интеграла Фурье в равномерной 

метрике; 

 доказаны условия принадлежности целых функций ограниченной 

степени к классу почти-периодических функций. 

 Положения, выносимые на защиту: 

 выявление признаков абсолютной сходимости рядов Фурье  

почти-периодических функций в равномерной метрике, имеющих 

предельную точку в бесконечности и в нуле; 

 установление достаточных условий абсолютной сходимости рядов 

Фурье  почти-периодических функций, имеющих ограниченную 

вариацию; 

 нахождение достаточных условий сходимости рядов Фурье с 

малыми пропусками в равномерной метрике; 

 нахождение оценок отклонения равномерных почти-

периодических функций от частных сумм и интегралов Фурье и их 

принадлежности  классу целых функций. 

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные 

результаты, которые выносятся на защиту, отражают персональный 

вклад автора в опубликованные работы. Все результаты 

диссертационной работы получены лично автором.  

 Теоретическая и практическая ценность работы. Работа носит как 

теоретический так и практический характер. Результаты 

диссертационной работы могут быть применены в теории рядов Фурье и 

специальных разделах теории функций 



6 
 

Степень достоверности результатов проведенных исследований. 

Достоверность результатов диссертационной работы обеспечивается 

строгими математическими доказательствами всех утверждений и 

вспомогательных предложений, приведенных в диссертации, 

подтверждается исследованиями других авторов.  

Апробация результатов.  Основные результаты диссертации 

докладывались на следующих конференциях и семинарах: 

международная научная конференция «Математический анализ, 

дифференциальные уравнения и теория чисел», посвященная 75-летию 

профессора Т.С. Собирова, г. Душанбе, 29-30 октября 2015 г.; 18-я 

международная Саратовская зимняя школа «Современные проблемы 

теории функции и их приложения», Саратов, 27 января –3 февраля 2016 

г.; вторая международная научно–практическая конференция 

«Актуальность проблемы физико-математического образования», г. 

Набережные Челны, 20-22 октября 2017 г.; международная конференция 

посвященная 60-летию академика НАН Таджикистана, доктора физико-

математических наук, профессора З.Х. Рахмонова и члена-

корреспондента НАН Таджикистана, доктора физико-математических 

наук, профессора С.А. Исхокова,  г. Душанбе, 13-14 декабря 2019 г.; 

семинары отдела теории функций и функционального анализа (2015-2020 

гг.) и общеинститутские семинары (2015-2020 гг.) в Институте 

математически им. А. Джураева НАН Таджикистана.  

Публикации. Основные результаты автора по теме диссертации 

опубликованы в 12 работах, список которых приведен в конце 

автореферата. Работы [1-A, 2-A, 3-A, 4-A] опубликованы в журналах из 

перечня рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендованных 

ВАК РТ при Президенте Республики Таджикистан. В работе, написанной 

совместной с Ю. Хасановым, соавтору принадлежит постановка задач и 

выбор метода доказательств результатов. 

Структура и объѐм диссертации.  Диссертация состоит из введения, 

двух глав, списка цитированной литературы из 63 наименований и 
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занимает 84 страницы машинописного текста. Главы диссертации 

разбиты на отдельные параграфы. Для удобства в диссертации 

применена сквозная нумерация теорем, лемм и формул. Они имеют 

тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номером 

главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на порядковый 

номер теорем, лемм или формул в данном параграфе.         
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Глава 1. Об условиях абсолютной сходимости рядов Фурье  

равномерных почти-периодических функций 

§ 1.1. Основные понятия и обзор литературы 

Пусть 𝑓 𝑥  интегрируемая со степенью 𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) на отрезке 

 – 𝜋; 𝜋  функция, с нормой  

 𝑓 𝑥  𝑝 =  
1

2𝜋
  𝑓 𝑥  𝑝
𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

1/𝑝

< ∞    (1 ≤ 𝑝 < ∞), 

а при 𝑝 = ∞ 

 𝑓 𝑥  𝑝 = 𝑣𝑟𝑎𝑖 sup
−∞<𝑥<∞

 𝑓(𝑥) < ∞ , 

и имеет ряд Фурье  

𝑓 𝑥 ~
𝑎0

2
+   𝑎𝑚 cos 𝑚𝑥 + 𝑏𝑚 sin 𝑚𝑥 

∞

𝑚=1

 ,                (1.1.1) 

где  

𝑎0 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥;

𝜋

−𝜋

 

𝑎𝑚 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥;

𝜋

−𝜋

𝑏𝑚 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 sin 𝑚𝑥 𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

 

- коэффициенты Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 −𝜋, 𝜋 . 

Исследованию признаков абсолютной и равномерной сходимостей 

рядов Фурье вида (1.1.1) посвящено много работ. Так например, в 

работах С.Н. Бернштейна [2], [3], С.В. Бочкарева [11], А. Зигмунда [14], 

А.А. Конюшкова [16], Р. Салема [25], С.Б. Стечкина [26], [27], [28], О. Саса 

[29], М.Ф. Тимана [32], [33], [34], [35] для периодических функций 

достаточно полно изучены необходимые и достаточные условия 

абсолютной сходимости рядов вида 

 𝑛𝛾  𝑎𝑛  𝛽 +  𝑏𝑛  𝛽  𝛾 > −1, 𝛽 > 0 .               (1.1.2)

∞

𝑛=1
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Аналогичным вопросам, то есть установлению признаков 

абсолютной сходимости рядов вида (1.1.2) для различных классов почти-

периодических функций, посвящены исследования А. Безиковича [4], 

Е.А. Бредихиной [5], [6], Б.М. Левитана [18], Н. П. Купцова [17], А.С. 

Муселиака [21], Я.Г. Притулы [23], М.Ф. Тимана [39], А.С. Джафарова и 

Г.А. Мамедова [12], Ю. Хасанова [43], [46], [49], [45], [50]. Однако, в 

отличие от периодических случаев остается ещѐ много неясных вопросов, 

которые связаны со спецификой спектров таких функций, т.е. от 

поведения показателей Фурье. 

Вначале приводим основные определения и понятия классов таких 

функций и структурные характеристики их свойств, которые 

необходимы для формулировки полученных результатов. 

Определение 1.1.1. Непрерывная на всей действительной оси функция 

𝑓 𝑥  называется равномерной почти-периодической, если для каждого 

𝜀 > 0 можно указать такое положительное число 𝑙 = 𝑙(𝜀), что в каждом 

интервале длины 𝑙 найдется хотя бы одно число 𝜏, для которого 

 𝑓 𝑥 + 𝜏 − 𝑓(𝑥) < 𝜀 −∞ < 𝑥 < ∞ . 

C определениями и свойствами класса таких функций можно 

ознакомиться, например, в монографиях Б.М. Левитана [18], Г. Бора [10]  

и  А.С. Безиковича [4].  

Пространство всех равномерных почти–периодических функций 

обозначим через 𝑩 , в котором норма рассматриваемой функции 

определяется следующей формулой 

 𝑓(𝑥) 𝑩 = sup
x∈𝑅

 𝑓(𝑥) .                                               (1.1.3) 

 Каждой функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 можно отнести ряд Фурье  

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝑛𝑒𝑖𝜆𝑛𝑥 ,                                             

∞

𝑛=−∞

 1.1.4  

где 
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𝐴𝑛 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥 

𝑇

−𝑇

 

- коэффициенты Фурье функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩. 

Множество действительных чисел Λ 𝜆𝑛 , для которых выполняется 

условие 

𝜆(𝐴) = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥

𝑇

−𝑇

≠ 0 

является счѐтной и принято их называть спектром функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 или 

показателями Фурье. 

При исследовании вопросов абсолютной сходимости рядов Фурье 

функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, в зависимости от поведения показателей Фурье 

используются следующие характеристики их свойства: 

1. Модуль непрерывности порядка 𝑘 функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 

𝜔(𝑓; )𝑩 = sup
 𝑡 ≤

sup
x∈𝑅

 ∆𝑡
𝑘𝑓(𝑥) ,                                               (1.1.5) 

где 

∆𝑡
𝑘𝑓 𝑥 =   −1 𝑘−𝑟  

𝑘

𝑟
 𝑓 𝑥 + 𝑟𝑡   > 0, 𝑘 ∈ 𝑁 

𝑘

𝑟=0

 

- разность 𝑘 − го порядка функции 𝑓 𝑥  в точке 𝑥 с шагом 𝑡. 

2. Характеристика, определяющаяся с помощью преобразования  

Лапласа 

Ω 𝑓; 𝛿; 𝜃 = 𝛿 sup
x∈𝑅

  𝑓 𝑥 − 𝑡 𝑒−𝛿𝑡+𝑖𝜃𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 ,            (1.1.6) 

где 𝛿 > 0, 𝜃 ∈ 𝑅; 

3. Модуль усреднения порядка 𝑘 функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 на (−∞,∞) 

𝑊𝑘(𝑓; 𝐻)𝑩 = sup
𝑇≥

sup
x∈𝑅

 𝑓𝑇𝑘 (𝑥) ,                            (1.1.7) 

где 𝐻 > 0, 𝑘 ∈ 𝑁, 
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𝑓𝑇𝑘 𝑥 =
1

(2𝑇)𝑘
 𝑑𝑡1

𝑥+𝑇

𝑥−𝑇

 𝑑𝑡2

𝑡1+𝑇

𝑡1−𝑇

…  𝑑𝑡𝑘−1

𝑡𝑘−2+𝑇

𝑡𝑘−2−𝑇

 𝑓 𝑡𝑘 𝑑𝑡𝑘

𝑡𝑘−1+𝑇

𝑡𝑘−1−𝑇

; 

4. Вариация порядка 𝑘 функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  на заданном конечном 

отрезке   𝑎, 𝑏  

𝑉𝑘 𝑎, 𝑏 = 𝑠𝑢𝑝   ∆𝑟

𝑘 𝑓(𝑥𝑟) ,                             (1.1.8)

𝑛−1

𝑟=0

 

где 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑟 =
𝑥𝑟+1−𝑥𝑟

𝑘
 ,  верхняя грань берѐтся по всевозможным 

разбиениям 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏. 

В случае, если вариация порядка 𝑘 функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 заданана конечном 

отрезке  𝑎, 𝑏 , то класс таких функций𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 обозначим через 𝑩𝑉𝑘 . 

Величина 𝑊𝑘(𝑓; 𝐻)𝑩  обладает следующими свойствами [46], 

аналогичные свойствам модуля непрерывности 𝑘 − го порядка 

1) 𝑊𝑘(𝑓; 𝐻)𝑩  монотонно убывает при  𝐻 → ∞; 

2)  Если 𝑛 целое число, то 

𝑊𝑘(𝑓; 𝑛𝐻)𝑩 ≤ 𝑛𝑊𝑘(𝑓; 𝐻)𝑩, 

а если 𝜆 любое положительное число, то  

𝑊𝑘(𝑓; 𝜆𝐻)𝑩 ≤  𝜆 + 1 𝑊𝑘(𝑓; 𝐻)𝑩; 

3) Функция 𝑊𝑘(𝑓; 𝐻)𝑩 полуаддитивна, т.е. для любых 𝑇1 > 0, 𝑇2 > 0 

𝑊𝑘(𝑓; 𝑇1 + 𝑇2)𝑩 ≤ 𝑊𝑘(𝑓; 𝑇1)𝑩 + 𝑊𝑘(𝑓; 𝑇2)𝑩; 

4) Функция 𝑊𝑘(𝑓; 𝐻)𝑩  непрерывна на отрезке 0 < 𝐻 < ∞.   

Определение 1.1.2 ([4]). Функцию  𝑓 𝑥  называют pB - почти-

периодической, или почти-периодической в смысле Безиковича (𝑝 ≥ 1), если 

1. 𝑓 𝑥 измеримая и  𝑓 𝑥  𝑝  интегрируема в смысле Лебега на любом 

конечном отрезке; 

2. 𝐷𝑩𝑝
 𝑓 𝑥  =  𝑙𝑖𝑚

𝑇→∞
     1

2𝑇
  𝑓 𝑥  𝑝𝑑𝑥

𝑇

−𝑇
 

1/𝑝
< ∞;                                          (1.1.9) 

3. Существует последовательность тригонометрических сумм  



12 
 

𝑃𝑛 𝑥 =  𝐶𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑒𝑥𝑝 𝑖𝜆𝑘𝑥 , 

для которой 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐷𝑩𝑝
 𝑓 𝑥 − 𝑃𝑛 𝑥  = 0.                                     (1.1.10) 

Пространство таких функций, которые удовлетворяют всем 

условиям определения 1.1.2, называют  𝑩𝑝  – пространством, или 

пространством Безиковича, в котором за норму функции  𝑓 𝑥 ∈

𝑩𝑝    (𝑝 ≥ 1) принимается величина  

 𝑓 𝑥  𝑩𝑝
=  lim

𝑇→∞
     

1

2𝑇
  𝑓 𝑥  𝑝𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

1

𝑝

< ∞.                      (1.1.11) 

Как видно из определения 1.1.2, с каждой  функцией из 

пространства 𝑩𝑝    (𝑝 ≥ 1)  связана последовательность чисел Λ 𝜆𝑛 , 

являющаяся спектром этой функций. Под спектром Λ 𝜆𝑛  для функции 

𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝑝  понимается множество ее показателей Фурье, с помощью 

которого можно поставить в соответствие ряд Фурье вида (1.1.4).  

Определение 1.1.3 ([41]). Пусть на  𝑎, 𝑏  задана функция 𝑓(𝑥) . 

Разобьем этот отрезок  𝑎, 𝑏  на части с помощью точек деления  

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘+1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏. 

Из абсолютных величин приращений функции образуем следующую сумму 

𝜎 𝑛 =   𝑓 𝑥𝑗+1 − 𝑓(𝑥𝑗 ) .

𝑛−1

𝑗 =1

                               (1.1.12) 

Если суммы(1.1.12) в их совокупности ограничены сверху, то говорят, 

что функция 𝑓(𝑥) на отрезке  𝑎, 𝑏  имеет ограниченное изменение 

(ограниченную вариацию). Точную верхнюю границу этих сумм принято 

называть полным изменением (полной вариацией) функции в этом отрезке 

и обозначается символом 

𝑠𝑢𝑝
𝑛

 𝜎 𝑛  =  𝑓 𝑥 .

𝑏

𝑎
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Сначала сформулируем ряд результатов, которые ранее получены 

другими авторами. 

Теорема 1.1.1. [18]. Если коэффициенты Фурье  

𝐴𝑘 = 𝑙𝑖𝑚𝑇→∞
1

2𝑇
 𝑓(𝑥) 𝑒𝑥𝑝 −𝑖𝜆𝑘𝑥 

𝑇

−𝑇
𝑑𝑥  функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  положительны, 

то ряд   𝐴𝑘
∞
𝑘=1  сходится. 

В условиях теоремы 1.1.1 показатели Фурье функции 𝑓 𝑥 ∈

𝑩содержат единственную предельную точку в нуле. 

Следующий результат Б.М. Левитана [18] получен в случае, когда 

показатели Фурье являются линейно независимыми.  

Напомним, что показатели Фурье функции  

𝑓 𝑥 =  𝐴𝑘𝑒𝑖𝜆𝑘

∞

𝑘=1

 

называются линейно независимыми, если из равенства 

𝑘1𝜆𝑛1
+ 𝑘2𝜆𝑛2

+ ⋯ + 𝑘𝑟𝜆𝑛𝑟
= 0, 

следует, что 𝑘1 = 𝑘2 =. . . = 𝑘𝑟 = 0, где 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑟  - целые числа. 

Теорема 1.1.2. [18]. Если показатели Фурье функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 линейно 

независимы, то ряд Фурье этой функции сходится абсолютно.  

Следующий результат принадлежит польскому математику Ю. 

Муселиаку [20], в котором в качестве структурной характеристики 

функций  𝑓 𝑥 ∈ 𝐵2 использована модуль непрерывности  

𝜔1 𝑓;  = sup
0≤≤𝛿

i𝑛𝑓
𝑥

 𝑓 𝑥 +  − 𝑓(𝑥) . 

Теорема 1.1.1. [21]. Пусть для функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝐵2  спектр 𝜆𝑛 → ∞  

 𝑛 = 1,2, …  и при 𝛼 > 0  𝑛𝛼 = 𝛰 𝜆𝑛 . Если при 0 < 𝛽 < 2 выполнено условие  

 𝑛
1−

𝛽
2

𝛼
−1

∞

𝑛=1

𝜔1
𝛽

(𝑓;
1

𝑛
)𝑩2

< ∞ ,                                 (1.1.16) 

то 

  𝐴𝑛  𝛽 < ∞.                                                   (1.1.17)

∞

𝑛=1
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Н.П. Купцов  17  показал, что для функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 условие (1.1.16) 

при 𝛼 = 1, 𝛽 = 1  с заменой величины 𝜔1(𝑓;
1

𝑛
)𝑩1

 на 𝜔2(𝑓;
1

𝑛
)𝑩2

 

обеспечивает справедливость соотношения (1.1.17). 

В работе [46] замечено, что при  β = 1 , 0 < α ≤
1

2
  выполнение 

условия (1.1.16) влечет за собой то, что функция 𝑓 𝑥  почти всюду 

превращается в константу. 

Теорема 1.1.2 [17]. Пусть 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  и 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛 , …−  показатели 

Фурье этой функции. Если выполнены следующие условия: 

1) Множество  𝜆𝑛  функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 имеет конечное число конечных 

предельных точек 𝑏𝑛  (𝑛 = 1, 𝑠    ), причѐм ни одно из чисел 𝜆𝑛  не совпадает с 

𝑏𝑛  (𝑛 = 1, 𝑠    ); 

2)  Существует такая постоянная 𝐶, что для всякого 𝑛 можно найти 

𝑗(𝑗 = 1, 𝑠    ), подчиняющееся условию  −
𝐶

𝑛
≤ 𝜆𝑛 − 𝑏𝑗 ≤

𝐶

𝑛
; 

3)                                           𝑛−1/2

∞

𝑛=1

𝛺2
1/2

(𝑓;
1

𝑛
)𝑩 < ∞ , 

где  

𝛺2 𝑓; 𝛿 𝑩 = 𝑚𝑎𝑥
𝑗

𝛿2𝑀𝑥    𝑓 𝑥 − 𝑡 𝑒−𝛿+𝑖𝑏𝑗 𝑑𝑡

∞

0

 

2

 , 

то ряд, составленный из абсолютных величин коэффициентов Фурье 

функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, сходится. 

Далее в работе Н.П. Купцова [17]доказано, что при выполнении 

условий1) и 2) теоремы 1.1.2, если существуют положительные 

постоянные 𝐴 и 𝜀такие, что  

  𝑓(x − τ)exp 𝑖𝑏𝑗 𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0

 ≤
𝐴 𝑡

𝑡𝜀
,                     (1.1.18) 

где 𝑡 > 0 и 𝑗 = 1, 𝑠    , то ряд, составленный из абсолютных величин 

коэффициентов Фурье функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, сходится. 
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 В этой же работе [17] установлены некоторые достаточные условия 

равномерной сходимости рядов Фурье, когда спектр функции 𝑓 𝑥 ∈

𝑩 имеет единственность предельную точку в бесконечности. То, что 

условие (1.1.18) обеспечивает абсолютную сходимость ряда Фурье 

функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, установил ранее Б.М. Левитан  18 . 

Теорема 1.1.3  [21]. Пусть для функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩2 спектр 𝜆𝑛 → ∞ 

 (𝑛 = 1,2, … ) и при 𝛼 > 0 

𝑛𝛼 = 𝛰 𝜆𝑛 . 

Если при 0 < 𝑘 < 2 и при 0 < 𝛽 < 2 выполнено условие 

 𝑛
1−

𝛽
2

𝛼
−

𝛽

2
−1

∞

𝑛=1

𝜔1

 1−
𝑘

2
 𝛽

(𝑓;
1

𝑛
)𝑩𝟐

< ∞ ,                     (1.1.19) 

то ряд  

  𝐴𝑛  𝛽
∞

𝑛=1

 

сходится. 

Теорема 1.1.4 [21]. Пусть для функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩2  спектр 𝜆𝑛 → ∞ 

(𝑛 = 1,2, … ) 

𝑛𝛼 = 𝛰 𝜆𝑛 ,   𝜆𝑛 → ∞,    𝑛 → ∞  . 

Если при 𝑝 > 0  и  0 < 𝑘 < 2𝜔1 𝑓;  𝑩𝟐
= 𝛰 𝑝 , где 𝑉𝑘(𝑓) означает 𝑘  - 

вариацию функции 𝑓 𝑥 , то ряд составленный из абсолютных величин 

коэффициентов Фурье функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝟐, сходится. 

Замечание 1.1.1. В случае, когда 𝑘 > 1, 𝛽 =
2

2−𝑘
и 𝛼 ≤

1−𝑘

3−𝑘
 ,  условие 

(1.1.19) приводит к тому, что функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝟐  почти всюду 

константа. 

Теорема 1.1.5 [23]. Пусть 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛 , …−  показатели Фурье 

функции𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝒑 (1 < 𝑝 ≤ 2) имеет единственную предельную точку на 

бесконечности  𝜆𝑛 → ∞  при  𝑛 → ∞ . 

Если при 0 < 𝛽 < 𝑞   
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1,   1 < 𝑝 ≤ 2 , 𝛾 > 0  
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𝜆2𝜈

𝜆2𝜈−1
 

𝛽

𝜔1
𝛽

∞

𝜈=1

(𝑓; 𝜆2𝜈
−1)𝑩𝑝

2
𝜈(𝛾+

𝑞−𝛽

𝑞
)

< ∞, 

то  

  𝐴𝑛  𝛽𝑛𝛽 < ∞.                                         (1.1.20)

∞

𝜈=1

 

В работе А. С. Джафарова и Г. А. Мамедова  12  рассматривается 

функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝒑  (1 < 𝑝 ≤ 2) , спектр Λ 𝜆𝑛  которой имеет 

единственную предельную точку в нуле, то есть  

𝜆0 = 0, 𝜆−𝑛 = −𝜆𝑛  ,  𝜆𝑛  <  𝜆𝑛−1 , lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = ∞. 

Исследуется признаки сходимости ряда 

  𝐴𝑛  𝛽𝜑 𝑛 ,                                              (1.1.21)

∞

𝜈=1

 

где 𝜑 𝑛  – чѐтная, положительная функция, определенная во множестве 

целых чисел посредством величины (1.1.6) при 𝜃 = 0. 

Теорема 1.1.6 [12]. Пусть 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛 , …−  показатели 

Фурьефункции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝒑  (1 < 𝑝 ≤ 2,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1)  имеют единственную 

предельную точку на бесконечности  𝜆𝑛 → 0  при 𝑛 → ∞ .  Если при  

0 < 𝛽 < 𝑞 выполняется условие 

 𝜓(2𝜈)Ω2
𝛽  𝑓; 𝜆2𝜈  𝑩𝑝

< ∞,

∞

𝜈=0

 

то ряд (1.1.21)  сходится, и справедливо соотношение 

  𝐴𝑛  𝛽𝜑 𝑛 ≪  𝜓(2𝜈)Ω2
𝛽  𝑓; 𝜆2𝜈  𝑩𝑝

,

∞

𝜈=0𝑛≥2

 

где 

𝜓 2𝜈 =    𝜑(𝑛) 
𝑞

𝑞−𝛽

2𝜈

𝑛=2𝜈−1−1

 

1−
𝛽

𝑞

. 
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§ 1.2.Об условиях абсолютной сходимости рядов Фурье  почти-

периодических функций в равномерной метрике, имеющих 

 предельную точку в нуле 

Пусть  𝑓 𝑥 ∈ 𝑩. Запишем ряд Фурье этой функции в симметричной 

форме  

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝑘 exp 𝑖𝜆𝑘𝑥 

∞

𝑘=−∞

,   

где 

𝐴𝑘 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥) exp −𝑖𝜆𝑘𝑥 𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

- коэффициенты Фурье, а числа  𝜆𝑘  – показатели Фурье, которые имеют 

единственную предельную точку в нуле, т.е.  

𝜆𝑘 > 0  𝑘 > 0 , 𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘 ,  𝜆𝑘  <  𝜆𝑘−1 ,    𝑘 = 1,2, … , lim
𝑘→∞

 𝜆𝑘  = 0. (1.2.1) 

Устанавливаем некоторые достаточные условия сходимости ряда 

  𝐴𝑘  𝛽  𝑘 𝛾 𝛾 > 0, 𝛽 > 0 .                                 (1.2.2)

∞

𝑘=−∞

 

Для функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩   рассмотрим величину 

𝐹 𝑥 = 𝜃  𝑒−𝑡𝜃 𝑓 𝑥 − 𝑡 𝑑𝑡    (𝜃 > 0)
∞

0

. 

Из теоремы о неопределенном интеграле  равномерных почти-

периодических функций следует, что 𝐹 𝑥 ∈ 𝑩 (см. [18], с. 29).  

При 𝜃 > 0 введем в рассмотрение величину  

Ω 𝑓; 𝜃 = 𝜃  lim
𝑇→∞

1

2𝑇
   𝑒−𝜃𝑡𝑓 𝑥 − 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

𝑝

𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

1/𝑝

. 

Заметим, что величина Ω 𝑓; 𝜃  в случае, когда спектр функции 

𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  удовлетворяют условий (1.2.1) является аналогом модуля 

непрерывности. 
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Установлению необходимых и достаточных признаков абсолютной 

сходимости рядов вида  (1.2.2) для различных классов почти-

периодических функций посвящены исследования Е.А. Бредихиной [5], 

[6], А.С. Джафарова и Г.А. Мамедова [12], Н.П. Купцова [17], Б.М. 

Левитана [18], А.С. Муселиака [21], А.Г. Притулы [23], Ю. Хасанова [46] - 

[49].  

Результаты, приводимые здесь являются аналогами некоторых 

результатов работ [46] и [49] для класса равномерных почти-

периодических функций.  

Теорема 1.2.1. Если для функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩,  спектр которой 

удовлетворяет условий (1.2.1)выполнено условие 

 2
𝜈(𝛾+

𝑞−𝛽

𝑞
)
Ω𝛽  𝑓; 𝜆2ν < ∞

∞

𝜈=0

,                         (1.2.3) 

где 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1,   1 < 𝑝 ≤ 2, 0 < 𝛽 < 𝑞, 𝛾 > 0, 

то ряд (1.2.2) сходится. 

Доказательство. Покажем, что для функции 𝐹(𝑥) рядом Фурье будет 

 
𝜃𝐴𝑘

𝜃 + 𝑖𝜆𝑘
𝑒 i𝜆𝑘𝑥

∞

𝑘=−∞

. 

Действительно,  

lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝐹(𝑥)

𝑇

−𝑇

𝑒−i𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝜃

𝑇

−𝑇

 𝑒−𝜃𝑡𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡𝑒−i𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥

∞

0

= 

= 𝜃   lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥 − 𝑡)

𝑇

−𝑇

𝑒−i𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 

∞

0

𝑒−𝜃𝑡𝑑𝑡 = 𝜃𝐴𝑘  𝑒−(𝜃+𝑖𝜆𝑘)𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝜃𝐴𝑘

𝜃 + 𝑖𝜆𝑘
. 

В силу неравенства Хаусдорфа-Юнга, доказательство которого 

верно и для функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩, будем иметь  



19 
 

Ω 𝑓; 𝜃 = 𝜃  lim
𝑇→∞

1

2𝑇
   𝑒−𝜃𝑡𝑓 𝑥 − 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

𝑝

𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

1/𝑝

≥ 

≥  𝜃𝑞   
𝐴𝑘

𝜃 + 𝑖𝜆𝑘
 
𝑞∞

𝑘=−∞

 

1/𝑞

 1 < 𝑝 ≤ 2 .                   (1.2.4) 

Подставляя в  1.2.4   𝜃 = 𝜆2ν−1 , получим  

2−
𝑞

2   𝐴𝑘  𝑞 < Ω𝑞 𝑓; 𝜆2ν−1 .                                 (1.2.5)

2ν

𝑘=2ν−1+1

 

Используя неравенство Гѐльдера и (1.2.5), имеем   

  𝐴𝑘  𝛽  𝑘 𝛾 ≤

2ν

𝑘=2ν−1+1

   𝐴𝑘  
𝑞

2ν

𝑘=2ν−1+1

 

𝛽

𝑞

  𝑘
𝛾𝑞

𝑞−𝛽

2ν

𝑘=2ν−1+1

 

1−
𝛽

𝑞

≤ 

≤ 2
β

2Ωβ 𝑓; 𝜆2ν−1 ∙  2
ν𝛾𝑞

𝑞−𝛽 ∙ 2ν−1 

q−β

q

= 2
β

2Ωβ 𝑓; 𝜆2ν−1 ∙ 2
ν𝛾+

 ν−1 (𝑞−𝛽 )

𝑞 = 

= 2
β

2
+γ2

 ν−1 (𝛾+
q−β

q
)
Ωβ 𝑓; 𝜆2ν−1 . 

Отсюда следует, что  

  𝐴𝑘  
𝛽𝑘𝛾 <

2ν

𝑘=2ν−1+1

С2
 ν−1 (𝛾+

q−β

q
)
Ωβ 𝑓; 𝜆2ν−1 ,                             (1.2.6) 

где константа С зависит от β и 𝛾. Суммируя по ν неравенство (1.2.6), 

получим    

   𝐴𝑘  𝛽𝑘𝛾 < 𝐶

2ν

𝑘=2ν−1+1

 2
(ν−1)(𝛾+

q−β

q
)
Ωβ 𝑓; 𝜆2ν−1 

∞

ν=1

∞

ν=1

, 

или 

  𝐴𝑘  
𝛽  𝑘 𝛾 < 𝐶  2

ν(𝛾+
q−β

q
)
Ωβ 𝑓; 𝜆2ν−1 .                                (1.2.7)

∞

ν=0

∞

𝑘=2

 

Так как 𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘 , то приняв 𝜃 =  𝜆−2ν−1  в неравенстве (1.2.4), будем 

иметь  
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2−
𝑞

2   𝐴𝑘  𝑞 ≤ Ωq 𝑓;  𝜆−2ν−1  = Ωq 𝑓; 𝜆2ν−1 .

−(2ν−1+1)

𝑘=−2ν

 

Аналогично, как было установлено (1.2.7), можно получить, что   

  𝐴𝑘  
𝛽𝑘𝛾 < 𝐶  2

ν(𝛾+
q−β

q
)
Ωβ 𝑓; 𝜆2ν .                      (1.2.8)

∞

ν=0

∞

𝑘=−2

 

Из неравенств (1.2.7)  и (1.2.8)  следует утверждение теоремы 1.2.1. 

Для формулировки дальнейщего результата введѐм обозначания: 

𝐺𝑛 =  𝑘: 2−𝑛−1 ≤ 𝜆𝑘 < 2−𝑛 ; 

𝐺−𝑛 =  𝑘: −2−𝑛−1 ≤ 𝜆𝑘 < −2−𝑛 ; 

𝑀𝑛 = max
𝑘∈𝐺𝑛

 𝑘 ;   𝜇 𝑎 =  1

𝜆𝑘≥𝑎

. 

Теорема 1.2.2. Пусть 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 и ее спектр 𝛬 𝜆𝑘 𝑘=−∞
∞  удовлетворяет 

условий (1.2.1). Если 

 𝑀𝑛
𝛾

∞

𝑛=1

 𝜇 2−𝑛−1 − 𝜇(2−𝑛) 
1−

𝛽

𝑞Ωβ  𝑓;
1

2𝑛
 < ∞, 

то ряд (1.2.2) сходится. 

Доказательство. Подставляя 𝜃 =
1

2𝑛
 , в неравенстве (1.2.5), получим 

  𝐴𝑘  𝑞

𝑘∈𝐺𝑛

< 2
𝑞

2Ω
q

 𝑓;
1

2𝑛
 . 

Отсюда, с помощью неравенство Гельдѐра, будем иметь   

  𝐴𝑘  𝛽

𝑘∈𝐺𝑛

𝑘𝛾 ≤    𝐴𝑘  
𝑞

𝑘∈𝐺𝑛

 

𝛽

𝑞

∙   𝑘
𝛾

𝑞

𝑞−𝛽

𝑘∈𝐺𝑛

 

1−
𝛽

𝑞

≤ 

≤ 𝑀𝑛
𝛾  𝜇 2−𝑛−1 − 𝜇(2−𝑛) 

1−
𝛽

𝑞 ∙ 2
β

2Ω
β

 𝑓;
1

2𝑛
 . 

Суммируя по 𝑛 последнее неравенство, находим 

   𝐴𝑘  
𝛽

𝑘∈𝐺𝑛

𝑘𝛾

∞

𝑛=1

≤ 2
β

2  𝑀𝑛
𝛾  𝜇 2−𝑛−1 − 𝜇(2−𝑛) 

1−
𝛽

𝑞Ωβ  𝑓;
1

2𝑛
 

∞

n=1

 1.2.9 . 



21 
 

Если принимать во внимание 𝐺−𝑛 = −𝐺𝑛  (это следует из равенства 

𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘 ) и сходимость элементов множеств 𝐺−𝑛  и 𝐺𝑛 , то, подобно 

неравенству (1.2.9), приходим к следующему неравенству  

   𝐴𝑘  𝛽

𝑘∈𝐵−𝑛

 𝑘 𝛾
∞

𝑛=1

≤ 2
β

2  𝑀𝑛
𝛾  𝜇 2−𝑛−1 − 𝜇(2−𝑛) 

1−
𝛽

𝑞Ωβ  𝑓;
1

2𝑛
 

∞

n=1

. 

Из последнего неравенства и (1.2.9) следует утверждение теоремы 1.2.2. 

Пусть функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  для некоторого числа 𝛼 (0 < 𝛼 ≤ 1) 

выполняются условия 

  𝑓 𝑥 − 𝑡 𝑑𝑡

𝑢

0

 ≤ 𝐶 𝑢 1−𝛼 .                                          (1.2.10) 

Покажем, что справедливо следующее соотношение   

Ω 𝑓; 𝜃 ≤ 𝐼 𝑡 𝜃𝛼 ,                                                     (1.2.11) 

где 𝐼 𝑡 = 𝐶  𝑒−𝑡𝑡1−𝛼𝑑𝑡
∞

0
   (C - константа). Действительно, интегрируя по 

частям внутренний интеграл в левой части (1.2.11), получим 

  𝑒−𝜃𝑡𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 =   𝑒−𝜃𝑡𝑑   𝑓(𝑥 − 𝑡1)𝑑𝑡1

𝑡

0

 

∞

0

 = 

=  𝑒−𝜃𝑡  𝑓(𝑥 − 𝑡1)𝑑𝑡1

𝑡

0

 
∞

0
+  𝜃  𝑒−𝜃𝑡   𝑓(𝑥 − 𝑡1)𝑑𝑡1

𝑡

0

 𝑑𝑡

∞

0

 ≤ 

≤ 𝐶𝜃  𝑒−𝜃𝑡𝑡1−𝛼𝑑𝑡

∞

0

= 𝐶𝜃𝛼−1  𝑒−𝑡𝑡1−𝛼𝑑𝑡

∞

0

= 𝐼(𝑡)𝜃𝛼−1. 

Отсюда заключаем, что из условия (1.2.10) вытекает соотношение 

(1.2.11). Из теорем 1.2.1 и 1.2.2 вытекают ряд следствий.      

Следствие 1.2.1. Пусть функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 удовлетворяет условию 

(1.2.10) и 

 𝑛
𝛾−

𝛽

𝑞𝜆𝑛
𝛼𝛽

∞

𝑛=1

< ∞,                                         (1.2.12) 

тогда ряд (1.2.2) сходится. 
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В самом деле, так как из условий (1.2.10)  следует неравенство 

(1.2.11), то  

 2
𝜈(𝛾+

𝑞−𝛽

𝑞
)

∞

𝜈=1

Ωβ 𝑓; 𝜆2𝜈  ≤ I𝛽  t  2
𝜈 𝛾+

𝑞−𝛽

𝑞
 

∞

𝜈=1

𝜆2𝜈
𝛼𝛽

. 

В силу монотонности последовательности 𝛬 𝜆𝑛 𝑛=1
∞   сходимость ряда 

в правой части последнего неравенства эквивалентна сходимости ряда 

(1.2.12). 

Следствие 1.2.2. Если функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 удовлетворяет условиям 

(1.2.10) и 

 𝐺𝑛
𝛾  𝜇 2−𝑛−1 − 𝜇(2−𝑛) 

1−
𝛽

𝑞 2−nα < ∞,

∞

n=1

 

то ряд (1.2.2) сходится. 

Заметим, что если в неравенстве (1.2.11) полагать 𝛾 = 0, 𝛽 = 1, 𝑝 = 2, 

λ𝑛 = Ο  
1

𝑛
 , то при 𝛾 >

1

2
  ряд Фурье сходится абсолютно. Такой результат 

установлен Н.П.  Купцовым [17]. А для функции Безиковича 

аналогичные результаты получены в работах Ю.Х. Хасанова (см. напр. 

[46]), но вместо величины Ω 𝑓;   использован модуль усреднения 

порядка k 

𝑊𝑘(𝑓; 𝐻)𝑩𝒑
= 𝑠𝑢𝑝

𝑇≥𝐻
𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝑅

 𝑓𝑇𝑘 (𝑥) 
𝑩𝒑

 H > 0, 𝑘 ∈ 𝑁 , 

где  

𝑓𝑇𝑘 𝑥 =
1

 2𝑇 𝑘
 𝑑𝑡1

𝑥+𝑇

𝑥−𝑇

 𝑑𝑡2

𝑡1+𝑇

𝑡1−𝑇

…  𝑑𝑡𝑘−1

𝑡𝑘−2+𝑇

𝑡𝑘−2−𝑇

 𝑓 𝑡𝑘 

𝑡𝑘−1+𝑇

𝑡𝑘−1−𝑇

𝑑𝑡𝑘 . 

 

§ 1.3. Исследование признаков абсолютной сходимости рядов Фурье  

почти-периодических функций, имеющих предельную точку в 

бесконечности 

Пусть 𝑩𝑝  (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞)  – линейное пространство, состоящее из 

функций 𝑓(𝑥), для которых  𝑓(𝑥) 𝑝  (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) интегрируема по Лебегу 
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на любом конечном отрезке действительной оси и удовлетворяющих 

условию 

 𝑓(𝑥) 𝑩𝑝
=  lim    

𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓(𝑥) 𝑝𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

1/𝑝

< ∞     (1 ≤ 𝑝 < ∞), 

а при 𝑝 = ∞ условию 

 𝑓(𝑥) 𝑩𝑝
= 𝑣𝑟𝑎𝑖 sup

−∞<𝑥<∞
 𝑓(𝑥) < ∞. 

При 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞,  следуя А. Безиковичу [4], вводится следующее 

понятие 𝑩𝑝  – почти-периодической функции. 

Определение 1.3.1. Функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝑝  (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞)  называется 𝑩𝑝  - 

почти-периодической, если существует последовательность конечных 

тригонометрических полиномов  𝑃𝑛(𝑥)  вида 

𝑃𝑛 𝑥 =  𝑎𝑘

𝑛

𝑘=−𝑛

exp 𝑖𝜆𝑘𝑥 ,  

где  𝜆𝑘  - некоторое счѐтное множество действительных чисел, для 

которых  

lim
𝑛→∞

𝑀  𝑓 𝑥 − 𝑃𝑛(𝑥) = lim    
𝑛→∞

 𝑓 𝑥 − 𝑃𝑛(𝑥) 𝑩𝑝
= 0. 

Рассмотрим ряд 

1

2
𝑎0 +   𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑥 

∞

𝑛=1

                                    (1.3.1) 

где 𝜆𝑛 < 𝜆𝑛+1, 𝜆𝑛 = ∞   𝑛 → ∞ ; 

𝑎0 = 𝑀 𝑓(𝑥) , 𝑎𝑛 = 𝑀 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝑥 , 

𝑏𝑛 = 𝑀 𝑓(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑥  𝑛 = 1,2, … .  ; 

𝑀 𝑔(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

. 

В работах Е.А. Бредихиной [5, 6], А.С. Джафарова и Г.А. Мамедова 

[12], Н.П. Купцова [17], Б.М. Левитана [18], Ю. Муселиака [21], Я.Г. 

Притулы [23], получены некоторые достаточные условия абсолютной 
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сходимости рядов Фурье почти-периодических в смысле Бора и 

Безиковича функций. А в исследованиях Ю.Х. Хасанова [46] найдены не 

только достаточные, но и необходимые условия абсолютной сходимости 

рядов Фурье почти-периодических функций в смысле Безиковича 

функций, которые не только дополняют, но и в ряде случаев усиливают 

результаты работ [5], [6], [12] [17], [18], [20], [21], [23]. 

Далее приводим некоторые новые результаты, которые относятся к 

вопросам абсолютной сходимости рядов вида (1.3.1) с известными 

коэффициентами. Если, в частности, функция 𝑓(𝑥) интегрируема в  0; 2𝜋  

и 2𝜋  –периодическая, кроме того 𝜆𝑛  целые, то ряд (1.3.1) является ее 

рядом Фурье. 

Докажем следующую теорему, относящуюся к абсолютной 

сходимости ряда (1.3.1) с известными коэффициентами. 

Теорема 1.3.1. Пусть 𝑓𝜖𝑩2 ограниченная функция. Предположим, что 

функция Φ 𝑢  неубывающая, такая, что Φ(𝑢) > 0  при  𝑢 > 0 и  
𝑢2

Φ(𝑢)
  

также неубывающая функция. Если при 0 < 𝛾 < 1 выполняется условие 

  𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 𝜔
Φ

𝛾

2  𝑓; 2−𝑣 Φ−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  < ∞,

∞

𝑣=1

 

(1.3.2) 

где 

𝜔 𝑓;  = vraisup
∞<𝑥<∞

 𝑓 𝑥 + 𝛿 − 𝑓(𝑥)   ( 𝛿 ≤ ), 

𝜔Φ 𝑓;  = sup
 𝛿 ≤

𝑀  Φ  𝑓 𝑥 + 𝛿 − 𝑓(𝑥)   ,                               

𝑀  𝑔(𝑥) = lim
𝑇→∞
     

1

2𝑇
 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

, 

то ряд 

 ( 𝑎𝑛  𝛾 +  𝑏𝑛  𝛾)

∞

𝑛=1

                                                    (1.3.3) 

сходится. 
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Доказательство. Предварительно докажем следующее неравенство   

   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 ≤

𝑛𝜖𝐴𝑣

 

≤
1

2
lim
𝑇→∞

1

2𝑇
   𝑓 𝑥 + 2−𝑣−1 − 𝑓 𝑥 − 2−𝑣−1  2 𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

,             (1.3.4) 

где 𝐴𝑣  - совокупность всех 𝑛, для которых 2𝑣−1𝜋 ≤ 𝜆𝑛 ≤ 2𝑣𝜋  (𝑣 ≥ 1). 

Для любого  > 0 рассмотрим функцию 

𝐹 𝑥 = 𝑓 𝑥 +  − 𝑓 𝑥 −  . 

Коэффициенты Фурье функции 𝐹 𝑥  определяются следующим образом: 

𝑎0   = 𝑀 𝐹 𝑥  = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓 𝑥 +  − 𝑓 𝑥 −   𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

= 

= lim
𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

= 0. 

𝑎𝑛   = 𝑀 𝐹 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝑥 = 𝑀  𝑓 𝑥 +  − 𝑓 𝑥 −   𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝑥 = 

= lim
𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓 𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛(𝑡 − )𝑑𝑡 −

𝑇+

−𝑇+

 𝑓 𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛(𝑡 + )𝑑𝑡

𝑇−

−𝑇−

 = 

= lim
𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓(𝑡)

𝑇

−𝑇

 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛 + 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 𝑑𝑡 − 

 −  𝑓(𝑡)

𝑇

−𝑇

 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛 − 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 𝑑𝑡 = 

= lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓 𝑡  𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛 + 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 − 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛 +

𝑇

−𝑇

 

 +𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 𝑑𝑡 = 2𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑡)

𝑇

−𝑇

𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑡𝑑𝑡 = 

= 2𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 𝑀 𝑓(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑡 = 2𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛. 

Аналогично имеем 
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𝑏𝑛
   = −2𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛. 

Тогда в силу неравенства Бесселя получим 

   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 𝑠𝑖𝑛2𝜆𝑛 =

∞

𝑛=1

   𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 2 +  𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 2 =

∞

𝑛=1

 

=
1

4
   2𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 2 +  2𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛 2 =

1

4
 ( 𝑏𝑛

    
2

+  𝑎𝑛    2)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

≤ 

≤
1

4
lim
𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓 𝑥 +  − 𝑓(𝑥 − ) 2𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

. 

При 𝑛 ∈ 𝐴𝑣 рассмотрим 

2𝑣−1𝜋 ≤ 𝜆𝑛 < 2𝑣𝜋. 

Положим  = 2−𝑣−1. Тогда при 𝑛 ∈ 𝐴𝑣  имеем 

2𝑣−1𝜋2−𝑣−1 ≤ 𝜆𝑛 < 2𝑣𝜋2−𝑣−1  или  
𝜋

4
≤ 𝜆𝑛 <

𝜋

2
 . 

Следовательно, 𝑠𝑖𝑛2𝜆𝑛2−𝑣−1 ≥
1

2
. 

Отсюда, после использования этих выкладок, вытекает неравенство 

(1.3.4)  

   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 

𝑛∈𝐴𝑣

≤ 2    𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 

𝑛∈𝐴𝑣

𝑠𝑖𝑛2𝜆𝑛2−𝑣−1 ≤ 

≤ 2    𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 𝑠𝑖𝑛2𝜆𝑛2−𝑣−1 ≤

∞

𝑛=1

 

≤
1

2
lim
𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓 𝑥 + 2−𝑣−1 − 𝑓(𝑥 − 2−𝑣−1) 2

𝑇

−𝑇

 𝑑𝑥.     

Далее, обозначим через Ψ(𝑢) функцию  
𝑢2

Φ(𝑢)
, которая также является 

неубывающей. Так как функция 𝑓(𝑥)  является ограниченной, то 

𝜔 𝑓; 2−𝑣 < ∞.  Значит, если Φ 𝑢 ≡ 𝑢2,  то Ψ(𝑢) ≡ 1  и предположение об 

ограниченности функции 𝑓(𝑥) будет излишним. 

Умножив и разделив правую часть (1.3.4) на Φ 𝜔(𝑓; 2−𝑣) , будем 

иметь 
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   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 

𝑛∈𝐴𝑣

≤ 

≤
1

2
𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓 𝑥 + 2−𝑣−1 − 𝑓(𝑥 − 2−𝑣−1) 2𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

𝛷 𝜔(𝑓; 2−𝑣) 

𝛷 𝜔(𝑓; 2−𝑣) 
≤ 

≤
1

2

𝜔2(𝑓; 2−𝑣)

𝛷 𝜔(𝑓; 2−𝑣) 
𝑙𝑖𝑚     
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝛷 𝜔(𝑓; 2−𝑣) 𝑑𝑡 =

𝑇

−𝑇

 

=
1

2
𝜔2 𝑓; 2−𝑣 𝛷−1 𝜔 𝑓; 2−𝑣  𝑀  𝛷 𝜔 2−𝑣   = 

=
1

2
𝜔2 𝑓; 2−𝑣 𝜔𝛷(𝑓; 2−𝑣)𝛷−1 𝜔 𝑓; 2−𝑣  . 

Пусть 𝑚(𝐴𝑣)  - мера множества 𝐴𝑣 . Тогда с помощью неравенства 

Гѐльдера из последнего равенства, получим 

   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 
𝛾

2

𝑛∈𝐴𝑣

≤  𝑚(𝐴𝑣) 1−
𝛾

2     𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 

𝑛∈𝐴𝑣

 

𝛾

2

≤ 

≤  𝑚(𝐴𝑣) 1−
𝛾

2  
1

2
𝜔2 𝑓; 2−𝑣 ωΦ(𝑓; 2−𝑣)Φ−1 𝜔 𝑓; 2−𝑣   

𝛾

2

= 

= 2−
𝛾

2 𝑚(𝐴𝑣) 1−
𝛾

2𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 𝜔
Φ

𝛾

2  𝑓; 2−𝑣 Φ−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  ≤ 

≤ 2−
𝛾

2 𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2

∙ 𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 𝜔
Φ

𝛾

2  𝑓; 2−𝑣 Φ−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  . (1.3.5) 

Значит при 𝑛0 = 𝑚𝑖𝑛 𝑛  (𝜆𝑛 ≥ 𝜋) из неравенства (1.3.5), находим, что 

   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 
𝛾

2

∞

𝑛=𝑛0

≤ 

≤ 2−
𝛾

2   𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2

∞

𝑣=1

∙ 

∙ 𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 𝜔
Φ

𝛾

2  𝑓; 2−𝑣 Φ
−

𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  .                           (1.3.6) 

В силу условия (1.3.2) этот ряд сходится. Теорема 1.3.1 доказана. 
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Теорема 1.3.2. Пусть функция𝑓 ∈ 𝐵2. Если при 0 < 𝛾 < 2 выполняется 

условие  

  𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2𝜔2
𝛾 𝑓; 2−𝑣 < ∞,

∞

𝑣=1

 

где 

𝜔2 𝑓;  =  𝑠𝑢𝑝
 𝛿 ≤

𝑀  𝑓 𝑥 + 𝛿 − 𝑓(𝑥) 2  

1
2 

, 

то ряд(1.3.3) сходится. 

Доказательство. Неравенство  (1.3.4) можно записать в следующем 

виде  

   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 

𝑛∈𝐴𝑣

≤
1

2
𝑀  𝑓 𝑥 + 2−𝑣−1 − 𝑓(𝑥 − 2−𝑣−1) 2 ≤ 

≤
1

2
sup

 𝛿 ≤2−𝑣
𝑀  𝑓 𝑥 + 𝛿 − 𝑓(𝑥) 2 =

1

2
𝜔 2−𝑣 . 

Отсюда, пользуясь неравенством  (1.3.5), будем иметь 

   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 
𝛾

2

𝑛∈𝐴𝑣

≤ 2−
𝛾

2 𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  
𝛾

2 = 

= 2−
𝛾

2 𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2  𝜔2
𝛾 𝑓; 2−𝑣 . 

Тогда, на основании условия теоремы из (1.3.6) следует, что 

   𝑎𝑛  2 +  𝑏𝑛  2 
𝛾

2

∞

𝑛=𝑛0

≤ 

≤ 2
−𝛾

2   𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

2𝜔2
𝛾 𝑓; 2−𝑣 < ∞.

∞

𝑣=1

 

Теорема 1.3.2 доказана. 

Для получения следующих результатов нам понадобиться  

Лемма 1.3.1. Если для неубывающей функции Φ(𝑢) ≥ 0 при 𝑢 ≥ 0 

𝑉Φ,𝑇(𝑓) = sup
𝜋

 Φ  𝑓 𝑥𝑛 − 𝑓(𝑥𝑛−1)  ,

𝑁

𝑛=1

 

где 𝜋 произвольное деление интервала (−𝑇; 𝑇) точками 𝑥0, 𝑥1, … . , 𝑥𝑁  и 
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𝑉Φ 𝑓 = lim
𝑇→∞

     
1

2𝑇
 𝑉Φ,𝑇 𝑓 

𝑇

−𝑇

𝑑𝑥, 

то  для любого  > 0 справедлива оценка 

𝑀  {𝛷[|𝑓(𝑥 + ) − 𝑓(𝑥 − )| ] } ≤ 2𝑉𝛷 (𝑓).               (1.3.7) 

Доказательство Пусть 𝑉Φ 𝑓 < ∞.  Предполжим, что для 𝜀 > 0 

существует такое число 𝑇,  что для каждого 𝑇 > 𝑇0   выполняется 

неравенство 

𝑉Φ ,𝑇+3h 𝑓 ≤ 2 𝑉Φ 𝑓 + 𝜀  𝑇 + 3 .                     (1.3.8) 

Действительно, по определению верхнего предела 

1

2(𝑇 + 3)
𝑉Φ ,𝑇+3h 𝑓 ≤ 𝑉Φ 𝑓 + 𝜀, 

отсюда вытекает неравенство (1.3.8). 

При фиксированном числе 𝑇 > 𝑇0  определяем такой интервал 

(−𝑇 − , 𝑇 − ), в котором точки  𝑥0, 𝑥1 , … . , 𝑥𝑁  будут 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1  
= 2,   если        𝑛 = 1,2, … , 𝑁 − 1,
≤ 2,      если     𝑛 = 𝑁.                     

  

Тогда, учитывая значения 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1,  для допредельного среднего 

значения функции Φ  𝑓 𝑥 +  − 𝑓(𝑥 − )  , получим 

1

2𝑇
 Φ  𝑓 𝑥 +  − 𝑓(𝑥 − )  𝑑𝑥 =

𝑇

−𝑇

1

2𝑇
  Φ  𝑓 𝑥 + 2 − 𝑓(𝑥)  𝑑𝑥 =

𝑥𝑛

𝑥𝑛−1

𝑁

𝑛=1

 

=
1

2𝑇
   Φ  𝑓 𝑥𝑛 + 𝑡 − 𝑓(𝑥𝑛−1 + 𝑡)  𝑑𝑡 +

𝑁

𝑛=1

2

0

  

 +  Φ  𝑓 𝑋𝑁 + 𝑡 + 2 − 𝑓(𝑋𝑁 + 𝑡)  𝑑𝑡

𝑋𝑁−𝑋𝑁−1

0

 ≤ 

≤
1

2𝑇
 sup

𝑥𝑛∈ −𝑇+3 ,   𝑇+3 
 Φ  𝑓 𝑥𝑛 − 𝑓(𝑥𝑛−1)  𝑑𝑡 =

𝑁

𝑛=1

2

0
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=
1

2𝑇
 𝑉Φ ,T+h+t 𝑓 𝑑𝑡 =

1

2𝑇

2

0

𝑉Φ ,T+3h 𝑓  𝑑𝑡

2

0

=


𝑇
𝑉Φ ,T+3h 𝑓 ≤ 

≤


𝑇
2 𝑉Φ 𝑓 + 𝜀  𝑇 + 3 =  2 +

62

𝑇
  𝑉Φ 𝑓 + 𝜀 . 

Отсюда, при 𝑇 → ∞ переходя к пределу, получим оценку (1.3.7), что и 

доказывает справедливость леммы 1.3.1. 

Теорема 1.3.3. Пусть 𝑓𝜖𝑩2  и задана неубывающая функция Φ(u) 

такая, что Φ(0) > 0 и для 𝑢 > 0, Φ(0) ≥ 0. Если 𝑉Φ(𝑓) < ∞ при 0 < 𝛾 < 2, 

и выполнено условие 

  𝜇 2𝑣𝜋 − 𝜇 2𝑣−1𝜋 + 1 1−
𝛾

22−
𝛾𝑣

2 𝜔𝛾 𝑓; 2−𝑣 Φ−
𝛾

2 𝜔 𝑓; 2−𝑣  < ∞,

∞

𝑣=1

      (1.3.9) 

то ряд (1.3.3) сходится. 

Доказательство. В силу леммы 1.3.1. имеем 

𝜔Φ(2−𝑣) = sup
 𝛿 ≤2−𝑣

𝑀  Φ  𝑓 𝑥 + h − 𝑓(𝑥 − h)   ≤ 

≤ 2𝑉Φ 𝑓 = sup
2−𝑣

 Φ  𝑓 𝑥 + 2−𝑣 − 𝑓(𝑥)  ≤ 2−𝑣 .

∞

𝑣=1

 

Тогда, если в неравенстве (1.3.2) величину 𝜔
Φ

𝛾
2 (𝑓; 2−𝑣) заменить на 2−𝑣 , 

то получаем неравенство (1.3.9), что и доказывает теорему 1.3.3. 

 

§ 1.4. Об абсолютной сходимости рядов Фурье  

с малыми пропусками  

Пусть 𝑓(𝑥) – интегрируемая на отрезке [−𝜋, 𝜋]  периодическая 

функция, которая имеет ряд Фурье  

𝑓 𝑥 ~
𝑎0

2
+   𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 

∞

𝑛=1

,                        (1.4.1) 

где коэффициенты Фурье определены с помощью формул 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

,      𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

. 
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Определение 1.4.1  [𝟗] . Говорят, что ряд (1.4.1) имеет пропуски, если 

для коэффициентов этого ряда выполняются следующие  условия 

𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2 > 0,     (𝑛 = 𝑛𝑘  ,   𝑘 = 1, 2 … ), 

где 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑘   - натуральные числа, для которых 

1 < 𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘  . 

Пусть на  𝑎, 𝑏  задана функция 𝑓(𝑥). Разобьем этот отрезок  𝑎, 𝑏  на 

части с помощью точек деления  

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘+1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏. 

Из величин приращений функции образуем следующую сумму 

𝜎(𝑛) =   𝑓 𝑥𝑘+1 − 𝑓(𝑥𝑘) 

𝑛−1

𝑘=0

.                                           (1.4.2) 

Точную верхнюю границу этих сумм принято называть полным 

изменением (полной вариацией) функции в этом отрезке и обозначается 

символом 

sup
𝑛

 𝜎(𝑛) =  𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

, 

где 𝑛 − произвольные делиния отрезка  𝑎, 𝑏 . 

Такой класс функций будем обозначать через   𝑎, 𝑏 . 

Заметим, что в определении 1.4.2 вопрос о непрерывности функции 

𝑓(𝑥) никакой роли не играет.  

Известно [1], что если 𝑓(𝑥) ∈   −𝜋, 𝜋 , то для коэффициентов ряда 

Фурье  

𝑓 𝑥 ~
𝑎0

2
+   𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑥 

∞

𝑘=1

 

выполняются условия  

𝑎𝑘 = 𝛰  
1

𝑘
 ,   𝑏𝑘 = 𝛰  

1

𝑘
 . 

Пусть 𝑓 𝑥 ∈   −𝜋, 𝜋 . Если 

А) 𝑓(𝑥) ∈   −𝜋, 𝜋  для  𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝛿 или 
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Б)  𝑓(𝑥) удовлетворяет условию Липшица порядка 𝛼 (0 < 𝛼 < 1) для 

 𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝛿, то Нобль [22] доказал, что для ряда 

  𝑎𝑛𝑘
𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑥 + 𝑏𝑛𝑘

𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑥  

имеют места следующие оценки 

А) 𝑎𝑛𝑘
= 𝛰  

1

𝑛𝑘
 ,    𝑏𝑛𝑘

= 𝛰  
1

𝑛𝑘
 ;  

Б) 𝑎𝑛𝑘
= 𝛰  

1

𝑛𝑘
𝛼 ,    𝑏𝑛𝑘

= 𝛰  
1

𝑛𝑘
𝛼 . 

В качестве ограничительных условий Нобль полагает 

𝑁𝑘 = min 𝑛𝑘 − 𝑛𝑘−1,   𝑛𝑘+1 − 𝑛𝑘 , 

и требует, чтобы было выполнено  

lim
k→∞

𝑁𝑘

log 𝑛𝑘
= ∞.                                        (1.4.3) 

В этой же работе Нобль доказал, что 

1) если выполнены условия (1.4.3) и функция 𝑓(𝑥)  удовлетворяет 

условию Липшица при 0 < 𝛼 < 1 и 𝛽 =
2

2𝛼+1
, то 

   𝑎𝑛  𝛽 +  𝑏𝑛  𝛽 < ∞;

∞

𝑛=0

 

2) если 𝛿 ≤  𝑥 ≤ 𝜋 и 𝑓(𝑥) удовлетворяет условию  𝑇𝑛(𝑥) ≤
𝐾

𝛿
  и  β<α,  

то 

 𝑛𝛽−1/2  𝑎𝑛  +  𝑏𝑛   < ∞,

∞

𝑛=1

 

где 𝑇𝑛(𝑥) - тригонометрический многочлен степени не выше 𝑛 , а 𝐾 - 

независимая константа.  

Для всех лакунарных рядов условие (1.4.3) выполняется. 

Аналогичные утверждения также имеют место и для рядов, у которых 

пропуски между членами значительно меньше, чем у лакунарных.  

Пусть 𝑓 𝑥 ∈   −𝜂, 𝜂  (0 < 𝜂 < 𝜋), а последовательность   𝑛𝑘   (𝑘 =

0, 1, 2, … ) удовлетворяет условию малых пропусков вида  
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𝑛𝑘+1 − 𝑛𝑘 ≥
4𝜋

𝜂
.                                         (1.4.4) 

Если 𝑓(𝑥) ∈   −𝜂, 𝜂   (0 < 𝜂 < 𝜋)  и имеют место малые пропуски вида 

(1.4.4), то Нобль  22  доказал, что при выполнения следующих условий 

 𝑚−1𝜔 𝑚−1, 𝑓 
1

2

∞

𝑚=1

< ∞, 

𝑚𝑘+1 − 𝑚𝑘

log 𝑚𝑘
→ ∞       (𝑘 → ∞), 

имеет место 

  𝑎𝑚𝑘
𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑥 + 𝑏𝑚𝑘

𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑥 

∞

𝑚=1

< ∞. 

П.Кеннеди [15] обобщая результат Нобля показал, что для 

абсолютной сходимости указанного ряда Фурье с малыми пропусками 

вида (1.4.4) достаточно, чтобы  𝑛𝑘+1 − 𝑛𝑘 → ∞   𝑘 → ∞ . 

Если 𝑓(𝑥)  имеет ограниченную 𝑟 - вариацию и удовлетворяет 

условию Липшица порядка 𝛼 (0 < 𝛼 ≤ 1) в некотором интервале, то М. 

Мохаммед [20] доказал, что 

   𝑎𝑛  𝛽 +   𝑏 𝛽 < ∞,    𝛽 >
2

2 + 𝛼
 , 

или 

 𝑛𝛽/2  𝑎𝑛  +  𝑏𝑛   < ∞,    𝛽 < 𝛼 . 

Обобщая результаты Нобля, Кеннеди и Мохаммеда для рядов Фурье 

с малыми пропусками вида (1.4.4), Р. Боянич и М. Томич [9] доказали, 

что если этот ряд на отрезке  −𝜂, 𝜂 ⊂  −𝜋, 𝜋  (0 < 𝜂 < 𝜋) имеет модуль 

непрерывности вида  

𝜔 , 𝑓 = sup
 𝑥1−𝑥2 ≤

 𝑓 𝑥1 − 𝑓(𝑥2)     (𝑥1, 𝑥2 ∈  −𝜂, 𝜂 ), 

то имеет место следующее утверждение: 

Пусть коэффициенты ряда Фурье функции 𝑓(𝑥)  имеют малые 

пропуски вида (1.4.4), кроме того выполнены условия 
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 𝜔  
1

𝑡
, 𝑓   1

𝑛𝑘≤𝑡

 

1

2∞

1

𝑑𝑡

𝑡
< ∞ , 

или  

  𝑑𝑓(𝑡) < ∞,    𝜔  
1

𝑡
, 𝑓   1

𝑛𝑘≤𝑡

 

1

2∞

1

𝜂

−𝜂

𝑑𝑡

𝑡
< ∞,  

то 

   𝑎𝑛𝑘
 +  𝑏𝑛𝑘

  < ∞

∞

𝑘=1

. 

В настоящей работе исследуются достаточные условия абсолютной 

сходимости рядов Фурье почти-периодических функций с малыми 

пропусками вида (1.4.4) в равномерной метрике.  

Пусть  𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, спектр которой имеет единственную предельную 

точку в∞. Запишем ряд Фурье этой функции в симметричной форме  

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝑘 exp 𝑖𝜆𝑘𝑥 

∞

𝑘=−∞

,                                         (1.4.5)       

где 

𝐴𝑘 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥) exp −𝑖𝜆𝑘𝑥 𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

,    

- коэффициент Фурье ряда (1.4.5) и числа  𝜆𝑛  – показатели Фурье, 

которые имеет единственную предельную точку в бесконечности  (см. 

например  46  или  49 ), то есть 

𝜆𝑘 > 0  (𝑘 > 0);   𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘 ,  𝜆𝑘  <  𝜆𝑘+1 ,    𝑘 = 1,2, … , lim
𝑘→∞

 𝜆𝑘  = ∞. (1.4.6) 

Приводим следующие вспомогательные утверждения, которые 

используются для получения основного результата данного параграфа. 

Лемма 1.3.1. Пусть функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 и  

𝐹 𝑥 =  𝐴𝜈𝑒
𝑖𝜆𝜈𝑥 ,

𝑟

𝜈=1

𝐹∗ 𝑥 =  𝐴𝜈
∗𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥 ,

𝑟

𝜈=1
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где 

𝐴𝜈 = lim
𝑇→∞

1

2Т
 𝑓 𝑥 

𝑇

−𝑇

𝑒−𝑖𝜆𝜈𝑥𝑑𝑥,   𝐴𝜈
∗ = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝐴𝜈  

(𝜈 = 1, 𝑟    ). Если выполнено условие 𝑙 ≥
2𝜋

𝑇
  0 < 𝑇 < 𝜋  , то справедлива 

следующая оценка 

  𝐴𝜈  ≤ 𝐶 lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 (1 −

 𝑥 

𝑇
)

𝑇

−𝑇

𝑟

𝜈=1

𝐹 𝑥 𝐹∗ 𝑥 𝑑𝑥,                       (1.4.7) 

где 𝐶 - независимая константа. 

Доказательство.  Рассмотрим допредельное среднее значение  

𝐼 =
1

2𝑇
 (1 −

 𝑥 

𝑇
)

𝑇

−𝑇

𝐹 𝑥 𝐹∗ 𝑥 𝑑𝑥.                                        (1.4.8) 

Для этой величине справедливы следующие соотношения 

1

2𝑇
 (1 −

 𝑥 

𝑇
)

𝑇

−𝑇

𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥𝑑𝑥 =
1

2
(λν = 0),   

1

2𝑇
  1 −

 𝑥 

𝑇
 

𝑇

−𝑇

𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥𝑑𝑥 =
2

𝜆𝜈
2𝑇2

𝑠𝑖𝑛2
𝜆𝜈𝑇

2
 𝜆𝜈 ≠ 0 .   

Действительно, интегрируя по частям, при 𝜆𝜈 ≠ 0 имеем 

1

2𝑇
 (1 −

 𝑥 

𝑇
)

𝑇

−𝑇

𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥𝑑𝑥 =
1

2𝑇
  1 −

 𝑥 

𝑇
 

𝑇

−𝑇

 cos 𝜆𝜈𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝜈𝑥 𝑑𝑥 = 

=
1

𝑇
  1 −

𝑥

𝑇
 

𝑇

0

∙ cos 𝜆𝜈𝑥 𝑑𝑥 =  𝜆𝜈
2𝑇2 

−1
 sin 𝜆𝜈𝑥

𝑇

0

𝑑𝑥 =

= − 𝜆𝜈
2𝑇2 

−1
cos 𝜆𝜈𝑇 −  𝜆𝜈

2𝑇2 
−1

= 

=  𝜆𝜈𝑇 −2 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝜈𝑇 =
2𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝜈𝑇

2

𝜆𝜈
2𝑇2

. 

Аналогично, при 𝜆𝜈 = 0 имеем 
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1

2𝑇
 (1 −

 𝑥 

𝑇
)

𝑇

−𝑇

𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑇
 (1 −

 𝑥 

𝑇
)

𝑇

0

𝑑𝑥 =
1

𝑇
 𝑇 −

𝑇2

2𝑇
 =

1

2
. 

Тогда с помощью этих равенств из (1.4.8) получим 

𝐼 =
1

2𝑇
 (1 −

 𝑥 

𝑇
)𝐹 𝑥 𝐹∗ 𝑥 𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

=
1

2𝑇
 (1 −

 𝑥 

𝑇
)

𝑇

−𝑇

 𝐴𝜈𝑒
𝑖𝜆𝜈𝑥

𝑟

𝜈=1

 𝐴𝜇
∗𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥

𝑟

𝜈=1

𝑑𝑥 = 

=
1

2𝑇
  1 −

 𝑥 

𝑇
  𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈𝑥

𝑟

𝜈=1

 𝐴𝜇
∗𝑒𝑖𝜆𝜇 𝑥

𝑟

𝜇=1

𝑑𝑥 =

𝑇

−𝑇

 

=
1

2𝑇
  1 −

 𝑥 

𝑇
   𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈𝑥 ∙ 𝐴𝜇
∗ 𝑒𝑖𝜆𝜇 𝑥

𝑟

𝜇=1

𝑟

𝜈=1

𝑑𝑥 =

𝑇

−𝑇

 

=
1

2𝑇
  𝐴𝜈𝐴𝜇

∗   1 −
 𝑥 

𝑇
 𝑒(𝜆𝜈 +𝜆𝜇 )𝑖𝑥𝑑𝑥 =

𝑇

−𝑇

𝑟

𝜇=1

𝑟

𝜈=1

 

=
1

4
  𝐴𝑘  

𝑟

𝑘=1

+
1

𝑇2
  𝐴𝜈𝐴𝜇

∗

𝑟

𝜇=1

1

(𝜆𝜈 − 𝜆𝜇 )2
𝑠𝑖𝑛2

1

2
(𝜆𝜈 − 𝜆𝜇 ) +

𝑟

𝜈=1
(𝜈≠𝜇 )

 

+
1

𝑇2
  𝐴𝜈𝐴𝜇

∗

𝑟

𝜇=1

1

(𝜆𝜈 + 𝜆𝜇 )2
𝑠𝑖𝑛2

1

2
(𝜆𝜈 − 𝜆𝜇 ) = 𝐼1+𝐼2+𝐼3

𝑟

𝜈=1

 

Оценим 𝐼2 и 𝐼3. 

 𝐼2 ≤   
1

𝑇2
  𝐴𝜈𝐴𝜇

∗

𝑟

𝜇=1

1

(𝜆𝜈 − 𝜆𝜇 )2
𝑠𝑖𝑛2

1

2
(𝜆𝜈 − 𝜆𝜇 )

𝑟

𝜈=1
(𝜈≠𝜇 )

  ≤ 

≤
1

𝑇2
   𝐴𝜈𝐴𝜇

∗  

𝑟

𝜇=1

1

(𝜆𝜈 − 𝜆𝜇 )2

𝑟

𝜈=1
(𝜈≠𝜇 )

≤
1

𝑇2
  𝐴𝜈   

1

(𝜆𝜈 − 𝜆𝜇 )2

𝜏

𝜇=1
(𝜈≠𝜇 )

.

𝑟

𝜈=1

 

Так как 

 𝜆𝜈 − 𝜆𝜇  ≥  𝜈 − 𝜇 𝑙 

и 
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1

𝑘2

∞

𝑘=1

=
𝜋2

6
,                                                                 (А) 

то для внутренней суммы выполняется неравенство 

 
1

(𝜆𝜈 − 𝜆𝜇 )2

𝑟

𝜇=1
(𝜈≠𝜇 )

≤
2

𝑙2
 

1

(𝜈 − 𝜇)2

𝑟

𝜇=1
(𝜈≠𝜇 )

≤
𝜋2

3𝑙2
. 

Следовательно, окончательно имеем 

 𝐼2 ≤
𝜋2

3𝑇2𝑙2
  𝐴𝜈  .

𝑟

𝜈=1

                         (1.4. 9′) 

Далее,  

 𝐼3 ≤
1

𝑇2
  𝐴𝜈   

1

(𝜆𝜈 + 𝜆𝜇 )2

𝜏

𝜇=1

.

𝑟

𝜈=1

 

Так как 𝜆𝜇 ≥ 𝜇𝑙, то учитывая равенство (А) для внутренней суммы 

получаем 

 
1

(𝜆𝜈 + 𝜆𝜇 )2

𝑟

𝜇=1

≤
1

𝑙2
 

1

𝜇2

𝑟

𝜇=1

≤
𝜋2

6𝑙2
. 

Следовательно, имеем 

 𝐼3 ≤
𝜋2

6𝑇2𝑙2
  𝐴𝜈  .

𝑟

𝜈=1

                                             (1.4. 9′′ ) 

По условию леммы 𝑙 ≥
2𝜋

𝑇
. Поэтому из неравенства  I ≥  I1 −  I2 −  I3 − 

и оценки I2 и I3 следует, что 

 I ≥  
1

4
−

𝜋2

2𝑇2𝑙2
   𝐴𝜈  .

𝑟

𝜈=1

 

Отсюда получаем неравенство (1.4.7) и лемма 1.4.1 доказана. 

Пусть показатели Фурье ряда (1.4.5)  удовлетворяют условиям 

(1.4.6). Рассмотрим частичную сумму этого ряда 

𝑆𝑚 𝑥 =  𝐴𝑘

𝑚

𝑘=0

𝑒𝑖𝜆𝑘𝑥  ,    
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где 

𝑆0 𝑥 = 𝐴0, 𝑆1 𝑥 = 𝐴0 + 𝐴1𝑒
𝑖𝜆1𝑥 , 𝑆2 𝑥 = 𝐴0 + 𝐴1𝑒

𝑖𝜆1𝑥 + 𝐴2𝑒
𝑖𝜆2𝑥 , 

𝑆3 𝑥 = 𝐴0 + 𝐴1𝑒
𝑖𝜆1𝑥 + 𝐴2𝑒

𝑖𝜆2𝑥 + 𝐴3𝑒
𝑖𝜆3𝑥 , …, 

𝑆𝑚−1 = 𝐴0 + 𝐴1𝑒
𝑖𝜆1𝑥 + 𝐴2𝑒

𝑖𝜆2𝑥 + 𝐴3𝑒
𝑖𝜆3𝑥 + ⋯ + 𝐴𝑚−1𝑒

𝑖𝜆 𝑚−1 𝑥 . 

Простой подсчѐт показывает, что последовательность первых 

арифметических средних ряда имеет следующий вид  

𝜎𝑚  𝑥 𝑩 =
𝑆0 𝑥 𝑩 + 𝑆1 𝑥 𝑩 + 𝑆2 𝑥 𝑩 + 𝑆3 𝑥 𝑩 + ⋯ + 𝑆𝑚−1 𝑥 𝑩

𝑚
= 

=
𝐴0

𝑚
+

𝐴0 + 𝐴1𝑒
𝑖𝜆1𝑥

𝑚
+

𝐴0 + 𝐴1𝑒
𝑖𝜆1𝑥 + 𝐴2𝑒

𝑖𝜆2𝑥

𝑚
+ 

+
𝐴0 + 𝐴1𝑒

𝑖𝜆1𝑥 + 𝐴2𝑒
𝑖𝜆2𝑥 + 𝐴3𝑒

𝑖𝜆3𝑥

𝑚
+ ⋯ + 

+
𝐴0 + 𝐴1𝑒

𝑖𝜆1𝑥 + 𝐴2𝑒
𝑖𝜆2𝑥 + 𝐴3𝑒

𝑖𝜆3𝑥 + ⋯ + 𝐴𝑚−1𝑒
𝑖𝜆 𝑚−1 𝑥

𝑚
= 

= lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓 𝑥 + 𝑡 

𝑇

−𝑇

𝑠𝑖𝑛2 𝑚𝜆𝑘

2
𝑡

𝑚𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑘 𝑡

2

𝑑𝑡 =   1 −
 𝑘 

𝑚
 𝐴𝑘𝑒

𝑖𝜆𝑘𝑥

𝑚

𝑘=−𝑚

. 

Лемма 1.4.2. Если     𝑙 ≥
2𝜋

𝑇
 0 < 𝑇 < 𝜋 , то имеет место  

  1 −
𝜆𝜈

𝑚
  𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈𝑥   𝑠𝑖𝑛 𝜆𝜈 ≤

𝜆𝜈≤𝑚

 

≤ С  (𝜎𝑚

𝑇

−𝑇

 𝑥 + , 𝑓 𝑩 − 𝜎𝑚 (𝑥 − , 𝑓)𝑩)2𝑑𝑥 

1

2

𝜒
1

2 𝑚 ,           1.4.10  

где 𝐶- константа, а 𝜒 𝑡 ≤  1𝜆𝜈≤𝑡 . 

Доказательство.  Пусть 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 и существует ее ряд Фурье  

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝜈𝑒
𝑖𝜆𝜈𝑥

∞

𝜈=1

. 

Используя обозначения 𝜏−𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 −  , 𝜏𝑓(𝑥) = 𝑓 𝑥 +  , имеем 

𝑆 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓  𝑥 =  𝐴𝜈𝑒
𝑖𝜆𝜈 (𝑥+)

∞

𝜈=1

−  𝐴𝜈𝑒
𝑖𝜆𝜈 (𝑥−)

∞

𝜈=1

= 
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=  𝐴𝜈 𝑒
𝑖𝜆𝜈 (𝑥+) − 𝑒𝑖𝜆𝜈 (𝑥−) 

∞

𝜈=1

=  𝐴𝜈 𝑒
𝑖𝜆𝜈𝑥𝑒𝑖𝜆𝜈 − 𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥𝑒−𝑖𝜆𝜈 =

∞

𝜈=1

 

=  𝐴𝜈𝑒
𝑖𝜆𝜈𝑥 𝑒𝑖𝜆𝜈 − 𝑒−𝑖𝜆𝜈 

∞

𝜈=1

=  𝐴𝜈𝑒
𝑖𝜆𝜈𝑥2𝑖 sin 𝜆𝜈 .

∞

𝜈=1

 

Аналогично для последовательности арифметических средних находим 

𝜎𝑚  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩 = 

=   1 −
𝜆𝜈

𝑚
 𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈 (𝑥+)

𝜆𝜈≤𝑚

−   1 −
𝜆𝜈

𝑚
 𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈 (𝑥−)

𝜆𝜈≤𝑚

= 

=   1 −
𝜆𝜈

𝑚
 𝐴𝜈 𝑒

𝑖𝜆𝜈 (𝑥+) − 𝑒𝑖𝜆𝜈 (𝑥−) =

𝜆𝜈≤𝑚

 

=   1 −
𝜆𝜈

𝑚
 𝐴𝜈 𝑒

𝑖𝜆𝜈𝑥𝑒𝑖𝜆𝜈 − 𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥𝑒−𝑖𝜆𝜈 =

𝜆𝜈≤𝑚

 

=   1 −
𝜆𝜈

𝑚
 𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈𝑥 𝑒𝑖𝜆𝜈 − 𝑒−𝑖𝜆𝜈 =

𝜆𝜈≤𝑚

 

=   1 −
𝜆𝜈

𝑚
 𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈𝑥2𝑖 sin 𝜆𝜈.

𝜆𝜈≤𝑚

 

В силу леммы 1.4.1, используя неравенство Коши-Буняковского, получим 

𝜎𝑚  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩 = 

= 2𝑖   1 −
𝜆𝜈

𝑚
  𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈𝑥   sin 𝜆𝜈 ≤ 

𝜆𝜈≤𝑚

 

≤ 𝐶
1

2𝑇
  1 −

 𝑥 

𝑇
 

𝑇

−𝑇

𝜎𝑚  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩𝜎𝑚
∗  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩𝑑𝑥 ≤ 

≤ 𝐶  
1

2𝑇
 𝜎𝑚  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

  
1

2𝑇
 𝜎𝑚

∗  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩𝑑𝑥

𝑇

𝑇

 ≤ 

≤ 𝐶  
1

2𝑇
  𝜎𝑚 𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩 2𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

1

2

∙ 
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1

2𝑇
 (𝜎𝑚

∗  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩)2𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 

1

2

                    (1.4.11) 

где 𝜎∗ 𝑓 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜎(𝑓).  

Так как  𝑇;  𝑇 ⊂  –𝜋;  𝜋 , то 

1

2𝑇
  𝜎𝑚

∗  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩 2𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

≤
1

2𝜋
  𝜎𝑚

∗  𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩 2𝑑𝑥 ≤

𝜋

−𝜋

 

≤
𝜋

2
  𝐴𝜈

∗  2

𝜆𝜈≤𝑚

≤
𝜋

2
 1

𝜆𝜈≤𝑚

=  𝜒 𝑚 .                               (1.4.12) 

Очевидно, что 

𝜎𝑚 𝑥, 𝜏𝑓 − 𝜏−𝑓 𝑩 = 𝜎𝑚  𝑥 + , 𝑓 𝑩 − 𝜎𝑚 𝑥 − , 𝑓 𝑩. 

Подставляя оценку (1.4.12) в (1.4.11) получим неравенство (1.4.10). Лемма 

1.4.2 доказана. 

Лемма 1.4..3. Пусть  𝜎𝑚 𝑓,  𝑩  – последовательность первых 

арифметических средних ряда (1.4.5) и  𝑥 ≤
𝑇

2
 ,0 <  <

𝑇

4
 .  Тогда 

справедлива оценка  

 𝜎𝑚 𝑓, 𝑥 +  𝑩 − 𝜎𝑚  𝑓, 𝑥 −  𝑩 ≤ 2𝜔 𝑓,  𝑩 + 𝐶(𝑇) ,              (1.4.13) 

где  

𝐶 𝑇 =  𝑚  𝑠𝑖𝑛2
𝑇

8
 

−1 1

𝜋
  𝑓 𝑡  𝑑𝑡

𝜋

−𝜋

. 

Доказательство. Рассмотрим арифметические средние ряда (1.4.5)  

𝜎𝑚  𝑓,  𝑩 =
𝑆0 𝑓,  𝑩 + 𝑆1 𝑓,  𝑩 + 𝑆2 𝑓,  𝑩+. . . +𝑆𝑚−1 𝑓,  𝑩

𝑚
 = 

=   1 −
 𝜈 

𝑚
 𝐴𝜈𝑒

𝑖𝜆𝜈𝑥

𝑚

𝜈=−𝑚

=
1

2𝑇
 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝑩

𝑠𝑖𝑛2 𝑚𝑡

2

𝑚𝑠𝑖𝑛
𝑡

2

𝑇

−𝑇

𝑑𝑡 = 

=
1

2𝑇
 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝑩   1 −

 𝜈 

𝑚
 𝑒𝑖𝜆𝜈𝑥

𝑚

𝜈=−𝑚

𝑇

−𝑇

𝑑𝑡 = 
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=
1

2𝑇
 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝑩𝐾𝑚 (𝑡)

𝑇

−𝑇

𝑑𝑡 ≤
1

𝜋
 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝑩𝐾𝑚 𝑡 

𝜋

−𝜋

𝑑𝑡, 

где 

𝐾𝑚 𝑡 =
𝑠𝑖𝑛2 𝑚𝑡

2

𝑚𝑠𝑖𝑛
𝑡

2

=   1 −
 𝜈 

𝑚
 𝑒𝑖𝜆𝜈 𝑡

𝑚

𝜈=−𝑚

 

− ядро Фейера, а при  𝑇 → ∞ 

lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝐾𝑚 (𝑡)

𝑇

−𝑇

𝑑𝑡 = 1. 

Тогда для последовательности средних арифметических ряда (1.4.5) 

получим 

𝜎𝑚  𝑓, 𝑥 +  𝑩 − 𝜎𝑚 𝑓, 𝑥 −  𝑩 ≤ 

≤
1

𝜋
 𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 −

1

𝜋
 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 

𝜋

−𝜋

𝜋

−𝜋

= 

=
1

𝜋
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵 𝐾𝑚  𝑡 𝑑𝑡 =

𝜋

−𝜋

 

=
1

𝜋
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵 𝐾𝑚  𝑡 𝑑𝑡 +

𝑇

4

−
𝑇

4

 

+
1

𝜋
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵 𝐾 𝑡 𝑑𝑡 +

−
𝑇

4

−𝜋

 

+
1

2𝜋
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵 𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2.

𝜋

𝑇

4

     (1.4.14) 

Так как по условиям леммы 

 𝑥 ≤
𝑇

2
 ,        0 <  <

𝑇

4
 ,       𝑡 ≤

𝑇

4
,   

то  𝑥 +  + 𝑡 ,  𝑥 −  + 𝑡 ∈  −𝑇, 𝑇  и   𝑥 +  + 𝑡 −  𝑥 −  + 𝑡  = 2. 
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С помощью следующего свойства модуля непрерывности   

𝜔 𝑓, 𝑘 𝑩 ≤ 𝑘𝜔 𝑓,  𝑩, 

где  h ≥ 0, k − целое число, получим  

 𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵 ≤ 𝜔 𝑓, 2 𝐵 ≤ 2𝜔 𝑓,  𝐵 . 

Следовательно, отсюда следует, что 

 𝐼1 ≤
1

𝑇
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵 𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 ≤

𝑇

4

−
𝑇

4

 

≤ 2𝜔 𝑓,  𝑩

1

𝑇
 𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 ≤ 2𝜋𝜔 𝑓,  𝑩.

𝑇

4

−
𝑇

4

                            (1.4.15) 

Далее  

 𝐼2 ≤
1

𝑇
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵 𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 +

𝑇

4

−𝜋

 

+
1

𝑇
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝐵 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝐵 𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 ≤

𝜋

𝑇

4

 

≤ max
𝑇

4
≤𝑡≤𝜋

𝐾𝑚 𝑡   𝑓 𝑡  𝑑𝑡 ≤  𝑚 sin2
𝑇

8
 
−1

  𝑓 𝑡  𝑑𝑡.      1.4.16 

𝜋

−𝜋

𝜋

−𝜋

 

Подставляя (1.4.15) и (1.4.16) в (1.4.14) получим неравенство (1.4.13). 

Отсюда и следует доказательство леммы 1.4.3. 

Лемма 1.4.4. Пусть равнамерная почти-периодическая функция 

𝑓 𝑥 ∈ 𝑉 −𝑇, 𝑇 и выполнены условия 

𝑉 −𝑇, 𝑇 𝑓(𝑥, )𝑩 =   𝑑𝑓(𝑡) 

𝑇

−𝑇

 0 ≤  ≤
𝑇

4
 . 

Тогда  
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  𝜎𝑚 𝑓, 𝑥 +  𝑩 − 𝜎𝑚 𝑓, 𝑥 −  𝑩 𝑑𝑥

𝑇

2

−
𝑇

2  

 
 

1

2

≤ 

≤  𝑉 −𝑇, 𝑇  𝑓(𝑥, )𝑩 ∙  
1

2  .                                (1.4.17) 

Доказательство.  В силу леммы 1.4.3 имеем 

𝜎𝑚  𝑓, 𝑥 +  𝑩 − 𝜎𝑚 𝑓, 𝑥 −  𝑩 = 

=
1

2𝑇
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝑩 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝑩 𝐾𝑚  𝑡 𝑑𝑡

𝑇

−𝑇

≤ 

≤
1

𝜋
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝑩 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝑩 𝐾𝑚  𝑡 𝑑𝑡

𝜋

−𝜋

, 

где 𝐾𝑚 𝑡 − ядро Фейера. 

Значит 

1

2𝑇
  𝜎𝑚 𝑓, 𝑥 +  𝑩 − 𝜎𝑚  𝑓, 𝑥 −  𝑩 𝑑𝑡 ≤

𝑇

2

−
𝑇

2

 

≤
1

𝜋
   𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝑩 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝑩 𝐾𝑚  𝑡 𝑑𝑡𝑑𝑥 +

𝑇

4

−𝜋

𝑇

2

−
𝑇

2

 

+
1

𝜋
   𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝑩 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝑩 𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡

𝜋

−
𝑇

4

𝑑𝑥

𝑇

2

−
𝑇

2

+ 

+
1

𝜋
   𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝑩 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝑩 𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡

𝜋

𝑇

4

𝑑𝑥 =

𝑇

2

−
𝑇

2

𝐼1 + 𝐼2.       (1.4.18) 

Так как по условиям леммы  𝑥 ≤
𝑇

2
 ,0 <  <

𝑇

4
 ,  𝑡 ≤

𝑇

4
и функция 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 имеет ограниченную вариацию на отрезке  −𝑇, 𝑇 , то 
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1

2𝑇
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝑩 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝑩 𝑑𝑥

𝑇

2

−
𝑇

2

≤ 

≤
1

2𝑇
   𝑑𝑓(𝜈)

𝑥++𝑡

𝑥−+𝑡

 𝑑𝑥.

𝑇

2

−
𝑇

2

 

Последнее неравенство можно записать в следующем виде 

1

2𝑇
  𝑓 𝑥 +  + 𝑡 𝑩 − 𝑓 𝑥 −  + 𝑡 𝑩 𝑑𝑥 ≤ 2

𝑇

2

−
𝑇

2

1

2𝑇
  𝑑𝑓(𝑣) ≤

𝑇

2
++𝑡

−
𝑇

2
−+𝑡

 

≤ 
1

𝑇
  𝑑𝑓(𝑣) = 𝑉 −𝑇, 𝑇 𝑓(𝑥, )𝑩.

𝑇

−𝑇

 

Оценим 𝐼1 в правой части (1.4.18). 

𝐼1 =
1

𝜋
 

 

 
 

  𝑓 𝑥 + 𝑡 +  𝑩 − 𝑓 𝑥 − 𝑡 +  𝑩 

𝑇

2

−
𝑇

2

𝑑𝑥

 

 
 

𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 ≤

𝑇

4

−
𝑇

4

 

≤ 2𝑉 −𝑇, 𝑇 𝑓(𝑥, )𝑩

1

2𝑇
 𝐾𝑚 𝑡 𝑑𝑡 ≤

𝑇

4

−
𝑇

4

𝑉 −𝑇, 𝑇 𝑓 𝑥,  𝑩.                 (1.4.19) 

Пользуясь неравенством (1.4.16) для 𝐼2 получим 

𝐼2 ≤  𝑚𝑠𝑖𝑛2
𝑇

8
 

−1

  𝑓(𝑡) 𝑑𝑡  
1

2𝑇
 𝑑𝑥 ≤

𝑇 

8
𝐶(𝑇).

𝑇

2

−
𝑇

2

𝜋

−𝜋

         (1.4.20) 

Подставляя (1.4.19) и (1.4.20) в (1.4.18) и используя неравенство  𝑎 + 𝑏 ≤

 𝑎 +  𝑏, получим оценку (1.4.17). Лемма 1.4.4 доказана. 

Теперь приводим основной результат этого параграфа.  
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Теорема 1.4.1. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 имеет ряд Фурье (1.4.5) с 

показателями, удовлетворяющими условиям (1.4.6). Если этот ряд 

допускает малые  пропуски  вида (1.4.4) и  

 𝜔  𝑓;
1

𝑡
 

𝑩
𝜒

1

2 𝑡 
𝑑𝑡

𝑡
< ∞

∞

1

,                                            

где 𝜔  𝑓;
1

𝑡
 
𝑩

 - модуль непрерывности функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, а 

𝜒 𝑡 =  1

𝜆𝜈≤𝑡

, 

то 

  𝐴𝜈  

∞

𝑘=1

< ∞. 

Доказательство. Пусть  – 𝑇; 𝑇 ⊂  −𝜋, 𝜋  и 𝑙 =
4𝜋

𝑇
,  0 < 𝑇 < 𝜋 . Тогда 

согласно оценке (1.4.10)  будем иметь 

  1 −
𝜆𝜈

𝑚
  𝐴𝜈   𝑠𝑖𝑛 𝜆𝜈 ≤ 

𝜆𝜈≤𝑚

 

≤
4 2𝜋

𝑇

 
 

 

 (𝜎𝑚

𝑇

2

−
𝑇

2

 𝑥 + , 𝑓 𝑩 − 𝜎𝑚 (𝑥 − , 𝑓)𝑩)2𝑑𝑥

 
 

 

1

2

𝜒
1

2 𝑚 .           1.4.21  

Полагая  𝑚 = 2𝜆𝑟 , получим 

  1 −
𝜆𝜈

2𝜆𝑟
  𝐴𝜈   𝑠𝑖𝑛 𝜆𝜈 ≥ 

𝜆𝜈≤2𝜆𝑟

 

≥    1 −
𝜆𝜈

2𝜆𝑟
  𝐴𝜈   𝑠𝑖𝑛 𝜆𝜈 ≥

1

2
𝜆𝜈≤2𝜆𝑟+1

  𝐴𝜈  sin 𝜆𝜈 .

𝑟

𝜈=1

 

Следовательно, неравенство (1.4.21) запишется так  

  𝐴𝜈  ≤

𝑟

𝜈=1

8 2𝜋

𝑇

 
 

 
1

2𝑇
 (𝜎2𝜆𝑟

𝑇

2

−
𝑇

2

 𝑥 + , 𝑓 𝑩 − 𝜎2𝜆𝑟
(𝑥 − , 𝑓)𝑩)2𝑑𝑥

 
 

 

1

2

𝜒
1

2 2𝜆𝑟 . 
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Выберем  таким образом, что было выполнено неравенство 

0 ≤ 𝜆𝜈 ≤
𝜋

2
 . 

Положим  =
1

𝜆𝑟
 и в силу неравенства 

sin
𝜆𝜈

𝜆𝑟
≥

2

𝑇
∙
𝜆𝜈

𝜆𝑟
, 

получим 

𝑆(𝑟, 𝜆𝜈) =
1

𝜆𝑟
 𝜆𝜈  𝐴𝜈  ≤

𝑟

𝜈=1

 

≤
4𝜋 2𝜋

𝑇

 
 

 

 (𝜎2𝜆𝑟

𝑇

2

−
𝑇

2

 𝑥 +
1

𝜆𝑟
, 𝑓 

𝑩

)2𝑑𝑥

 
 

 

1

2

𝜒
1

2 2𝜆𝑟 − 

−
4𝜋 2𝜋

𝑇

 
 

 

 (

𝑇

2

−
𝑇

2

−𝜎2𝑛𝑟
(𝑥 −

1

𝜆𝑟
, 𝑓)𝑩)2𝑑𝑥

 
 

 

1

2

𝜒
1

2 2𝜆𝑟 .                  1.4.22  

При 𝑟 ≥ 𝑟0  найдется такое число 𝑟0 , для которое справедливо 

неравенство 
1

𝜆𝑟
<

𝑇

4
 .  Отсюда в силу оценки (1.4.13) для каждого  𝑥 ≤

𝑇

2
 

имеет место 

 𝜎2𝜆𝑟
 𝑥 +

1

𝜆𝑟
, 𝑓 

𝑩

− 𝜎2𝜆𝑟
 𝑥 −

1

𝜆𝑟
, 𝑓 

𝑩

 ≤ 2𝜔  𝑓,
1

𝜆𝑟
 
𝑩

+
𝐶(𝑇)

2𝜆𝑟
 ,         (1.4.23) 

где 𝐶 𝑇  – константа, зависящая от 𝑇. 

Подставляя оценку (1.4.23) в неравенство (1.4.22), получим 

𝑆(𝑟, 𝜆𝜈) ≤ 4𝜋 
2𝜋

𝑇
 2𝜔  𝑓,

1

𝜆𝑟
 

𝑩

+
𝐶 𝑇 

2𝜆𝑟
 𝜒

1

2 2𝜆𝑟 .                (1.1.24) 

Благодаря оценки (1.4.23), внутренний интеграл в неравенстве (1.4.22) 

принимает следующий вид 
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 (𝜎2𝜆𝑟

𝑇

2

−
𝑇

2

 𝑥 +
1

𝜆𝑟
, 𝑓 

𝑩

− 𝜎2𝜆𝑟
(𝑥 −

1

𝜆𝑟
, 𝑓)𝑩)2𝑑𝑥 ≤ 

≤  2𝜔  𝑓,
1

𝜆𝑟
 

𝑩

+
𝐶(𝑇)

2𝜆𝑟
   𝜎2𝜆𝑟

 𝑥 +
1

𝜆𝑟
, 𝑓 

𝑩

− 𝜎2𝜆𝑟
 𝑥 −

1

𝜆𝑟
, 𝑓 

𝑩

 

𝑇

2

−
𝑇

2

𝑑𝑥. 

Согласно условиям теоремы функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑉 −𝑇, 𝑇  поэтому, благодаря 

оценке (1.4.17)  получим 

𝑆(𝑟, 𝜆𝜈) ≤
4𝜋 𝜋

𝑇
  2𝜔1/2  

1

𝜆𝑟
, 𝑓 

𝑩

+
𝐶(𝑇)

 2𝜆𝑟

 ∙ 

∙   2𝑉 −𝑇, 𝑇 𝑓(𝑥, h)h + 𝐶 
1

 2𝜆𝑟

𝜒
1

2 2𝜆𝑟 .                        (1.4.25) 

Так как  

1

𝜆𝑟
≤

1

4
⟹ 4𝜔  𝑓,

1

4
 

𝑩
≤ 2𝜆𝑟𝜔  𝑓,

1

𝜆𝑟
 

𝑩

,  

то 

1

2𝜆𝑟
≤

𝑇

4

𝜔  𝑓,
1

𝜆𝑟
 
𝑩

𝜔  𝑓,
𝑇

4
 
𝑩

. 

Тогда при 𝑟 ≥ 𝑟0 неравенство (1.4.24) принимает следующий вид 

𝑆(𝑟, 𝜆𝜈) ≤ 4𝜋 
2𝜋

𝑇
 2𝜔  𝑓,

1

𝜆𝑟
 

𝑩

+ 𝐶(𝑇)

𝜔  𝑓,
1

𝜆𝑟
 
𝑩

4

𝑇
𝜔  𝑓,

𝑇

4
 
𝑩

 𝜒
1

2 2𝜆𝑟 ≤ 

≤ 𝐶1(𝑇)𝜔  𝑓,
1

𝜆𝑟
 
𝑩

𝜒
1

2 2𝜆𝑟                                         (1.4.26) 

Аналогично, неравенство (1.4.25) запишем в виде 

𝑆(𝑟, 𝜆𝜈) ≤ 𝐶2(𝑇)𝜔  
1

𝜆𝑟
𝜔  𝑓,

1

𝜆𝑟
 

𝑩

 

1

2

𝜒
1

2 2𝜆𝑟 .                           (1.4.27) 
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Введѐм в рассмотрение функцию ω , которая определяется с 

помощью неравенства ω () ≤ 𝜔 𝑓,  𝑩  или ω  h ≤  𝜔 𝑓,  𝑩 1/2 . Тогда 

неравенство (1.4.26) и (1.4.27) объединяются в одно неравенство  

𝑆 𝑟, 𝜆𝜈 ≤ 𝐶3(𝑇)ω  
1

𝜆𝑟
 
𝑩

𝜒
1

2 2𝜆𝑟 .                                 (1.4.28) 

Далее, из формулы  

  𝐴𝜆𝜈
 = 𝑆 𝜈, 𝜆𝜈 − 𝑆 𝜈 − 1, 𝜆𝜈 +

𝜆𝜈 − 𝜆𝜈−1

𝜆𝜈

𝑟

𝜈=1

𝑆 𝜈 − 1,  𝜆𝜈      (𝜈 = 1,2 … ) 

следует, что 

  𝐴𝜈  = 𝑆 𝜈, 𝜆𝜈 − 𝑆 𝜈 − 1,  𝜆𝜈 +
𝜆𝜈 − 𝜆𝜈−1

𝜆𝜈
+

𝑟

𝜈=𝑟0+1

+  
𝜆𝜈 − 𝜆𝜈−1

𝜆𝜈
𝑆 𝜈 − 1, 𝜆𝜈  ≤

𝑟

𝜈=𝑟0+1

 

≤ 𝑆 𝑟, 𝜆𝜈 +  
𝜆𝜈 − 𝜆𝜈−1

𝜆𝜈
𝑆 𝜈,  𝜆𝜈 

𝑟

𝜈=𝑟0

 

Используя неравенство (1.4.28), будем иметь 

  𝐴𝜈  = 𝐶3(𝑇)ω  
1

𝜆𝑟
 

𝑩

𝜒
1

2 2𝜆𝑟 + 𝐶3(𝑇)  
𝜆𝜈 − 𝜆𝜈−1

𝜆𝜈
ω  

1

𝜆𝑟
 
𝑩

𝜒
1

2 2𝜆𝑟 

𝑟

𝜈=𝑟0

𝑟

𝜈=𝑟0+1

. 

В силу неравенств  

𝜔(𝑓, 𝑘)𝑩 ≤ 𝑘𝜔(𝑓, )𝑩 ,
1

2
𝜔(𝑓, 2)𝑩 ≤

2

1
𝜔(𝑓, 1)𝑩            (0 < 1 < 2) 

заключаем, что функция ω  
1

𝜆𝑟
 
𝑩

 удовлетворяет условиям (1.4.22) и 

(1.4.23). Следовательно, при 𝑟 ≥ 𝑟0 выполняется  

  𝐴𝜈  ≤ 𝐶3(𝑇)  ω  
1

𝜆𝑟
 
𝑩

𝜒
1

2 𝑡 
𝑑𝑡

𝑡
,

∞

1

𝑟

𝜈=𝑟0+1

 

и так как по условиям теоремы интеграл в правой части последнего 

неравенства ограничен, то отсюда следует доказательство теоремы. 

Поскольку из неравенства 



49 
 

𝑙 = inf
𝜆𝜈≥0

 𝜆𝜈+1 − 𝜆𝜈 ≥
4𝜋

𝑇
 

следует 𝜆𝜈 ≥ 𝑙𝜆𝜈   (𝜈 = 1, 2, … ), то выполняются следующие соотношения  

𝜒 𝑥 =  1 ≤  1

𝑙𝜆𝜈≤𝑥𝜆𝜈≤𝑥

≤
𝑥

𝑙
. 

Поэтому можно сделать заключение, что в теореме 1.4.1 содержаться 

результаты Нобля  22  и Кеннеди  15 . 

 

  



50 
 

ГЛАВА 2. Аппроксимация равномерных почти-периодических функций 

 некоторыми суммами и интегралами 

§ 2.1. О приближении почти-периодических функций некоторыми 

суммами и интегралами в равномерной метрике 

Пусть 𝐿𝑝(1 ≤ 𝑝 < ∞) пространство измеримых периода 2π по каждой 

из переменных функций 𝑓(𝑥, 𝑦), с нормой 

 𝑓 𝐿𝑝
=     𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦

2𝜋

0

2𝜋

0

 

1

𝑝

< ∞, 

а при 𝑝 = ∞ 

 𝑓 𝐿𝑝
= 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑠𝑢𝑝

𝑥 ,𝑦
 𝑓(𝑥, 𝑦) < ∞. 

Ряд Фурье этой функции имеет вид 

𝑓(𝑥, 𝑦)~   𝐴𝑘 ,𝑙 𝑥, 𝑦 ,

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

 

где коэффициенты этого ряда определены по формулам  

𝐴𝑘 ,𝑙 𝑥, 𝑦 = 𝑎𝑘 ,𝑙 cos 𝑘𝑥 cos 𝑙𝑦 + 𝑏𝑘 ,𝑙 sin 𝑘𝑥 cos 𝑙𝑦 +  

+𝑐𝑘 ,𝑚 cos 𝑘𝑥 sin 𝑙𝑦 + 𝑑𝑘 ,𝑚 sin 𝑘𝑥 sin 𝑙𝑦  𝑘, 𝑙 ≤ 1 , 

𝐴𝑘 ,0 𝑥, 𝑦 =
1

2
 𝑎𝑘 ,0 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 ,0 sin 𝑘𝑥  , 

𝐴0,𝑙 𝑥, 𝑦 =
1

2
 𝑎0,𝑙 cos 𝑙𝑦 + 𝑐0,𝑙 sin 𝑙𝑦 ,   

𝐴0,0 =
1

4
𝑎0,0. 

В 1964 г. И. Марцинкевич [19] исследовал вопрос об отклонении 

сумм вида 

𝜎𝑛 𝑓; 𝑥, 𝑦 =  𝑛 + 1 −1  𝑆𝑘 ,𝑘 𝑓; 𝑥, 𝑦 

𝑚

𝑘=0

, 

где   𝑆𝑘 ,𝑘 𝑓; 𝑥, 𝑦  – частные суммы порядка  k по каждой из переменных 

ряда Фурье функции 𝑓 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑝   (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞). В частности, он указал, 
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что если ),( yxf   непрерывна по совокупности переменных 𝑥, 𝑦 , то 

справедлива оценка 

𝑅𝑛(𝑓)𝐿∞
=  𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝜎𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) 𝐿∞

→ 0       (𝑛 → ∞). 

В работе Л.В. Жижиашвили [13] были получены некоторые оценки о 

скорости стремления к нулю величины 

𝑅𝑛(𝑓)𝐿𝑝
=  𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝜎𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) 𝐿𝑝

 1 < 𝑝 ≤ ∞ . 

Поведения отклонения функции двух переменных𝑓 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑝   (1 ≤ 𝑝 ≤

∞) от сумм вида 

𝑊𝑟 𝑓; 𝑥, 𝑦 =  1 − 𝑟  𝑟𝑘

∞

𝑘=0

𝑆𝑘 ,𝑘 𝑓; 𝑥, 𝑦  

при 0 < 𝑟 < 1  и 𝑟 → ∞, иисследованы в работе  Р. Таберского [30]. 

Некоторые уточняющие оценки результатов Л.В. Жижиашвили и Р. 

Таберского приведены в работе  М.Ф. Тимана и Г. Гаймназарова [36] в 

1972 г. 

М.Ф. Тиман и В.Г.Пономаренко [38] исследовали вопрос о 

поведении величины 

𝑅𝑛(𝑓; 𝜈)𝐿𝑝
=  𝑓 𝑥, 𝑦 −  𝜈𝑘 ,𝑘(𝑓; 𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑘=0

 

𝐿𝑝

           (2.1.1) 

для классических треугольных матриц  𝜇𝑘 ,𝑛  

 𝜇𝑘 ,𝑛 =  

𝐴𝑛−𝑘
𝛼−1

𝐴𝑘
𝛼 ,             𝑘 ≤ 𝑛;

0,                    𝑘 > 𝑛.

  

Для величины (2.1.1) оценка сверху приведена в работе [13], а оценка 

снизу для этой величины установлена в работе [36]. В [36] также 

уточнены некоторые оценки из работ Л.В. Жижиашвили [13] и Р. 

Таберски [30]. А так же при любом натуральном r в [3] получены точные 

порядковые равенства для треугольной матрицы  
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 𝜇𝑘 ,𝑛 =  

(𝑘 + 1)𝑟 − 𝑟𝑘

(𝑛 + 1)𝑟
,             𝑘 ≤ 𝑛;

0,                    𝑘 > 𝑛.

                         (2.1.2) 

Установлено, что если 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑝  и  𝜇𝑘 ,𝑛  определены в виде 

треугольной матрицы (2.1.2), то справедливо неравенство 

𝑅𝑛(𝑓; 𝜈)𝐿𝑝
≤ 𝑐𝑟(𝑛 + 1)−𝑟   𝜈 + 1 𝑟−1𝐸𝜈 ,𝜈(𝑓)𝐿𝑝

𝑛

𝜈=0

, 

где 

𝐸𝜈 ,𝜈(𝑓)𝐿𝑝
= inf

𝑇𝑘 ,𝑘

 𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑇𝜈 ,𝜈(𝑥, 𝑦) 
𝐿𝑝

, 

𝑇𝜈 ,𝜈 - тригонометрические полиномы порядка не выше 𝑛  по каждой из 

переменных, а константа 𝑐𝑟  зависит только от𝑟.  

Если 𝑓 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑝   (1 < 𝑝 ≤ ∞)  и  𝜇𝑘 ,𝑛  определены соотношением 

(2.1.2), то в [13] получены оценки посредством модулей непрерывности, 

то есть 

𝑅𝑛(𝑓; 𝜈)𝐿𝑝
≤ 𝑐𝑝 ,𝑘  𝜔𝑘

(1)
(𝑓;

1

𝑛
)𝐿𝑝

+ 𝜔𝑘
(2)

(𝑓;
1

𝑛
)𝐿𝑝

 ,  

где 

𝜔𝑘
 1  𝑓; 𝑢 𝐿𝑝

= sup
  ≤𝑢

 ∆𝑥 ,
𝑘 𝑓 

𝐿𝑝
, 𝜔𝑘

(2) 𝑓; 𝑢 𝐿𝑝
= sup

  ≤𝑢
 ∆ ,𝑦

𝑘 𝑓 
𝐿𝑝

, 

∆𝑥 ,
𝑘 𝑓 =   −1 𝑘−𝑟  

𝑘

𝜈
 𝑓 𝑥 + 𝜈, 𝑦 ,

𝑘

𝜈=0

 

∆ ,𝑦
𝑘 𝑓 =   −1 𝑘−𝑟  

𝑘

𝜈
 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝜈  𝑢 > 0, 𝑘 ∈ 𝑁 

𝑘

𝜈=0

, 

𝑐𝑝 ,𝑘  - константа, зависящая от p и k. 

При 1 < 𝑝 < ∞ в  [38] также получены следующие результаты: 

a) 𝜔𝑘
 1 

≤ 𝑀𝑝 ,𝑘𝑅𝑛 𝑓; 𝜇 𝐿𝑝
,   𝜔𝑘

(2)
≤ 𝑀𝑝 ,𝑘𝑅𝑛 𝑓; 𝜇 𝐿𝑝

, 

где 𝑀𝑝 ,𝑘  – константа, зависящая от p и k; 

б)  𝑅𝑛(𝑓; 𝜇)𝐿𝑝
≤ 𝜔𝑘

 1 
(𝑓;

1

𝑛
)𝑙𝑝 + 𝜔𝑘

 2 
(𝑓;

1

𝑛
)𝐿𝑝

; 
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в)  𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑊𝑟(𝑓; 𝑥, 𝑦) 𝐿𝑝
≤ 𝑐𝑝  𝜔1

 1 
(𝑓; 1 − 𝑟)𝐿𝑝

+ 𝜔1
 2 

(𝑓; 1 − 𝑟)𝐿𝑝
 ; 

г) 𝜔1
 1  𝑓; 1 − 𝑟 𝐿𝑝

≤ 𝑀𝑝 𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑊𝑘 𝑓; 𝑥, 𝑦  𝐿𝑝
; 

д) 𝜔1
 2  𝑓; 1 − 𝑟 𝐿𝑝

≤ 𝑀𝑝 𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑊𝑘 𝑓; 𝑥, 𝑦  𝐿𝑝
. 

В работе Ю.Х.Хасанова [48] получены аналоги вышеприведенных 

результатов о поведении отклонений функций двух переменных 𝑓(𝑥, 𝑦), 

заданных на плоскости от интегральных средних их преобразований 

Фурье в метрике пространства 𝐿𝑝 𝑅2   (1 ≤ 𝑝 < ∞).  

Пусть 𝑓 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑝 𝑅2  - пространство измеримых функций 𝑓(𝑥, 𝑦) 

для которых 

 𝑓 𝐿𝑝
=     𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

−∞

∞

−∞

 

1

𝑝

< ∞ 

и почти всюду существует преобразование Фурье  

𝐹 𝑡, 𝑧 =
1

2𝜋
  𝑓 𝑢, 𝑣 exp(−𝑖(𝑡𝑢 + 𝑧𝑣))

∞

−∞

∞

−∞

𝑑𝑢𝑑𝑣, 

где 𝐹 𝑡, 𝑧 ∈ 𝑙𝑞 𝑅2   
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 .  

При 𝜎 > 0 рассмотрим частные суммы 

𝑆𝜎 ,𝜎 𝑓; 𝑥, 𝑦 =   𝐹 𝑡, 𝑧 𝑒𝑖 𝑡𝑥 +𝑧𝑦  𝑑𝑡𝑑𝑧 =

𝜎

−𝜎

𝜎

−𝜎

 

=    𝐴 𝑡, 𝑢 𝑑𝑡 +

𝑢

−𝑢

 𝐴 𝑡, −𝑢 𝑑𝑡 +  𝐴 𝑢, 𝑧 𝑑𝑧 +  𝐴 −𝑢, 𝑧 𝑑𝑧

𝑢

−𝑢

𝑢

−𝑢

𝑢

−𝑢

 =

𝜎

−𝜎

 

=  𝑆𝑢 ,𝑢
∗  𝑓; 𝑥, 𝑦 𝑑𝑢,                                             (2.1.3)

𝜎

0

 

где 

𝐴 𝑡, 𝑧 = 𝐹 𝑡, 𝑧 e𝑖 𝑡𝑥+𝑧𝑦  , 

𝑆𝑢 ,𝑢
∗  𝑓; 𝑥, 𝑦 =  𝐴 𝑡, 𝑢 𝑑𝑡 +

𝑢

−𝑢

 𝐴 𝑡, −𝑢 𝑑𝑡 +  𝐴 𝑢, 𝑧 𝑑𝑧 +  𝐴 −𝑢, 𝑧 𝑑𝑧

𝑢

−𝑢

𝑢

−𝑢

𝑢

−𝑢

. 
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Исследуем порядок поведения величины отклонения  

,),;(),()( ,,
pp LrLr yxfUyxffR                       (2.1.4) 

где 

𝑈𝜎 ,𝑟𝑓 𝑥, 𝑦 =   1 −
𝑢𝑟

𝜎𝑟
 𝑆𝑢 ,𝑢

∗

𝜎

0

 𝑓; 𝑥, 𝑦 . 

Имеют места следующие утверждения [48]: 

Теорема А. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 𝑅2    1 < 𝑝 ≤ 2 , то справедлива оценка 

𝑅𝜎 ,𝑘(𝑓; )𝐿𝑝
≤ 𝑐𝑝 ,𝑘  𝜔𝑘

 1 
(𝑓;

1

𝜎
)𝐿𝑝

+ 𝜔𝑘
 2 

(𝑓;
1

𝜎
)𝐿𝑝

 ,  

где 𝑐𝑝 ,𝑘– константа, зависящая лишь от p и k. 

Теорема Б. Пусть𝑓 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑝 𝑅2   0 < 𝑝 ≤ 2 . Тогда имеет место 

𝜔𝑘
 𝜈 

(𝑓;
1

𝜎
)𝐿𝑝

≤ 𝑀𝑝 ,𝑘𝑅𝜎 ,𝑘 𝑓 𝐿𝑝
   (𝜈 = 1,2), 

𝑀𝑝 ,𝑘  – константа, зависящая лишь от p и k.  

Из теорем А и Б вытекает, что если имеют места условия теоремы Б, 

то при любом натуральном 𝑘,выполняется оценка 

𝑅𝜎 ,𝑘(𝑓; )𝐿𝑝
≤ 𝑐𝑝 ,𝑘  𝜔𝑘

 1 
(𝑓;

1

𝜎
)𝐿𝑝

+ 𝜔𝑘
 2 

(𝑓;
1

𝜎
)𝐿𝑝

 .  

При  𝑝 = ∞ и 𝑘 = 1аналогичные результаты получены в работе [19], а 

для случая периодических функций, в работе [13]. 

Теперь приводим результаты данного параграфа оценки сверху 

отклонения функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 от сумм типа Марцинкевича, когда показатели 

Фурье имеют единственную предельную точку в бесконечности. 

Пусть 𝐵(𝑅) – пространство всех ограниченных функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  с 

нормой 

 𝑓 𝑩 = sup
𝑥∈𝑅

 𝑓(𝑥)  

и функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 имеет ряд Фурье вида 

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝑘 exp 𝑖𝜆𝑘𝑥 

∞

𝑘=−∞

,                           (2.1.8) 



55 
 

с коэффициентами 

𝐴𝑘 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥) exp −𝑖𝜆𝑘𝑥 𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

,    

где числа {𝜆𝑘} – показатели Фурье, которые имеет единственную 

предельную точку в бесконечности, то есть, 

𝜆0 = 0, 𝜆−𝑛 = −𝜆𝑛  ,       𝜆𝑛  <  𝜆𝑛+1 ,        lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = ∞ . 

Введем в рассмотрение  

𝑆𝜎(𝑓; 𝑥)𝑩 =  𝐴𝑛Φσ 𝜆𝑛 

 𝜆𝑛  ≤𝜎

𝑒𝑖𝜆𝑛 𝑥 , 

где Φσ 𝑡 ∈ 𝑅  непрерывная и четная функция такая, что Φσ 0 =

1, Φσ 𝑡 = 0 при  𝑡 ≤ σ; 

𝜓𝜎 𝑡 ∈ 𝐿 −∞, ∞ ,                                   (2.1.9) 

где 

𝜓𝜎 𝑢 =
1

2𝜋
 Φσ 𝑡 

∞

−∞

𝑒−𝑖𝑢𝑡 𝑑𝑡.      

В начале докажем следующую вспомогательную утверждению, 

имеющей самостоятельный характер. 

Лемма 2.1.1. Если функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, то 

𝑆𝜎(𝑓; 𝑥) = 𝑈𝜎 𝑓; 𝜑; 𝑥 =  𝑓(𝑥 + 𝑡)

∞

−∞

Φ𝜎 𝑡 𝑑𝑡. 

Доказательство. Пусть 

𝑓𝜎 𝑥 =  𝑓(𝑥 + 𝑡)

∞

−∞

Φ𝜎 𝑡 𝑑𝑡 

Тогда, благодаря в силу (2.1.9), получим, что 

 𝑓𝜎 𝑥 + 𝜏 − 𝑓𝜎 𝑥  ≤   𝑓(𝑥 + 𝑡 + 𝜏) − 𝑓(𝑥 + 𝑡)  𝜓𝜎 𝑡  𝑑𝑡 ≤

∞

−∞
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≤ sup
𝑥

 𝑓(𝑥 + 𝜏) − 𝑓(𝑥)   𝜓𝜎 𝑡  𝑑𝑡.

∞

−∞

 

Интеграл в правой части последнего неравенства сходится и 

 𝑓(𝑥 + 𝑡 + 𝜏) − 𝑓(𝑥 + 𝑡) < 𝜀. 

Поэтому из последнего неравенства следует, что функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩. 

Через 𝐷(𝜆𝑛) обозначим коэффициенты Фурье функций 𝑓𝜎 𝑥 ∈ 𝑩 , 

которые соответствуют показателям 𝜆𝑛 .Тогда имеем 

1

2𝑇
 𝑓𝜎 𝑥 

𝑇

−𝑇

𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥 =
1

2𝑇
  𝑓(𝑥 + 𝑡)

∞

−∞

𝜓𝜎 𝑡 

𝑇

−𝑇

𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥𝑑𝑡𝑑𝑥 = 

=  𝜓𝜎 𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

= 

=  𝜓𝜎 𝑡  
1

2𝑇
 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

 𝑑𝑡 =

∞

−∞

 

=  𝜓𝜎 𝑡  
1

2𝑇
 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑛  𝑥+𝑡 𝑑𝑥

𝑇+𝑡

−𝑇+𝑡

 𝑑𝑡 =

∞

−∞

 

+  𝜓𝜎 𝑡  
1

2𝑇
 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥𝑒−𝑖𝜆𝑛 𝑡𝑑𝑥

𝑇+𝑡

−𝑇+𝑡

 𝑑𝑡 =

∞

−∞

 

=  𝜓𝜎 𝑡 𝑒−𝑖𝜆𝑛 𝑡  
1

2𝑇
 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥

𝑇+𝑡

−𝑇+𝑡

 𝑑𝑡.

∞

−∞

 

Внутренний интеграл в последнем суть допредельное выражение 

коэффициентов Фурье функции 𝑓 𝑥 . Значит по формулы обращения Фурье 

 𝜓𝜎 𝑡 𝑒−𝑖𝜆𝑛 𝑡𝑑𝑡 =

∞

−∞

Φσ 𝜆𝑛 . 

Поэтому  𝐷 𝜆𝑛 = 𝐴𝑛Φσ 𝜆𝑛  и 

𝑓𝜎 𝑥 =  𝐴𝑛Φσ 𝜆𝑛 

 𝜆𝑛  ≤𝜎

𝑒𝑖𝜆𝑛𝑥 . 
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Так как 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, то из последнего вытекает утверждение леммы. 

Пусть 𝐵(𝑅) – пространство всех ограниченных функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 с 

нормой 

 𝑓 𝑩 = sup
𝑥∈𝑅

 𝑓(𝑥) . 

Рассмотрим величину
 

𝑅(𝑓; 𝑥) =  𝑈𝜎 𝑓; 𝜑; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝑩,                   (2.1.10)
 

в которой  

𝑈𝜎 𝑓; 𝜑; 𝑥 =  𝑓(𝑥 + 𝑡)

∞

−∞

Φ𝜎 𝑡 𝑑𝑡,        Φ𝜎 𝑡 =
1

2𝜋
 𝜑𝜎 𝑢 𝐾𝑚 (𝑡)𝑑𝑢

∞

0

, (2.1.11) 

где 𝐾𝑚 𝑡 =
4 sin  𝑢𝑡  

𝑡
, 𝜑𝜎 𝑢  – некоторая, абсолютно интегрируемая на 

интервале (0, ∞) функция при каждом фиксированном 𝜎 > 0, и такая, что  

  Φ𝜎 𝑡  

∞

−∞

𝑑𝑡 = 1.                                            (2.1.12) 

  В зависимости от скорости стремления к нулю 𝐸𝜎(𝑓)  (𝜎 → ∞)  для 

случаев, когда 

𝜑𝜎 𝑢 = 𝜑𝜎 ,𝑎 𝑢 =  

1 ,      𝑢 ≤ 𝑎   0 < 𝑎 < 𝜎 ;
𝜎 −  𝑢 

𝜎 − 𝑎
, 𝑎 <  𝑢 < 𝜎;

0,                                  𝑢 ≥ 𝜎,

         (2.1.13) 

исследуем поведению величины  (2.1.10). 

Известно, что[38]  (см. [38], теорема1)  

  Φ𝜎 ,𝑎 𝑡  

∞

−∞

𝑑𝑡 ≤ 𝐶
𝜎 + 𝑎

𝜎 − 𝑎
,                         (2.1.14) 

где 𝐶 – константа. 

Теорема 2.1.1.  Пусть 𝑓 𝑥 ∈ 𝐵(𝑅) и функция 𝜑𝜎 𝑢 = 𝜑𝜎 ,𝑎 𝑢  

определена соотношением (2.1.13). Тогда при любом Λ  (0 < Λ < 𝑎 < 𝜎) 

имеет места оценка 
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𝑅 𝑓; 𝜑𝜎 ≤ 𝐶
𝜎 + 𝑎

𝜎 − 𝑎
𝐸Λ 𝑓 𝑩,                         (2.1.15) 

где 𝐶 - абсолютная константа. 

Доказательство.  Соотношению  (2.1.12) запишем в виде 

 Φ𝜎 𝑡 

∞

0

𝑑𝑡 =
1

2
. 

Умножим обе части последнего на 𝑓 𝑥  и вычтем полученное равенство из 

(2.1.11) при Φ𝜎 𝑡 = Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 , будем иметь 

∆𝜎 ,𝑎 𝑓; 𝑥 = 𝑈𝜎 𝑓; 𝜑; 𝑥 − 𝑓 𝑥 = 

=   𝑓(𝑥 + 𝑡)Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 − 𝑓(𝑥)Φ𝜎 ,𝑎 𝑡  

∞

−∞

𝑑𝑡 = 

  𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡) Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

0

𝑑𝑡 − 2  𝑓(𝑥)Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

0

𝑑𝑡 = 

=   𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡) − 2𝑓(𝑥) Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

0

𝑑𝑡 = 

=  Ωx(𝑓; 𝑡)Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

0

𝑑𝑡, 

где Ωx 𝑓; 𝑡 = 𝑓 𝑥 + 𝑡 + 𝑓 𝑥 − 𝑡 − 2𝑓 𝑥 . 

 Пусть 

𝑇r =  𝐴𝑚

 𝜆𝑚  ≤𝑟

e𝑖𝜆𝑚 𝑥  

произвольный тригонометрический полином и  0 < Λ < 𝑎 < 𝜎 . Тогда (см. 

[31], лемма 3)   

𝑇Λ 𝑥 =   𝑇Λ

 𝜆𝑚  ≤𝑟

∞

−∞

𝑓 𝑥 + 𝑡 Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 . 

Нетрудно показать, что для полинома  𝑇Λ 𝑥  
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 Ωx(𝑇Λ ; 𝑓; 𝑡)Φ𝜎 ,𝑎

∞

0

𝑑𝑡 = 0. 

Действительно, в силу оценки (2.1.12), получим 

 Ωx(𝑇Λ ; 𝑓; 𝑡)Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

0

𝑑𝑡 = 

=   𝑇Λ(𝑥 + 𝑡) + 𝑇Λ(𝑥 − 𝑡) − 2𝑇Λ(𝑥) Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

0

𝑑𝑡 = 

 𝑇Λ 𝑥 + 𝑡 Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

−∞

𝑑𝑡 −  𝑇Λ 𝑥 Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

−∞

𝑑𝑡 = 

= 𝑇Λ 𝑥 − 𝑇Λ 𝑥  Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

−∞

𝑑𝑡 = 0 

Значит 

∆𝜎 ,𝑎 𝑓; 𝑥 =  Ωx  𝑓 − 𝑇Λ ; 𝑡 Φ𝜎 ,𝑎 𝑡 

∞

0

𝑑𝑡.            (2.1.16) 

Пусть 

 𝑓 𝑥 − 𝑇Λ 𝑥  = 𝐸Λ 𝑓 𝑩, 

где 𝑇r 𝑥 − тригонометрический полином, осуществляющий наилучшее 

приближение порядкаΛ, тогда 

 Ωx  𝑓 − 𝑇Λ ; 𝑡  𝑩 = 4𝐸𝑟 𝑓 𝑩.                           (2.1.17) 

Из (2.1.14), (2.1.17) и (2.1.16)  следует оценка  (2.1.15).Теорема 2.1.1 

доказана. 

Теорема 2.1.2. Если 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 ,показатели Фурье которой имеют 

единственную предельную точку в бесконечности, то есть 𝜆𝑚 → ∞. Тогда 

справедлива оценка   

 𝑓 𝑥 −  𝑛 + 1 −1  𝑆𝑘

𝑛

𝑘=0

(𝑓; 𝑥) 

𝑩

≤ 𝑀 𝑛 + 1 −1  𝐸Λ

𝑛

𝑘=0

 𝑓 𝑩,         (Б) 

где𝑀 − константа и  
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𝐸Λ(𝑓; 𝑥)𝑩 = inf
𝐴(𝜆𝑛 )

 𝑓 𝑥 −  𝐴𝑛

 𝜆𝑛  ≤𝑘

𝑒𝑖𝜆𝑛𝑥 

𝑩

 

- величина наилучшего приближенная функции𝑓 𝑥 тригонометрическими 

полиномами степени не выше Λ. 

Доказательство.  Пусть  𝑛 ∈  2𝑚 ; 2𝑚 + 1 .  Тогда 

𝑅𝑛 𝑓 𝑩 =  𝑓 𝑥 −  𝑛 + 1 −1  𝑆𝑘

𝑛

𝑘=0

 𝑓; 𝑥  

𝑩

= 

=   𝑛 + 1 −1   𝑓 𝑥 − 𝑆𝑘 𝑓; 𝑥  

𝑛

𝑘=0

 

𝑩

= 

=  𝑛 + 1 −1     𝑓 𝑥 − 𝑆𝑘 𝑓; 𝑥  + 𝑓 𝑥 − 𝑆0 𝑓; 𝑥 

2𝜈+1−1

𝑘=2𝜈

𝑚−1

𝑘=0

+   𝑓 𝑥 − 𝑆𝑘 𝑓; 𝑥  

𝑛

𝑟=2𝑚

 

𝑩

≤ 

≤  𝑛 + 1 −1   2𝜈 ∙
1

2𝜈
  𝑓 𝑥 − 𝑆𝑘 𝑓; 𝑥  

2𝜈+1−1

𝑘=2𝜈

𝑛−1

𝜈=0

 

𝑩

+ 

+ 𝑛 + 1 −1 𝑓 𝑥 − 𝑆0 𝑓; 𝑥  𝑩 + 

+ 𝑛 + 1 −1    𝑓 𝑥 − 𝑆𝑘 𝑓; 𝑥  

𝑛

𝑘=2𝑚

 

𝐵

.                   (2.1.8)                

В силу теоремы 2.2.1 имеем 

 2−𝜈   𝑓 𝑥 − 𝑆𝑘 𝑓; 𝑥  

2𝜈+1−1

𝑘=2𝜈

 

𝑩

≤ 𝑀𝐸2𝜈+1−1 𝑓 𝑩,               ( 2.1.9) 

   𝑓 𝑥 − 𝑆𝑘 𝑓; 𝑥  

𝑚

𝑘=2𝜈

 

𝑩

≤ 𝑀 𝑛 − 2𝑚 𝐸2𝑚 −1 𝑓 𝑩.          (2.1.20) 

Подставляя (2.1.19), (2.1.20) в (2.1.18), получаем 
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𝑅𝑛 𝑓 𝑩 ≤  𝑀 𝑛 + 1 −1  2𝜈

𝑚−1

𝜈=0

𝐸2𝑛−1 𝑓 𝑩 +  𝑛 + 1 −1𝐸0 𝑓 𝑩 + 

+𝑀 𝑛 + 1 −1 𝑛 − 2𝑚 𝐸2𝑚 −1 𝑓 𝑩 ≤ 

≤ 𝑀 𝑛 + 1 −1  2𝜈

𝑚−1

𝜈=0

𝐸2𝜈−1 𝑓 𝑩 +  𝑛 + 1 −1𝐸0 𝑓 𝑩 + 

+𝑀 𝑛 + 1 −1𝐸2𝑚 −1 𝑓 𝑩 ≤ 

≤ 𝑀1 𝑛 + 1 −1  𝐸𝑘

2𝑚

𝑘=0

 𝑓 𝑩 ≤ 𝑀1 𝑛 + 1 −1  𝐸𝑘

𝑛

𝑘=0

 𝑓 𝑩. 

Отсюда и вытекает неравенство (Б), чем и завершаем доказательство 

теоремы 2.1.2. 

Аналог теоремы 2.1.2 для периодических функций установлен в 

работе М.Ф. Тимана и В.Г.Пономаренко [38], а для класса почти-

периодических в смысле Безиковича функций в [49]. 

§ 2.2. Об условиях принадлежности равномерных почти-периодических 

функций к классу целых функций  

В этом параграфе изучается проблемы аппроксимации функций 

𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 целыми функциями конечной степени с произвольными 

показателями Фурье. Устанавливаются необходимые и достаточные 

условия принадлежности функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 к классу целых функций, 

ограниченной степени. 

Через 𝑩𝜎  (𝜎 > 0)  обозначим класс ограниченных на всей 

действительной оси целых функций 𝑔𝜎 𝑥 степени не выше 𝜎 . С.Н. 

Бернштейн [2] установил, что среди функций из класса 𝑩𝜎 , 

осуществляющих на всей действительной оси наилучшее приближение 

2𝜋-периодической функции 𝑓 𝑥 , найдется тригонометрический полином 

степени не выше 𝜎. 
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Аналоги теоремы С.Н. Бернштейна для функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 получены 

в работах Е.А. Бредихиной [7,8]. Она доказала, что если функция𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 

с рядом Фурье     

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝑘𝑒
𝑖𝜆𝑘𝛽𝑥  ,

𝑘

 

где 𝜆𝑘 – рациональные числа и 𝛽  – действительное число, то среди 

функций 𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝑩𝜎  (𝜎 > 0),  для которых  

sup
−∞<𝑥<∞

 𝑓 𝑥 − 𝑔𝜎 𝑥  = 𝐴𝜎(𝑓),                           (2.2.1) 

найдется тригонометрический полином степени ≤ 𝜎. 

Пространство равномерных почти-периодических функций, его 

обозначим через 𝑩 , есть замыкание множества тригонометрических 

полиномов 

𝑇𝑘 𝑥 =  𝐴𝑘𝑒
𝑖𝜆𝑘𝑥 ,

𝑛

𝑘=1

 

где 𝐴𝑘  – коэффициенты Фурье, 𝜆𝑘- спектр функции 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, с нормой  

 𝑓(𝑥) 𝑩 = sup
𝑥∈𝑅

 𝑓(𝑥) . 

Пусть функция𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 с произвольным спектром {𝜆𝑘},  имеет ряд 

Фурьевида 

𝑓 𝑥 ~  𝐴𝑘e𝑖𝜆𝑘𝑥

∞

𝑘=−∞

,                                       (2.2.2)  

где коэффициенты  𝐴𝑘  Фурье определены следующим образом  

𝐴𝑘 = 𝑀 𝑓(𝑥)e−𝑖𝜆𝑘𝑥 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓(𝑥)e−𝑖𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

.    

Рассмотрим следующую проблему. Пусть функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩. Каковы 

необходимые и достаточные условия для принадлежности этой функции 

к классу 𝑩𝜎 . Ответ на этот вопрос даѐт следующие. 

Теорема 2.2.1. Для того чтобы 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 принадлежала классу целых 

функций 𝑩𝜎 , необходимо и достаточно, чтобы были выполнены условия 



63 
 

 𝜆𝑘  ≤ 𝜎 .                                                            2.2.3 

Доказательство. Достаточность. Рассмотрим функцию 

𝑓𝑎 ,𝑏 𝑥 =  𝑓 𝑥 + 𝑡 𝜑𝑎 ,𝑏 𝑡 𝑑𝑡,

∞

−∞

 

где 

𝜑𝑎 ,𝑏 𝑡 =
2

𝜋(𝑎 − 𝑏)𝑡2
∙ 𝑠𝑖𝑛

𝑎 − 𝑏

2
𝑡𝑠𝑖𝑛

𝑏 + 𝑎

2
𝑡 . 

Нетрудно показать, что функция 𝑓𝑎 ,𝑏 𝑥  является непрерывной и почти-

периодической. Действительно, так как [18] (см.[18], с. 76) 

  𝜑𝑎 ,𝑏 𝑡  𝑑𝑡 ≤ 𝐴 + 𝐵𝑙𝑛
𝑎 + 𝑏

𝑏 − 𝑎

∞

−∞

, 

где  𝐴  и 𝐵 –константы, то  

 𝑓𝑎 ,𝑏 𝑥 + 𝜏 − 𝑓𝑎 ,𝑏 𝑥  ≤   𝑓 𝑥 + 𝑡 + 𝜏 − 𝑓(𝑥 + 𝑡) ∙  𝜑𝑎 ,𝑏 𝑡  𝑑𝑡 ≤

∞

−∞

 

≤ 𝑠𝑢𝑝
−∞<𝑥<∞

 𝑓 𝑥 + 𝑡 + 𝜏 − 𝑓(𝑥 + 𝑡)  𝐴 + 𝐵𝑙𝑛
𝑎 + 𝑏

𝑏 − 𝑎
 . 

Отсюда следует непрерывность и почти-периодичность функции  

𝑓𝑎 ,𝑏 𝑥 ∈ 𝑩. 

Положим𝑎 = 𝜆, 𝑏 = 2𝜆. Тогда  

𝑓𝑎 ,𝑏 𝑥 =
2

𝜆𝜋
 𝑓 𝑡 

𝑠𝑖𝑛
 𝑡−𝑥 𝜆

2
𝑠𝑖𝑛

3𝜆 𝑡−𝑥 

2

 𝑡 − 𝑥 2

∞

−∞

𝑑𝑡, 

или 

𝑓𝑎 ,𝑏 𝑥 ~  𝐴𝑘 exp 𝑖𝜆𝑘𝑥 .

∞

𝑘=−∞

 

Отсюда благодаря теоремы единственности [10]  (см.[10], с. 73), будет 

𝑓𝑎 ,𝑏 𝑥 → 𝑓 𝑥 . 



64 
 

Необходимость. Пусть функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  принадлежит классу 𝑩𝜎  и 

имеет ряд Фурье вида (2.2.2). Тогда, при любом натуральном 𝑟 , 

производная порядка 𝑟 будет 

𝑓 𝑟  𝑥 ~  (𝑖𝜆𝑘)𝑟𝐴𝑘

∞

𝑘=−∞

𝑒𝑥𝑝 𝑖𝜆𝑥𝑥 . 

С помощью неравенство С.Н. Бернштейна, приходим к 

 𝑓 𝑟  𝑥  ≤ 𝜎𝑟 ∙ sup
𝑥

 𝑓 𝑥  = 𝜎𝑟 ∙ 𝐶. 

Значит  

lim
𝑇→∞

1

2𝑇
  𝑓(𝑟) 𝑥  

2
𝑑𝑥

𝑇

−𝑇

≤ 𝜎2𝑟 ∙ 𝐶2. 

Отсюда применяя неравенства Бесселя, будем иметь 

 𝜆𝑘  
2𝑟  𝐴𝑘  2 ≤ 𝜎2𝑟 ∙ 𝐶2 𝑟 = 1, 2, … , 

или  

 𝐴𝑘  ≤ 𝐶 ∙  
𝜎

 𝜆𝑘  
 

𝑟

. 

Следовательно, при  𝜆𝑘  > 𝜎 коэффициенты 𝐴𝑘 = 0 . Теорема 2.2.1 

доказана. 

Известно [31], что из совокупности функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝜎 , которые 

осуществляют на всей вещественной оси наилучшие приближение 

функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝐿𝑝 −𝜋, 𝜋 , можно найти тригонометрический полином 

степени ≤ 𝜎. 

Этой утверждения опирается на тот факт, что если 𝑔𝜎(𝑓; 𝑥) ∈ 𝑩𝜎   и  

sup
𝑥∈𝑅

 𝑓 𝑥 − 𝑔𝜎(𝑓; 𝑥) = 𝐴𝜎 𝑓 , 

то равномерно по всем 𝑥 ∈ 𝑅 справедливы соотношения 

 𝑓 𝑥 −
1

2𝑛 + 1
 𝑔𝜎(𝑥 + 2𝑘𝜋)

𝑛

𝑘=−𝑛

 ≤ 𝐴𝜎 𝑓 ,                              (2.2.4) 

lim
𝑛→∞

1

2𝑛 + 1
  𝑔𝜎 𝑥 + 2𝑘𝜋 + 2𝜋 − 𝑔𝜎 𝑥 + 2𝑘𝜋  

𝑛

𝑘=−𝑛

= 0,                   (2.2.5) 
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где 𝐴𝜎 𝑓  - наилучшее приближение порядка 𝜎. 

Этот результат удается получить,   если (2.2.4) и (2.2.5) заменить 

соотношениями 

 Φ𝑛 𝑥 − 𝑄𝜎 ,𝑁,𝑛(𝑥) ≤ 𝐴𝜎 𝑓 ,                                    (2.2.41) 

где 𝜎 > 0; 𝑁, 𝑛 - любые натуральные числа, 

Φ𝑛 𝑥 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝐹𝑛 𝑡 𝑑𝑡 =

1

2𝜋𝑁
 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝐹𝑛 𝑡 𝑑𝑡,

2𝜋𝑁

−2𝜋𝑁

𝜋

−𝜋

 

𝑄𝜎 ,𝑁,𝑛 𝑥 =
1

2𝜋𝑁
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 𝐹𝑛 𝑡 𝑑𝑡,

2𝜋𝑁

−2𝜋𝑁

 

𝐹𝑛 𝑡 =
𝑠𝑖𝑛2(𝑛 + 1)

𝑡

2

2(𝑛 + 1)𝑠𝑖𝑛2 𝑡

2

 ,  

и для всех фиксированных𝑛 равномерно по 𝑥 ∈ 𝑅 

lim
𝑁→∞

{𝑄𝜎 ,𝑁,𝑛 𝑥 + 2𝜋 −𝑄𝜎 ,𝑁,𝑛 𝑥 } = 0.                               (2.1.51) 

При установлении подобных результатов для функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 

возникают ряд проблем. Во-первых, дополнительные условия 

накладываются на гладкости функций, во-вторых показатели Фурье 

таких функций могут лежат всюду плотно, то есть [46] или [47]):  

𝜆0 = 0;  𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘 ,  𝜆𝑘  >  𝜆𝑘+1 ,    𝑘 = 1,2, … , lim
𝑘→∞

 𝜆𝑘  = 0; 

𝜆0 = 0;  𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘 ,  𝜆𝑘  <  𝜆𝑘+1 ,    𝑘 = 1,2, … , lim
𝑘→∞

 𝜆𝑘  = ∞. 

Аналогичные результаты С.Н. Бернштейна для равномерных почти-

периодических функций Бора впервые установлены в работах Е.А 

Бредихиной [7]-[8]. Она доказала, что если 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  и имеет 

соответствующий ряд Фурье, с спектром в бесконечности, то из 

множеств функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩𝜎  можно найти тригонометрический полином 

степени ≤ 𝜎. 

Сформулируем основной результат данного параграфа, который 

является также аналогом теоремы С.Н. Бернштейна для равномерных 
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почти-периодических функций c произвольными показателями Фурье 

 𝜆𝑘  (𝑘 = 0, ±1, ±2, … ). 

Теорема 2.2.2. Если𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 и  

𝐴𝜎 𝑓 = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝑅

 𝑓 𝑥 − 𝑔𝜎(𝑓; 𝑥)  𝜎 > 0  

- наилучшее равномерное приближение порядка 𝜎 , то  для любого 𝜀 > 0 

найдѐтся конечный тригонометрический полином 

𝑃𝜎 𝑥 =  𝑏𝑘𝑒
𝑖𝜆𝑘𝑥 ,

𝑛

𝑘=1

 

для которой  равномерно по 𝑥 справедлива оценка 

 𝑓 𝑥 − 𝑃𝜎(𝑥) ≤ 𝐴𝜎 𝑓 + 𝜀, 

где𝜀 = 𝜀 𝑁, 𝛿  𝛿 < 𝜋 . 

Доказательство. Предположим, что множество чисел 𝛽 𝛽𝑘  является 

базисом для множества Λ 𝜆𝑘   и 𝛽 𝛽𝑘 ⊂ Λ 𝜆𝑘  (см. [10], с. 99).  

Рассмотрим суммы Бохнера-Фейера, которые соответствуют 

функциям 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩 

𝑃𝑁
 𝑚  𝑓; 𝑥 = lim

𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡 =

𝑇

−𝑇

 

=   1 −
 𝜈1 

𝑛1
 

 𝜈𝑘  ≤𝑛𝑘

… 1 −
 𝜈𝑟  

𝑛𝑟
 𝑒𝑥𝑝  𝑖  

𝜈1

𝑚!
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚!
𝛽𝑟  ∙ 

∙ 𝐴  
𝜈1

𝑚!
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚!
𝛽𝑟  𝑘 = 1, 2, … , 𝑟 , 

 

где 𝐴  
𝜈1

𝑚 !
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚 !
𝛽𝑟  - коэффициенты Фурье функции 𝑓 𝑥 ,  

𝜆𝜈 =
𝜈1

𝑚 !
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚 !
𝛽𝑟 ,  

𝐾𝑁
 𝑚  𝑡 =  𝐾𝑛𝑗

 
𝛽𝑗 𝑡

𝑚!
 

𝑟

𝑗 =1

,   

𝐾𝑛𝑗
 
𝛽𝑗 𝑡

𝑚!
 =   1 −

 𝜈 

𝑛𝑗
 

 𝜈 ≤𝑛𝑗

𝑒𝑥𝑝  −𝑖  
𝜈

𝑚!
𝛽𝑗   .
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Известно [10] (см.[10], с. 103), что 𝐾𝑁
 𝑚  𝑡  положительные величины, для 

которых 

lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 

𝑇

−𝑇

𝑑𝑡 = 1. 

Далее рассмотрим целую функцию 𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝑩𝜎 , удовлетворяющая 

соотношению (2.2.3)  и функцию 

𝐹𝑁,𝑇 𝑥 =
1

2𝑇
 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡

𝑇

−𝑇

, 

для которой равномерно по 𝑥 ∈ 𝑅 

lim
𝑇→∞

𝐹𝑁,𝑇(𝑥) = 𝑃𝑁
 𝑚  𝑓; 𝑥 , 

а также 

𝑄𝜎 ,𝑁,𝑛 𝑥 =
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡,

𝑇

−𝑇

 

где 𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝑩𝜎  и равномерно по 𝑥 ∈ 𝑅 

 𝑔𝜎 𝑥  ≤ 𝐶,  𝑓 𝑥 − 𝑔𝜎(𝑥) ≤ 𝐴𝜎 𝑓 . 

В силу теоремы Бохнера-Фейера, при 𝜺 > 0 найдетсячисло 𝑵 такое, 

что 

 𝑓 𝑥 − 𝑃𝑁
 𝑚  𝑓; 𝑥  ≤ 𝜀.                                          (2.2.6) 

Далее, так как  

lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡 = 1,

𝑇

−𝑇

 

то 

 𝐹𝑁,𝑇(𝑥) − 𝑄𝜎 ,𝑇,𝑁 𝑥  ≤ 𝐴𝜎 𝑓 ∙
1

2𝑇
 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡           (2.2.7)

𝑇

−𝑇

 

и при 𝑇 → ∞ правая часть в (2.2.7) равна величине 𝐴𝜎 𝑓 . 

Так как 𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝑩𝜎  и  𝑔𝜎 𝑥  ≤ 𝐶 , то при фиксированном 𝜎 > 0  

каждая из 𝑄𝜎 ,𝑇,𝑁 𝑥  суть целой функцией степени не выше 𝜎 при 𝑇 → ∞ 
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 𝑄𝜎 ,𝑇,𝑁 𝑥  ≤ 𝐶 ∙
1

2𝑇
 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡 ≤ 𝐶1 ,

𝑇

−𝑇

 

равномерно по 𝑥, 𝑇 и 𝑁. 

 Далее можно показать, что множества функций  𝑄𝜎 ,𝑇,𝑁 𝑥   

равностепенно равномерно непрерывна на (−∞, ∞) . Значит для 

фиксированного числа 𝑁  найдется указать последовательность чисел 

 𝑇𝑙 , для которой 

lim
𝑇𝑙→∞

𝑄𝜎 ,𝑇𝑙 ,𝑁 𝑥 = 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥  

равномерно на любом конечном отрезке вещественной оси. Так как 

𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥 ∈ 𝑩𝜎 , то в силу (2.2.7) равномерно по 𝑥  и 𝑁 имеем 

 𝑃𝑁
 𝑚  𝑥 − 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥  ≤ 𝐴𝜎 𝑓 .                                  (2.2.8) 

 Теперь можно показать, что функция 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥 ∈ 𝑩. Выбирая   

произвольное число 𝜏, оценим следующую разность 

𝑄𝜎 ,𝑇,𝑁 𝑥 + 𝜏 − 𝑄𝜎 ,𝑇,𝑁 𝑥 = 

=
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 + 𝜏 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡 −
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡 =

𝑇

−𝑇

𝑇

−𝑇

 

=
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 + 𝜏  𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 − 𝐾𝑁
 𝑚  𝑡 + 𝜏  𝑑𝑡 +

𝑇

−𝑇

 

+
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 + 𝜏 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 + 𝜏 𝑑𝑡 −
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡 =

𝑇

−𝑇

𝑇

−𝑇

 

=
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 + 𝜏  𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 − 𝐾𝑁
 𝑚  𝑡 + 𝜏  𝑑𝑡 +

𝑇

−𝑇

 

+
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑢 𝐾𝑁

 𝑚  𝑢 𝑑𝑢 +
1

2𝑇
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑢 𝐾𝑁

 𝑚  𝑢 𝑑𝑢 =

𝑇

−𝑇+𝜏

𝑇+𝜏

𝑇

 

= 𝐼1 𝑇 + 𝐼2 𝑇 + 𝐼3 𝑇 .                                   (2.2.9) 
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Выше было показано, что   𝑔𝜎 𝑥  ≤ 𝐶 равномерно по 𝑥 ∈ 𝑅, поэтому для 

фиксированных чисел 𝜏 и 𝑁 

lim
𝑇→∞

𝐼2(𝑇) = 0,    lim
𝑇→∞

𝐼3(𝑇) = 0.                                (2.2.10) 

Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩имеет спектр Λ 𝜆𝑘 . Тогда [18] (см.[18], с. 104) для 

любых целых чисел 𝑁, 𝑛𝑘  и 𝛿 > 0 (𝛿 < 𝜋) можно найти такое 

положительное число 𝜀 = 𝜀 𝑁, 𝛿 , что в каждом интервале длины 𝜀 

найдется по крайней мере одно число 𝜏 , которые удовлетворяет  

неравенству 

 𝜆𝑘𝜏 − 2𝜋𝑛𝑘  < 𝛿    𝑘 = 1, 2, … , 𝑁 . 

Значит для𝜏 взяв 𝜀 - почти-период функции 𝑓 𝑥 , оценим 𝐼1 𝑇  

 𝐼1 𝑇  ≤ 𝐶 ∙
1

2𝑇
  𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 + 𝜏 − 𝐾𝑁
 𝑚  𝑡  𝑑𝑡 ≤  

𝑇

−𝑇

 

≤ 𝐶 ∙   𝑒𝑥𝑝  −𝑖  
𝜈1

𝑚!
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚!
𝛽𝑟  − 1  1 −

 𝜈1 

𝑛1
 

 𝜈𝑘  ≤𝑛𝑘

… 1 −
 𝜈𝑟  

𝑛𝑟
 ≤ 

≤ 𝐶 ∙ 𝑆𝑛 ≤ 𝐶 ∙ 𝑁 ∙ 𝛿       𝑘 = 1, 2, … , 𝑟 , 

где  

𝑆𝑛 = 2   𝑠𝑖𝑛
𝜆𝜈𝜏

2
  ,      𝜆𝜈 =

𝜈1

𝑚!
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚!
𝛽𝑟  ,

𝑁

𝜈=1

 

а 𝑁 - количество слагаемых.  

Приняв, 𝛿 =
𝜀

𝐶∙𝑁
, будем иметь 

 𝐼1 𝑇  ≤ 𝜀𝐶𝑁𝛿 = 𝐶𝑁
𝜀

𝐶𝑁
= 𝜀.                       (2.2.11) 

Подставляя (2.2.10) и (2.2.11) в (2.2.9) окончательно получаем, что 

lim
𝑇→∞

 𝑄𝜎 ,𝑇,𝑁 𝑥 + 𝜏 − 𝑄𝜎 ,𝑇,𝑁 𝑥  ≤ 𝜀. 

Значит, и функция 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥 ∈ 𝑩. 

Докажем, что функция 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥 является конечной 

тригонометрическим полиномам суммой со спектром, удовлетворяющая 

условию  𝜆𝑘  ≤ 𝜎 из совокупности Λ 𝜆𝑘    𝑘 = 1, 2, … , 𝑁 . Действительно, 
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𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥 = lim
𝑇𝑙→∞

𝑄𝜎 ,𝑇𝑙 ,𝑁 𝑥 = lim
𝑇𝑙→∞

1

2𝑇𝑙
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 𝐾𝑁

 𝑚  𝑡 𝑑𝑡 =

𝑇𝑙

−𝑇𝑙

 

=  𝐶  
𝜈1

𝑚!
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚!
𝛽𝑟   1 −

 𝜈𝑘  

𝑛𝑘
 

𝑟

𝑘=1 𝜈𝑘  ≤𝑛𝑘

𝑒𝑥𝑝  𝑖
𝜈𝑘

𝑚!
𝛽𝑘  𝑘 = 1, 𝑟     , 

где 

𝐶  
𝜈1

𝑚!
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚!
𝛽𝑟 = 

= lim
𝑇𝑙→∞

1

2𝑇𝑙
 𝑔𝜎 𝑥 + 𝑡 𝑒𝑥𝑝  −𝑖  

𝜈1

𝑚!
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚!
𝛽𝑟  𝑥 + 𝑡  𝑑𝑡 =

𝑇𝑙

−𝑇𝑙

 

= lim
𝑇𝑙→∞

1

2𝑇𝑙
 𝑔𝜎 𝑢 𝑒𝑥𝑝  −𝑖  

𝜈1

𝑚!
𝛽1 + ⋯ +

𝜈𝑟

𝑚!
𝛽𝑟 𝑢 𝑑𝑢 =

𝑇𝑙+𝑥

−𝑇𝑙+𝑥

 

= lim
𝑇𝑙→∞

1

2𝑇𝑙
 𝑔𝜎 𝑢 𝑒𝑥𝑝 −𝑖𝜆𝜈𝑢 𝑑𝑢.

𝑇𝑙+𝑥

−𝑇𝑙+𝑥

 

Условие  𝜆𝑘  ≤ 𝜎,  вытекает из теоремы 2.2.1. Пологая 𝑁  таким, 

чтобы выполнялось неравенство (2.2.6), оценим разность  

 𝑓 𝑥 − 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥  ≤ 

≤  𝑓 𝑥 − 𝑃𝑁
 𝑚  𝑥  +  𝑃𝑁

 𝑚  𝑥 − 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥  = 𝜀 + 𝐴𝜎(𝑓). 

В силу (2.2.6) и (2.2.8)  получаем утверждение теоремы 2.2.2. 

 Получения дальнейших результатов существенно опираются на 

следующие понятия [18] (см. [18], с. 47-48).  

Определение 2.2.1. Семейство функций 𝑓(𝑥)  называется 

равностепенно ограниченным, если существует такое число 𝐴 > 0, что для 

всех функций этого семейства выполняется неравенство  𝑓(𝑥) < 𝐴. 

Определение 2.2.2. Семейство функций 𝑓(𝑥)  называется 

равностепенно непрерывным, если для каждого 𝜀 > 0  можно указать 

такое 𝛿 = 𝛿(𝜀) , что при  𝑥 ′ − 𝑥 ′′  < 𝛿  для всех функций семейства 

выполняется неравенство  𝑓 𝑥 ′′  − 𝑓(𝑥 ′) < 𝜀. 
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Определение 2.2.3. Семейство функций 𝑓(𝑥)  называется 

равностепенно почти-периодическим, если для каждого 𝜀 > 0  можно 

указать такое 𝑙 = 𝑙(𝜀), что в каждом интервале длины 𝑙 имеется общий 

для всех функций семейства -почти-период. 

Теорема 2.2.3. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 . Тогда среди функций 𝑔𝜎 𝑥 ∈ 𝐵𝜎 , 

найдется функция 𝑄𝜎 𝑓; 𝑥 ∈ 𝑩 с рядом Фурье 

 А𝑘𝑒𝑖𝜆𝑘𝑥

 𝜆𝑘  ≤𝜎

. 

Доказательство. В силу теоремы 2.2.2 совокупность полиномов 

 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥  , в неравенстве 

 𝑃𝑁
 𝑚  𝑥 − 𝑄𝜎 ,𝑁 𝑥  ≤ 𝐴𝜎 𝑓 , 

является компактной. Поэтому, можно выбрать из ней 

подпоследовательность  𝑄𝜎 ,𝑁𝑘
 𝑥  ,  сходящуюся равномерно на любом 

отрезке с соответствующей предельной функцией 𝑓𝑁𝑘
 𝑥 . Поэтому в силу 

[10] (см.[10]с. 48) 𝑓𝑁𝑘
 𝑥 ∈ 𝑩. Значит при 𝑁𝑘 → ∞ функция 𝑓𝑁𝑘

 𝑥  сходится 

к 𝑓 𝑥  равномерно для всех 𝑥.Отсюда следует, что𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 со спектром 

 𝜆𝑘  𝑘 = 0, ±1, ±2, … . Теорема 2.2.3 доказана. 

Пусть 𝑓 𝑥  – равномерно-непрерывная и ограниченная на(−∞, ∞) 

функция и 𝐴𝜎 (𝑓) наилучшие приближения функции 𝑓 𝑥  целыми 

функциями степени ≤ 𝜎, то есть 

𝐴𝜎 𝑓 = 𝑖𝑛𝑓
𝑔(𝑥)∈𝐵𝜎

 𝑠𝑢𝑝
−∞<𝑥<∞

 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥)  . 

С.Н. Бернштейн доказал(см. [3], с. 371-373), что для равномерной 

непрерывности на всей вещественной оси ограниченной функций𝑓 𝑥 , 

необходимо и достаточно, чтобы было выполнено  

𝐴𝜎 𝑓 ≤ С𝜔  𝑓;
1

𝜎
 ,                                             (2.2.12) 

где С – некоторая  константа и 

𝜔 𝑓; 𝛿 = 𝑠𝑢𝑝
 𝑥1−𝑥2 ≤𝛿

 𝑓 𝑥1 − 𝑓(𝑥2)  
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- модуль непрерывности функций 𝑓 𝑥 . Оценка (2.2.12) получена путѐм 

предельного перехода при 𝑛 → ∞ из неравенства  

𝐴𝜎 𝑓; 𝛿 ≤ 𝐸𝑛 𝑓; 𝛿  𝜎 =
𝑛

𝛿
 , 

где 𝐸𝑛 𝑓; 𝛿  – наилучшее приближение функции 𝑓 𝑥  на отрезке [−𝜎, 𝜎] 

полиномами степени 𝑛. 

Далее для функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝑩  будем найти функцию 𝑔 𝑥 ∈ 𝑩𝜎 , 

которая удовлетворяет условию (2.2.12).  

Теорема 2.2.4. Пусть𝑓(𝑥) ∈ 𝑩 и при 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

𝑓𝜎 𝑧 =  𝑓 𝑢 𝜓𝜎 𝑢 − 𝑧 𝑑𝑢,

∞

−∞

 

где  

𝜓𝜎 𝑧 =
1

𝜋𝜎3
 

sin
𝜎𝑧

4

𝑧
 

4

. 

Тогда 𝑓𝜎 𝑧   принадлежит классу целых функций 𝑩𝜎  и справедлива 

𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝑅

 𝑓 𝑥 − 𝑓𝜎 𝑧  < 𝐶𝜔  𝑓;
1

𝜎
 ,                           (2.2.13) 

C - абсолютная константа. 

Доказательство.  Нетрудно доказать, что 𝑓𝜎 𝑧  является целой 

функцией степени ≤ 𝜎. Рассмотрим интеграл 

  𝜓𝜎 𝑢 − 𝑧  𝑑𝑢 ≤

∞

−∞

≤   𝜓𝜎 𝑢 − 𝑧  𝑑𝑢 +   𝜓𝜎 𝑢 − 𝑧  𝑑𝑢.

 𝑢−𝑧 >2 𝑢−𝑧 ≤2

            (2.2.13) 

Так как 

 
𝑠𝑖𝑛𝑧

𝑧
 ≤  

 𝑧 2𝑘

 2𝑘 + 1 !

∞

𝑘=0

<  
 𝑧 2𝑘

 2𝑘 !

∞

𝑘=0

< 𝑒 𝑧 , 

то  
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  𝜓𝜎 𝑢 − 𝑧  𝑑𝑢 =
1

𝜋𝜎3
  

𝑠𝑖𝑛4 (𝑢−𝑧)𝜎

4

𝜎3(𝑢 − 𝑧)3
 𝑑𝑢 =

 𝑢−𝑧 ≤2 𝑢−𝑧 ≤2

 

=
1

𝜋𝜎3
  

𝑠𝑖𝑛4 (𝑢−𝑧)𝜎

4

 
𝑢−𝑧

4
𝜎 

4 ∙
(𝑢 − 𝑧)𝜎

44
 𝑑𝑢

 𝑢−𝑧 ≤2

≤ 𝐶
𝜎

𝜋
𝑒2𝜎  𝑧 + 2 ,        (2.2.15)     

где С - независимая константа. 

Оценки второго интеграла в правой части (2.2.14), проводится с 

помощью следующей неравенстве 

 𝑠𝑖𝑛𝑧 ≤
1

2
  𝑒−𝑦  +  𝑒𝑦   <  

 𝑦 𝑘

𝑘!
= 𝑒 𝑦  𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 .

∞

𝑘=0

 

Следовательно, 

  𝜓𝜎 𝑢 − 𝑧  𝑑𝑢 =
1

𝜋𝜎3
  

𝑠𝑖𝑛4 (𝑢−𝑧)𝜎

4

𝜎3(𝑢 − 𝑧)3
 𝑑𝑢 ≤

 𝑢−𝑧 >2 𝑢−𝑧 >2

 

≤
𝑒𝜎𝑦

𝜋𝜎3

 

 
 

 
𝑑𝑢

 𝑢 − 𝑥 4

 𝑢−𝑥 >1

+  
𝑑𝑢

𝑦4

 𝑢−𝑥 >1

𝑦2>3  

 
 

≤ 𝐶
1

𝜋𝜎3
𝑒𝜎 𝑧 .             (2.2.16) 

Подставляя (2.2.15) и (2.2.16) в (2.2.14), получим 

 𝜓𝜎 𝑢 − 𝑧 𝑑𝑢 < 𝐶  
𝜎

𝜋
𝑒2𝜎  𝑧 + 2 +

1

𝜋𝜎3
𝑒𝜎 𝑧  .

∞

−∞

 

Отсюда следует, что 𝑓𝜎 𝑧  является целой функцией.  

Пусть задана функция  

𝜓𝜎 𝑢 =
1

2𝜋
 𝜑𝜎 𝑡 

∞

−∞

𝑒−𝑖𝑡𝑢 𝑑𝑡, 

где  
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𝜑𝜎 𝑡 =

 
 
 

 
 1 −

6𝑡2

𝜎2
+

6 𝑡 3

𝜎3
,                        𝑡 <

𝜎

2
,

2  1 −
 𝑡 

𝜎
 

3

 ,                   
𝜎

2
≤  𝑡 < 𝜎,

0,                                𝑡 ≥ 𝜎.

  

Тогда 

 𝜓𝜎 𝑢 𝑑𝑢 ≤
3𝜎

4𝜋

∞

−∞

 𝑑𝑢

4

𝜎

0

+
2

𝜋𝜎3
 

𝑑𝑢

𝑢4

∞

4

𝜎

≤ 𝐶 ∙
1

𝜋
 ,                       (2.2.17) 

𝜎  𝑢𝜓𝜎 𝑢 𝑑𝑢 ≤
3𝜎2

4𝜋

∞

0

 𝑢𝑑𝑢

4

𝜎

0

+
2

𝜋𝜎2
 

𝑑𝑢

𝑢3

∞

4

𝜎

≤ 𝐶 ∙
1

𝜋
 .                       (2.2.18) 

Благодаря формулы обращения Фурье [18] (см. [18], с. 77), находим 

 𝜓𝜎 𝑢 exp(𝑖𝑡𝑢)𝑑𝑢

∞

−∞

= 𝜑𝜎 𝑡 .                                   (2.2.19) 

При 𝑡 = 0 будет 𝜑𝜎 0 = 1, тогда (2.2.19) принимает вид 

 𝜓𝜎 𝑢 𝑑𝑢

∞

−∞

= 1.                                                (2.2.20) 

Поэтому, 

𝑓𝜎 𝑥 =  𝑓 𝑥 𝜓𝜎 𝑢 𝑑𝑢.                                      (2.2.21)

∞

−∞

 

Умножая обе части  (2.2.20) на 𝑓 𝑥 и вычтя полученное равенство из 

(2.2.21), получим 

 𝑓 𝑥 − 𝑓𝜎 𝑥  ≤   𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥 + 𝑢) 𝜓𝜎 𝑢 𝑑𝑢 ≤

∞

−∞

 

≤ 𝐶𝜔 𝑓; 𝜎−1   1 + 𝜎𝑢 𝜓𝜎 𝑢 𝑑𝑢.

∞

0
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Благодаря (2.2.17), (2.2.18)и последнего неравенство следует оценка 

(2.2.13). Теорема 2.2.4 доказана.  

Наряду с теоремой 2.2.4 докажем, что если функция 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩, то и  

𝑓𝜎 𝑥 ∈ 𝐵. 

Теорема 2.2.5. Если 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩с рядом Фурье  

𝑓 𝑥  ~  𝐴𝑘𝑒𝑖𝜆𝑘𝑥

∞

𝑘=−∞

, 

то 𝑓𝜎 𝑥 ∈ 𝑩 и функция𝑓𝜎 𝑥 имеет ряд Фурье 

𝑓𝜎 𝑥  ~  𝐴𝑘𝜑𝜎 𝜆𝑘 𝑒
−𝑖𝜆𝑘𝑥 .                               (2.2.22)

 𝜆𝑘  <𝜎

 

Доказательство. Пусть функция 𝑓𝜎 𝑥  задана в виде  

𝑓𝜎 𝑥 =  𝑓 𝑥 + 𝑢 𝜓𝜎 𝑢 𝑑𝑢.

∞

−∞

 

Можно доказать, что эта функция является почти-периодической. 

Благодаря неравенства (2.2.17), будем иметь 

 𝑓𝜎 𝑥 + 𝜏 − 𝑓𝜎 𝑥  ≤   𝑓 𝑥 + 𝑢 + 𝜏 − 𝑓(𝑥 + 𝑢) 𝜓𝜎 𝑢 𝑑𝑢 ≤

∞

−∞

 

≤ 𝐶𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝑅

 𝑓 𝑥 + 𝜏 − 𝑓(𝑥) , 

где  𝐶 – абсолютная константа. Из последнего следует, что𝑓𝜎 𝑥 ∈ 𝑩. 

Пусть 𝑩𝜆  коэффициент Фурье функции 𝑓𝜎 𝑥 , со спектром𝜆. Тогда с 

помощью  усиленной теоремы о среднем значении [10] (см. [10], с. 55-56), 

используя соотношению (2.2.19), получим 

𝐵𝜆 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓𝜎 𝑥 exp −𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥 =

𝑇

−𝑇

 

=  𝜓𝜎 𝑢 exp(𝑖𝜆𝑢)  lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 𝑓 𝑥 exp −𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥

𝑇+𝑢

−𝑇+𝑢

 𝑑𝑢

∞

−∞

= 𝐴𝜆𝜑𝜎 𝜆 , 
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где 𝐴𝜆  - коэффициент Фурье функции 𝑓 𝑥 , который соответствует 

спектру 𝜆. В силу теоремы 2.2.1 для спектра функции 𝑓𝜎 𝑥  выполняется 

условие (2.2.2) и так как 

𝐴𝜆 = 0 при  𝜆 ≥ 𝜎; 𝐴𝜆 = 0 при 𝜆 ≠ 𝜆𝑘 , то 𝐵𝜆𝑘
= 𝐴𝜆𝑘

𝜑𝜎 𝜆𝑘 . 

Отсюда следует соотношение (2.2.22) и теорема 2.2.5 доказана. 
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Заключение 

Основные результаты и выводы 

Основными научными результатами диссертационной работы 

заключаются в следующие: 

1. найдены достаточные условия абсолютной сходимости рядов Фурье 

равномерных почти-периодических функций, когда: а) их спектр имеет 

единственную предельную точку в бесконечности; б) их спектр имеет 

единственную предельную точку в нуле, при этом в качестве 

структурной характеристики функций, используется величина, 

построенная на базе преобразование Лапласа [3-A, 4-A, 8-A, 10-A, 11-A]; 

2. аналогичные результаты получены для рядов Фурье равномерных 

почти-периодических функций с малыми пропусками [5-A, 6-A, 9-A]; 

3. установлены условия отклонения функций 𝑓 𝑥 ∈ 𝑩  от сумм типа 

Марцинкевича, частных сумм и интеграла Фурье в равномерной метрике 

[1-A, 2-A, 3-A, 7-A]; 

4. доказаны условия принадлежности целых функций ограниченной 

степени к классу почти-периодических функций [7-A, 12-A]. 

Рекомендации по практическому использованию результатов: 

Результаты, полученные в диссертационной работе, носят 

теоретический и практический характеры, и они могут быть 

использованы в теории рядов Фурье различных классов почти-

периодических функций и теории приближения. Материалы диссертации 

могут использоваться при чтении специальных курсов для студентов, 

магистрантов и докторантов в высших учебных заведениях, 

обучающихся по специальности «Математика».  
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