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Обозначения

В диссертационном работе используются следующие обозначения:

• e(α) = e2πiα ;

• ∥α∥ = min({α}, 1− {α}) — расстояние от α до ближайшего целого

числа;

• Γ(s) — гамма-функция Эйлера, которая определяется равенством

1

Γ(s)
= seγs

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)
e−

s
n ,

γ — постоянная (константа) Эйлера, которая определяется следую-

щим образом:

γ = lim
m→+∞

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

m
− lnm

)
;

•
∏
p

— произведение по простым числам;

• Z(t) — функция Харди;

• c , c1 , c2 , . . . , — положительные постоянные, не всегда одни и те же;

• ε , ε1 , . . . — положительные сколь угодно малые постоянные;

• exp(iφ) = cosφ+ i sinφ ;

• [α] — целая часть α — наибольшее целое число, не превосходящее

α ;

• {α} = α− [α] — дробная часть α ;

• ln x = log x — натуральный логарифм x ;

• запись A≪ B означает, что существует c > 0 такое, что |A| ≤ cB ;
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• запись A ≫ B означает, что существует B > 0 и A > cB , где

c — постоянная, большая нуля;

• N(T ) — число нулей ζ(s) в прямоугольнике 0 < Re s < 1 ,

0 < Jms ≤ 1 ;

• N0(T ) — число нулей функции f(s) — Дэвенпорта-Хейльбронна в

области Re s = 1/2 , 0 < Jms ≤ T ;

• N(σ, T ) — число нулей функции f(s) в прямоугольнике

σ < Re s < 1 , 0 < Jms ≤ T ;

• для действительных положительных функций f и φ запись

f ≍ φ означает, что существуют положительные c1 и c2 такие, что

c1f ≤ φ ≤ c2f ;

• во всех утверждениях, касающихся ζ — функций ζ(s) , s = σ + it .

Если s имеет какие-либо индексы, то такие же индексы имеют σ и

t , Res = σ , Ims = t ;

• L = lnP , P =
√

5T (2π)−1 ;

• T ≥ T0 > 0 , где T0 — достаточно большое натуральное число;

• T ≤ t ≤ T +H ;

• при ссылках теоремы, леммы и формулы нумеруются тремя индек-

сами: номер главы, номер параграфа, номер утверждения.
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Введение

Актуальность темы исследования. Исследования по теории

дзета-функции Римана берёт своё начало с XIX века и отдельные раз-

делы этой теории стали самостоятельными научными направлениями

современной аналитической теории чисел.

В исследованиях по теории дзета-функции Римана одним из глав-

ных направлений является изучение нулей ζ(s) , лежащих на критиче-

ской прямой. А изучение нулей дзета-функции Римана на критической

прямой сводится к изучению действительных нулей функции Харди.

Одним из вопросов относительно этих нулей является вопрос о вели-

чине промежутка, на котором заведомо лежат нуль функции Харди и её

производные.

Гипотеза Римана не верна для функции Дэвенпорта-Хейльбронна,

который является простейшим рядом Дирихле, удовлетворяющим функ-

циональному уравнению риманова типа. Кроме того известно, что на

критической прямой лежит очень много нулей функции Дэвенпорта-Хей-

льбронна.

Исследования нулей функции Харди и её производных, а так-

же нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих на критической

прямой, ранее рассматривались в работах английских математиков

Г.Харди и Дж.Литтлвуда [197]–[201], Г.Дэвенпорта и Г.Хейльбронна

[178], норвежского математика А.Сельберга [307], чешского матема-

тика Я.Мозера [124]–[129] и советских математиков С.М.Воронина

[12]–[26], А.А.Карацубы [52]–[78], С.А.Гриценко [27]–[50], И.С.Резвякова

[153]–[162], М.А.Королёва [80]–[98], А.Ф.Лаврика [103]–[123].

Актуальность и целесообразность данной работы определяются тем,

что полученные результаты об оценке длины промежутка критической

прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного порядка произ-

водной j -го порядка функции Харди, и оценка количества нулей функ-
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ции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критической пря-

мой являются новыми и наилучшими.

Степень научной разработанности изучаемой проблемы.

В дальнейшее развитие теории нулей функции Харди и её производ-

ных и функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих на критической

прямой, значительный вклад внесли следующие известные математи-

ки: А.А.Карацуба [209]–[244], С.М.Воронин [312]–[320], И.М.Виноградов

[7]–[11, 311], Г.И. Архипов [5, 6, 174], З.Х.Рахмонов [133]–[152, 295,

296], С.М.Гриценко [182]–[196], M.N.Huxley [202]–[205], В.Н.Чубариков

[172], М.А.Королёв [245]–[271], А.А. Лаврик [99]–[102, 273, 274, 275],

А.Ф.Лаврик [276]–[290], И.С.Резвякова [297]–[306], Л.В.Киселёва [79],

М.Е.Чанга [169, 170, 176, 177], A.P.Ivic [206], H.Iwaniec [207], И.Ш. Джа-

боров [51, 208] и M.Z.Garaev [180].

Дзета-функция Римана является аналитической функцией на всей s

– комплексной плоскости, за исключением точки s = 1 и имеют триви-

альные нули при чётных целых отрицательных s . Нетривиальные нули

ζ(s) находятся в полосе 0 ≤ Res ≤ 1 , которая называется «критической

полосой».

В работе [173] Л.Эйлер изучал функцию ζ(s) при действительных s

и с помощью своего тождества предложил аналитическое доказательство

теоремы Евклида о бесконечности числа простых чисел. Б.Риман [163]

изучал ζ(s) как функцию комплексного переменного. Он доказал, что

применяя теорию функций комплексного переменного для ζ(s) , можно

получить новые результаты о распределении простых чисел.

До сих пор не доказанная гипотеза Римана утверждает следующее:

«все нетривиальные нули дзета-функции Римана, лежат на

прямой Res = 1/2». Нули ζ(s) на критической прямой — это действи-

тельные нули функции ζ(1/2 + it) .

Существуют функции, обладающие свойствами ζ(s) , но не имеющие
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эйлерова произведения. Для некоторых из них удаётся показать, что ги-

потеза Римана неверна. Более того, нули некоторых из этих функций

встречаются в любой полосе. Примером таких функций является функ-

ция Дэвенпорта-Хейльбронна, которую впервые исследовали Г.Харди и

Дж.Литтлвуд в 1936 г.

Из вышеприведённого рассуждения по теории нулей функции Хар-

ди и её производной, а также нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна,

лежащих на критической прямой, следует, что данные направления яв-

ляются актуальными, и этим актуальным проблемам посвящается насто-

ящая диссертационная работа.

Связь работы с научными программами (проектами), тема-

ми. Данное диссертационное исследование выполнено в рамках реали-

зации перспективного плана научно-исследовательской работы кафед-

ры алгебры и теории чисел Таджикского национального университета

2016-2020 гг. по теме «Тригонометрические суммы и их приложения».

ГР 0116TJ00663.
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Общая характеристика работы

Цель исследования. Целями диссертационной работы являются:

• нахождение по множеству всех экспоненциальных пар нижней гра-

ни длины промежутка критической прямой, содержащей нуль нечёт-

ного порядка производной j -го порядка функции Харди;

• получение новых равномерных по параметрам оценок специальных

тригонометрических сумм в терминах экспоненциальных пар;

• усиление неравенства А.А.Карацубы о количестве нулей функции

Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках крити-

ческой прямой для промежутков, имеющих более короткую длину.

Задачи исследования. В соответствии с поставленными целями

выделяются следующие задачи:

• свести задачу об оценке сверху величины длины промежутка кри-

тической прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного

порядка производной j -го порядка функции Харди, к задаче опти-

мизации по множеству всех экспоненциальных пар;

• получить новые оценки сверху величины длин промежутков кри-

тической прямой, в которых заведомо содержатся нули нечётного

порядка производной j -го порядка функции Харди;

• получить новые равномерные по параметрам оценки специальных

тригонометрических сумм, в терминах экспоненциальных пар;

• свести задачу об оценке количества нулей нечётного порядка функ-

ции Дэвенпорта-Хейльбронна к задаче отыскания экспоненциаль-

ных пар;
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• усилить неравенство А.А.Карацубы о количестве нулей функции Дэ-

венпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках критиче-

ской прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую

длину.

Объект исследования. Объектами исследования являются нули

производной j -го порядка функции Харди, лежащие на критической

прямой, оценка специальных и кратных тригонометрических сумм и

нули функции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках кри-

тической прямой.

Предмет исследования. Предметом исследования является полу-

чение новых равномерных по параметрам оценок специальных тригоно-

метрических сумм в терминах экспоненциальных пар, получение новых

оценок сверху величины длин промежутков критической прямой, в ко-

торых заведомо содержатся нули нечётного порядка производной j -го

порядка функции Харди, а также усиление неравенства А.А.Карацубы о

количестве нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких проме-

жутках критической прямой, для промежутков, имеющих более корот-

кую длину.

Научная новизна исследования. Все основные результаты дис-

сертации являются новыми, представляют теоретический интерес и со-

стоят в следующем:

• задача об оценке сверху величины длины промежутка критической

прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного порядка

производной j -го порядка функции Харди, сведена к задаче опти-

мизации по множеству всех экспоненциальных пар;

• найдены новые оценки сверху величины длин промежутков крити-

ческой прямой, в которых заведомо содержатся нули нечётного по-

рядка производной j -го порядка функции Харди;
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• получены новые равномерные по параметрам оценки тригономет-

рических сумм Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 в терминах экспоненциальных

пар, которые возникают при исследовании нулей нечётного порядка

функции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках крити-

ческой прямой;

• с использованием новых равномерных по параметрам оценок триго-

нометрических сумм задача об оценке количества нулей нечётного

порядка функции Дэвенпорта-Хейльбронна сведена к задаче отыс-

кания экспоненциальных пар;

• усилено неравенство А.А.Карацубы о количестве нулей функции Дэ-

венпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках критиче-

ской прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую

длину.

Теоретическая и научно-практическая значимость работы.

Результаты, полученные в диссертации, носят теоретический характер.

Они могут найти применения в аналитической теории чисел при даль-

нейших исследованиях нулей рядов Дирихле, в том числе, линейных ком-

бинациях L – рядов Дирихле, для которых не выполняется гипотеза

Римана о нулях в критической полосе. Полученные результаты могут

быть использованы в научных учреждениях и ВУЗах, где ведутся иссле-

дования по аналитической теории чисел, например, в Математическом

институте им. В.А. Стеклова Российской Академии наук, в Московском

государственном университете им. М.В. Ломоносова, в Таджикском наци-

ональном университете, в Таджикском государственном педагогическом

университете им. С.Айни. Также материалы диссертации могут быть ис-

пользованы при чтении специальных курсов для студентов и магистров

в высших учебных заведениях, обучающихся по специальности «Мате-

матика».
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Положения, выносимые на защиту:

1. Теорема о сведении задачи оценки сверху величины длины проме-

жутка критической прямой, в котором заведомо содержится нуль

нечётного порядка производной j -го порядка функции Харди, к за-

дачам оптимизации по множеству всех экспоненциальных пар;

2. Теорема об оценке сверху величины длины промежутка критической

прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного порядка

производной j -го порядка функции Харди.

3. Теорема о получении равномерных по параметрам оценок специаль-

ных тригонометрических сумм в терминах экспоненциальных пар.

4. Теорема о сведении задачи об оценке количества нулей нечётного

порядка функции Дэвенпорта-Хейльбронна, к задачам отыскания

экспоненциальных пар.

5. Теорема о количестве нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, ле-

жащих в коротких промежутках критической прямой, когда проме-

жуток имеет более короткую длину.

Степень достоверности результатов. Достоверность результа-

тов диссертационной работы обеспечивается строгими математическими

доказательствами всех утверждений, приведённых в диссертации, под-

тверждается исследованиями других авторов.

Соответствие диссертации паспорту научной специально-

сти. В диссертационной работе исследуются задачи по аналитической

теории чисел, которые соответствуют паспорту научной специальности

01.01.06 - Математическая логика, алгебра и теория чисел (Пункт III

параграф 3 паспорта научной специальности).

Личный вклад соискателя учёной степени. Задачи исследова-

ния были сформулированы совместно с научным консультантом рабо-

ты, который оказывал консультативное содействие. Основные результа-

ты диссертационной работы, отражённые в разделе «Научная новизна»,
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получены лично автором.

Апробация и реализация результатов диссертации. Основные

результаты диссертации обсуждены и получили положительные отзывы

на следующих конференциях и семинарах:

• международной конференции «Современные проблемы анализа

и преподавания математики», посвящённой 105-летию академика

С.М. Никольского. г. Москва, МГУ им. М.В.Ломоносов, 17-19 мая

2010 г.;

• VIII-ой международной конференции «Алгебра и теории чисел:

Современные проблемы и приложения», посвящённой 190-летию

П.Л.Чебышева и 120-летию И.М.Виноградова, г. Саратов, 12-17 сен-

тября 2011 г;

• международной конференции «Комплексный анализ и его приложе-

ния в дифференциальных уравнениях и теории чисел». г. Белгород.

17-21 октября 2011 г.;

• международной конференции «Современные проблемы теории диф-

ференциальных уравнений и математического анализа», посвящён-

ной 80-летию академика АН РТ Джураева А.Д., г. Душанбе, 07-08

декабря 2012 г.;

• международной научной конференции «Современные проблемы

теории функций и дифференциальных уравнений», посвящённой

85-летию академика АН РТ Л.Г.Михайлова, г. Душанбе, 17-18 июня

2013 г.;

• международной научно-практической конференции «Наука и инно-

вационные разработки – северу». Россия, г. Мирный, 10-12 марта

2014 г.;
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• XIII-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-

кретная геометрия: современные проблемы и приложения», посвя-

щенной 80-летию со дня рождения профессора С.С.Рышкова. Рос-

сия, г. Тула, 25-30 мая 2015 г.;

• XIV-ой международной конференции «Алгебра и теория чисел: со-

временные проблемы и приложения», посвящённой 70-летию со дня

рождения Г.И.Архипова и С.М.Воронина. г. Саратов, 12-15 сентября

2016 г.;

• международной научной конференции «Актуальные проблемы при-

кладной математики и физики». г. Нальчик, 17-21 мая 2017 г.;

• IV-ой международной научной конференции «Актуальные пробле-

мы прикладной математики». г. Нальчик, 22-26 мая 2018 г.;

• XV-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-

кретная геометрия: современные проблемы и приложения», посвя-

щённой столетию со дня рождения профессора Н.М.Коробова. Рос-

сия. г. Тула, 28-31 мая 2018 г.;

• международной конференции «Современные проблемы математики

и механики», посвящённой 80-летию академика РАН В.А.Садовничего.

г. Москва, 13-15 мая 2019 г.;

• XVI-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-

кретная геометрия: современные проблемы, приложения и пробле-

мы истории», посвящённой 80-летию со дня рождения профессора

Мишеля Деза. Россия. г. Тула, 13-18 мая 2019 г.;

• XVII-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и

дискретная геометрия: современные проблемы, приложения и про-

блемы истории», посвящённой 100-летию со дня рождения профес-

сора Н.И.Фельдмана и 90-летию со дня рождения профессоров

А.И.Виноградова, А.В.Малышева и Б.Ф.Скубенко. г. Тула, 23-28

сентября 2019 г.;
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• международной конференции «Современные проблемы и приложе-

ния алгебры, теории чисел и математического анализа», посвящён-

ной 60-летию академика З.Х.Рахмонова и члена-корреспондента

С.А.Исхокова, г. Душанбе, 13-14 декабря 2019 г.;

• XVIII-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и

дискретная геометрия: современные проблемы, приложения и про-

блемы истории», посвящённой столетию со дня рождения профес-

соров Б.М.Бредихина, В.И.Нечаева и С.Б.Стечкина. г. Тула, 23-26

сентября 2020 г.;

• XIX-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-

кретная геометрия и многомасштабное моделирование: современные

проблемы, приложения и проблемы истории», посвящённой двухсот-

летию со дня рождения академика П.Л.Чебышева. г. Тула, 18-22 мая

2021 г.;

• XX-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел, дис-

кретная геометрия и многомасштабное моделирование: современ-

ные проблемы, приложения и проблемы истории», посвящённой

130-летию со дня рождения академика И.М.Виноградова. г. Тула,

21-24 сентября 2021 г.;

• семинар кафедры алгебры и теории чисел Таджикского националь-

ного университета;

• семинар отдела алгебры, теории чисел и топологии (2016-2020 гг.) и

общеинститутский семинар (2016-2020 гг.) в Институте математики

им. А.Джураева НАН Таджикистана.

Публикации по теме диссертации. Основные результаты дис-

сертации опубликованы в 40 работах, список которых приведён в конце

диссертации. Работы [1-A]–[18-A] опубликованы в журналах из перечня

рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК



16

при Президенте Республики Таджикистан, 16 из них написаны без соав-

торов. Работы [1-A], [2-A] и [3-A] опубликованы в журналах, входящих

в международные библиографические и реферативные базы данных и

систем цитирования Web of Science и Scopus, одна из которых на-

писана в соавторстве с научным консультантом, которому принадлежит

постановка задачи.

Структура диссертации и объём. Диссертация состоит из списка

обозначений, введения, общей характеристики работы, трёх глав, обсуж-

дения полученных результатов, выводов, списка цитированной литерату-

ры из 360 наименований, занимает 218 страниц машинописного текста и

набрана на редакторе LATEX. Главы разбиты на параграфы. Для удобства

в диссертации применена сквозная нумерация теорем, лемм и формул.

Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с

номером главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья-на по-

рядковый номер теорем, лемм или формул в данном параграфе.
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Глава 1

Анализ литературы по нулям производных функции

Харди и функции Дэвенпорта-Хейльбронна,

лежащие на критической прямой

В этой главе излагается анализ изученной литературы по теме дис-

сертационной работы, приводятся основы теоретико-методологического

исследования, методы исследования, анализ существующих проблем и

полученных результатов, а также нерешенные задачи по теме диссерта-

ционной работы.

1.1. Краткий исторический обзор о нулях функции Харди и её

производных

Одной из актуальных задач теории дзета-функции Римана является

доказательство существования её нулей на коротких промежутках крити-

ческой прямой или, что то же самое, вещественных нулей функции Хар-

ди Z(t) . Обобщением этой задачи является исследование нулей производ-

ных Z(j)(t) этой функции. Существование вещественных нулей функции

Харди и её производных на коротких промежутках критической прямой

является одной из актуальных проблем аналитической теории чисел.

Нули функции Харди и её производных исследовали такие знаме-

нитые учёные как Г.Харди, Дж.Литтлвуд [197]–[201], А.Сельберг [307],

Я.Мозер [124]–[129], С.М.Воронин [26], А.А.Карацуба [52]–[60] и другие.

Английский математик Г.Харди впервые исследовал нули функции

Z(t) на критической прямой. Он в 1914 г. в работе [197] доказал теорему:

Теорема Харди [197]. Функция Z(t) имеет бесконечно много ве-

щественных нулей.
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Продолжая свои исследования Г.Харди и Дж.Литтлвуд [199], [200]

в 1918–1921 гг. доказали следующее утверждение, которое значительно

перекрыло теорему Г.Харди.

Первая теорема Харди Литтлвуда [199]. Пусть T ≥ T0 > 0,

H ≥ T 1/6 ln2 T , тогда промежуток (T, T +H) содержит нуль нечёт-

ного порядка функции Z(t).

Вторая теорема Харди Литтлвуда [200]. Для любого ε > 0

существуют T0 = T0(ε) > 0, c = c(ε) > 0, такие что при T ≥ T0 > 0,

H = T 1/2+ε справедливо неравенство

N0(T +H)−N0(T ) ≥ cH,

где N0(T ) – число нулей нечётного порядка функции Z(t), лежащих

на промежутке (0, T ).

Эти теоремы открыли два направления исследований, первое – оцен-

ки сверху расстояний между соседними вещественными нулями функ-

ции Z(t) , а второе – плотность нулей Z(t) на промежутках (T, T +H) ,

H = T α+ε с возможно меньшими значениями α .

А.Сельберг [307] в 1942 г. доказал усиленный вариант второй теоре-

мы Г.Харди и Дж.Литтлвуда.

Теорема Сельберга [307]. Для любого ε > 0 существуют T0 =

T0(ε) > 0, c = c(ε) > 0, такие, что при T ≥ T0 > 0, H = T 1/2+ε

справедливо неравенство

N0(T +H)−N0(T ) ≥ cH lnT.

При изучении количества нулей функции Z(t) на промежутке (0, T ) ,
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основной идеей является сравнивание интегралов I1 и I2 , где

I1 =

∫ t+h

t

|Z(u)|du, I2 =

∣∣∣∣∫ t+h

t

Z(u)du

∣∣∣∣ .
Если I1 ̸= I2 , тогда функция Z(u) на промежутке (t, t+h) меняет знак,

то есть этот промежуток имеет нуль нечётного порядка функции Z(u) .

Эту идею затем дополнил А.Сельберг [307]. Он вместо функции Z(u)

рассматривал функцию

F (u) = Z(u)|f1(u)|2,

где f1(u) подбирается так, чтобы функция F (u) «в среднем» была близ-

ко к постоянной. А.Сельберг при выборе f1(u) пользовался тем, что

функция ζ(s) имеет эйлерова произведение, это впервые применили Г.

Бор и Э.Ландау при оценке количества нулей функции Z(t) на проме-

жутке (0, T ) .

А.Сельберг об оценках количества нулей функции Z(t) на проме-

жутке (0, T ) высказал гипотезу, что результат должен иметь место при

H = T α+ε , где α – фиксированное положительное число, меньше 1/2.

Эту гипотезу при α = 27/82 решил А.А.Карацуба [55],[56],[57]. Он в

своих работах отметил, что показатель

α =
27

82
=

1

3
− 1

246

может быть заменен и меньшим числом, однако это связано с исключи-

тельно громоздкими оценками специального вида тригонометрических

сумм.

Новые важные результаты по названным проблемам получил

Я.Мозер [124]–[129]. Он в своих работах доказал следующие теоремы:

Первая теорема Мозера [124]. Пусть T ≥ T0 > 0, H ≥

T 1/6 ln2 T , тогда промежуток (T, T + H) содержит нуль нечётного
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порядка функции Z(t).

Вторая теорема Мозера [128]. При T ≥ T0 > 0, H ≥ T 5/12 ln3 T

имеет место оценка

N0(T +H)−N0(T ) ≥ cH ln3 T,

c > 0 – абсолютная постоянная.

А.А. Карацуба [52], [58] получил нетривиальную оценку для триго-

нометрических сумм вида

C(u,M) =
∑

M<m≤M1

e

(
t ln(P1 −m)

2π

)
,

где

t ≥ t0 > 0,
√
P1 ≤M ≤ P1

10
, M1 ≤ 2M, P1 =

[√
t

2π

]
,

который позволил ему получить более точный результат, чем Я.Мозер.

Лемма А.А. Карацубы [52]. Пусть t ≫ 1, P = [
√
t/2π],

√
P ≪M ≪ P ,

C(u,M) =
∑

M<m≤2M

eit ln(P−m).

Тогда имеет место следующая оценка:

C(u,M) ≪ P−2/7M8/7 + P−13/29M19/14,

где постоянная в знаке ≪ – абсолютная.

Первая теорема А.А.Карацубы [56]. При H ≫ T 5/32 ln2 T про-

межуток (T, T +H) содержит нуль нечётного порядка функции Z(t).

При доказательстве этой теоремы А.А.Карацуба следовал Харди-

Литтлвуду-Мозеру, изучал вещественные нули функции Z(t) , которые

являются вещественными нулями дзета-функция Римана, лежащей на

критической прямой. Он [52] предполагал, что при любом ε > 0 , T ≥
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T0(ε) > 0 , H = T ε промежуток (T, T +H) содержит нуль нечётного по-

рядка функции Z(t) . Однако эта гипотеза не следует даже из гипотезы

Римана.

А.А. Карацуба вместе с задачей о нулях функции Харди, рассмот-

рел более общую задачу – о нулях производной j–го порядка функции

Харди [52], [209]. Ему удалось доказать, что с увеличением порядка про-

изводных длина промежутка, на котором заведомо лежит нуль нечётного

порядка функции Z(j)(t) , уменьшается.

Вторая теорема А.А.Карацубы [52]. Пусть j – целое число,

j > 0, T ≫ 1,

H ≫ T
1

6j+6 (lnT )
2

j+1 .

Тогда промежуток (T, T+H) содержит нуль нечётного порядка функ-

ции Z(j)(t).

При доказательстве этой теоремы А.А.Карацуба пользовался теми

же средствами, что и Я. Мозер, с добавлением дополнительного сообра-

жения о многократном усреднении, которое довольно часто встречается

в разных задачах теории чисел. Кроме того, он применил новый приём

оценки специальных тригонометрических сумм C(u,M) , который позво-

лил ему удачно использовать особенность решаемой задачи.

А.А.Карацуба отметил, что если для оценки тригонометрических

сумм C(u,M) применить более сложные методы, например, метод экс-

поненциальных пар, то для этой суммы можно получить более точную

оценку [26].

В работах [139], [142], применяя метод экспоненциальных пар, для

специальных тригонометрических сумм C(u,M) по множеству всех экс-

поненциальных пар, авторы получили новую нетривиальную оценку ви-

да

|C(t,M)| ≪ P
1
2−λ
1 M−1

2+κ+2λ,
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которая позволила получить более точные результаты, чем результат

А.А. Карацубы, т.е. было доказано следующее: Пусть T ≥ T0 > 0.

Тогда промежуток (T, T +H) при

H ≥ T
5
32−

5
6
−R

192(2R+1) ln2 T,

где R = 0.8290213568591335924092397772831120 . . ., константа Ранки-

на, имеет нуль нечётного порядка функции Z(t).

При доказательстве этой теоремы авторы пользуются методом экс-

поненциальных пар в сочетании с алгоритмом определения экспоненци-

альных пар.

Полученный результат является уточнением результата А.А. Кара-

цубы и в рамках метода оптимизации экспоненциальных пар, является

окончательным.

Задача о получении более точных результатов в исследовании нулей

нечётного порядка функции Харди и её производных, лежащих на кри-

тической прямой, успешно решена в настоящей диссертационной работе.

К нерешенным задачам относится до сих пор не доказанная гипо-

теза Римана о нулях дзета-функция Римана, лежащих на критической

прямой.

1.2. Краткий исторический обзор о нулях функции

Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащие на критической прямой

Нули функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащие на критической

прямой, исследовали Г.Дэвепорт и Г.Хейльбронн [178], С.М.Воронин

[21], [22], [25], [26], А.А.Карацуба [61], [62], [63], [66], [67], [68], [69],

С.А.Гриценко [43], [44], [45], [46], [47], [48], [49] и З.Х.Рахмонов [150], [146],

[148], [149], [151].



23

В 1936 г. Г.Дэвенпорт и Г.Хейльбронн [178] исследовали функцию

f(s) = c1L(s, χ) + c1L(s, χ),

где χ – характер Дирихле по модулю 5 с условием χ(2) = i , а постоянная

c1 выбрана так, чтобы для f(s) выполнялось функциональное уравнение

риманова типа

g(s) = g(1− s), g(s) =
(π
5

)−s/2

Γ

(
s+ 1

2

)
f(s).

Количество нулей функции f(s) в области 0 < Ims ≤ T , Res ≥ σ

обозначают через N(σ, T ) , а количество нулей функции f(s) в области

0 < Ims ≤ T , Res = 1/2 через N0(T ) .

В работе [178] Г.Дэвенпорт и Г.Хейльбронн доказали следующее.

Теорема Девенпорта-Хейльбронна. При Res > 1, 0 < Ims ≤ T

для функции f(s) имеет место неравенство

N(1, T ) ≥ c1T,

где c1 > 0 – абсолютная постоянная.

С.М.Воронин [22] в 1980 г. доказал

Теорема Воронина [22]. При 1/2 < σ1 < σ2 < 1 справедливо

неравенство

N(σ2, T )−N(σ1, T ) ≥ c2T,

где c2 = c2(σ1, σ2) > 0.

Кроме того, С.М.Воронин [21] показал, что прямая Res = 1/2 явля-

ется исключительным множеством для нулей функции f(s) .

Теорема Воронина [21]. Пусть T > T0 ≥ 0, тогда имеет место

неравенство

N0(T ) ≥ c3T exp

(
1

20

√
ln ln ln lnT

)
,
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где c3 > 0 – абсолютная постоянная.

А.А.Карацуба [61], [62] в 1989 г. создал новый метод, с помощью кото-

рого получил более точную оценку. Основная идея метода А.А.Карацубы

заключаются в следующем:

• при Res > 1 использовать наличие у функции f(s) множителя

f1(s) =
∏

p≡±1(mod5)

(
1− χ1(p)

ps

)−1

,

то есть, f1(s) является общим делителем L(s, χ) и L(s, χ1) ;

• сравнивать малые положительные степени абсолютных величин ин-

тегралов от вещественной функции F (t) , соответствующей f(s) .

Теорема Карацубы [61]. Пусть ε – произвольное малое фик-

сированное положительное число, не превосходящее 0,01. Тогда при

H = T
27
82+ε , T ≥ T0(ε) > 0, справедливо неравенство

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(log T )
1
2−ε.

В 1994 г. А.А.Карацуба [67], [68], развивая свой метод, получил ещё

более точную оценку, а именно, множитель (log T )−ε заменил менее убы-

вающей функцией T .

Теорема Карацубы [68]. Пусть ε – произвольное малое фик-

сированное положительное число, не превосходящее 0,01. Тогда при

H = T
27
82+ε , T ≥ T0(ε) > 0, справедливо неравенство

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(log T )
1
2 exp(−c4

√
log log T ),

где c4 – положительная абсолютная постоянная.
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При оценке количества нулей нечётного порядка функции Дэвен-

порта-Хейльбронна в коротких промежутках критической прямой, основ-

ным содержанием являются оценки специальных тригонометрических

сумм Wj(T ) . При j = 0, 1, 2 определим три типа сумм Wj(T ) . Введём

параметры, от которых будут зависеть эти суммы: Y – растущий пара-

метр, Y ≥ Y0 > 0 , где Y0 – достаточно большое число; 0, 5Y ≤ T ≤ Y ;

P =
√
T/2π ; P0 =

√
Y/2π ; 0 < X ≤ P ; параметр X выбирается неко-

торым оптимальным образом из условий решаемой задачи; A ≥ 10 ; A

– постоянное число; 0 < ε1 < 0, 01 ; ε1 – постоянное число; L = lnY ;

h = AL−1 ; 0 < H < 3
√
X ; H1 = H + h ; 0 < ε < 0, 001 ; ε – постоянное

число. Через a(λ) обозначим число

a(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

β(ν1)β(ν2)

ν2
, β(ν) =

 α(ν)

(
1− ln ν

lnX

)
, 1 ≤ ν < X,

0, ν ≥ X,

где λ – рациональные числа, знаменатель которых не превосходит X , а

числа α(ν) находятся из соотношения

1√
ζ(s)

=
∞∑
ν=1

α(ν)

νs
, Res > 1.

Суммы Wj(T ) определим равенствами

W0(T ) =
∑

λ1<λ2<P

a(λ1)a(λ2)√
λ1λ2

(
λ2
λ1

)iT

e
−
(

H1
2 ln

λ2
λ1

)2
;

W1(T ) =
∑

λ1<λ2<P
1−ε1
0

a(λ1)a(λ2)√
λ1λ2

(
λ2
λ1

)iT

B(λ1)B(λ2)e
−
(

H
2 ln

λ2
λ1

)2
;

W2(T ) =
∑

P
1−ε1
0 <λ1<λ2<P

a(λ1)a(λ2)√
λ1λ2

(
λ2
λ1

)iT

e
−
(

H1
2 ln

λ2
λ1

)2
,
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где

B(λ) = ((Pλ−1)ih − 1)(lnPλ−1)−1.

А.А.Карацуба [58] в 1985 г. для суммы Wj(T ) впервые получил рав-

номерные по параметрам оценки.

Лемма Карацубы [58]. Пусть X = Y 0,01ε , H = Y 27/82+ε , тогда

для суммы W = Wj(T ) (j = 0, 1, 2) справедлива следующая оценка:

W = Wj(T ) ≪ B0Y
−ε,

где B0 = 1 при j = 0, 2 и B0 = ε−2
1 L−2 + ε−1

1 AL−2 при j = 1.

1.3. Методы исследования

В диссертационной работе используются современные методы ана-

литической теории чисел, а именно, метод ван дер Корпута, метод экс-

поненциальных пар, метод успокаивающий множители Сельберга, метод

производящих функций Дирихле и аналитические методы, применяемые

в теории функции комплексного переменного. Приведём основные мето-

ды исследования.

Метод ван дер Корпута. Метод ван дер Корпута широко приме-

няется при оценке тригонометрических сумм. Например, одной из задач,

в которой метод ван дер Корпута даёт существенное продвижение, явля-

ется проблема Гаусса о числе целых точек в круге. Этот метод впервые

был описан в работах ван дер Корпута в 1921-1922 гг.

Метод ван дер Корпута состоит в том, что суммы заменяются на

интегралы, а интегралы оцениваются. Технически это делается с помо-

щью применения формулы Пуассона с последующей асимптотической

оценкой возникающих интегралов Фурье. В результате получается при-

ближённое равенство двух сумм разной длины; соответствующее преоб-

разование называется B – процессом. Амплитудные функции в обеих
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суммах могут иметь различную форму, но не размер, и их производные

также сравнимы. Далее амплитудные функции упрощаются с помощью

процедуры взятия разностей, являющейся развитием процедуры, приме-

няемой в методе Вейля; эта процедура называется A – процессом. За-

ключительная оценка получается последовательным применением этих

двух процедур.

Основой метода ван дер Корпута является следующее утверждение:

Теорема ван дер Корпута. Пусть k ≥ 2, K = 2k−1 , f(x) ∈

Ck[a, b], b− a ≥ 1. Если выполнены неравенства

0 < λk ≤ f (k)(x) ≤ hλk,

тогда имеет место оценка

∑
a<n≤b

e(f(n)) ≪ h
2
K (b− a)λ

1
2K−2

k + (b− a)1−
2
Kλ

− 1
2K−2

k ,

где постоянная в знаке ≪ абсолютная.

Метод экспоненциальных пар. Рассмотрим тригонометриче-

скую сумму вида

Sf(N) =
∑

N<n≤N ′

e(f(n)),

где N ≤ N ′ ≤ 2N , а f – гладкая функция на [N ; 2N ] . Предположим,

что производные функции f удовлетворяют условию

|f (j)(x)| ≍ FN−j (1.3.1)

при N ≤ x ≤ 2N для всякого j ≥ 0 с подразумеваемой константой,

зависящей только от j . В частности, имеется в виду, что |f(x)| ≍ F и

|f ′(x)| ≍ FN−1 . Если N больше, чем F , в достаточно большое число

раз, тогда

Sf(N) ≪ NF−1.
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Эта оценка является оптимальной, поскольку в этом случае сумма Sf(N)

хорошо приближается соответствующим интегралом. В дальнейшем мы

не будем рассматривать этот частный случай и для этого предположим,

что

Λ = FN−1 ≥ 1. (1.3.2)

На основе анализа многочисленных примеров можно постулировать

существование универсальных констант

0 ≤ p, q ≤ 1

2
,

обладающих тем свойством, что

Sf(N) ≪ ΛpN q+1
2F ε

для всякой тригонометрической суммы длины N с частотной функцией

f , удовлетворяющей условиям (1.3.1) и (1.3.2). Здесь ε – произвольное

положительное число, а подразумеваемая константа зависит только от ε

и от последовательности подразумеваемых констант в формуле (1.3.1).

Мы будем называть такую пару (p, q) экспоненциальной парой.

Ясно, что если (p, q) – экспоненциальная пара, то экспоненциаль-

ной парой будет и всякая пара больших чисел. Тривиальная оценка для

Sf(N) соответствует экспоненциальной паре

(p, q) =

(
0,

1

2

)
.

E.Phillips показал, что если (p, q) экспоненциальная пара, то экспонен-

циальной парой будет и

A(p, q) =

(
p

2p+ 2
,
q + 1

2

2p+ 2

)
, B(p, q) = (q, p) ,

которые называем A и B процессами.
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Приведём несколько примеров экспоненциальных пар, построенных

исходя из тривиальной пары:

B

(
0,

1

2

)
=

(
1

2
, 0

)
, AB

(
0,

1

2

)
=

(
1

6
,
1

6

)
,

A2B

(
0,

1

2

)
=

(
1

14
,
2

7

)
, A3B

(
0,

1

2

)
=

(
1

30
,
11

30

)
,

A4B

(
0,

1

2

)
=

(
1

62
,
13

31

)
, ABABA2B

(
0,

1

2

)
=

(
1

11
,
1

4

)
.

При решении некоторых задач, например, для оценки дзета-функции

Римана на критической прямой нужна экспоненциальная пара (p, q) с

очень малым p+ q , поскольку

ζ

(
1

2
+ it

)
≪ t

1
2 (p+q)+ε при t ≥ 1.

В 1955 г. Р.А. Ранкин вычислил наименьшее значение суммы p + q по

множеству всех экспоненциальных пар, которые можно получить с по-

мощью A и B – процессов. В других приложениях экспоненциальных

пар ищется минимум дробно-линейной функции

θ(p, q) =
αp+ βq + µ

δp+ γq + ν
.

Имея в виду эти приложения, С.Грэхем в 1985 г. предложил воистину

изящный алгоритм для решения этой задачи.

Отметим, что известны некоторые экспоненциальные пары, которые

методом ван дер Корпута найти невозможно. Например, М.Н. Хаксли и

Н. Уотт, основываясь на работе Е. Бомбьери и Х. Иванеца, показали, что

пара

(p, q) =

(
9

56
,
9

56

)
является экспоненциальной парой. Дальнейшие усовершенствования в

этом направлении приведены в работах М.Н. Хаксли. Вейлевский сдвиг
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(от n к n + q ) был введён с целью уменьшения амплитудной функции

(переход от f(n) к h(n) = f(n + q) − f(n)). Однако этот сдвиг влечет

появление дополнительной переменной суммирования. В теории двумер-

ных экспоненциальных пар это обстоятельство оказывается полезным,

но получаемые при этом улучшения не является очень внушительными.

Метод успокаивающий множители Сельберга. Основная идея

данного метода состоит во введении так называемого «успокаивающего

множителя» («mollifying factor»), который частично успокаивает оба ря-

да Дирихле, входящих, например в определение функции Дэвенпорта-

Хейльбронна

f(s) =
1− iæ

2
L(s, χ) +

1 + iæ

2
L(s, χ̄), æ =

√
10− 2

√
5− 2√

5− 1
,

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
.

Под успокоением понимается понижение порядка роста моментов рядов

Дирихле после умножения этих рядов на соответствующие успокаиваю-

щие множители. Успокаивающий множитель впервые ввёл в математику

А. Сельберг в 1942 г.

Используя существование эйлеровского произведения для дзета-

функции Римана, А. Сельберг в 1942 г. доказал, что конечная часть

нулей ζ(s) лежит на прямой Res = 1/2 . Идея доказательства А. Сельбер-

га состоит в следующем. Несмотря на то, что ряд Дирихле для 1/
√
ζ(s)

расходится при s , лежащем на прямой Res = 1/2 , тем не менее можно

ожидать, что куски этого ряда в среднем будут приближать функцию

1/
√
ζ(s) .

Метод производящих функции Дирихле. Производящие функ-

ции Дирихле часто используются в аналитической теории чисел, в том

числе в мультипликативной теории чисел. Введение производящей функ-
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ции Дирихле обусловлено их свойствами относительно умножения, что

позволяет контролировать мультипликативную структуру натуральных

чисел. Самой известной среди производящих функций Дирихле являет-

ся дзета-функция Римана. Общая же производящая функция Дирихле,

отвечающая последовательности a1, a2, a3, . . . , имеет вид

∞∑
n=1

an
ns
.

Причиной, обуславливающей введение производящих функций Дирихле,

служит их поведение относительно умножения: при перемножении двух

функций

A(s) =
∞∑
n=1

an
ns
, B(s) =

∞∑
n=1

bn
ns

мы получаем функцию

A(s)B(s) =
∞∑
n=1

∑
kl=n

akbl

ns
,

где внутреннее суммирование ведется по всем разложениям числа n в

произведение двух сомножителей.

Таким образом, использование производящих функций Дирихле поз-

воляет контролировать мультипликативную структуру натуральных чи-

сел. Отметим, что сложение таких производящих функций соответствует

обычному почленному сложению последовательностей.

Роль единицы при умножении производящих функций Дирихле иг-

рает функция 1 = 1−s . Любая производящая функция Дирихле A(s)

с ненулевым свободным членом, a1 ̸= 0 , обратима, то есть существует

функция B(s) такая, что A(s)B(s) = 1 . Например обратная функция

для дзета-функции Римана имеет вид

M(s) =
1

ζ(s)
=

∞∑
n=1

µn
ns
,
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где

µn =


(−1)tn, tn − число простых делителей n, если в разложении n

на простые множители нет повторяющихся множителей;

0, в противном случае;

µn называется последовательностью Мёбиуса, а функция M(s) – функ-

цией Мёбиуса.

Метод контурного интегрирования. Метод контурного интегри-

рования является одним из основных методов теории функций комплекс-

ного переменного, позволяющим получать различные неравенства, вы-

ражающие экстремальные свойства однолистных и многолистных функ-

ций, а также тождества, связывающие основные функции областей тео-

рии конформного отображения. Метод существенно связан с использо-

ванием свойств функций, конформно отображающих данную область на

различные канонические области. Метод контурного интегрирования со-

стоит в основном в следующем.

Рассматривается некоторый интеграл, взятый по всему контуру дан-

ной области. Этот интеграл выбирается так, чтобы подынтегральное вы-

ражение содержало множители с указанным выше контурным свойством

и, чтобы после использования этого свойства получался интеграл, вычис-

ляемый с помощью теоремы о вычетах. Если из других соображений из-

вестны либо значение исходного интеграла, либо его знак, то в результате

получается или некоторое соотношение между использованными функ-

циями, или некоторое неравенство, связывающее их. Часто контурный

интеграл, к которому удается применить указанный метод, появляется

в результате преобразования по формуле Грина неотрицательного двой-

ного интеграла - интеграла от квадрата модуля производной некоторой

функции, регулярной в данной области.
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Глава 2

Нули производной функции Харди

Настоящая глава диссертации, состоящая из пяти параграфов, посвя-

щена оценке сверху величины длины промежутка критической прямой,

заведомо содержащей нуль нечётного порядка производной j -го порядка

функции Харди, которая сведена к задаче оптимизации по множеству

всех экспоненциальных пар для оценки специальных тригонометриче-

ских сумм.

2.1. Постановка и изложение основных результатов

Наряду с задачей о соседних нулях функции Харди Z(t) , лежащих

на критической прямой, можно рассмотреть более общую задачу — о

соседних нулях производной j -го порядка функции Харди Z(j)(t) , j ≥ 1 .

С увеличением порядка производной j длина промежутка, на котором

заведомо лежит нуль функции Z(j)(t) , уменьшается.

В 1981 г. А.А.Карацуба [26] обнаружил эффект «сближения»

с ростом j нулей функции Z(j)(t) и доказал следующее: Пусть

j–натуральное число,

T ≥ T0(j) > 0, H ≥ cT
1

6j+6 ln
2

j+1 T, c = c(j) > 0. (2.1.1)

Тогда промежуток (T, T+H) содержит нуль нечётного порядка функ-

ции Z(j)(t).

В первом параграфе изложены основные результаты главы. Второй

параграф главы носит вспомогательный характер, и в нём приведены

известные леммы и определения.

В третьем параграфе главы задача об оценке сверху величины длины

промежутка критической прямой, в котором заведомо содержится нуль
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нечётного порядка производной j -го порядка функции Харди, сведена к

задаче оптимизации по множеству всех экспоненциальных пар.

Основным результатом этого параграфа является следующая

Теорема 2.3.1. Пусть (κ, λ) — произвольная экспоненциальная

пара, j — натуральное число, T ≥ T0(j) > 0, c = c0(j) > 0, тогда

функция Z(j)(t) имеет нуль нечётного порядка в промежутке (T, T +

H), если

H ≥ cT ωj(κ,λ)(lnT )
2

j+1 , ωj(κ, λ) =
κ+ λ− 0.5

2κ+ 4λ+ 2j − 1
.

Дробно-линейную функцию ωj(κ, λ) для удобства представим в виде

ωj(κ, λ) =
1

2

(
1− 1

2− δ−1
j (κ, λ)

)
, δj(κ, λ) =

λ+ j

0, 5− κ+ j
,

и её минимизация сводится к минимизации функции δj(κ, λ) по множе-

ству всех экспоненциальных пар.

Заметим, что теорема А.А.Карацубы является следствием теоремы

2.3.1, при

(κ, λ) =

(
1

6
,
2

3

)
= AB(0, 1), δj

(
1

6
,
2

3

)
= 1 +

1

3j + 1
,

ωj

(
1

6
,
2

3

)
=

1

6j + 6
, j ∈ N.

Доказательство теоремы 2.3.1 проводится по схеме доказательства

теоремы А.А. Карацубы, идеями работ [130, 131, 132, 164, 167, 168, 171,

308, 309, 310], в сочетании с методом экспоненциальных пар.

В четвёртом параграфе главы получена новая оценка сверху величи-

ны длины промежутка критической прямой, в котором содержится нуль

нечётного порядка производных j–го порядка функции Харди, когда

j ≥ 3 .
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Теорема 2.4.1. Пусть j ≥ 3 — натуральное число, T ≥ T0(j) > 0,

c = c(j) > 0, тогда функция Z(j)(t) имеет нуль нечётного порядка в

промежутке (T, T +H), если

H ≥ cT
1

6+6j−
1

6(1+j)(19+18j) (lnT )
2

j+1 .

Доказательство теоремы проводится методом оптимизации экспоненци-

альных пар.

Полученный результат является улучшением оценки (2.1.1) А.А. Ка-

рацубы при любом натуральном j ≥ 3 и является окончательным в

рамках данного метода.

В пятом параграфе главы методом оптимизации экспоненциальных

пар получены новые оценки сверху величины длин промежутков кри-

тической прямой, в котором содержатся нуль нечётного порядка произ-

водных первого и второго порядка функции Харди, что соответственно

уточняет теоремы А.А.Карацубы при j = 1 и j = 2 .

Имеют место следующие утверждения.

Теорема 2.5.1. Пусть T ≫ 1, тогда функция Z ′(t) имеет нуль

нечётного порядка в промежутке (T, T +H), если

H ≫ T
1
12−

65601
810284 lnT.

Теорема 2.5.2. Пусть T ≫ 1, тогда функция Z ′′(t) имеет нуль

нечётного порядка в промежутке (T, T +H), если

H ≫ T
1
18 (lnT )

2
3 .
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2.2. Вспомогательные утверждения

Определение 2.2.1. Функция Харди Z(t) определяется следую-

щим равенством

Z(t) = eiθ(t)ζ

(
1

2
+ it

)
,

где

eiθ(t) = π−
it
2Γ

(
1

4
+
it

2

) ∣∣∣∣Γ(14 +
it

2

)∣∣∣∣−1

.

Лемма 2.2.1. Функция Харди Z(t) принимает действительные

значения при действительных значениях t и действительные нули

Z(t) являются нулями дзета-функция Римана ζ(s), лежащими на кри-

тической прямой.

Доказательство см. [26].

Лемма 2.2.2. Для функции θ(t), заданной в определении 2.2.1, при

t ≥ 2π имеет место формула

θ(t) = t ln

√
t

2π
− t

2
− π

8
+ ∆(t),

где

∆(t) =
t

4
ln

(
1 +

1

4t2

)
+

1

4
arctg

1

2t
− t

2

∫ ∞

0

ρ(u)du(
u+ 1

4

)2
+ t2

4

,

ρ(u) =
1

2
− {u}.

Доказательство см. [26].

Лемма 2.2.3. При всяком целом неотрицательном числе j ≥ 0 и

t ≥ 2π имеет место асимптотическая формула

Z(j)(t) = 2
∑

n≤
√

t
2π

(θ′(t)− lnn)j√
n

cos

(
θ(t)− t lnn+

πj

2

)
+O(t−

1
4 lnj+1 t),
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где

(θ′(t)− lnn)j =

(
1

2
ln

t

2π
− lnn

)j

+O

(
ln t

t

)
,

причем постоянная в знаке О зависит только от j.

Доказательство см. [26].

Замечание 1. При j = 0 формула леммы 2.2.3 называется форму-

лой Римана-Зигеля, то есть

Z(t) = 2
∑

n≤
√

t
2π

cos(θ(t)− t lnn)√
n

+O(t−
1
4 lnn),

где

θ(t) = t ln

√
t

2π
− t

2
− π

8
+ ∆(t).

Лемма 2.2.4. Пусть T ≥ T0 > 0, H ≥ T 1/6 ln2 T . Тогда промежу-

ток (T, T +H) имеет нуль нечётного порядка функции Z(t).

Доказательство см. [26].

Лемма 2.2.5. Пусть t ≥ t0 > 0, P = [
√
t/(2π)],

√
P ≤ M ≤ P .

Рассмотрим тригонометрическую сумму

V (t) =
∑

M<m≤M1

exp(it ln(P −m)), M1 ≤ 2M.

Тогда для |V (t)| справедлива следующая оценка:

V (t) ≪ P−2/7M 8/7 + P−13/28M 19/14.

Доказательство см. [26].

Лемма 2.2.6. Пусть (κ, λ) – произвольная экспоненциальная пара.



38

Тогда для тригонометрической суммы

C(t,M) =
∑

M<m≤M1

e

(
t ln(P1 −m)

2π

)
,

с условиями

t ≥ t0 > 0,
√
P1 ≤M ≤ P1

10
, M1 ≤ 2M, P1 =

[√
t

2π

]
,

имеет место оценка

|C(t,M)| ≪ P
1
2−λ
1 M−1

2+κ+2λ.

Полученный результат обобщает лемму А.А.Карацубы (Лемма 2.2.5),

при экспоненциальной паре

(κ, λ) =

(
1

14
,
11

14

)
.

Доказательство см. [165].

Лемма 2.2.7. При H ≥ T α ln2 T , α = 5/32, T ≥ T0 > 0 промежу-

ток (T, T +H) имеет нуль нечётного порядка функции Z(t).

Доказательство см. [26].

Лемма 2.2.8. Пусть T ≥ T0 > 0. Тогда промежуток (T, T + H)

при

H ≥ T
5
32−

5
6
−R

192(2R+1) ln2 T,

где R = 0.8290213568591335924092397772831120 . . ., константа Ранки-

на, имеет нуль нечётного порядка функции Z(t).

Следует отметить, что полученный результат является уточнением

леммы А.А. Карацубы (Лемма 2.2.7) и в рамках метода оптимизации

экспоненциальных пар, является окончательным.

Доказательство см. [165].
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Лемма 2.2.9. (Теорема А.А.Карацубы). Пусть j– натуральное

число и

T ≥ T0(j) > 0, H ≥ cT
1

6j+6 (lnT )
2

j+1 , c = c(j) > 0.

Тогда функции Z(j)(t) имеют нуль нечётного порядка в промежутке

(T, T +H).

Доказательство см. [26].

Лемма 2.2.10. Пусть действительные функции φ(x) и f(x) на

отрезке [a, b] удовлетворяют условиям:

• f (4)(x) и φ′′(x) непрерывны;

• имеют место числа H , U , A, H > 0, 1 ≪ A≪ U , 0 < b−a ≤ U ,

такие, что

f ′′(x) ≍ A−1, f (3)(x) ≪ A−1U−1, f (4)(x) ≪ A−1U−2,

φ(x) ≪ H, φ′(x) ≪ HU−1, φ′′(x) ≪ HU−2.

Тогда из уравнения f ′(xn) = n, определяя числа xn , имеем

∑
a<x≤b

φ(x)e(f(x)) =
∑

f ′(a)≤n≤f ′(b)

c(n)Z(n) +R,

здесь

R = O
(
H(A(b− a)−1 + Ta + Tb + ln(f ′(b)− f ′(a) + 2))

)
,

Tµ =

0, если f ′(µ)–целое число,

min
(
∥f ′(µ)∥−1,

√
A
)
, если ∥f ′(µ)∥ ̸= 0;

c(n) =

1, если f ′(a) < n < f ′(b),

1/2, если n = f ′(a) или n = f ′(b),
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Z(n) =
1 + i√

2

φ(xn)√
f ′′(xn)

exp(2πi(f(xn)− nxn)).

Доказательство см. [54].

Лемма 2.2.11. При любом действительном числе α и H ≥ 1,

имеет место неравенство∣∣∣∣∣
H−1∑
ν=0

e(αν)

∣∣∣∣∣ ≤ min

(
H,

1

∥α∥

)
,

где

∥α∥ = min({α}, 1− {α})− расстояние до ближащего целого.

Доказательство см. [54].

Лемма 2.2.12. (Преобразование Абеля). Пусть на отрезке [a, b]

функция f(x) является комплекснозначной и дифференцируемой, cn –

произвольные комплексные числа. Тогда имеет место равенство

∑
a<n≤b

cnf(n) = −
∫ b

a

C(x)f ′(x)dx+ C(b)f(b),

где

C(x) =
∑

a<n≤x

cn.

Доказательство см. [54].

Определение 2.2.2. Если B ≥ 1, 0 < h ≤ B , F (u) ∈ C∞(B, 2B),

A ≥ 1,

AB1−r ≪ |F (r)(u) |≪ AB1−r, r = 1, 2, 3, . . . ,

здесь постоянные в знаке ≪ зависят только от r , и имеет место
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оценка ∑
B≤n≤B+h

e(F (n)) ≪ AκBλ, 0 ≤ κ ≤ 0.5 ≤ λ ≤ 1,

тогда пара (κ, λ) называется экспоненциальной парой.

Из тривиальной оценки видно, что (0; 1) является экспоненциальной

парой. E.Phillips [181] показал, что если (κ, λ) является экспоненциаль-

ной парой, тогда

A(κ, λ) =

(
κ

2κ+ 2
,
1

2
+

λ

2κ+ 2

)
,

B(κ, λ) =

(
λ− 1

2
, κ+

1

2

)
,

также являются экспоненциальными парами, которые называют A и B

процессами.

Далее приведём алгоритм оптимизации экспоненциальных пар.

Пусть

θ(κ, λ) =
aκ+ bλ+ c

dκ+ eλ+ f
,

где a, b, c, d, e, f — действительные числа. Через P обозначим множество

всех экспоненциальных пар, которые получаются из пары (0, 1) приме-

нением A и B – процессов. Так как

B2(κ, λ) = (κ, λ) и A(0, 1) = (0, 1),

тогда множество P состоит из следующих экспоненциальных пар:

P = {Aq1BAq2B . . . AqkB(0, 1)} ∪ {BAq1BAq2B . . . AqkB(0, 1)}.

Очевидно, что

AP = {Aq1BAq2B . . . AqkB(0, 1)},

BAP = {BAq1BAq2B . . . AqkB(0, 1)}.
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Поэтому

P = AP ∪BAP.

Отметим, что A и B процессы в проективном пространстве можно за-

давать как линейные преобразования. Пусть

A =


1 0 0

1 1 1

2 0 2

 , B =


0 2 −1

2 0 1

0 0 2

 .

Тогда имеем

A


κ

λ

1

 =


κ

κ+ λ+ 1

2κ+ 2

 , B


κ

λ

1

 =


2λ− 1

2κ+ 1

2


и соответственно они в проективном пространстве эквивалентны, то есть

κ
2κ+2

κ+λ+1
2κ+2

1

 =


k

l

1

 ,


2λ−1
2

2κ+1
2

1

 =


k

l

1

 ,

где (k, l) = A(κ, λ) и (k, l) = B(κ, λ) .

Сравнение A и B – процессов с их матрицами особенно удобно, когда

композиция этих процессов соответствует произведению их матриц. На-

пример, матрицы, представляющие композиции A(B(κ, λ)) , имеют вид

AB .

Из равенства P = AP∪BAP для множества всех экспоненциальных

пар вытекает, что

inf
P
θ = inf

P
θA, либо inf

P
θ = inf

P
θBA.

Для минимизации дробно-линейной функции θ(κ, λ) = θΛ по мно-
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жеству всех экспоненциальных пар P , где

θ =

a b c

d e f

 , Λ =


κ

λ

1

 , (2.2.1)

пользуемся алгоритмом определения оптимальных экспоненциальных

пар [181]. Основу этого алгоритма составляют следующие леммы.

Лемма 2.2.13. Пусть для всех (κ, λ) ∈ P выполняется dκ +

eλ + f > 0, r — произвольное вещественное число, удовлетворяю-

щее условию r ≤ inf
P
(κ + λ), Y = max(wr + v − u, w + v − u),

Z = min(wr + v − u, w + v − u). Тогда

inf θ =

 inf θA, если Z ≥ 0;

inf θBA, если Y ≤ 0.

Доказательство см. [181], стр. 57.

Лемма 2.2.14. Пусть число r такое, как в лемме 2.2.13, C — неко-

торое конечное произведение A и B , что inf θBA = inf θBAC , и

sup{κ+λ : (κ, λ) ∈ CAP} = r1 , а также min(rw+v−u, r1w+v−u) ≥ 0,

тогда inf θ = inf θA.

Доказательство см. [181], стр. 59.

Лемма 2.2.15. Пусть u, v , w такие, как в лемме 2.2.13, тогда

следующие условия эквивалентны:

a) inf θ = inf θAq , ∀ q ≥ 0;

b) inf θ = θ(0, 1);

c) w + v ≥ u, u ≤ 0.

Доказательство см. [181], стр. 60.
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В формулировке алгоритма используются следующие обозначения:

u = bf − ce, v = af − cd, w = ae− bd, ξ(θ) =


u

v

w

 . (2.2.2)

Каждая итерация алгоритма состоит из следующих 6 шагов:

1. Проверяем условие dκ+ eλ+ f ≥ 0 .

2. Вычисляем ξ(θ) .

3. Если условие inf θ = θ(0, 1) в лемме 2.2.15 выполняется, то завер-

шаем алгоритм.

4. Проверяем выполнение условия леммы 2.2.15 к θB , то есть, если

выполняется условие inf θ = θ(0.5, 0.5) , то завершаем алгоритм.

5. Проверяем выполнение условия леммы 2.2.13, если лемма 2.2.13 не

применима, то проверяем условие леммы 2.2.14, если и лемма 2.2.14

не применима, то завершаем алгоритм, ибо он не применим в этом

случае.

6. Если inf θ = inf θA , заменяем ξ(θ) на ξ(θA) , если же

inf θ = inf θBA , то ξ(θ) заменяем на ξ(θBA) , иначе, возвращаем-

ся к шагу 5.

2.3. Теорема о нулях производной функции Харди

В этом параграфе, как мы отметили в начале главы, задача об

оценке сверху длины промежутка критической прямой, имеющего нуль

нечётного порядка функции Z(j)(t) , сведена к задаче оптимизации по

множеству всех экспоненциальных пар. При доказательстве теоремы мы

пользуемся теми же средствами, что и А.А.Карацуба, при добавлении
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нового метода оценок специальных тригонометрических сумм, который

позволил удачно использовать особенность решаемой задачи.

Имеет место следующая

Теорема 2.3.1. Пусть (κ, λ) — произвольная экспоненциальная па-

ра, j — натуральное число, T ≥ T0(j) > 0, c = c0(j) > 0, тогда функ-

ция Z(j)(t) имеет нуль нечётного порядка в промежутке (T, T +H),

если

H ≥ cT ωj(κ,λ)(lnT )
2

j+1 , ωj(κ, λ) =
κ+ λ− 0.5

2κ+ 4λ+ 2j − 1
. (2.3.1)

Доказательство теоремы 2.3.1.

Предположим, что T ≤ t ≤ T + H , H ≤ T
1
6 . Сначала рассмотрим

случай, когда j является чётным числом. Согласно лемме 2.2.3, прибли-

женное функциональное уравнение j–ой производной функции Харди

имеет вид

Z(j)(t) = (−1)
j
2 · 2

∑
n≤
√

t
2π

(θ′(t)− lnn)j√
n

cos(θ(t)− t lnn)+

= O(t−
1
4 lnj+1 t). (2.3.2)

Чтобы избавиться от зависимости границы изменения t в формуле

(2.3.2), заменив величину
√

t

2π
на
√
T

2π
= P , находим

Z(j)(t) = (−1)
j
2 · 2

∑
n≤P

(θ′(t)− lnn)j√
n

cos(θ(t)− t lnn) +R(t, j)+

+O(T−1
4 lnj+1 T ),

где

R(t, j) = (−1)
j
2 · 2

∑
P<n≤

√
t
2π

(θ′(t)− lnn)j√
n

cos(θ(t)− t lnn). (2.3.3)
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Сверху оценим сумму R(t, j) , для чего используем лемму 2.2.3, имеем

∣∣(θ′(t)− lnn)j
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
(
ln

√
t

2π
− lnn

)j

+O

(
lnT

T

)∣∣∣∣∣∣≪

≪

∣∣∣∣∣∣
(
ln

√
T +H

2π
− ln

√
T

2π

)j

+
lnT

T

∣∣∣∣∣∣≪
≪
(
1

2
ln

(
1 +

H

T

))j

+
lnT

T
≪
(
H

T

)j

.

Полученную оценку подставляя в (2.3.3), находим

|R(t, j)| ≪ T− 1
4

(√
T +H

2π
−
√
T

2π
+ 1

)
·
(
H

T

)j

≪

≪ T− 1
4 ·
(
H√
T

+ 1

)
·
(
H

T

)j

≪ T−1
4 lnj T.

Отсюда видно, что от замены величины
√

t

2π
на
√
T

2π
= P пра-

вая часть (2.3.2) меняется на величину порядка не выше T−1
4 lnj T и

принимает следующий вид

Z(j)(t) = (−1)
j
2 · 2

∑
n≤P

(θ′(t)− lnn)j√
n

cos(θ(t)− t lnn)+

+O(T−1
4 lnj+1 T ). (2.3.4)

Согласно лемме 2.2.2 функция θ(t) определяется следующим обра-

зом:

θ(t) = θ0(t) + ∆(t),

где

θ0(t) = t ln

√
t

2π
− t

2
− π

8
,

∆(t) =
t

4
ln

(
1 +

1

4t2

)
+

1

4
arctg

1

2t
− t

2

∫ ∞

0

ρ(u)du(
u+ 1

4

)2
+ t2

4

.
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Найдём производную этой функции

θ′(t) = ln

√
t

2π
+
t

2
· 1

t
2π

· 1

2π
− 1

2
+ ∆′(t) = ln

√
t

2π
+∆′(t)

и

∆′(t) =
1

4
ln

(
1 +

1

4t2

)
− 1

2(4t2 + 1)
− 1

2(4t2 + 1)
−

−1

2

∫ ∞

0

ρ(u)du(
u+ 1

4

)2
+ t2

4

+
t2

4

∫ ∞

0

ρ(u)du[(
u+ 1

4

)2
+ t2

4

]2 =

=
1

4
ln

(
1 +

1

4t2

)
− 1

4t2 + 1
− 1

2
J1 +

t2

4
J2,

где

J1 =

∫ ∞

0

ρ(u)du(
u+ 1

4

)2
+ t2

4

, J2 =

∫ ∞

0

ρ(u)du[(
u+ 1

4

)2
+ t2

4

]2 .
Несобственные интегралы J1 и J2 оцениваются одинаково. Например,

оценим интеграл J1 . Знаменатель подинтегральной функции для удоб-

ства обозначим через

f(u) =

(
u+

1

4

)2

+
t2

4
.

Имеем

J1 =

∫ ∞

0

ρ(u)

f(u)
du,

J1 =
∞∑
n=0

[∫ n+0,5

n

ρ(u)

f(u)
du+

∫ n+1

n+0,5

ρ(u)

f(u)
du

]
=

=
∞∑
n=0

∫ 0,5

0

[
1

f(n+ u)
− 1

f(n+ 1− u)

]
(0, 5− u)du.

Так как
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0 ≤ 1

f(n+ u)
− 1

f(n+ 1− u)
≤ (1− 2u)(2n+ 2 + t)(

n2 + t2

4

)2 ≤

≤ (1− 2n)(n+ t)8(
n+ t

2

)4 ≤ 128(1− 2u)

(n+ t)3
,

тогда

J1 =

∫ ∞

0

ρ(u)(
u+ 1

4

)2
+ t2

4

du ≤
∞∑
n=0

∫ 0,5

0

128(1− 2u)

(n+ t)3
(0, 5− u)du =

=
∞∑
n=0

64

(n+ t)3
·
(
−1

2

)
·
∫ 0,5

0

(1− 2u)2d(1− 2u) =
32

3

∞∑
n=0

1

(n+ t)3
=

=
32

3

[∑
n≤t

1

(n+ t)3
+
∑
n>t

1

(n+ t)3

]
≤ 32

3

[∑
n≤t

1

t3
+
∑
n>t

1

n3

]
≤

≤ 32

3

[
1

t2
+

∫ ∞

t

du

u3

]
=

32

3
· 3

2t2
= O

(
1

t2

)
.

Аналогично можно также получить для J2 следующую оценку:

J2 = O

(
1

t4

)
.

Таким образом, для ∆′(t) получим оценку:

∆′(t) =
1

4
ln

(
1 +

1

4t2

)
− 1

(4t2 + 1)
− 8

t2
+

1

4t2
= O

(
1

T

)
.

Можно также показать, что

∆(t) = O

(
1

T

)
.

Следовательно, в формуле (2.3.4) заменяя функции θ(t) , θ′(t) соот-

ветственно на θ0(t) и 0, 5 ln
t

2π
, правую часть формулу (2.3.4) изменим

на величину порядка не выше T− 3
4 lnj T .
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Теперь, выбирая

θ1(t) = t ln

√
T

2π
− T

2
− π

8
,

находим

θ0(t)− θ1(t) = t ln

√
t

2π
− t

2
− π

8
− t ln

√
T

2π
+
T

2
+
π

8
=

= t ln

√
t

T
+

1

2
(T − t) = − t

2
ln

(
1 +

T − t

t

)
+

+
1

2
(T − t) = O(H2T−1),

и кроме того,

1

2
ln

t

2π
=

1

2
ln

(
T + t− T

2π

)
=

1

2
ln
T

2π
+O(HT−1).

Таким образом, в свою очередь, заменяя функции θ0(t) , 0, 5 ln t со-

ответственно на θ1(t) , 0, 5 lnT , можно изменить правую часть (2.3.4) на

величину порядка не выше

H2T− 3
4 lnj T = O(T− 1

4 lnj+1 T ).

Следовательно, после всех выполнених замен формула (2.3.2) прини-

мает вид

Zj(t) = (−1)
j
22
∑
n≤P

1√
n
lnj

P

n
cos

(
t lnP − T

2
− π

8
− t lnn

)
+

+O(T−1
4 lnj+1 T ).

Учитывая
T

2
+
π

8
= 2πK,

находим следующую формулу:
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Zj(t) = (−1)
j
22
∑
n≤P

1√
n
lnj

P

n
cos

(
t ln

P

n

)
+O(T−1

4 lnj+1 T ),

где

P =

√
T

2π
.

При нечётном j , проводя аналогичное рассуждения, и полагая что

T

2
+
π

8
= 2πK +

π

2
,

получаем формулу

Zj(t) = (−1)
j+1
2 2
∑
n≤P

1√
n
lnj

P

n
cos

(
t ln

P

n

)
+O(T−1

4 lnj+1 T ).

Следовательно, при чётном или нечётном j рассматриваем следующую

функцию:

Φ(t) = Φj(t) =
∑
n≤P

1√
n
lnj

P

n
cos

(
t ln

P

n

)
+O(T−1

4 lnj+1 T ),

докажем для функций Φ(t) существование нечётного нуля в промежутке

(T, T +H) .

Из уравнения tν lnP = πν определяя tν , рассматриваем ν так, что-

бы выполнялось следующее неравенство:

T ≤ πν

lnP
< T +H.

Выбирая

ν0 =

[
T lnP

π

]
+ 1, r = [lnT ], H1 =

[
H lnP

πr

]
,

числа ν определим следующим образом:



51

ν = ν0 + ν1 + ...+ νr, 0 ≤ ν1, ..., νr ≤ H1 − 1,

где ν0 – число постоянное, и числа ν1, ν2, ..., νr принимают любые целые

значения из полуинтервала [0, H1) .

Будем рассматривать две следующие суммы S1 и S2 :

S1 =

H1−1∑
ν1=0

...

H1−1∑
νr=0

Φ(tν), S2 =

H1−1∑
ν1=0

...

H1−1∑
νr=0

(−1)νΦ(tν),

и для них доказываем выполнение неравенства |S2| > |S1| .

Согласно определению tν , найдём

S1 =

H1−1∑
ν1=0

...

H1−1∑
νr=0

∑
n≤P

1√
n
lnj

P

n
cos

(
πν

lnP
ln
P

n

)
+O(Hr

1T
−1

4 lnj+1 T ),

S2 =

H1−1∑
ν1=0

...

H1−1∑
νr=0

∑
n≤P

1√
n
lnj

P

n
cos
( πν
lnP

lnn
)
+O(Hr

1T
−1

4 lnj+1 T ).

Сумму |S2| оценим снизу. В сумме |S2| выделяем слагаемое при

n = 1 , который равен Hr
1(lnP )

j , а оставшуюся часть этой суммы сверху

оценим величиной R , имеем

R ≤
∑

2≤n≤P

1√
n

∣∣∣∣∣
H1−1∑
ν=0

exp

(
2πi

ν lnn

2 lnP

)∣∣∣∣∣
r

(lnP )j ≤

≤
∑

2≤n≤P

1√
n

(
lnn

2 lnP

)−r

(lnP )j < T
1
4 (4 lnP )r(lnP )j,

тем самым для суммы |S2| получаем следующую оценку:

S2 = Hr
1 ln

j P
[
1 +O(T

1
4 (4H−1

1 lnP )r) +O(T−1
4 lnT )

]
.

Теперь сумму |S1| оценим сверху. Разбивая интервал суммирования
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на два интервала

1 ≤ n ≤ (1−∆)P и (1−∆)P < n ≤ P,

где

∆ = 8H−1
1 lnP,

представляем S1 в следующем виде:

S1 = S3 + S4,

где

S3 =

H1−1∑
ν1=0

...

H1−1∑
νr=0

∑
1≤n≤(1−∆)P

1√
n
lnj

P

n
cos

(
πν

lnP
ln
P

n

)
+O(Hr

1T
− 1

4 lnT ),

S4 =

H1−1∑
ν1=0

...

H1−1∑
νr=0

∑
(1−∆)P<n≤P

1√
n
lnj

P

n
cos

(
πν

lnP
ln
P

n

)
+O(Hr

1T
− 1

4 lnT ).

Для оценки суммы S3 воспользуемся формулой Эйлера и леммой

2.2.11, находим

S3 ≪
∑

n≤(1−∆)P

1√
n
lnj

P

n

∣∣∣∣∣
H1−1∑
ν=0

e

(
ln P

n

2 lnP

)∣∣∣∣∣
r

+Hr
1T

−1
4 lnj+1 T ≪

≪
∑

n≤(1−∆)P

1√
n
lnj

P

n

min

H1,

∥∥∥∥∥ ln P
n

2 lnP

∥∥∥∥∥
−1
r

+Hr
1T

− 1
4 lnj+1 T ≪

≪
∑

n≤(1−∆)P

1√
n
lnj

P

n

(
1

ln P
n

2 lnP

)r

+Hr
1T

−1
4 lnj+1 T ≪

≪ T
1
4 lnj P

(
2 lnP

∆

)r

+Hr
1T

−1
4 lnj+1 T ≪

≪ T
1
4 lnj PHr

14
−r +Hr

1T
−1

4 lnj+1 T.
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Таким образом, для суммы S3 получаем оценку

|S3| ≪ 4−rHr
1T

1
4 lnj T +Hr

1T
−1

4 lnj+1 T ≪ Hr
1T

−1
4 lnj+1 T.

Далее оценим сумму S4 . Применяя формулу Эйлера, находим

|S4| ≪ Hr
1

∣∣∣∣∣∣
∑

P (1−∆)<n≤P

1√
n
lnj

P

n
e

(
ν

2 lnP
· ln P

n

)∣∣∣∣∣∣ ,
здесь ν – целое число с условием

T <
πν

lnP
< T +H,

πν

lnP
= t, T < t < T +H.

Тем самым, для суммы S4 получим оценку

|S4| ≪ Hr
1

∣∣∣∣∣∣
∑

(1−∆)P1<n≤P1

1√
n
lnj

P

n
e

(
t

2π
· lnn

)∣∣∣∣∣∣+
+Hr

1T
−1

4 lnj+1 T,

где

P1 =

[√
t

2π

]
, ∆ = 8H−1

1 lnP.

Сумму по n , обозначая через S5 , и делая замену переменной n = P1−m ,

находим

S5 =
∑

0≤m<∆P1

lnj P
P1−m√

P1 −m
e

(
t ln(P1 −m)

2π

)
.

Разбивая промежуток суммирования в сумме S5 на ≪ lnT промежутков

вида M < m ≤M1 ≤ 2M < ∆P1 , имеем

|S5| ≪

∣∣∣∣∣ ∑
M<m≤M1

(P1 −m)−
1
2 lnj

P

P1 −m
e

(
t ln(P1 −m)

2π

)∣∣∣∣∣ lnT.
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Далее, применяя лемму 2.2.12, находим

|S5| ≪
∣∣∣∣−∫ M1

M

C(u)d(f(u)) + f(M1)C(M1)

∣∣∣∣ lnT,
где

C(u) =
∑

M<m≤u

e

(
t ln(P1 −m)

2π

)
, u ≤M1,

f(u) = (P1 − u)−
1
2

(
ln

P

P1 − u

)j

,

|S5| ≪
∣∣∣∣−∫ M1

M

C(u)d(f(u)) + (P1 −M1)
− 1

2 lnj
P

P1 −M1
C(M1)

∣∣∣∣ lnT.
Используя

(P1 −M1)
−1

2 lnj
P

P1 −M1
=

= (P1 −M1)
− 1

2

(
ln
P1 −M1 + P − P1 +M1

P1 −M1

)j

=

= (P1 −M1)
− 1

2

(
ln

(
1 +

M1 + P − P1

P1 −M1

))j

≤

≤ (P1 −M1)
−1

2 ·
(
M1 + P − P1

P1 −M1

)j

=

= (P1 −M1)
−j−1

2 · (M1 + P − P1)
j ≤

≤ (P1 −∆P1)
−j−1

2 · (2M + P − P )j ≤

≤ (P1(1−∆))−j− 1
2 · (2M)j ≪ P−j−1

2M j,

для S5 , находим

|S5| ≪
∣∣∣∣−∫ M1

M

C(u)d(f(u)) +M jP−j− 1
2C(M1)

∣∣∣∣ lnT ≪

≪M jP−j− 1
2

∣∣∣∣∣ ∑
M<m≤u

e

(
t ln(P1 −m)

2π

)∣∣∣∣∣ lnT, u ≤M1.

Последнюю сумму обозначая через C(u,M) и при M ≤ 3
√
P оцени-
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вая её тривиально, получим

|S5| ≪M j+1P−j−1
2 · lnT ≪ P

j+1
3 · P−j− 1

2 lnT ≪

≪ P−1
6 lnT ≪ T− 1

12 lnT.

В случае 3
√
P < M ≤ ∆P1 для оценки тригонометрических сумм

вида C(u,M) применяя лемму 2.2.6, находим

|S5| ≪M j+κ+2λ− 1
2P−j−l lnT ≪

≪ P κ+λ−1
2H

1
2−j−κ−2λ(lnT )j+κ+2λ+1

2 ≪

≪ T
κ+λ
2 − 1

4H
1
2−j−κ−2λ(lnT )j+3.

Таким образом, для суммы S1 получаем следующую оценку:

S1 ≪ Hr
1 ln

j P
(
T−1

4 lnT + T
κ+λ
2 − 1

4H
1
2−j−κ−2λ ln2 T

)
.

Теперь сравниваем полученную оценку S1 с оценкой S2 . Для того,

чтобы выполнялось |S2| > |S1| необходимо и достаточно, чтобы имело

место неравенств:

T− 1
12 ≪ 1, T

κ+λ
2 −1

4H
1
2−j−κ−2λ ln2 T ≪ 1,

T
1
4 (4H−1

1 lnP )r ≪ 1.

При T ≫ 1 верно первое неравенство, а два остальные неравенства спра-

ведлива, если

H ≫ T ωj(κ,λ)(lnT )
2

j+1 , ωj(κ, λ) =
κ+ λ− 0.5

2κ+ 4λ+ 2j − 1
,

H ≥ 4T
1
4r lnP ≫ lnP.

Теорема доказана.
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В дальнейшем для удобства ωj(κ, λ) представим в виде

ωj(κ, λ) =
1

2

(
1− 1

2− δ−1
j (κ, λ)

)
, δj(κ, λ) =

λ+ j

0, 5− κ+ j
. (2.3.5)

Заметим, что полученный результат А.А. Карацубы (Лемма 2.2.9)

вытекает из теоремы 2.3.1, при

(κ, λ) =

(
1

6
,
2

3

)
= AB(0, 1), ωj

(
1

6
,
2

3

)
= 1 +

1

3j + 1
,

δj

(
1

6
,
2

3

)
=

1

6j + 6
, j ∈ N.

2.4. Нули производной j–го порядка функции Харди при j ≥ 3

В этом параграфе доказана новая теорема о нулях функции

Z(j)(t) , которая в случае j ≥ 3 уточняет соответствующие результаты

А.А.Карацубы.

Теорема 2.4.1. Пусть j ≥ 3 — натуральное число, T ≥ T0(j) > 0,

c = c(j) > 0, тогда функция Z(j)(t) имеет нуль нечётного порядка в

промежутке (T, T +H), если

H ≥ cT
1

6+6j−
1

6(1+j)(19+18j) (lnT )
2

j+1 .

Доказательство теоремы 2.4.1. Минимизируем функцию ωj(κ, λ) ,

определенную в теореме 2.3.1 по множеству всех экспоненциальных пар

P . Воспользовавшись представлением

ωj(κ, λ) =
1

2

(
1− 1

2− δ−1
j (κ, λ)

)
, δj(κ, λ) =

λ+ j

0.5− κ+ j
,

эту минимизацию сводим к минимизации δj(κ, λ) .



57

Минимизация по множеству всех экспоненциальных пар P функции

δj(κ, λ) =
λ+ j

0.5− κ+ j
= δjΛ, δj =

 0 1 j

−1 0 0.5 + j

 .

при помощи алгоритма оптимизации экспоненциальных пар, состоит все-

го из четырёх итераций, которые для удобства обозначим соответственно

буквами D , E , F и G . Имеем

D1. Условие леммы 2.2.13, то есть неравенство −κ+0.5+ j > 0 , выпол-

няется.

D2. Вычисляя параметры u , v и w , составим вектор

ξ(δj) =


0.5 + j

j

1

 .

D3. w + v = 1 + j , u = 0.5 + j , то есть условия c) леммы 2.2.15, не

выполняются, следовательно, не выполняются также и условия a) и

b) этой леммы.

D4. Применяя лемму 2.2.15 к

δjB =

1 0 0.5 + j

0 −1 1 + j

 ,

и вычисляя параметры u , v и w , составим вектор

ξ(δjB) =


0.5 + j

1 + j

−1

 ,

и имеем w + v = j и u = 0.5 + j , то есть условия c) леммы 2.2.15,

не выполняются, следовательно, не выполняются также и условия
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a) и b) этой леммы.

D5. Применяя лемму 2.2.13 к δj при

r =
1

2
, Y = 0.5 > 0, Z = r − 0.5 > 0,

имеем inf δj = inf δjA .

D6. Заменяя ξ(δj) на ξ(δjA) , имеем

δjA =

1 + 2j 1 1 + 2j

2j 0 1 + 2j

 , ξ(δjA) =


1 + 2j

1 + 2j

−2j

 .

Отметим, что после первой итерации не обязательно проверять пер-

вые четыре шага алгоритма.

E5. Применяя лемму 2.2.13 к δjA при

Y = −2jr < 0, Z = −2j < 0,

имеем inf δjA = inf δjABA .

E6. Заменяя ξ(δjA) на ξ(δjABA) , находим

δjABA =

4 + 4j 1 + 2j 3 + 4j

2 + 4j 2j 2 + 4j

 ,

ξ(δjABA) =


2 + 2j

2 + 4j

−2

 .

F5. Применяя лемму 2.2.13 к δjABA при

Y = −2r + 2j > 0, Z = −2 + 2j ≥ 0,
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получим inf δjABA = inf δjABA
2 .

F6. Заменяя ξ(δjABA) на ξ(δjABA
2) , имеем

δjABA
2 =

11 + 14j 1 + 2j 7 + 10j

6 + 14j 2j 4 + 10j

 ,

ξ(δjABA
2) =


4 + 4j

2 + 8j

−6− 4j

 .

G5. Лемму 2.2.13 к δjABA
2 применить нельзя, так как

Y = −6r − 4rj − 2 + 4j > 0, Z = −8 < 0.

Поэтому при

min(rw + v − u, r1w + v − u) = −6r1 − 4jr1 − 2 + 4j < 0,

применяя лемму 2.2.14, завершаем алгоритм. Имеем

inf δj = δjABA
2

(
1

2
,
1

2

)
= δj

(
1

9
,
13

18

)
= 1 +

6

7 + 18j
.

Следовательно,

ωj

(
1

9
,
13

18

)
=

1

2

1− 1

2− δ−1
j

(
1

9
,
13

18

)
 =

=
1

6 + 6j
− 1

6(1 + j)(19 + 18j)
.

Теорема доказана.
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2.5. Теоремы о нулях производной первого и второго порядка

функции Харди

В этом параграфе методом оптимизации экспоненциальных пар

найдена нижняя грань длины промежутка критической прямой, в кото-

ром содержится нуль нечётного порядка производной первого и второго

порядка функции Харди. Минимизированы величины ωj(κ, λ) в теореме

2.3.1, при j = 1 , j = 2 по множеству всех экспоненциальных пар, так

как мы уже отметили, что минимизация величин ωj(κ, λ) равносильна

минимизации δj(κ, λ) .

Теорема 2.5.1. Пусть T ≫ 1, тогда функция Z ′(t) имеет нуль

нечётного порядка в промежутке (T, T +H), если

H ≫ T
1
12−

65601
810284 lnT.

Доказательство теоремы 2.5.1. Минимизируем функцию ω1(κ, λ) ,

определенную в теореме 2.3.1 по множеству всех экспоненциальных пар

P . Воспользовавшись представлением

ω1(κ, λ) =
1

2

(
1− 1

2− δ−1
1 (κ, λ)

)
, δ1(κ, λ) =

λ+ 1

−κ+ 1, 5
, (2.5.1)

эту минимизацию сводим к минимизации δ1(κ, λ) .

Применяя алгоритм оптимизации экспоненциальных пар, имеем

1. Условие dκ+ eλ+ f > 0 , то есть −κ+ 1, 5 > 0 выполняется.

2. Преобразованию (2.5.1) сопоставим матрицу

δ1 =

 0 1 1

−1 0 1, 5

 .
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Определим числа u , v , w следующим образом:

u =

∣∣∣∣∣∣1 1

0 1, 5

∣∣∣∣∣∣ = 1, 5, v =

∣∣∣∣∣∣ 0 1

−1 1, 5

∣∣∣∣∣∣ = 1, w =

∣∣∣∣∣∣ 0 1

−1 0

∣∣∣∣∣∣ = 1,

а по ним составим вектор

ξ(δ1) =


1, 5

1

1

 .

3. Проверяем условия леммы 2.2.15. Так как w+v = 2 , u = 1, 5 то есть

условия c) не выполняются, следовательно, не выполняются также

и условия a) и b) этой леммы.

4. Лемму 2.2.15 применим к δ1B :

δ1B =
k + 1, 5

−l + 2
,

Сопоставим Bδ1 матрицу

Bδ1 =

1 0 1, 5

0 −1 2

 .

Определим числа u , v , w :

u = 1, 5, v = 2, w = −1, ξ(Bδ1) =


1, 5

2

−1

 .

Так как w + v = 1 и u = 1, 5 , то есть условия c) не выполняются,

следовательно, и условия a) и b) также не выполнимы.
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5. К δ1 =
λ+ 1

−κ+ 1, 5
применим лемму 2.2.13, полагая r = 0, 5 , находим

Y = 0, 5; Z = r − 0, 5.

Так как Z ≥ 0 , то согласно лемме 2.2.13, inf δ1 = inf δ1A .

6. Заменяя ξ(δ1) на ξ(δ1A) , находим

δ1A =
3κ+ λ+ 3

2κ+ 3
.

А теперь минимизируем δ1A . Отметим, что после первой итерации не

обязательно проверять первые четыре шага алгоритма, поэтому для удоб-

ства каждую итерацию обозначая буквами латинского алфавита, имеем

A5. К δ1A применим лемму 2.2.13.

Y = −2r < 0, Z = −2 < 0.

Поскольку Y < 0 , то согласно утверждению леммы, inf δ1A =

inf δ1ABA.

A6. Заменяем ξ(δ1A) на ξ(δ1ABA) и находим

δ1ABA =
8κ+ 3λ+ 7

6κ+ 2λ+ 6
.

Далее

u = 4, v = 6, w = −2, ξ(δ1ABA) =


4

6

−2

 .

B5. К δ1ABA применим лемму 2.2.13.

Y = −2r + 2 > 0, Z = 0.
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В силу Z ≥ 0 , имеем inf δ1ABA = inf δ1ABA
2.

B6. Заменяем ξ(δ1ABA) на ξ(δ1ABA
2) и находим

δ1ABA
2 =

25κ+ 3λ+ 17

20κ+ 2λ+ 14
.

тогда

u = 8, v = 10, w = −10, ξ(δ1ABA
2) =


8

10

−10

 .

C5. Для δ1ABA
2 применим лемму 2.2.13.

Y = −10r + 2 < 0, Z = −8 < 0,

так как Y < 0 , то inf δ1ABA
2 = inf δ1ABA

2BA.

C6. Заменяя ξ(δ1ABA
2) на ξ(δ1ABA

2BA) , находим

δ1ABA
2BA =

40κ+ 25λ+ 37

32κ+ 20λ+ 30
.

Далее

u = 10, v = 16, w = 0, ξ(δ1ABA
2BA) =


10

16

0

 .

D5. Для δ1ABA
2BA применим лемму 2.2.13.

Y = 6 > 0, Z = 6 > 0,

так как Z > 0 , то inf δ1ABA
2BA = inf δ1ABA

2BA2.
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D6. Заменяем ξ(δ1ABA
2BA) на ξ(δ1ABA

2BA2) , найдем

δ1ABA
2BA2 =

139κ+ 25λ+ 99

112κ+ 20λ+ 80
,

u = 20, v = 32, w = −20, ξ(δ1ABA
2BA2) =


20

32

−20

 .

E5. К δ1ABA
2BA2 применим лемму 2.2.13.

Y = −20r + 12 < 0, Z = −8 < 0,

так как Y < 0 то inf δ1ABA
2BA2 = inf δ1ABA

2BA2BA

E6. Заменяя ξ(δ1ABA
2BA2) на ξ(δ1ABA

2BA2BA) , имеем

δ1ABA
2BA2BA =

248κ+ 139λ+ 223

200κ+ 112λ+ 180
.

u = 44, v = 40, w = −24, ξ(δ1ABA
2BA2BA) =


44

40

−24

 .

F5. К δ1ABA
2BA2BA применим лемму 2.2.13.

Y = −24r − 4 < 0, Z = −28 < 0,

так как Y < 0 то inf δ1ABA
2BA2BA = inf δ1ABA

2BA2BABA .

F6. Заменяем ξ(δ1ABA
2BA2BA) на ξ(δ1ABA

2BA2BABA) , имеем

δ1ABA
2BA2BABA =

724κ+ 248λ+ 585

584κ+ 200λ+ 472
.

u = 56, v = 88, w = −32
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и

ξ(δ1ABA
2BA2BABA) =


56

88

−32

 .

G5. Применяя к δ1ABA
2BA2BABA лемму 2.2.13, находим

Y = −32r + 32 > 0, Z = 0,

так как Z ≥ 0 то inf δ1ABA
2BA2BABA = inf δ1ABA

2BA2BABA2 .

G6. Заменяем ξ(δ1ABA
2BA2BABA) на ξ(δ1ABA

2BA2BABA2)

δ1ABA
2BA2BABA2 =

2142κ+ 248λ+ 1418

1728κ+ 200λ+ 1144
.

u = 112, v = 144, w = −144

и

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2) =


112

144

−144

 .

H5. К δ1ABA
2BA2BABA2 применим лемму 2.2.13.

Y = −144r + 32 < 0, Z = −112 < 0,

так как Y < 0 то inf δ1ABA
2BA2BABA2 = inf δ1ABA

2BA2BABA2BA .

H6. Заменяя ξ(δ1ABA
2BA2BABA2) на ξ(δ1ABA2BA2BABA2BA) ,

имеем

δ1ABA
2BA2BABA2BA =

3332κ+ 2142λ+ 3084

2688κ+ 1728λ+ 2488
.

u = 144, v = 224, w = 0
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и

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA) =


144

224

0

 .

I5. К δ1ABA
2BA2BABA2BA применим лемму 2.2.13.

Y = 80 > 0, Z = 80 > 0,

так как Z ≥ 0 то inf δ1ABA
2BA2BABA2BA = inf δ1ABA

2BA2BABA2BA2 .

I6. Заменяем ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA) на ξ(δ1ABA2BA2BABA2BA2)

и находим

δ1ABA
2BA2BABA2BA2 =

11642κ+ 2142λ+ 8310

9392κ+ 1728λ+ 6704
.

u = 288, v = 448, w = −288.

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2) =


288

448

−288

 .

J5. К δ1ABA
2BA2BABA2BA2 применим лемму 2.2.13.

Y = −288r + 160 < 0, Z = −128 < 0,

так как Y < 0 то

inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2 = inf δ1ABA

2BA2BABA2BA2BA.

J6. Заменяем ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2) на

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BA) и находим

δ1ABA
2BA2BABA2BA2BA =

20904κ+ 11642λ+ 18762

16864κ+ 9392λ+ 15136
,
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u = 608, v = 576, w = −320.

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BA) =


608

576

−320

 .

K5. К δ1ABA
2BA2BABA2BA2BA применим лемму 2.2.13.

Y = −320r − 32 < 0, Z = −352 < 0,

отсюда

inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2BA = inf δ1ABA

2BA2BABA2BA2BABA.

K6. Заменяя ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BA) на

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABA) , находим

δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABA =

60808κ+ 20904λ+ 49166

49056κ+ 16864λ+ 39664
,

u = 832, v = 1216, w = −512.

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABA) =


832

1216

−512

 .

L5. К δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABA применим лемму 2.2.13.

Y = −512r + 384 < 0, Z = −128 < 0

и

inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABA =

= inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABA.

L6. Заменяем ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABA) на
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ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABA) , находим

δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABA =

140140κ+ 60808λ+ 119236

113056κ+ 49056λ+ 96192
,

u = 1920, v = 1664, w = −1408.

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABA) =


1920

1664

−1408

 .

M5. К δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABA применим лемму 2.2.13.

Y = −1408r − 256 < 0, Z = −1664 < 0,

так как Y < 0 то

inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABA =

= inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA.

M6. Заменяем ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABA) на

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA) и находим

δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA =

360088κ+ 140140λ+ 299280

290496κ+ 113056λ+ 241440
,

u = 1920, v = 3840, w = −512.

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA) =


1920

3840

−512

 .

N5. К δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA применим лемму 2.2.13.

Y = −512r + 1290 > 0, Z = 1408 > 0,
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так как Z > 0 то inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA =

= inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA2 .

N6. Заменяя ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA) на

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA2) , имеем

δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA2 =

1098788κ+ 140140λ+ 738700

886432κ+ 113056λ+ 595936
,

u = 3840, v = 7168, w = −4352.

ξ(δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA2) =


3840

7168

−4352

 .

O5. К δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA2 применим лемму

2.2.13.

Y = −4352r + 3328 > 0, Z = −1024 < 0,

так как Y > 0 и Z < 0 , то в этом случае используем лемму 2.2.14. Со-

гласно утверждению леммы sup{κ+λ : (κ, λ) ∈ CAP} = r1 . Проверяем

условие min(rw + v − u, r1w + v − u) ≥ 0 .

min(rw + v − u, r1w + v − u) = −4352r1 + 3328 < 0,

то есть условия леммы 2.2.14 не выполняются. Значит, согласно алгорит-

му минимизации завершаем алгоритм. Тогда

inf δ1 = inf δ1ABA
2BA2BABA2BA2BABABABA2.

Вычислям

ABA2BA2BABA2BA2BABABABA2

(
1

2
,
1

2

)
=

(
23473

198262
,
141279

198262

)
.
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Тем самым получим, что

δ1

(
23473

198262
,
141279

198262

)
= 1 +

65621

273920
= 1, 23956264602804.

Следовательно,

ω1

(
23473

198262
,
141279

198262

)
=

1

2

1− 1

2− δ−1
j

(
23473

198262
,
141279

198262

)
 =

=
1

12
− 65601

810284
.

Теорема доказана.

Теорема 2.5.2. Пусть T ≫ 1, тогда функция Z ′′(t) имеет нуль

нечётного порядка в промежутке (T, T +H), если

H ≫ T
1
18 (lnT )

2
3 .

Доказательство теоремы 2.5.2. Минимизируем функцию ω2(κ, λ) ,

определенную в теореме 2.3.1, по множеству всех экспоненциальных пар

P . Воспользовавшись представлением

ω2(κ, λ) =
1

2

(
1− 1

2− δ−1
1 (κ, λ)

)
, δ2(κ, λ) =

λ+ 2

−κ+ 2, 5
, (2.5.2)

эту минимизацию сводим к минимизации δ2(κ, λ) .

Применяя алгоритм оптимизации экспоненциальных пар [181], име-

ем

1. Условие dκ+ eλ+ f > 0 , то есть −κ+ 2, 5 > 0 выполняется.
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2. Преобразованию (2.5.2) сопоставим матрицу

δ2 =

 0 1 2

−1 0 2, 5

 .

Определим числа u , v , w , составим вектор

ξ(δ2) =


2, 5

2

1

 .

3. Применяем лемму 2.2.15, так как w + v = 3 , u = 2, 5 , то есть,

условия c) не выполняются, следовательно, и условия a) и b) также

не выполняются.

4. Лемму 2.2.15 применим к δ2B :

δ2B =
κ+ 2, 5

−λ+ 3
,

Сопоставим δ2B матрицу

δ2B =

1 0 2, 5

0 −1 3

 .

Определим числа u , v , w :

u = 2, 5, v = 3, w = −1, ξ(δ2B) =


2, 5

3

−1

 .

Применим лемму 2.2.15. Так как w + v = 2 и u = 2, 5 , то есть,

условия c) не выполняются, следовательно, и условия a) и b) также

не выполняются.
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5. К δ2 =
λ+ 2

−κ+ 2, 5
применим лемму 2.2.13, полагая r = 0, 5 , имеем

Y = 1, 5; Z = r + 0, 5.

Так как Z ≥ 0 , то, согласно утверждению леммы 2.2.13, inf δ2 =

inf δ2A .

6. Заменяя ξ(δ2) на ξ(δ2A) , находим

δ2A =
5κ+ λ+ 4

4κ+ 5
.

Далее минимизируем δ2A . Отметим, что после первой итерации не

обязательно проверять первый шаг, поэтому переходим к шагу 2.

2. Преобразованию δ2A сопоставим матрицу

δ2A =

5 1 4

4 0 5

 .

Определим числа u , v , w

u = 5, v = 9, w = −4 и ξ(δ2A) =


5

9

−4

 .

3. Применим лемму 2.2.15, так как w+v = 5 , u = 5 , то есть, условия

c) не выполняется, следовательно, и условия a) и b) также не выполня-

ются.

4. Лемму 2.2.15 применим к δ2AB :

δ2AB =
κ+ 5λ+ 2

4λ+ 3
.
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Сопоставим δ2AB матрицу

δ2AB =

1 5 2

0 4 3

 ; u = 7, v = 3, w = 4,

и

ξ(δ2AB) =


7

3

4

 .

Так как w + v = 7 и u = 7 , то есть, условия c) не выполняются, следо-

вательно, и условия a) и b) также не выполняются.

5. К δ2A применим лемму 2.2.13.

Y = −4r + 4 > 0, Z = 0.

Так как Z ≥ 0 , то согласно утверждению леммы, inf δ2A = inf δ2A
2 .

6. Заменяя ξ(δ2A) на ξ(δ2A
2) , находим

δ2A
2 =

14k + l + 9

14k + 4l + 14
.

2. Вычисляем ξ(δ2A
2) :

δ2A
2 =

14 1 9

14 4 14

 ; u = −22, v = 70, w = 42,

и

ξ(δ2A
2) =


−22

70

42

 .

3. Применим лемму 2.2.15 так как w + v = 112 , u = −22 , условия

c) выполняется, следовательно, и условия a) и b) также выполняется.

Значит, согласно алгоритму, завершаем процесс и получаем, что inf δ2 =

δ2A
2 .
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Тогда получим, что

A2

(
1

2
,
1

2

)
=

(
1

6
,
2

3

)
, δ2

(
1

6
,
2

3

)
= 1 +

1

7
= 1, 14285714285714.

Следовательно,

ω2

(
1

6
,
2

3

)
=

1

2

1− 1

2− δ−1
j

(
1

6
,
2

3

)
 =

1

18
.

Теорема доказана.
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Глава 3

Оценки специальных тригонометрических сумм и

суммы S(Y ), W (θ)

3.1. Формулировка основных результатов

В этой главе получены новые равномерные по параметрам оценки

тригонометрических сумм Wj = Wj(T ) , j = 0, 1, 2 , которые возникают

при выводе оценки количества нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна

в короткие промежутки критической прямой, и задача о нетривиально-

сти оценки этих сумм относительно параметра H сведена к проблеме

отыскания экспоненциальных пар.

Всюду ниже будем считать, что ε и ε1 – произвольно малые фиксиро-

ванные положительные числа, не превосходящие 0, 001 ; T ≤ t ≤ T +H ,

T ≥ T0(ε, ε1) > 0 ; T
1
4 < H < T

1
3 ; P =

√
5T (2π)−1 ; X = T 0,01ε1 ;

L = lnP ; k = [lnL ] ; η = c1kL −1
2 ; c1, c2, . . . — абсолютные поло-

жительные постоянные;

r(n) =
1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n).

Воспользуемся определением чисел A(λ) :

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2

и обозначениями функций B(φ) и B(ψ) , то есть, соотношениями

B(φ) =

(
φiη − 1

lnφ

)k

, B(ψ) =

(
ψ−iη − 1

lnψ

)k

,

r(n) =
1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n),
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h(ν) ≡ β(ν)χ(ν) = β(ν)χ(ν),

определим суммы Wj = Wj(T ) равенствами

W0 =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

W1 =
∑

λ1<λ2<P 1−ε2

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

B

(
P

λ1

)
B

(
P

λ2

)
exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

W2 =
∑

P 1−ε2<λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
.

Для этих сумм А.А. Карацуба [61] при H ≥ T
27
82+ε1 получил следую-

щие нетривиальные оценки:

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, 2; (3.1.1)

W1(T ) ≪
(
ε−2k
2 (lnT )−2k + ε−k

2 ηk(lnT )−k
)
T−ε1. (3.1.2)

В отличие от этих оценок, в лемме 3.2.1 получены новые равномер-

ные по параметрам оценки тригонометрических сумм Wj(T ) , j = 0; 1; 2 ,

и задача о нетривиальности оценки этих сумм относительно параметра

H сведена к проблеме отыскания экспоненциальных пар.

Лемма 3.2.1. Пусть (κ, λ) — произвольная экспоненциальная па-

ра, ε1 и ε2 - малые произвольные положительные числа, не превосхо-

дящие 0, 001, k ∈ N, 0 < η < 1,

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, æ(κ, λ) =

52 + κ− λ

50κ+ 50
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
.

Тогда при H = T θ(κ,λ)+æ(κ,λ)ε1+σ(κ) для суммы Wj(T ) имеют место оцен-
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ки

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−0,5(λ−κ)ε2 · T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.

Отметим, что показатель

θ(κ;λ) =
κ+ λ

2(κ+ 1)

в лемме 3.2.1 также рассматривается в проблеме Гаусса о числе целых

точек в круге x2 + y2 ≤ R , то есть

K(R) = #
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ R, x, y ∈ Z

}
= πR +O

(
Rθ(κ;λ)+ε

)
,

также при оценке остаточного члена в проблеме делителей Дирихле о

числе целых точек в гиперболе xy ≤ N , x > 0 , y > 0 . Наилучшая для

θ(κ;λ) оценка сверху на данный момент принадлежит J. Bourgain and

N. Watt [175]. Они доказали, что

θ0 = min
κ,λ∈P

θ(κ, λ) = min
κ,λ∈P

κ+ λ

2κ+ 2
≤ 1515

4816
=

1

3
− 271

3 · 4816
≈ 0.314576,

где P — множество всех экспоненциальных пар.

Отсюда из леммы 3.2.1 получаем следующее

Следствие 3.2.1.1. Пусть ε1 и ε2 - малые произвольные положи-

тельные числа, не превосходящие 0, 001, k ∈ N, 0 < η < 1. Тогда при

H = T
1515
4816+ε1 имеют место оценки:

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.
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В третьем параграфе главы получена асимптотическая формула для

суммы

S(Y ) =
∑
λ≤Y

A2(λ)

λ2θ
, A(λ) =

∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
,

λ — положительное рациональное число, знаменатель которого не пре-

восходит X , и найдена оценка сверху для суммы

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
,

β(ν) =

 α(ν)

(
1− ln ν

lnX

)
, 1 ≤ ν < X,

0, ν ≥ X,

которая применяется при нахождении оценки количества нулей нечёт-

ного порядка функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких

промежутках критической прямой.

Имеют место следующие утверждения.

Лемма 3.3.1. Пусть T 0,1 ≤ Y ≤ T , 1
4 ≤ θ ≤ 1

2 , тогда имеет место

следующая асимптотическая формула:

S(Y ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θW (θ) +

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
W (1− 2θ)+

+O
(
Y −2θX2 ln2X

)
.

Лемма 3.3.2. Пусть 0 ≤ θ ≤ 1
2 , тогда для суммы W (θ) справед-

лива следующая оценка

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
=

= O

(
X2θ

√
lnX

)
.
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3.2. Оценка специальных тригонометрических сумм Wj(T ),

j = 0, 1, 2

В этом параграфе, как мы указали в начале главы, находим новые

равномерные по параметрам оценки специальных тригонометрических

сумм вида Wj(T ) , j = 0, 1, 2 , которые применяются при получении

оценки количества нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих

в коротких промежутках критической прямой.

Имеет место следующая

Лемма 3.2.1. Пусть (κ, λ) — произвольная экспоненциальная па-

ра, ε1 и ε2 - малые произвольные положительные числа, не превосхо-

дящие 0, 001, k ∈ N, 0 < η < 1,

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, æ(κ, λ) =

52 + κ− λ

50κ+ 50
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
.

Тогда при H = T θ(κ,λ)+æ(κ,λ)ε1+σ(κ) для суммы Wj(T ) имеют место оцен-

ки

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−0,5(λ−κ)ε2 · T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.

Отметим, что показатель

θ(κ;λ) =
κ+ λ

2(κ+ 1)

в лемме 3.2.1 также рассматривается в проблеме Гаусса о числе целых

точек в круге x2 + y2 ≤ R , то есть

K(R) = #
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ R, x, y ∈ Z

}
= πR +O

(
Rθ(κ;λ)+ε

)
,
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также при оценке остаточного члена в проблеме делителей Дирихле о

числе целых точек в гиперболе xy ≤ N , x > 0 , y > 0 . Наилучшая для

θ(κ;λ) оценка сверху на данный момент принадлежит J. Bourgain and

N. Watt [175]. Они доказали, что

θ0 = min
κ,λ∈P

θ(κ, λ) = min
κ,λ∈P

κ+ λ

2κ+ 2
≤ 1515

4816
=

1

3
− 271

3 · 4816
≈ 0.314576,

где P — множество всех экспоненциальных пар.

Отсюда из леммы 3.2.1 получаем следующее

Следствие 3.2.1.1. Пусть ε1 и ε2 - малые произвольные положи-

тельные числа, не превосходящие 0, 001, k ∈ N, 0 < η < 1. Тогда при

H = T
1515
4816+ε1 имеют место оценки

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.

Доказательство леммы 3.2.1. Для удобства доказательство разо-

бьём на несколько этапов.

1. Оценка Wj(T ), j = 0, 1, 2 при условии λ2 > λ1(1 + LH−1).

При выполнении условия λ2 > λ1(1+LH−1) для сумм Wj(T ) , j = 0, 1, 2

используем неравенства ln(1 + x) > 0, 5x , 0 < x ≤ 0, 5 , находим

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
< exp

(
−
(
H

2
ln

(
1 +

L

H

))2
)
<

< exp

(
−L 2

16

)
.

Часть сумм Wj(T ) , для которой выполняется λ2 − λ1 > LH−1 , обозна-

чим через W ′
j(T ) , j = 0, 1, 2 и применим следующие соотношения при

j = 1
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∣∣∣∣B(Pλ
)∣∣∣∣ =

∣∣∣(Pλ )iη − 1
∣∣∣k(

ln
(
P
λ

))k =

∣∣2 sin (η2 ln P
λ

)∣∣k
(lnP − lnλ)k

≤

≤ 2k

(lnP − lnP 1−ε2)k
=

(
2

ε2L

)k

, (3.2.1)

имеем

|W ′
j(T )| < exp

(
−L 2

16

)(∑
λ<P

|A(λ)|√
λ

)2

; j = 0, 2;

|W ′
1(T )| <

(
2

ε2L

)2k

exp

(
−L 2

16

)( ∑
λ<P 1−ε2

|A(λ)|√
λ

)2

.

Воспользуемся определением A(λ) и неравенствами |r(m)| ≤ 1 ,

|h(ν)| ≤ 1 , находим

∑
λ<P

|A(λ)|√
λ

=
∑
λ<P

1√
λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
nν1
ν2

=λ

ν1,ν2<X

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑
λ<P

1√
λ

∑
nν1
ν2

=λ

ν1,ν2<X

|h(ν1)||h(ν2)||r(n)|
ν2

=

=
∑

ν1,ν2<X

|h(ν1)||h(ν2)|√
ν1ν2

∑
n<

Pν2
ν1

|r(n)|√
n

≤

≤
∑

ν1,ν2<X

1
√
ν1ν2

∑
n<

Pν2
ν1

1√
n
≪

≪
∑

ν1,ν2<X

1
√
ν1ν2

(
Pν2
ν1

) 1
2

≪ P
1
2X lnX.

Таким образом,
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W ′
j(T ) ≪ exp

(
−L 2

16

)
PX2 ln2X, j = 0, 2;

W ′
1(T ) ≪

(
2

ε2L

)2k

exp

(
−L 2

16

)
P 1−ε2X2 ln2X.

Далее рассмотрим слагаемые с условиями

λ1 < λ2 ≤ λ1

(
1 +

L

H

)
.

Разобьём промежутки 0 < λ1 < P в W0(T ) , 0 < λ1 < P 1−ε2 в W1(T ) ,

и P 1−ε2 < λ1 < P в W2(T ) , целыми числами Λ = Λ(j) на ≪ L проме-

жутков следующего вида Λ < λ1 ≤ Λ1 ≤ 2Λ , видим, что для чисел Λ

имеет место соотношение

2Λ = 2Λ(j) < EjP, где Ej =

 P−ε2, если j = 1;

1, если j = 0 или j = 2.
(3.2.2)

Максимальную из таких сумм обозначаем через Wj(Λ) , j = 0, 1, 2 и

перейдём к следующим неравенствам:

Wj(T ) ≪ L |Wj(Λ)|+ exp

(
−L 2

16

)
PX2 ln2X, j = 0, 2;

W1(T ) ≪ L |W1(Λ)|+
(

2

ε2L

)2k

exp

(
−L 2

16

)
P 1−ε2X2 ln2X.

(3.2.3)

2. Оценка Wj(Λ) при условии Λ ≤ H

X2L
. При выполнении условия

Λ ≤ H

X2L
в силу того, что числа λ1 и λ2 определяются как

λ1 < λ2, λ1 =
n1ν1
ν2

, λ2 =
n2ν3
ν4

, νi < X, i = 1, 2, 3, 4,

имеем
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λ2
λ1

= 1 +
λ2 − λ1
λ1

≥ 1 +
λ2 − λ1
2Λ

> 1 +
1

2Λ
· n2ν3ν2 − n1ν1ν4

ν2ν4
>

> 1 +
1

2ν2ν4Λ
≥ 1 +

L

2H
,

таким образом,

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
< exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)

< exp

(
−
(
H

2
ln

(
1 +

L

2H

))2
)
< exp

(
−L 2

64

)
.

Аналогично для суммы W ′
j , j = 0, 1, 2 при оценке суммы Wj(Λ) с усло-

виями Λ ≤ HX−2L −1 , находим

Wj(Λ) ≪ exp

(
−L 2

64

)
PX2 ln2X, j = 0, 2;

W1(Λ) ≪
(

2

ε2L

)2k

exp

(
−L 2

64

)
P 1−ε2X2 ln2X.

(3.2.4)

3. Преобразование Wj(Λ) при условии Λ >
H

X2L
через

C(u, h) и Fj(h, ν).

Не ограничивая общности, считаем, что Λ >
H

X2L
,

B0

(
P

λ

)
= B2

(
P

λ

)
= 1 и B1

(
P

λ

)
= B

(
P

λ

)
.

Тогда

Wj(Λ) =
∑

Λ<λ1≤Λ1

∑
λ1<λ2≤λ1(1+LH−1)

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

Bj

(
P

λ1

)
Bj

(
P

λ2

)
·

· exp

(
−
(
H + δ

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,



84

где δ = 0 и
H

X2L
< Λ < Λ1 ≤ 2Λ < P 1−ε2 при j = 1 , а δ = 1 и

H

X2L
< Λ < Λ1 ≤ 2Λ < P при j = 0, 2.

Используя представление A(λ) , а также обозначения
ν1ν4
ν2ν3

=
a

b
,

(a, b) = 1 , сумму W (Λ) представляем в виде

Wj(Λ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

h(ν1)h(ν2)h(ν3)h(ν4)√
ν1ν2ν3ν4

Wj(Λ, ν); (3.2.5)

j = 0, 1, 2; ν = (ν1, ν2, ν3, ν4);

здесь

Wj(Λ, ν) =
∑

Λν2
ν1

<n1≤Λ1ν2
ν1

∑
n1a
b <n2≤n1a

b (1+LH−1)

r(n1)r(n2)Φj(n1, n2, ν)

(
n1a

n2b

)iT

,

Φj(n1, n2, ν) =

exp

(
−
(
H+δ
2 ln n1a

n2b

)2)
√
n1n2

Bj

(
Pν2
n1ν1

)
Bj

(
Pν4
n2ν3

)
.

Числа n1 и n2 можно представить в виде членов арифметической про-

грессии с разностью 5a и 5b , действительно

n1 = 5bm+ b1, 0 ≤ b1 < 5b,

Λν2
ν1

− b1

5b
< m ≤

Λ1ν2
ν1

− b1

5b
,

n2 = 5am1 + a1, 0 ≤ a1 < 5a,

m+
b1
5b

− a1
5a

< m1 ≤ m+
b1
5b

− a1
5a

+

(
m+

b1
5b

)
L

H
,

используя следующие обозначения

N =

Λν2
ν1

− b1

5b
, N1 =

Λ1ν2
ν1

− b1

5b
,
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α =
b1
5b

− a1
5a
, ω(m) =

(
m+

b1
5b

)
L

H
,

и суммирование по b1 и a1 сделаем внешним, кроме того, используя

r(5bm+ b1) = r(b1) и r(5am1 + a1) = r(a1) , последовательно имеем

Wj(Λ, ν) =
∑

0≤b1<5b

r(b1)
∑

0≤a1<5a

r(a1)Wj(Λ, ν,m,m1), (3.2.6)

Wj(Λ, ν,m,m1) =
∑

N<m≤N1

∑
m+α<m1≤m+α+ω(m)

Φj(5bm+ b1, 5am1 + a1, ν)×

×

(
m+ b1

5b

m1 +
a1
5a

)iT

.

В сумме по m1 переменное суммирование принимает целые значения из

полуинтервала m + α < m1 ≤ m + α + ω(m) , следовательно, заменяем

m1 на m+h , где значения h находятся из интервала α < h ≤ α+ω(m) ,

для суммы Wj , имеем

Wj(Λ, ν,m,m1) =
∑

N<m≤N1

∑
α<h≤α+ω(m)

Φj(5bm+ b1, 5a(m+ h) + a1, ν)×

×

(
m+ b1

5b

(m+ h) + a1
5a

)iT

,

Отметим, что h ≥ 0 , действительно, это следует из неравенства

−1 < −1 +
1

5a
≤ α =

b1
5b

− a1
5a

≤ 1− 1

5b
< 1.

Заменяем порядок суммирования по h и m , учитывая равносильность

условия

h ≤ α + ω(m) и m ≥ (h− α)
H

L
− b1

5b
,

а также используяс обозначения

N2 = max

(
N,

H

L
(h− α)− b1

5b

)
,
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имеем

Wj(Λ, ν,m,m1) =
∑

α<h≤α+ω(N1)

∑
N2<m≤N1

Φj(5bm+ b1, 5a(m+ h) + a1, ν)×

×

(
m+ b1

5b

m+ h+ a1
5a

)iT

,

Применяя лемму 2.2.12 к внутренней сумме, находим

Wj(Λ, ν,m,m1) =

=
∑

α<h≤α+ω(N1)

(
−
∫ N1

N2

C(u, h)f ′j(u, h)du+ C(N1, h)fj(N1, h)

)
,

fj(u, h) = Φj(5bu+ b1, 5a(u+ h) + a1, ν),

C(u, h) =
∑

N2<m≤u

(
m+ b1

5b

m+ h+ a1
5a

)iT

.

Полученную формулу подставляем сначала в (3.2.6), а потом в (3.2.5),

после того переходим к оценке, получим

Wj(Λ) ≤
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

1
√
ν1ν2ν3ν4

×

×
∑

0≤b1<5b

∑
0≤a1<5a

∑
α<h≤α+ω(N1)

Fj(h, ν) max
N2<u≤N1

|C(u, h)|, (3.2.7)

Fj(h, ν) =

∫ N1

N2

|f ′j(u, h)|du+ |fj(N1, h)|.

Далее необходимо оценить интегралы Fj(h, ν) , при j = 0, 1, 2 , а потом

сумму |C(u, h)| . Отметим, что так как f2(u, h) = f0(u, h) , поэтому значе-

ния интегралов F0(h, ν) и F2(h, ν) тождественно равны, и следователь-

но, достаточно оценить F0(h, ν) и F1(h, ν) .

4. Оценка F0(h, ν) сверху. Учитывая, что

f0(u, h) = Φ0(5bu+ b1, 5a(u+ h) + a1, ν),
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имеем

f ′0(u, h) =

 exp

(
−
(
H+δ
2 ln

u+
b1
5b

u+h+
a1
5a

)2)
5
√
ab
√(

u+ b1
5b

) (
u+ h+ a1

5a

)


′

=

=

exp

(
−
(
H+δ
2 ln

u+
b1
5b

u+h+
a1
5a

)2)
5
√
ab

×

×
2(H + δ) ln

(
1 +

h− b1
5b+

a1
5a

u+
b1
5b

) (
h− b1

5b +
a1
5a

)
− 2u− h− b1

5b −
a1
5a

2
(
u+ b1

5b

) 3
2
(
u+ h+ a1

5a

) 3
2

.

Так как знак числителя последней дроби совпадает со знаком f ′0(u, h) ,

для определения которой используется граница изменения переменных

N2 < m ≤ N1 и α < h ≤ α+ ω(N1) , т.е. обозначениями

N2 = max

(
N,

H

L
(h− α)− b1

5b

)
=

= max

(
Λν2
ν1

− b1

5b
,
H

L

(
h− b1

5b
+
a1
5a

)
− b1

5b

)
,

α =
b1
5b

− a1
5a
, ω(N1) =

(
N1 +

b1
5b

)
L

H
=

Λ1ν2
ν1

· L

5bH
,

находим

2(H + δ) ln

(
1 +

h− b1
5b +

a1
5a

u+ b1
5b

)(
h− b1

5b
+
a1
5a

)
− 2u− h− b1

5b
− a1

5a
<

< 2(H + δ) ln

(
1 +

Λ1ν2
ν1

· L
5bH

Λν2
5ν1b

)
Λ1ν2
ν1

· L

5bH
− 2Λν2

5ν1b
=

=
2Λν2
5ν1b

((
1 +

δ

H

)
ln

(
1 +

L

H

)
L − 1

)
<

<

(
2L 2

H
− 1

)
2Λν2
5ν1b

< 0.

Таким образом, определили, что f ′0(u, h) < 0 . Учитывая условие
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f0(u, h) > 0 , находим

F0(h, ν) =

∫ N1

N2

|f ′0(u, h)|du+ |f0(N1, h)| =

= −
∫ N1

N2

f ′0(u, h)du+ f0(N1, h) ≤ f0(N2, h).

Возвращаясь к переменным n1 , n2 , а потом к λ1 , λ2 , используем нера-

венства Λ < λ1 < λ2 , для оценки f0(u, h) , получим

F0(h, ν) = f0(u,N2) =

√
ν1ν3
ν2ν4

·
exp

(
−
(
H+δ
2 ln λ1

λ2

)2)
√
λ1λ2

≤

≤ 1

Λ

√
ν1ν3
ν2ν4

. (3.2.8)

5. Оценка F1(h, ν) . Для оценки F1(h, ν) нам понадобятся оценки

f1(u, h) и f ′1(u, h)— её производная по переменным u . Воспользовавшись

следующими обозначениями

B(φ) =

(
φiη − 1

lnφ

)k

, B(ψ) =

(
ψ−iη − 1

lnψ

)k

,

φ = φ(u) =
Pν2

(5bu+ b1)ν1
, ψ = ψ(u) =

Pν4
(5a(u+ h) + a1)ν3

,

и равенством f1(u, h) = Φ1(5bu+ b1, 5a(u+ h) + a1, ν) , найдём

f1(u, h) = f0(u, h)
(
B(φ(u))B(ψ(u))

)
,

f ′1(u, h) = f0(u, h)
(
B(φ(u))B(ψ(u))

)′
u
+ f ′0(u, h)B(φ(u))B(ψ(u)),(

B(φ(u))B(ψ(u))
)′
u
= kB(φ)B(ψ)×

×

(
1− iηφiη(B(φ))−

1
k(

u+ b1
5b

)
lnφ

+
1 + iηψ−iη(B(ψ))−

1
k(

u+ h+ a1
5a

)
lnψ

)
.

Воспользуемся оценкой (3.2.1), находим
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∣∣∣∣(B(φ(u))B(ψ(u))
)′
u

∣∣∣∣ ≤ 2k

u ln
(
P
λ

) (∣∣∣∣B(Pλ
)∣∣∣∣2 + η

∣∣∣∣B(Pλ
)∣∣∣∣ 2k−1

k

)
≤

≤ 2k

u ε2L

((
2

ε2L

)2k

+ η

(
2

ε2L

)2k−1
)

=

=

(
2

ε2L

)2k (
2

ε2L
+ η

)
k

u
.

Полученные формулы для f1(u, h) и f ′1(u, h) подставляем в (3.2.7),

переходим к оценкам и пользуемся последней оценкой и оценкой (3.2.1)

и соотношением (3.2.8), последовательно, найдём

F1(h,ν) ≤
∫ N1

N2

∣∣∣∣f0(u, h)(B(φ(u))B(ψ(u))
)′
u

∣∣∣∣ du+
+

∫ N1

N2

|f ′0(u, h)|
∣∣∣B(φ(u))B(ψ(u))

∣∣∣ du+
+ |f0(N1, h)|

∣∣∣B(φ(N1))B(ψ(N1))
∣∣∣ ≤

≤
(

2

ε2L

)2k ((
2k

ε2L
+ kη

)∫ N1

N2

f0(u, h)

u
du−

−
∫ N1

N2

f ′0(u, h)du+ f0(N1, h)

)
≤

≤
(

2

ε2L

)2k (
2k

ε2
+ kηL + 1

)
f0(N2, h) ≪

≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
1

Λ

√
ν1ν3
ν2ν4

.

Полученную оценку объединяем с оценкой (3.2.8), находим

Fj(h,ν1, ν2, ν3, ν4) ≪
Dj

Λ

√
ν1ν3
ν2ν4

,

Dj =


(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
, если j = 1;

1, если j = 0 или j = 2.

Таким образом, подставляем последнюю оценку в соотношение (3.2.7),
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имеем

Wj(Λ) ≪
Dj

Λ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

1

ν2ν4
×

×
∑

0≤b1<5b

∑
0≤a1<5a

∑
α<h≤α+ω(N1)

max
N2<u≤N1

|C(u, h)|, (3.2.9)

6. Оценка |C(u, h)|. Теперь оценим тригонометрическую сумму

C(u, h) =
∑

N2<m≤u

e

(
T

2π
ln
m+ h+ a1

5a

m+ b1
5b

)
,

с условиями

N2 = max

(
Λν2
5bν1

− b1
5b
,
H

L
(h− α)− b1

5b

)
, u ≤ Λ1ν2

5bν1
− b1

5b
.

Для этого используем метод экспоненциальных пар. Полагаем

f(y) =
T

2π
ln
y + h+ a1

5a

y + b1
5b

,

A =
T |h− α|
N 2

2

≪ T |h− α|b2ν21
Λ2ν22

,

B = u−N2 ≤ N1 −N2 =
Λ1ν2
5bν1

− b1
5b
−

−max

(
Λν2
5bν1

− b1
5b
,
H

L
(h− α)− b1

5b

)
≪ Λν2

bν1
.

Находим производную s – го порядка функции f(u) , s = 1, 2, . . . . Для

этого представляем производную первого порядка этой функции в сле-

дующем виде:

f ′(y) = −T (h− α)

2π
· f1(y)f2(y), f1(y) =

1

y + h+ a1
5a

,

f2(y) =
1

y + b1
5b

, α =
b1
5b

− a1
5a
,

и учитывая, что
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f
(s−1−j)
1 (y) =

(−1)s−1−j(s− 1− j)!

(y + h+ a1
5a)

s−j
,

f
(j)
2 (y) =

(−1)jj!

(y + b1
5b)

j+1
,

используем формулу Лейбница для производной s−1 — ой произведения

двух функций, имеем

f (s)(y) = −T (h− α)

2π
(f1(y)f2(y))

(s−1) =

= −T (h− α)

2π

s−1∑
j=0

Cj
s−1f

(s−1−j)
1 (y)f

(j)
2 (y) =

= −T (h− α)

2π

s−1∑
j=0

Cj
s−1

(−1)s−1−j(s− 1− j)!

(y + h+ a1
5a)

s−j
· (−1)jj!

(y + b1
5b)

j+1
=

=
(−1)s s!T (h− α)

2π

s−1∑
j=0

1

(y + h+ a1
5a)

s−j(y + b1
5b)

j+1
.

Следовательно, выполняется

AB1−s ≪ f (s)(y) ≪ AB1−s, s = 1, 2, . . . .

Таким образом, для любой экспоненциальной пары (κ, λ) , находим

|C(u, h| ≪
(
T (h− α)b2ν21

Λ2ν22

)κ(
Λν2
bν1

)λ

=
T κb2κ−λν2κ−λ

1

Λ2κ−λν2κ−λ
2

(h− α)κ.

7. Оценка Wj(T ), j = 0, 1, 2. Полученную оценку суммы |C(u, h|

подставляем в (3.2.7), находим

Wj(Λ) ≪
Dj

Λ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

1

ν2ν4
×

×
∑

0≤b1<5b

∑
0≤a1<5a

∑
α<h≤α+ω(N1)

T κb2κ−λν2κ−λ
1

Λ2κ−λν2κ−λ
2

(h− α)κ =
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=
DjT

κ

Λ1+2κ−λ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

ν2κ−λ
1 b2κ−λ

ν1+2κ−λ
2 ν4

×

×
∑

0≤b1<5b

∑
0≤a1<5a

∑
α<h≤α+ω(N1)

(h− α)κ ≪

≪ DjT
κ

Λ1+2κ−λ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

ν2κ−λ
1 ab1+2κ−λ

ν1+2κ−λ
2 ν4

(ω(N1))
κ+1.

Отсюда учитывая, что

ω(N1) =

(
N1 +

b1
5b

)
L

H
=

Λ1ν2L

5Hbν1
,

a =
ν1ν4

(ν1ν4, ν2ν3)
, b =

ν2ν3
(ν1ν4, ν2ν3)

,

находим

Wj(Λ) ≪
DjT

κ

Λ1+2κ−λ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

ν2κ−λ
1 ab1+2κ−λ

ν1+2κ−λ
2 ν4

(
Λν2L

Hbν1

)κ+1

=

=
DjT

κΛλ−κ

Hκ+1

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

νκ−λ−1
1 abκ−λ

νκ−λ
2 ν4

=

=
DjT

κΛλ−κ

Hκ+1

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

νκ−λ−1
1

νκ−λ
2 ν4

· ν1ν4 (ν2ν3)
κ−λ

(ν1ν4, ν2ν3)1+κ−λ
=

=
DjT

κΛλ−κ

Hκ+1

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

(ν1ν3)
κ−λ

(ν1ν4, ν2ν3)1+κ−λ
≤

≤ DjT
κΛλ−κ

Hκ+1

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

(ν1ν3)
κ−λ ≪ Dj

T κΛλ−κX4+2κ−2λ

Hκ+1
.

Отсюда воспользовавшись условиями λ− κ ≥ 0 , 2Λ = 2Λ(j) < EjP , где

Ej как в (3.2.2), а также, используя X = T 0,01ε1 , находим

Wj(Λ) ≪ DjE
λ−κ
j

T
κ+λ
2 X4+2κ−2λ

Hκ+1
=

= DjE
λ−κ
j

(
T

κ+λ
2κ+2+0,01ε1·4+2κ−2λ

κ+1

H

)κ+1

=
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= DjE
λ−κ
j · T−ε1L −1

(
T θ(κ,λ)+æ(κ,λ)ε1+σ(κ)

H

)κ+1

,

где

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, æ(κ, λ) =

52 + κ− λ

50κ+ 50
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
.

Таким образом, при H ≥ T θ(κ,λ)+æ(κ,λ)ε1+σ(κ) находим оценку

Wj(Λ) ≪ DjE
λ−κ
j · T−ε1L −1.

Подставляя значения параметров Dj и Ej , последнюю оценку предста-

вим в следующем виде

Wj(Λ) ≪ T−ε1L −1, j = 0, j = 2;

W1(Λ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−0,5(λ−κ)ε2 · T−ε1L −1.

Подставляем найденные оценки суммы Wj(Λ) , j = 0, 1, 2 и оценку

(3.2.4) в формуле (3.2.3), получаем утверждение леммы.

3.3. Оценки сумм S(Y ) и W (θ)

В этом параграфе доказываем асимптотическую формулу для сум-

мы S(Y ) и сверху оцениваем суммы W (θ) .

Определение 3.3.1. Суммами W (θ) и S(Y ) назовём соответ-

ственно суммы вида

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
,

S(Y ) =
∑
λ≤Y

A2(λ)

λ2θ
,

где
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β(ν) =

 α(ν)

(
1− ln ν

lnX

)
, 1 ≤ ν < X,

0, ν ≥ X,

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
.

λ — положительное рациональное число, знаменатель которого не пре-

восходит X .

Лемма 3.3.1. Пусть T 0,1 ≤ Y ≤ T , 1
4 ≤ θ ≤ 1

2 , тогда имеет

место следующая асимптотическая формула:

S(Y ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θW (θ) +

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
W (1− 2θ)+

+O
(
Y −2θX2 ln2X

)
.

Доказательство. Воспользуемся представлением A(λ) ,

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
=

∑
nν1
ν2

=λ

ν1,ν2<X

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
,

имеем

S(Y ) =
∑
λ≤Y

1

λ2θ

∑
nν1
ν2

=λ

ν1,ν2<X

h(ν1)h(ν2)r(n1)

ν2

∑
nν3
ν4

=λ

ν3,ν4<X

h(ν3)h(ν4)r(n2)

ν4
=

=
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X
n1ν1
ν2

=
n2ν3
ν4

≤Y

1(
n1ν1
ν2

· n2ν3
ν4

)θ · h(ν1)h(ν2)r(n1)ν2
· h(ν3)h(ν4)r(n2)

ν4
=

=
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

h(ν1)h(ν2)h(ν3)h(ν4)

νθ1ν
1−θ
2 νθ3ν

1−θ
4

∑
n1ν1
ν2

=
n2ν3
ν4

≤Y

r(n1)r(n2)

(n1n2)θ
=

=
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

h(ν1)h(ν2)h(ν3)h(ν4)

νθ1ν
1−θ
2 νθ3ν

1−θ
4

∑
n1ν1ν4=n2ν2ν3≤Y ν2ν4

r(n1)r(n2)

(n1n2)θ
=



95

=
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

h(ν1)h(ν2)h(ν3)h(ν4)

νθ1ν
1−θ
2 νθ3ν

1−θ
4

×

×
∑

n1ν1ν4
(ν1ν4,ν2ν3)

=
n2ν2ν3

(ν1ν4,ν2ν3)
≤ Y ν2ν4

(ν1ν4,ν2ν3)

r(n1)r(n2)

(n1n2)θ
. (3.3.1)

Обозначая сумму по n1 , n2 через S1(Y ) и вычислим её. Так как

n1ν1ν4
(ν1ν4, ν2ν3)

=
n2ν2ν3

(ν1ν4, ν2ν3)
≤ Y ν2ν4

(ν1ν4, ν2ν3)
, (3.3.2)

где (
ν1ν4

(ν1ν4, ν2ν3)
,

ν2ν3
(ν1ν4, ν2ν3)

)
= 1,

отсюда находим

n1 = n′1
ν2ν3

(ν1ν4, ν2ν3)
, n2 = n′2

ν1ν4
(ν1ν4, ν2ν3)

.

Полученные значения n1 и n2 подставляем в (3.3.2), находим

n′1ν1ν2ν3ν4
(ν1ν4, ν2ν3)2

=
n′2ν1ν2ν3ν4
(ν1ν4, ν2ν3)2

≤ Y ν2ν4
(ν1ν4, ν2ν3)

.

Вводя обозначения n′1 = n′2 = m и, сокращая последнее соотношение,

для суммы S1(Y ) получаем новую границу изменения:

m ≤ Y (ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3
= Y1.

Переходим от переменных n1 и n2 к n′1 и n′2 в сумме S1(Y ) и учитывая,

что n′1 = n′2 = m , найдём

S1(Y ) =
∑

n1ν1ν4
(ν1ν4,ν2ν3)

=
n2ν2ν3

(ν1ν4,ν2ν3)
≤ Y ν2ν4

(ν1ν4,ν2ν3)

r(n1)r(n2)

(n1n2)θ
=

=
∑
m≤Y1

r
(

mν2ν3
(ν1ν4,ν2ν3)

)
r
(

mν1ν4
(ν1ν4,ν2ν3)

)
(

m2ν1ν2ν3ν4
(ν1ν4,ν2ν3)2

)θ =
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=
(ν1ν4, ν2ν3)

2θ

(ν1ν2ν3ν4)θ

∑
m≤Y1

r
(

mν2ν3
(ν1ν4,ν2ν3)

)
r
(

mν1ν4
(ν1ν4,ν2ν3)

)
m2θ

.

Так как ν1ν4 и ν2ν3 представляет собой произведение степеней простых

чисел 5k± 1 , поэтому делители, кроме того, ν2ν3
(ν1ν4,ν2ν3)

и ν1ν4
(ν1ν4,ν2ν3)

, прини-

мают вид 5k ± 1 . Таким образом, для значений характера χ по модулю

5, имеют место следующие соотношения:

χ

(
ν2ν3

(ν1ν4, ν2ν3)

)
= χ

(
ν2ν3

(ν1ν4, ν2ν3)

)
,

χ

(
ν1ν4

(ν1ν4, ν2ν3)

)
= χ

(
ν1ν4

(ν1ν4, ν2ν3)

)
.

Используя функции

r(n) =
1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n),

и принимая ν̃ одно из чисел
ν2ν3

(ν1ν4, ν2ν3)
или

ν1ν4
(ν1ν4, ν2ν3)

, находим

r(mν̃) =
1− iæ

2
χ(mν̃) +

1 + iæ

2
χ̄(mν̃) =

= χ(m)

(
1− iæ

2
χ(ν̃) +

1 + iæ

2
χ̄(ν̃)

)
= χ(ν̃)r(m).

Таким образом, учитывая, что χ((ν1ν4, ν2ν3)
2) = χ2((ν1ν4, ν2ν3)) = 1 ,

находим

r

(
mν2ν3

(ν1ν4, ν2ν3)

)
r

(
mν1ν4

(ν1ν4, ν2ν3)

)
=

= χ

(
ν2ν3

(ν1ν4, ν2ν3)

)
χ

(
ν1ν4

(ν1ν4, ν2ν3)

)
r2(m) =

= χ

(
ν1ν2ν3ν4

(ν1ν4, ν2ν3)2

)
r2(m) =

= χ

(
ν1ν2ν3ν4

(ν1ν4, ν2ν3)2

)
χ((ν1ν4, ν2ν3)

2)r2(m) =

= χ(ν1ν2ν3ν4)r
2(m).
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Следовательно,

S1(Y ) = χ(ν1ν2ν3ν4)
(ν1ν4, ν2ν3)

2θ

(ν1ν2ν3ν4)θ
S2(Y ), (3.3.3)

где

S2(Y ) =
∑
m≤Y1

r2(m)

m2θ
.

Так как функция r(m) является периодической, и учитывая, что

r(5k) = 0 , находим

S2(Y ) =
∑
m≤Y1

r2(m)

m2θ
=

4∑
l=1

r2(l)
∑

1≤5k+l≤Y1

(5k + l)−2θ =

=
4∑

l=1

r2(l)

 ∑
1−l
5 ≤k<0,5

(5k + l)−2θ +
∑

0,5≤k≤Y1−l
5

(5k + l)−2θ

 =

=
4∑

l=1

r2(l)

l−2θ +
∑

0,5≤k≤Y1−l
5

(5k + l)−2θ

 .

Воспользовавшись формулой суммирования Эйлера, находим

S2(Y ) =
4∑

l=1

r2(l)

(∫ (Y1−l)/5

0,5

du

(5u+ l)2θ
+ ρ

(
Y1 − l

5

)
1

Y 2θ
1

+

+10θ

∫ (Y1−l)/5

0,5

ρ(u)du

(5u+ l)2θ+1
+ l−2θ

)
=

=
4∑

l=1

r2(l)

(
Y 1−2θ
1 − (l + 2, 5)1−2θ

5(1− 2θ)
+

+10θ

∫ ∞

0,5

ρ(u)du

(5u+ l)2θ+1
+ l−2θ +O

(
Y −2θ
1

))
.

Учитывая равенства r(5k ± 1) = ±1 , r(5k ± 2) = ±æ , r(5k) = 0 для

последней формулы, имеем

S2(Y ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θ
1 +

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
+O

(
Y −2θ
1

)
,
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c1 = −71−2θ + 131−2θ + æ2(91−2θ + 111−2θ)

5 · 21−2θ
,

c2 = 10θ

(∫ ∞

0,5

ρ(u)du

(5u+ 1)2θ+1
+

∫ ∞

0,5

ρ(u)du

(5u+ 4)2θ+1
+ æ2

∫ ∞

0,5

ρ(u)du

(5u+ 2)2θ+1
+

+æ2

∫ ∞

0,5

ρ(u)du

(5u+ 3)2θ+1

)
+ 1 +

1

42θ
+

æ2

22θ
+

æ2

32θ
.

Полученную сумму S2(Y ) подставим в формуле (3.3.3), потом используя

равенство Y1 = Y (ν1ν4,ν2ν3)
ν1ν3

, находим

S1(Y ) = χ(ν1ν2ν3ν4)
(ν1ν4, ν2ν3)

2θ

(ν1ν2ν3ν4)θ

(
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θ
1 +

+

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
+O

(
Y −2θ
1

))
=

=
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
χ(ν1ν2ν3ν4)

(ν1ν4, ν2ν3)
2θ

(ν1ν2ν3ν4)θ

(
Y (ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−2θ

+

+

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
χ(ν1ν2ν3ν4)

(ν1ν4, ν2ν3)
2θ

(ν1ν2ν3ν4)θ
+

+O

((
Y (ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)−2θ
(ν1ν4, ν2ν3)

2θ

(ν1ν2ν3ν4)θ

)
=

=
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θ (ν1ν4, ν2ν3)

ν1−θ
1 νθ2ν

1−θ
3 νθ4

χ(ν1ν2ν3ν4)+

+

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
(ν1ν4, ν2ν3)

2θ

(ν1ν2ν3ν4)θ
χ(ν1ν2ν3ν4) +O

(
νθ1ν

θ
3

νθ2ν
θ
4

Y −2θ

)
.

Полученную асимптотическую формулу подставляем в (3.3.1) , и учиты-

вая, что h(ν)χ(ν) = β(ν) , и |h(ν)| ≤ 1 , имеем

S(Y ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

h(ν1)h(ν2)h(ν3)h(ν4)

νθ1ν
1−θ
2 νθ3ν

1−θ
4

S1(Y ) =

=
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

h(ν1)h(ν2)h(ν3)h(ν4)

νθ1ν
1−θ
2 νθ3ν

1−θ
4

×

× (ν1ν4, ν2ν3)

ν1−θ
1 νθ2ν

1−θ
3 νθ4

χ(ν1ν2ν3ν4)+
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+

(
c1

1− 2θ
+ c2

) ∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

h(ν1)h(ν2)h(ν3)h(ν4)

νθ1ν
1−θ
2 νθ3ν

1−θ
4

×

×(ν1ν4, ν2ν3)
2θ

(ν1ν2ν3ν4)θ
χ(ν1ν2ν3ν4) +

+O

Y −2θ
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

1

νθ1ν
1−θ
2 νθ3ν

1−θ
4

νθ1ν
θ
3

νθ2ν
θ
4

 =

=
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
+

+

(
c1

1− 2θ
+ c2

) ∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)2θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
+

+O

Y −2θ
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

1

ν2ν4

 .

Таким образом, используя соотношения

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
= W (θ),

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)2θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
= W (1− 2θ),

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

1

ν2ν4
≪ X2 ln2X,

находим

S(Y ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θW (θ) +

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
W (1− 2θ)+

+O
(
Y −2θX2 ln2X

)
.

Лемма доказана.

А теперь оценим суммы W (θ) . Имеет место следующая

Лемма 3.3.2. Пусть 0 ≤ θ ≤ 1
2 , тогда для суммы W (θ) справед-
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лива следующая оценка:

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
=

= O

(
X2θ

√
lnX

)
.

Доказательство. Функцию γ(d) определяем из равенства

∑
d\(ν1ν4,ν2ν3)

γ(d) = (ν1ν4, ν2ν3)
1−θ, (3.3.4)

и используем первую формулу обращения Мёбиуса, находим

γ(n) =
∑
d|n

µ(d)
(n
d

)1−θ

= n1−θ
∏
d|n

(
1− 1

p1−θ

)
,

значит,

0 < γ(n) < n1−θ.

Используя определение суммы W (θ) и соотношение (3.3.4), находим

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

s
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν1−θ
1 ν2ν

1−θ
3 ν4

(ν1ν4, ν2ν3)
1−θ =

=
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν1−θ
1 ν2ν

1−θ
3 ν4

∑
d|(ν1ν4,ν2ν3)

γ(d) =

=
∑′

d≤X2

γ(d)
∑

ν1,ν4<X
ν1ν4≡0 (mod d)

∑
ν2,ν3<X

ν2ν3≡0 (mod d)

β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν1−θ
1 ν2ν

1−θ
3 ν4

=

=
∑′

d≤X2

γ(d)

 ∑
ν1,ν4<X

ν1ν4≡0 (mod d)

β(ν1)β(ν4)

ν1−θ
1 ν4


2

. (3.3.5)

В последней формуле штрих определяет, что суммирование берётся по

тем натуральным числам d , простых делители которых имеют следую-
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щий вид p ≡ ±1 (mod 5) , то есть, d есть делители (ν1ν4, ν2ν3) , состоя-

щие из простых сомножителей вида p ≡ ±1 (mod 5) . Далее в последней

формуле рассматриваем внутреннюю сумму, которую обозначим через

V (d) . Предположим, что натуральные числа δ1 и δ4 имеют простые дели-

тели, совпадающие с делителями числа d и кроме того, пусть ν1 = δ1ν
′
1 ,

ν4 = δ4ν
′
4 , где (ν ′1, d) = (ν ′4, d) = 1 . Имеем

V (d) =
∑

ν1,ν4<X
ν1ν4≡0 (mod d)

β(ν1)β(ν4)

ν1−θ
1 ν4

=
∑

δ1ν
′
1,δ4ν

′
4<X, (ν′1ν

′
4,d)=1

δ1ν
′
1δ4ν

′
4≡0 (mod d)

β(δ1ν
′
1)β(δ4ν

′
4)

(δ1ν ′1)
1−θδ4ν ′4

=

=
∑

δ1ν
′
1,δ4ν

′
4<X, (ν′1ν

′
4,d)=1

δ1δ4≡0 (mod d)

β(δ1ν
′
1)β(δ4ν

′
4)

(δ1ν ′1)
1−θδ4ν ′4

=

=
∑′′

δ1,δ4<X
δ1δ4≡0 (mod d)

1

δ1−θ
1 δ4

∑
δ1ν

′
1<X

(ν′1,d)=1

β(δ1ν
′
1)

ν ′1−θ
1

∑
δ4ν

′
4<X

(ν′4,d)=1

β(δ4ν
′
4)

ν ′4
.

Воспользуемся формулой для β(δ1ν
′
1) , найдём

β(δ1ν
′
1) = α(δ1ν

′
1)

(
1− ln δ1ν

′
1

lnX

)
=
α(δ1ν

′
1)

lnX
ln

X

δ1ν ′1
.

Согласно тому, что делители числа δ1 совпадают с простыми делителями

d , кроме того (d, ν ′1) = 1 , тогда (δ1, ν
′
1) = 1 , таким образом, пользуясь

мультипликативностю α(ν) , находим

α(δ1ν
′
1) = α(δ1)α(ν

′
1),

тем самым,

β(δ1ν
′
1) =

α(δ1)α(ν
′
1)

lnX
ln

X

δ1ν ′1
.

Поступая точно также, получим

β(δ4ν
′
4) =

α(δ4)α(ν
′
4)

lnX
ln

X

δ4ν ′4
.

Следовательно, для суммы V (d) , получим следующую формулу:
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V (d) =
1

ln2X

∑
δ1,δ4<X

δ1δ4≡0 (mod d)

α(δ1)α(δ4)

δ1−θ
1 δ4

×

×
∑

ν′1<Xδ−1
1

(ν′1,d)=1

α(ν ′1)

ν ′1−θ
1

ln
X

δ1ν ′1

∑
ν′4<Xδ−1

4
(ν′4,d)=1

α(ν ′4)

ν ′4
ln

X

δ4ν ′4

=
1

ln2X

∑
δ1,δ4<X

δ1δ4≡0 (mod d)

α(δ1)α(δ4)

δ1−θ
1 δ4

K(δ1, d, θ)K(δ4, d, 0), (3.3.6)

где

K(δ, d, θ) =
∑

ν<Xδ−1

(ν,d)=1

α(ν)

ν1−θ
ln
X

δν
.

При Re s > 1 и χ1 = χ1(n) =
(
n
5

)
— символ Лежандра по модулю 5 ,

имеем

f1(s) =
∏

p≡±1(mod 5)

(
1− 1

ps

)−2

,

f2(s) =
∏

p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2s

)
,

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

,

L(s, χ1) =
∞∑
n=1

χ1(n)

ns
=
∏
p

(
1−

(
p
5

)
ps

)−1

=

=
∏

p≡±1(mod5)

(
1− 1

ps

)−1 ∏
p≡±2(mod5)

(
1 +

1

ps

)−1

, (3.3.7)

тогда имеет место равенство

f1(s) =

(
1− 1

5s

)∏
p

(
1− 1

ps

)−1

·
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·
∏

p≡±1(mod5)

(
1− 1

ps

)−1 ∏
p≡±2(mod 5)

(
1− 1

ps

)
=

=

(
1− 1

5s

)
ζ(s)

∏
p≡±1(mod5)

(
1− 1

ps

)−1 ∏
p≡±2(mod5)

(
1 +

1

ps

)−1

·

·
∏

p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2s

)
=

(
1− 1

5s

)
ζ(s)

∏
p≡±1(mod5)

(
1−

(
p
5

)
ps

)−1

·

·
∏

p≡±2(mod5)

(
1−

(
p
5

)
ps

)−1 ∏
p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2s

)
=

(
1− 1

5s

)
ζ(s)·

·
∏
p

(
1−

(
p
5

)
ps

)−1 ∏
p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2s

)
=

=

(
1− 1

5s

)
ζ(s)L(s, χ1)f2(s). (3.3.8)

В сумме K(δ, d, θ) вводим обозначения Y = Xδ−1 , имеем

K(δ, d, θ) =
∑

ν<Xδ−1

(ν,d)=1

α(ν)

ν1−θ
ln
X

δν
=
∑
ν<Y

(ν,d)=1

α(ν)

ν1−θ
ln
Y

ν
.

Используя формулу Перрона

1

2πi

∫ 1+i∞

1−i∞
xs

ds

s2
=

 ln x, x ≥ 1;

0, 0 < x < 1,

сумму K(δ, d, θ) , напишем в следующем виде:

K(δ, d, θ) =
∞∑
n=1

(n,d)=1

α(n)

n1−θ

1

2πi

∫ 1+i∞

1−i∞

(
Y

n

)s
ds

s2
=

=
1

2πi

∫ 1+i∞

1−i∞

Y s

s2
gd(s+ 1− θ)ds,

где
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gd(s+ 1− θ) =
∞∑
n=1

(n,d)=1

α(n)

ns+1−θ
.

Поскольку функция α(n) является мультипликативной, представляем

gd(s+ 1− θ) как бесконечное произведение и воспользуемся представле-

нием f1(s) и формулой (3.3.8), найдём

gd(s+ 1− θ) =
∏

p≡±1(mod 5)
(p,d)=1

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2

=

= f
− 1

4

1 (s+ 1− θ)
∏
p|d

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2

,

(3.3.9)

где

f
−1

4

1 (s+ 1− θ) =

((
1− 1

5s+1−θ

)
ζ(s+ 1− θ)×

×L(s+ 1− θ, χ1)f2(s+ 1− θ))−
1
4 .

Воспользуемся полученной формулой (3.3.9), и предполагая Y > 2 , на-

ходим

K(δ, d, θ) =
1

2πi

∫ 1+i∞

1−i∞
gd(s+ 1− θ)

Y s

s2
ds =

=
1

2πi

∫ 1+i∞

1−i∞
f
−1

4

1 (s+ 1− θ)
∏
p|d

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2 Y s

s2
ds. (3.3.10)

Рассматриваем следующие случаи: θ ≥ (lnY )−1 ; 0 ≤ θ < (lnY )−1 .

1. Случай θ ≥ (lnY )−1 . Рассматриваем следующий интеграл:

J =
1

2πi

∫
∂D

f
−1

4
1 (s+ 1− θ)

∏
p|d

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2 Y s

s2
ds.
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Область D является ограниченной прямыми

[1 − i∞, 1 + i∞] , полуокружностю s = θ + reiφ ,

−π
2 ≤ φ ≤ π

2 и полупрямыми Res = 0 , |Ims| ≥ r ,

0 < r < 1 . Подынтегральная функция состоит из

произведения трёх функций, две из которых го-

ломорфные. В этой области отдельно рассмотрим

поведение каждой из этих функций, произведе-

ние которых согласно равенству (3.3.8) имеет вид f1(s+ 1− θ) :

• в области D , 1− 1
5s+1−θ ̸= 0 является голоморфной функцией и имеет

единственный нуль в точке s = −1 + θ , которая лежит вне области

D ;

• в области D , ζ(s + 1 − θ) ̸= 0 голоморфная функция имеет един-

ственный полюс в точке s = θ , который лежит вне этой области;

• в области D , функция L(s + 1 − θ, χ1) ̸= 0 голоморфная, также в

области Re s > θ , входящей в Re s > θ ;

• в области D , функция (f2(s+ 1− θ))−
1
4 голоморфная и не имеет

нулей, потому, что

|f2(s+ 1− θ)| =
∏

p≡±2(mod 5)

∣∣∣∣1− 1

p2s+2−2θ

∣∣∣∣ ≥
≥

∏
p≡±2(mod 5)

(
1− 1

|p2s+2−2θ|

)
=

=
∏

p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2σ+2−2θ

)
>

>
∏
p

(
1− 1

p2σ+2−2θ

)
=

= ζ−1(2σ + 2− 2θ) > 0.



106

Следовательно, функция f
−1

4

1 (s + 1 − θ) является голоморфной в

области D и в этой области функция

gd(s+ 1− θ)
Y s

s2
= f

− 1
4

1 (s+ 1− θ)
∏
p|d

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2 Y s

s2

также является голоморфной и по теореме Коши

J =
1

2πi

∫
∂D

f
−1

4
1 (s+ 1− θ)

∏
p|d

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2 Y s

s2
ds = 0.

Из этого равенства и из формулы (3.3.10), найдём

K(δ, d, θ) =
1

2πi

∫ θ−ir

θ−i∞
gd(s+ 1− θ)

Y s

s2
ds+

+
r

2π

∫ π
2

−π
2

gd(1 + reiφ)
Y θ+reiφeiφ

(θ + reiφ)2
dφ+

+
1

2πi

∫ θ+i∞

θ+ir

gd(s+ 1− θ)
Y s

s2
ds. (3.3.11)

Полученные интегралы обозначаем через K1(δ, d, θ) , K2(δ, d, θ) и K3(δ, d, θ) .

Отметим, что интегралы K1(δ, d, θ) и K3(δ, d, θ) по абсолютной вели-

чине равны, поэтому достаточно оценить один из них. Оценим интеграл

K2(δ, d, θ) по окружности. Находим

|K2(δ, d, θ)| ≤
r

2π

∫ π
2

−π
2

|gd(1 + reiφ)| Y θ+r cosφ

θ2 + r2 + 2rθ cosφ
dφ ≤

≤ rY θ+r

2π(θ2 + r2)

∫ π
2

−π
2

|gd(1 + reiφ)|dφ. (3.3.12)

Используя формулу (3.3.9) и выражение

Re(1 + reiφ) = 1 + r cosφ ≥ 1,

сводим оценку подынтегральной функции к оценке функций |ζ(s)|−1 ,
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|L(s, χ1)|−1 , |f2(s)|−1 при 1 + reiφ . Находим

|gd(1 + reiφ)| =

∣∣∣∣∣∣f−1
4

1 (1 + reiφ)
∏
p|d

(
1− 1

p1+reiφ

) 1
2

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |f1(1 + reiφ)|−

1
4

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

=

=

∣∣∣∣(1− 1

51+reiφ

)
ζ(1 + reiφ)L(1 + reiφ, χ1)f2(1 + reiφ)

∣∣∣∣−1
4

×

×
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

≤

≤
∣∣∣∣54ζ(1 + reiφ)L(1 + reiφ, χ1)f2(1 + reiφ)

∣∣∣∣− 1
4 ∏

p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

.

(3.3.13)

Для оценки |ζ(1+reiφ)|−1 воспользуемся формулой аналитического про-

должения ζ(s) в полуплоскости Res > 0 , полагая в ней N = 1 , находим

ζ(s) =
1

s− 1
+

1

2
+ s

∫ ∞

1

ρ(u)

us+1
du.

Так как функция ζ(s) при s = 1 имеет полюс первого порядка, поэтому

при s→ 1 справедлива оценка |ζ(s)|−1 ≪ |s− 1| , следовательно,

|ζ(1 + reiφ)|−1 ≪ r.

Далее применяем формулу аналитического продолжения в полуплоско-

сти Res > 0 для функции Дирихле L(s, χ1) , χ1 = χ1(n) =
(
n
5

)
— символ

Лежандра по модулю 5 , находим

L(s, χ1) = s

∫ ∞

1

S(x)

xs+1
dx, S(x) =

∑
n≤x

(n
5

)
.

Так как для функции S(x) при всех x ≥ 1 имеет место неравенство

|S(x)| ≤ 1 , имеем
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|L(s, χ1)| = |s|
∣∣∣∣∫ ∞

1

S(x)

xs+1
dx

∣∣∣∣ ≤ |s|
∫ ∞

1

dx

x1+Re s
=

|s|
Re s

,

следовательно, интеграл в полуплоскости Re s > 0 сходится и является

голоморфной функцией. По теореме Валле-Пуссена о нулях и теореме

Пейджа, функция L(s, χ1) в области

Re s = σ ≥ 1−min

(
c

ln q(|t|+ 2)
,

c
√
q ln4 q

)

не имеет нулей, поэтому при −π
2 ≤ φ ≤ π

2 , находим

|L(1 + reiφ, χ1)|−1 ≪ 1.

Используя представление для функции f2(s) , то есть формулу (3.3.7),

находим

|f2(1 + reiφ)| =
∏

p≡±2(mod 5)

∣∣∣∣1− 1

p2+2reiφ

∣∣∣∣ ≥ ∏
p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2

)
>

>
∏
p

(
1− 1

p2

)
= ζ−1(2) =

6

π2
.

Найденные оценки для функций

1

|ζ(s)|
,

1

|L(s, χ1)|
,

1

|f2(s)|

подставляем в формулу (3.3.13) при 1 + reiφ , имеем

|gd(1+reiφ)| ≤
∣∣∣∣54ζ(1 + reiφ)L(1 + reiφ, χ1)f2(1 + reiφ)

∣∣∣∣−1
4 ∏

p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

≪

≪ r
1
4

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

.

Учитывая последнюю оценку и оценку (3.3.12), получим
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|K2(δ, d, θ)| ≤
rY θ+r

2π(θ2 + r2)

∫ π
2

−π
2

|gd(1 + reiφ)|dφ≪

≪ r
5
4Y θ+r

θ2 + r2

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

. (3.3.14)

Теперь оценим интеграл K3(δ, d, θ) . Находим

|K3(δ, d, θ)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫ θ+i∞

θ+ir

gd(s+ 1− θ)
Y s

s2
ds

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ 12π
∫ ∞

r

gd(1 + it)
Y θ+it

(θ + it)2
dt

∣∣∣∣≪
≪ Y θ

∫ ∞

r

|gd(1 + it)| dt

θ2 + t2
. (3.3.15)

Пользуясь формулой (3.3.9), оценку подинтегральную функцию сводим

к оценке |ζ(s)|−1 , |L(s, χ1)|−1 , |f2(s)|−1 при 1 + it . Находим

|gd(1 + it)| =

∣∣∣∣∣∣f−1
4

1 (1 + it)
∏
p|d

(
1− 1

p1+it

) 1
2

∣∣∣∣∣∣ ≤ |f1(1 + it)|−
1
4

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

=

=

∣∣∣∣(1− 1

51+it

)
ζ(1 + it)L(1 + it, χ1)f2(1 + it)

∣∣∣∣−1
4 ∏

p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

≤

≤
∣∣∣∣54ζ(1 + it)L(1 + it, χ1)f2(1 + it)

∣∣∣∣−1
4 ∏

p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

.

(3.3.16)

Для оценки |ζ(1 + it)|−1 воспользуемся формулой аналитического про-

должения ζ(s) в полуплоскости Res > 0 , полагая N = 1 , находим

ζ(1 + it) =
1

it
+

1

2
+ (1 + it)

∫ ∞

1

ρ(u)

u2+it
du.

Следовательно, при s→ ∞ справедлива оценка

|ζ(1 + it)|−1 ≪ |t|.
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Так как функция L(s, χ1) , χ1 = χ1(n) =
(
n
5

)
голоморфная функция

в полуплоскости Re s > 0 и по теореме Ш.Валле-Пуссена о нулях и

теореме Пейджа, эта функция не имеет нулей в области

Re s = σ ≥ 1−min

(
c

ln q(|t|+ 2)
,

c
√
q ln4 q

)
.

Таким образом,

|L(1 + it, χ1)|−1 ≪ 1.

Используем представление для функции f2(s) , то есть, формулу (3.3.7),

находим

|f2(1 + it)| =
∏

p≡±2(mod 5)

∣∣∣∣1− 1

p2+2it

∣∣∣∣ ≥ ∏
p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2

)
>

>
∏
p

(
1− 1

p2

)
= ζ−1(2) =

6

π2
.

Полученные оценки для

1

|ζ(1 + it)|
,

1

|L(1 + it, χ1)|
,

1

|f2(1 + it)|
подставляем в формулу (3.3.16), найдём

|gd(1 + it)| ≤
∣∣∣∣54ζ(1 + it)L(1 + it, χ1)f2(1 + it)

∣∣∣∣−1
4

·

·
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

≪ |t|
1
4

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

. (3.3.17)

Учитывая последнюю оценку и (3.3.15), получим

|K3(δ, d, θ)| ≪ Y θ
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2
∫ ∞

r

t
1
4dt

θ2 + t2
=

= Y θ
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(∫ θ

r

t
1
4dt

θ2 + t2
+

∫ ∞

θ

t
1
4dt

θ2 + t2

)
≤



111

≤ Y θ
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2
(
θ−2

∫ θ

r

t
1
4dt+

∫ ∞

θ

t−
7
4dt

)
≪

≪ Y θ
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

θ−
3
4 ≪ Y θ

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnY )
3
4 .

В формуле (3.3.11) переходим к оценке, и подставляя полученные оценки

интегралов K2(δ, d, θ) и K3(δ, d, θ) , имея ввиду, что

|K3(δ, d, θ)| = |K1(δ, d, θ)| , находим

|K(δ, d, θ)| ≪ Y θ
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnY )
3
4 +

r
5
4Y θ+r

θ2 + r2

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

.

В последней оценке при r → 0 переходим к пределу, получим

|K(δ, d, θ)| ≪ Y θ
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnY )
3
4 .

2. Случай 0 ≤ θ < (lnY )−1 . Пусть r1 = 2(lnY )−1 , рассматриваем

интеграл

J =
1

2πi

∫
∂D

f
− 1

4

1 (s+1−θ)
∏
p|d

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2 Y s

s2
ds.

Область D является ограниченной прямыми

[1 − i∞, 1 + i∞] , дугой окружности |s| = r1 ,

Res ≥ θ и полупрямыми Re s = θ , |Im s| ≥
√
r21 − θ2 .

Подынтегральная функция состоит из произведения трёх функций, из

которых две голоморфные. В этой области отдельно рассмотрим поведе-

ние каждой из этих функций, произведение которых согласно равенству

(3.3.8), имеет вид f1(s+ 1− θ) :

• в области D , 1− 1
5s+1−θ ̸= 0 является голоморфной функцией, имеет

единственный нуль в точке s = −1 + θ , вне области D ;
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• в области D , ζ(s + 1 − θ) ̸= 0 голоморфная функция, имеет един-

ственный полюс в точке s = θ , вне области D ;

• в области D , функция L(s + 1 − θ, χ1) ̸= 0 голоморфная, также в

области Res > θ , входящей в Res > θ ;

• в области D , функция (f2(s+ 1− θ))−
1
4 голоморфная и не имеет

нулей, потому что

|f2(s+ 1− θ)| =
∏

p≡±2(mod 5)

∣∣∣∣1− 1

p2s+2−2θ

∣∣∣∣ ≥
≥

∏
p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2σ+2−2θ

)
>

> ζ−1(2σ + 2− 2θ) > 0.

Следовательно, функция f
−1

4
1 (s + 1 − θ) является голоморфной в

области D и в этой области функция

gd(s+ 1− θ)
Y s

s2
= f

− 1
4

1 (s+ 1− θ)
∏
p|d

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2 Y s

s2

также является голоморфной, и по теореме Коши находим

J =
1

2πi

∫
∂D

f
−1

4
1 (s+ 1− θ)

∏
p|d

(
1− 1

ps+1−θ

) 1
2 Y s

s2
ds = 0.

Из этого равенства, из формулы (3.3.10), величины угла α и равенства

r1 sinα =
√
r21 − θ2 , r1 cosα = θ , найдём

K(δ, d, θ) =
1

2πi

∫ θ−i
√

r21−θ2

θ−i∞
gd(s+ 1− θ)

Y s

s2
ds+

+
r1
2π

∫ α

−α

gd(r1e
iφ + 1− θ)

Y r1e
iφ

eiφ

(r1eiφ)2
dφ+

+
1

2πi

∫ θ+i∞

θ+i
√

r21−θ2
gd(s+ 1− θ)

Y s

s2
ds. (3.3.18)
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Полученные интегралы обозначаем через K4(δ, d, θ) , K5(δ, d, θ) и K6(δ, d, θ) .

Интегралы K4(δ, d, θ) и K6(δ, d, θ) по абсолютной величине равны, поэто-

му достаточно оценить один из них. Оцениваем интеграл K5(δ, d, θ) по

дуге окружности

s = r1e
iφ, −α ≤ φ ≤ α, 0 < α ≤ π

2
,

находим

|K5(δ, d, θ)| ≤
1

2πr1

∫ α

−α

|gd(1− θ + r1e
iφ)|Y r1 cosφdφ ≤

≤ Y r1

2πr1

∫ α

−α

|gd(1− θ + r1e
iφ)|dφ ≤ e2

πr1

∫ α

0

|gd(1− θ + r1e
iφ)|dφ.

(3.3.19)

Используя формулу (3.3.9) и неравенства

Re(1− θ + r1e
iφ) = 1− θ + r1 cosφ ≥ 1− θ + r1 cosα = 1,∣∣∣∣1− 1

51−θ+r1eiφ

∣∣∣∣ ≥ 1− 1

51−θ+r1 cosφ
≥ 4

5
,

сведём оценку |gd(r1eiφ)| к оценке следующих функций:

|ζ(s)|−1, |L(s, χ1)|−1, |f2(s)|−1

при s = 1− θ + r1e
iφ . Находим

|gd(1− θ + r1e
iφ)| =

∣∣∣∣∣∣f−1
4

1 (1− θ + r1e
iφ)
∏
p|d

(
1− 1

p1−θ+r1eiφ

) 1
2

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |f1(1− θ + r1e

iφ)|−
1
4

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

=

=

∣∣∣∣(1− 1

51−θ+r1eiφ

)
ζ(1− θ + r1e

iφ)L(1 + reiφ, χ1)·
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·f2(1− θ + r1e
iφ)
∣∣− 1

4
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

≤

≤
∣∣∣∣54ζ(1− θ + r1e

iφ)L(1− θ + r1e
iφ, χ1)·

·f2(1− θ + r1e
iφ)
∣∣− 1

4
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

. (3.3.20)

Далее оцениваем функцию |ζ(1 − θ + r1e
iφ)|−1 . Известно, что ζ(s) при

s = 1 имеет полюс с вычетом равным 1 , следовательно, при s → 1

справедлива оценка |ζ(s)|−1 ≪ |s− 1| , поэтому

|ζ(1− θ + r1e
iφ)|−1 ≪ |θ − r1e

iφ| =

=
√
θ2 + r21 − 2θr1 cosφ =

√
r21 − θ2 ≤ r1.

Функция L(s, χ1) по теореме Валле-Пуссена о нулях и теореме Пейджа

в области

Re s = σ ≥ 1−min

(
c

ln q(|t|+ 2)
,

c
√
q ln4 q

)
нулей не имеет, поэтому согласно условию

1− θ + r1 cosφ ≥ 1− θ + r1 cosα = 1,

где −α ≤ φ ≤ α , 0 < α ≤ π
2 , функция L(1 − θ + r1e

iφ, χ1) в ноль не

обращается. Таким образом,

|L(1− θ + r1e
iφ, χ1)|−1 ≪ 1.

Используя представление для функции f2(s) , то есть, формулу (3.3.7) и

неравенство 1− θ + r1 cosφ ≥ 1 , находим
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|f2(1− θ + r1e
iφ)| =

∏
p≡±2(mod 5)

∣∣∣∣1− 1

p2(1−θ+r1eiφ)

∣∣∣∣ ≥
≥

∏
p≡±2(mod 5)

(
1− 1

p2

)
>
∏
p

(
1− 1

p2

)
= ζ−1(2) =

6

π2
.

Найденные оценки функции |ζ(s)|−1 , |L(s, χ1)|−1 , |f2(s)|−1 при s = 1−

θ + r1e
iφ подставим в формуле (3.3.20), находим

|gd(1− θ + r1e
iφ)| ≤

≤
∣∣∣∣54ζ(1− θ + r1e

iφ)L(1− θ + r1e
iφ, χ1)f2(1− θ + r1e

iφ)

∣∣∣∣− 1
4

·

·
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

≪ r
1
4

1

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

.

Из этой оценки и (3.3.19) найдём

|K5(δ, d, θ)| ≤
e2

πr1

∫ α

0

|gd(1− θ + r1e
iφ)|dφ≪

≪ r
−3

4

1

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

≪
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnY )
3
4 . (3.3.21)

Теперь оцениваем K6(δ, d, θ) — интеграл по верхним полупрямым. Полу-

чим

|K6(δ, d, θ)| =

∣∣∣∣∣ 12π
∫ ∞

√
r21−θ2

gd(1 + it)
Y θ+it

(θ + it)2
dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤ Y θ

∫ ∞

√
r21−θ2

gd(1 + it)| dt

θ2 + t2
<

< e

∫ ∞

√
3(lnY )−1

|gd(1 + it)|dt
t2
. (3.3.22)

Используем полученную оценку интеграла K3(δ, d, θ) для |gd(1+ it)| , то
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есть, оценку (3.3.17), находим

|K6(δ, d, θ)| ≪
∫ ∞

√
3(lnY )−1

t−
1
4

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2 dt

t2
≪

≪
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnY )
3
4 .

В равенстве (3.3.18) переходим к оценкам и подставим полученные оцен-

ки интегралов K5(δ, d, θ) и K6(δ, d, θ) , имея ввиду, что K6(δ, d, θ) =

K4(δ, d, θ) , найдём

|K(δ, d, θ)| ≪
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnY )
3
4 .

Следовательно, для K(δ, d, θ) получим окончательную оценку вида

K(δ, d, θ) ≪ Y θ
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnY )
3
4 ≪

≪
(
X

δ

)θ∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnX)
3
4 .

Полученную оценку подставляем в формулу (3.3.6), имеем

|V (d)| ≪ 1

ln2X

∑
δ1,δ4<X

δ1δ4≡0 (mod d)

|α(δ1)||α(δ4)|
δ1−θ
1 δ4

|K(δ1, d, θ)||K(δ4, d, 0)| ≪

≪ 1

ln2X

∑
δ1,δ4<X

δ1δ4≡0 (mod d)

|α(δ1)||α(δ4)|
δ1−θ
1 δ4

(
X

δ1

)θ

×

×
∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnX)
3
4

∏
p|d

(
1 +

1

p

) 1
2

(lnX)
3
4 =

=
Xθ

√
lnX

∏
p|d

(
1 +

1

p

) ∑
δ1,δ4<X

δ1δ4≡0 (mod d)

|α(δ1)||α(δ4)|
δ1δ4

. (3.3.23)
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Сумму в последней оценке обозначим через v(d) и оценим её

v(d) =
∑

δ1,δ4<X
δ1δ4≡0 (mod d)

|α(δ1)||α(δ4)|
δ1δ4

=

=
∑
δ<X2

δ≡0 (mod d)

1

δ

∑
δ1δ4=δ
δ1,δ4<X

|α(δ1)||α(δ4)|.

Для этого вспоминаем следующее:

• при Re s > 1 число α(ν) вычисляется из равенства

∞∑
ν=1

α(ν)

νs
=

∏
p≡±1(mod 5)

(
1− 1

ps

) 1
2

=

=
∏

p≡±1(mod 5)

(
1−

∞∑
k=1

(2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
· 1

pks

)
=
∏
p

∞∑
k=0

α(pk)

pks
,

α(pk) =


1, если k = 0;

− (2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
, если k ≥ 1 и p ≡ ±1(mod 5).

0, если k ≥ 1 и p ̸≡ ±1(mod 5);

• α(ν) является мультипликативной функцией и |α(ν)| < 1 при вся-

ком ν > 1 , а числа ν представляют собой произведение степенных

простых чисел вида p ≡ ±1 (mod 5) ;

• числа d < X2 имеют простые делители p ≡ ±1 (mod 5) ;

• числа δ1 , δ4 натуральные, их простые делители равны делителям

числа d .

Далее числа α′(ν) будем определять из равенства

∞∑
ν=1

α′(ν)

νs
=

∏
p≡±1(mod 5)

(
1− 1

ps

)−1
2

=
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=
∏

p≡±1(mod 5)

(
1 +

∞∑
k=1

(2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
· 1

pks

)
=
∏
p

∞∑
k=0

α′(pk)

pks
,

α′(pk) =


1, если k = 0;
(2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
, если k ≥ 1 и p ≡ ±1(mod 5).

0, если k ≥ 1 и p ̸≡ ±1(mod 5).

Точно так же α′(ν) как α(ν) мультипликативная функция и 0 ≤ α′(ν)| <

1 , α′(ν) = |α(ν)| . А при ℜ s > 1 имеем

∞∑′

n=1

1

ns
=

∏
p≡±1(mod 5)

(
1 +

1

ps
+

1

p2s
+ . . .

)
=

∏
p≡±1(mod 5)

(
1− 1

ps

)−1

=

=

 ∏
p≡±1(mod 5)

(
1− 1

ps

)− 1
2

2

=

( ∞∑
ν=1

α′(ν)

νs

)2

=

=
∞∑

ν1,ν2=1

α′(ν1)α
′(ν2)

(ν1ν2)s
=

∞∑
n=1

1

ns

∑
ν1ν2=n

α′(ν1)α
′(ν2),

где штрих в сумме показывает,что суммирование берётся по таким

числам n , у которых простые делители удовлетворяют сравнению

p ≡ ±1 (mod 5) . Таким образом,

∑
ν1ν2=n

α′(ν1)α
′(ν2) = 1,

в противном случае ∑
ν1ν2=n

α′(ν1)α
′(ν2) = 0.

Следовательно, ∑
δ1δ4=δ
δ1,δ4<X

α′(δ1)α
′(δ4) ≤ 1.

В сумме v(d) заменяем |α(δ1)α(δ4)| на α′(δ1)α
′(δ4) , и учитывая послед-

нее неравенство, находим
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v(d) =
∑

δ1,δ4<X
δ1δ4≡0 (mod d)

|α(δ1)||α(δ4)|
δ1δ4

=
∑

δ1,δ4<X
δ1δ4≡0 (mod d)

α′(δ1)α
′(δ4)

δ1δ4
=

=
∑
δ<X2

δ≡0 (mod d)

1

δ

∑
δ1δ4=δ
δ1,δ4<X

α′(δ1)α
′(δ4) ≤

∑
δ<X2

δ≡0 (mod d)

1

δ
≤

≤ 1

d

∑
δ<X2

1

δ
≤ 1

d

∏
p|d

(
1 +

1

p
+

1

p2
+ . . .

)
=

1

d

∏
p|d

(
1− 1

p

)−1

=

=
∏
p|d

(
1− 1

p2

)−1

t
1

d

∏
p|d

(
1 +

1

p

)
<

<
∏
p

(
1− 1

p2

)−1
1

d

∏
p|d

(
1 +

1

p

)
=

=
ζ(2)

d

∏
p|d

(
1 +

1

p

)
=
π2

6d

∏
p|d

(
1 +

1

p

)
.

Полученную оценку суммы v(d) подставляем в (3.3.23), находим

|V (d)| ≪ Xθ

√
lnX

∏
p|d

(
1 +

1

p

) ∑
δ1,δ4<X

δ1δ4≡0 (mod d)

|α(δ1)||α(δ4)|
δ1δ4

≪

≪ Xθ

√
lnX

1

d

∏
p|d

(
1 +

1

p

)2

.

В формуле (3.3.5) переходим к неравенствам, используя оценки для V (d)

и неравенства 0 < γ(d) < d1−θ , получим

|W (θ)| ≤
∑′

d≤X2

γ(d)|V (d)|2 ≪

≪ X2θ

lnX

∑′

d≤X2

γ(d)

d2

∏
p|d

(
1 +

1

p

)4

≪

≪ X2θ

lnX

∑′

d≤X2

1

d1+θ

∏
p|d

(
1 +

1

p

)4

, (3.3.24)
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где штрих в сумме показывает, что суммирование берётся по таким d ,

что простые делители удовлетворяют сравнению p ≡ ±1 (mod 5) . Поль-

зуясь неравенством:(
1 +

1

p

)4

≤ 1 +
1
√
p
, p ≥ 25,

последнее соотношение напишем в виде

|W (θ)| ≪ X2θ

lnX

∑′

d≤X2

1

d1+θ

∏
p|d

(
1 +

1
√
p

)
≪

≪ X2θ

lnX

∑′

d≤X2

1

d1+θ

∑′

n|d

1√
n
=

=
X2θ

lnX

∑′

n≤X2

1√
n

∑′

d≤X2

d≡0 (mod n)

1

d1+θ
=

=
X2θ

lnX

∑′

n≤X2

1

n
3
2+θ

∑′

k≤X2

n

1

k1+θ
,

причём штрихи в последних суммах по n и k показывают, что суммиро-

вание берётся по таким n и k , простые делители которых удовлетворяют

сравнению p ≡ ±1 (mod 5) . Теперь к сумме по k используем преобра-

зования Абеля, получим

|W (θ)| ≪ X2θ

lnX

∑′

n≤X2

1

n
3
2+θ

(
1 + (1 + θ)

∫ X2

n

2

C(u)

u2+θ
du+

+

(
X2

n

)−1−θ

C

(
X2

n

))
.

В последней оценке сумма

C(u) =
∑′

k≤u

1

показывает число натуральных чисел k , простые делители которых удо-
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влетворяют сравнению p ≡ ±1 (mod 5) . Для оценки суммы C(u) приме-

няем следующую лемму: Если C(u) — количество чисел k , не превосхо-

дящих u, все простые делители p которых принадлежат прогрессиям

qm+ l1, qm+ l2, . . . , qm+ lr, r ≤ φ(q),

тогда имеет место оценка:

C(u) ≪ u(lnu)1−
r

φ(q) .

Находим

|W (θ)| ≪ X2θ

lnX

∑′

n≤X2

1

n
3
2+θ

(
1 + (lnx)

1
2

∫ X2

n

2

du

u1+θ
+

(
X2

n

)−θ

(lnx)
1
2

)
≪

≪ X2θ

√
lnX

.

Лемма доказана.
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Глава 4

Нули функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащие

на критической прямой

Настоящая глава состоит из четырёх параграфов и посвящена оцен-

ке количества нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в ко-

ротких промежутках критической прямой. В первом параграфе главы

приведена постановка задач и формулировка основных результатов. Во

втором параграфе этой главы приводятся вспомогательные утвержде-

ния. В третьем и четвёртом параграфах главы доказываются соответ-

ственно теоремы 4.1.1 и 4.1.2.

4.1. Постановка задач и формулировка результатов

Пусть χ(n) комплексный характер по модулю 5 такой, что χ(2) = i ,

æ =

√
10− 2

√
5− 2√

5− 1
, 0 < æ < 1.

Функцией Дэвенпорта-Хейльбронна называется функция, которая опре-

деляется равенством

f(s) =
1− iæ

2
L(s, χ) +

1 + iæ

2
L(s, χ̄),

где L(s, χ) — функция Дирихле. Функцию f(s) ввели и исследовали Дэ-

венпорт и Хейльбронн [178] , (см. также [164] с. 283 – 287). Они показали,

что f(s) удовлетворяет функциональному уравнению римановского типа

(π
5

)− s
2

Γ

(
s+ 1

2

)
f(s) =

(π
5

)− 1−s
2

Γ

(
(1− s) + 1

2

)
f(1− s), (4.1.1)
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однако для f(s) гипотеза Римана, (все комплексные нули f(s) лежат на

прямой Re s = 0.5), не выполняется и, более того, число нулей f(s) в

области Re s > 1 , 0 < Ims ≤ T превосходит cT , c > 0 — абсолютная

постоянная.

В 1984 г. С.М.Воронин [22] доказал, что при 1/2 < σ1 <

σ2 < 1 справедливо неравенство N(σ2, T ) − N(σ1, T ) > c2T , где

c2 = c2(σ1, σ2) > 0 . Более того в 1980 г. С.М.Воронин [21] доказал, что

критическая прямая, то есть, Res = 1
2 является исключительным мно-

жеством для нулей f(s) , то есть, для N0(T ) — числа нулей f(s) на

отрезке Res = 1/2 , 0 < Ims ≤ T имеет место оценка

N0(T ) > cT exp

(
1

20

√
ln ln ln lnT

)
,

где c > 0 — абсолютная постоянная, T ≥ T0 > 0 .

Количество нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна f(s) в корот-

ких промежутках критической прямой впервые исследовал А.А.Карацуба

[52]–[61]. Он в 1989 году доказал, что при ε и ε1 – произвольно ма-

лых фиксированных положительных числах, не превосходящих 0.001 ,

и T ≥ T0(ε, ε1) > 0 и H = T
27
82+ε1 , выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2−ε. (4.1.2)

В 1993 г. А.А.Карацуба [67, 68], воспользовавшись новым усовершенство-

ванным методом, при котором возникают почти такие же тригономет-

рические суммы, как при выводе оценки (4.1.2), получил более точную

оценку вида

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2 exp(−c3

√
ln lnT ). (4.1.3)

Воспользовавшись результатами главы 3 «Равномерные по парамет-

рам оценки тригонометрических сумм Wj = Wj(T ) , j = 0, 1, 2», которые
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возникают при выводе оценки (4.1.2) и (4.1.3) удалось:

• усилить неравенство (4.1.2) для количества нулей функции Дэвен-

порта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках критиче-

ской прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую

длину (теорема 4.1.1);

• доказать неравенство (4.1.3) для количества нулей функции Дэвен-

порта-Хейльбронна в коротких промежутках критической прямой

для промежутков, имеющих более короткую длину (теорема 4.1.2).

Теорема 4.1.1. Пусть ε и ε1 – произвольно малые фиксированные

положительные числа, не превосходящие 0, 001, c4 , c5 , cg - абсолют-

ные положительные постоянные, превосходящие 1,

c7 =
ε

1
2+

ε
4+

ε2

8−4ε

1

3ec5 · 5
4
ε+3 2

2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

.

Тогда при H = T
1515
4816+ε1 , T ≥ T0(ε, ε1) > 0 выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ c7H(lnT )
1
2−

ε
4−

ε2

2−ε ln lnT.

Не ограничивая общности, можно считать, что T0 = T0(ε, ε1) - такое,

что выполняется соотношение

c7(lnT0)
3ε
4 −

ε2

2−ε ln lnT0 =
(lnT0)

3ε
4 −

ε2

2−ε ln lnT0 · ε
1
2+

ε
4+

ε2

8−4ε

1

3ec5 · 5
4
ε+3 2

2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

≥ 1.

Поэтому из теоремы 4.1.1 следует

Следствие 4.1.1.1. Пусть ε и ε1 – произвольно малые фикси-

рованные положительные числа, не превосходящие 0, 001. Тогда при

H = T
1515
4816+ε1 , T ≥ T0(ε, ε1) > 0 выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2−ε.
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Теорема 4.1.1 доказывается методом работы [61], идеями и методами

работ [1, 2, 3, 4, 133, 135, 137, 139, 142, 150]. Основным утверждени-

ем, позволившим доказать неравенство (4.1.2) для промежутков, имею-

щих более короткую длину является лемма 3.2.1 о новых равномерных

по параметрам оценках специальных тригонометрических сумм Wj(T ) ,

j = 0, 1, 2 в терминах экспоненциальных пар, в котором задача о нетри-

виальности оценки этих сумм относительно параметра H сведена к про-

блеме отыскания экспоненциальных пар.

Теорема 4.1.2. Пусть ε — произвольное малое фиксированное по-

ложительное число, не превосходящее 0.01, тогда при H = T
1515
4816+ε ,

T ≥ T0(ε) > 0 выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H
√

log T exp(−c8
√
log log T ),

где c8 > 0 – абсолютная постоянная.

Теорема 4.1.2 доказывается усовершенствованным методом А.А. Ка-

рацубы, изложенным в работах [67, 68], как в теореме 4.1.1, в соединении

с идеями и методами работ [133, 135, 137, 139, 142, 150]. Основным утвер-

ждением, позволяющим доказать эту теорему, является новая оценка

специальных тригонометрических сумм W3 = W3(T ) равномерных по

параметру в терминах экспоненциальных пар.
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4.2. Вспомогательные утверждения

Пусть вещественные числа α(ν) при Re s > 1 находятся из соотно-

шения

∞∑
ν=1

α(ν)

νs
=

∏
p≡±1(mod 5)

(
1− 1

ps

) 1
2

=

=
∏

p≡±1(mod 5)

(
1−

∞∑
k=1

(2k − 1)!!

2kk!(2k − 1) pks

)
=
∏
p

∞∑
k=0

α(pk)

pks
,

α(pk) =


1, если k = 0;

− (2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
, если k ≥ 1 и p ≡ ±1(mod 5).

0, если k ≥ 1 и p ̸≡ ±1(mod 5),

где (2k − 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2k − 1) . Из определения чисел α(ν) следует

мультипликативность функции α(ν) и |α(ν)| < 1 при любом ν > 1 .

Отсюда и из соотношения χ(pk) = (±1)k , p ≡ ±1(mod 5) вытекает, что

β(ν)χ(ν) = β(ν)χ(ν) ≡ h(ν) и |h(ν)| ≤ 1 . Пусть далее

φ(s) =
∑
ν<X

β(ν)χ(ν)

νs
=
∑
ν<X

h(ν)

νs
,

β(ν) =

 α(ν)

(
1− ln ν

lnX

)
, 1 ≤ ν < X,

0, ν ≥ X,

(4.2.1)

Определение 4.2.1. Функция G(t, χ) определяется равенством

G(t, χ) = L

(
1

2
+ it, χ

) ∣∣∣∣φ(12 + it

)∣∣∣∣2 .

Лемма 4.2.1. Пусть t ≥ t0 > 0, X ≤ t0,01 . Тогда имеет место
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асимптотическая формула

G(t, χ) =
∑
λ≤P1

a(λ)√
λ
λ−it − τ(χ)√

5
eiθ1(t)

∑
λ≤P1

a(λ)√
λ
λit +O

(
t−

1
4X2

)
где

a(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

ν1,ν2<X

h(ν1)h(ν2)χ(n)

ν2
,

θ1(t) =
π

4
+ t− 2t lnP1, P1 =

√
5t

2π
,

λ — положительные рациональные числа, знаменатель которых мень-

ше X .

Доказательство см. [4].

Лемма 4.2.2. Пусть χ(n) -комплексный характер по модулю 5

такой, что χ(2) = i, τ(χ) — сумма Гаусса,

æ =

√
10− 2

√
5− 2√

5− 1
, r(n) =

1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n)

ρ(n) =
1− iæ

2
· τ(χ)χ̄(n)√

5
+

1 + iæ

2
· τ(χ̄)χ(n)√

5
.

Тогда имеет место ρ(n) = ir(n).

Доказательство см. [4].

Определение 4.2.2. Функции F (t) и θ(t) определяются равен-

ствами

F (t) =
(π
5

)− it
2 Γ

(
3
4 +

it
2

)∣∣Γ (34 + it
2

)∣∣f
(
1

2
+ it

) ∣∣∣∣φ(12 + it

)∣∣∣∣2 =
=eiθ(t)f

(
1

2
+ it

) ∣∣∣∣φ(12 + it

)∣∣∣∣2 ,
θ(t) =t logP1 −

t

2
+
π

8
+ ∆(t), P1 =

√
5t

2π
,
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∆(t) =− 1

4
arctg

3

2t
+
t

4
log

(
1 +

9

4t2

)
− t

2

∫ ∞

0

ρ(u)du(
u+ 3

4

)2
+ t2

4

,

ρ(u) =
1

2
− {u}.

Из равенства для F (t) и функционального уравнения риманова типа

функции f(s) следует, что F (t) при действительных t принимает дей-

ствительные значения, а действительные нули нечётного порядка функ-

ции F (t) являются нулями функции f(s) , которые лежат на критиче-

ской прямой.

Лемма 4.2.3. Пусть T такое, что T − π

4
= 4πk , k — целое число,

тогда при T ≤ t ≤ T +H справедлива следующая формула:

F (t) = 2
∑
λ≤P

A(λ)√
λ

cos t ln
P

λ
+O(T−0,01),

где λ — рациональные положительные числа, у которых знаменатель

не превосходит X ,

P =

√
5T

2π
, A(λ) =

∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
. (4.2.2)

Доказательство см. [4].

Лемма 4.2.4. (Теорема Гэбриэла о выпуклости среднего значения

по двум переменным). Если

J(σ, λ) =

(∫ T1

0

|g(σ + it)|
1
λdt

)λ

, λ > 0,

то

J(σ, pλ+ qµ) ≤ cgJ
p(α, λ)Jq(β, µ), α < σ < β,

где cg > 1 — абсолютная постоянная и

p =
β − σ

β − α
, q =

σ − α

β − α
.
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Доказательство см. [164].

4.3. Доказательство теоремы 4.1.1

Кроме уже введённых параметров предыдущих параграфов главы

введём следующие дополнительные параметры: a — произвольное фик-

сированное число с условием 0 < a < 1 ; T − π

4
= 4πr , r — целое

число; η = c1L −1
2 ; k = [c lnL ] ; c и c1 > 1 — постоянные, значе-

ния которых определим позднее; для кратности всюду ниже функцию

F (t+ u1 + . . .+ uk) обозначим через F (t, u, k) .

Доказательство теоремы 4.1.1 для удобства разобьём на несколько

этапов.

1. Сведение к оценкам интегралов I2(T, T +H), I1(T, T +H) и

J(T,H) . Из функционального уравнения риманова типа функции f(s)

и определения функция F (t) (Определение 4.2.2) следует, что функция

F (t) принимает действительные значения при действительных значени-

ях t , и действительные нули этой функции являются нулями нечётного

порядка функции f(s) , лежащими на критической прямой.

Через E обозначим подмножество промежутка (T, T +H) , которое

состоит из таких t , что выполняется неравенство∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk >

>

∣∣∣∣∫ η

0

. . .

∫ η

0

F (t, u, k)du1 . . . duk

∣∣∣∣ . (4.3.1)

Обе части этого неравенства возведём в степень a и согласно определе-

нию подмножество E , находим∫
E

dt

(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk
)a

≥
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≥
∫
E

dt

((∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk
)a

−

−
∣∣∣∣∫ η

0

. . .

∫ η

0

F (t, u, k)du1 . . . duk

∣∣∣∣a) .
Отметим, что при замене области интегрирования подмножества E на

промежутка (T, T + H) , значения интеграла не меняется, потому что

при t ∈ (T, T +H) \E неравенство (4.3.1) обращается в равенство. Сле-

довательно,

I(E) =

∫
E

(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk
)a

dt,

I1(T, T +H) =

∫ T+H

T

∣∣∣∣∫ η

0

. . .

∫ η

0

F (t, u, k)du1 . . . duk

∣∣∣∣a dt;
I2(T, T +H) =

∫ T+H

T

(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk
)a

dt.

Согласно обозначениям, последнее неравенство представим в следующем

виде:

I(E) ≥ I2(T, T +H)− I1(T, T +H). (4.3.2)

Далее воспользуемся неравенством Гёльдера(∫
E

g(t)dt

) 2
a

≤ (µ(E))
2
a−1

∫
E

g
2
a (t)dt,

находим

(I(E))
2
a ≤ (µ(E))

2
a−1

∫
E

(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk
)2

dt ≤

≤ (µ(E))
2
a−1

∫ T+H

T

(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk
)2

dt.

Так как функция F (t, u, k) на отрезке [0, η] по всякому аргументу

u1, . . . , uk непрерывна, следовательно, согласно первой теореме о сред-

нем значении интеграла, можно найти такие точки u∗1, . . . , u
∗
k , что имеет
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место равенство∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk = ηk |F (t+ u∗1 + . . .+ u∗k)| .

Отсюда с учётом

0 ≤ u∗1 + . . .+ u∗k ≤ ηk =
c1[c lnL ]√

L
≤ 1,

получим

I(E) ≤

(
(µ(E))

2
a−1 η2k

∫ T+H+u∗
1+...+u∗

k

T+u∗
1+...+u∗

k

|F (t)|2dt

)a
2

≤

≤ (µ(E))
2−a
2

(
η2kJ(T,H)

)a
2 ,

где

J(T,H) =

∫ T+H+1

T

|F (t)|2 dt.

Из этой оценки и из (4.3.2) находим

(µ(E))
2−a
2 ≥ I2(T, T +H)− I1(T, T +H)

(η2kJ(T,H))
a
2

. (4.3.3)

Следовательно, для оценки снизу меры множества E , то есть µ(E) ,

нужно оценить интеграл I2(T, T + H) снизу, а интегралы I1(T, T + H)

и J(T,H) оценить сверху.

2. Оценка I2(T, T +H) снизу. Для оценки интеграла I2(T, T +H) ,

воспользуемся неравенством Гёльдера k – раз(∫ η

0

f(u)du

) 1
a

≤ η
1
a−1

∫ η

0

f
1
a (u)du,

имеем
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(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)|a du1 . . . duk
) 1

a

≤

≤ η
1
a−1

∫ η

0

(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)|a du1 . . . duk−1

) 1
a

duk ≤

≤ η(k−1)( 1
a−1)

∫ η

0

. . .

∫ η

0

(∫ η

0

|F (t, u, k)|a du1
) 1

a

du2 . . . duk ≤

≤ ηk(
1
a−1)

∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk.

потом обе части найденного неравенства возведём в степень a , получим(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk
)a

≥

≥ ηk(a−1)

∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)|a du1 . . . duk

Применяя это неравенство, и учитывая определения I2(T, T +H) , нахо-

дим

I2(T, T +H) =

∫ T+H

T

(∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)| du1 . . . duk
)a

dt ≥

≥
∫ T+H

T

ηk(a−1)

∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F (t, u, k)|a du1 . . . dukdt =

= ηk(a−1)

∫ η

0

. . .

∫ η

0

∫ T+H

T

|F (t, u, k)|a dtdu1 . . . duk =

= ηk(a−1)

∫ η

0

. . .

∫ η

0

∫ T+H+u1+...+uk

T+u1+...+uk

|F (t)|a dtdu1 . . . duk ≥

≥ ηk(a−1)

∫ η

0

. . .

∫ η

0

∫ T+H

T+kη

|F (t)|a dtdu1 . . . duk =

= ηka
∫ T+H

T+kη

|F (t)|a dt.

Используя определение F (t) , последнее неравенство напишем в следую-

щем виде:
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I2(T, T +H) ≥ ηka
∫ H−kη

0

∣∣∣∣f (12 + i(t+ T + kη)

)
×

×φ2

(
1

2
+ i(t+ T + kη)

)∣∣∣∣a dt. (4.3.4)

Чтобы оценить снизу правую часть (4.3.4), воспользуемся теоремой

Гэбриэла (Лемма 4.2.4) о выпуклости среднего значения по двум пере-

менным. Полагая в этой теореме

α =
1

2
, λ =

1

a
, β = 2, µ =

1

2− a
, σ = 2− 3a

4
,

T1 = H − kη, p =
a

2
, q =

2− a

2
,

с учётом формул

J

(
2− 3a

4
, 1

)
=

∫ H−kη

0

∣∣∣∣f (2− 3a

4
+ i(t+ T + kη)

)
×

×φ2

(
2− 3a

4
+ i(t+ T + kη)

)∣∣∣∣ dt,
J

(
1

2
,
1

a

)
=

(∫ H−kη

0

∣∣∣∣f (12 + i(t+ T + kη)

)
×

×φ2

(
1

2
+ i(t+ T + kη)

)∣∣∣∣a dt) 1
a

,

J

(
2,

1

2− a

)
=

(∫ H−kη

0

|f (2 + i(t+ T + kη))×

×φ2 (2 + i(t+ T + kη))
∣∣2−a

dt
) 1

2−a

,

и равенства pλ+ qµ = 1 , находим

J

(
2− 3a

4
, 1

)
≤ cgJ

a
2

(
1

2
,
1

a

)
J

2−a
2

(
2,

1

2− a

)
,

где cg — абсолютная постоянная. Из неравенства (4.3.4), определения

интеграла J
(
1
2 ,

1
a

)
и последнего полученного неравенства, получим
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I2(T, T +H) ≥ ηkaJa

(
1

2
,
1

a

)
≥

≥ c−2
g ηkaJ2

(
2− 3a

4
, 1

)
J−(2−a)

(
2,

1

2− a

)
. (4.3.5)

Следовательно, для оценки интеграла I2(T, T + H) снизу, понадобится

оценить два интеграла J
(
2− 3a

4 , 1
)

и J
(
2, 1

2−a

)
, соответственно снизу и

сверху.

Сначала оценим снизу интеграл J
(
2− 3a

4 , 1
)
. Для этого воспользу-

емся определениями функции f(s) и φ(s) в случае

s = 2− 3a

4
+ i(t+ T + kη),

с учётом того, что

2− 3a

4
> 1,

имеем

f(s)φ2(s) =
∞∑
n=1

r(n)

ns

∑
ν1<X

h(ν1)

νs1

∑
ν2<X

h(ν2)

νs2
=

∞∑
m=1

r1(m)

ms
,

r1(m) =
∑

m=nν1ν2
ν1,ν2<X

r(n)h(ν1)h(ν2).

Используя неравенства |r(m)| ≤ 1 , |h(ν)| ≤ 1 , находим

|r1(m)| ≤
∑

m=nν1ν2
ν1,ν2<X

|r(m)||α(ν1)||α(ν2)| ≤
∑

m=nν1ν2
ν1,ν2<X

1 ≤ τ3(n).

Таким образом,∣∣∣∣f (2− 3a

4
+ i(t+ T + kη)

)
φ2

(
2− 3a

4
+ i(t+ T + kη)

)∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
m=1

τ3(m)

m2− 3a
4

≪ 1.
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Из этой оценки, из представления интеграла J
(
2− 3a

4 , 1
)
, и имея ввиду,

что kη < 1 , последовательно, получим

J

(
2− 3a

4
, 1

)
=

∫ H−kη

0

∣∣∣∣∣
∞∑

m=1

r1(m)

m2−3a
4

m−i(t+T+kη)

∣∣∣∣∣ dt ≥
≥

∣∣∣∣∣
∞∑

m=1

r1(m)

m2− 3a
4

∫ H−kη

0

m−i(t+T+kη)dt

∣∣∣∣∣ ≥
≥ H − kη −

∣∣∣∣∣
∞∑

m=2

r1(m)
(
m−ikη −m−iH

)
m2− 3a

4 +iT lnm

∣∣∣∣∣ ≥
≥ H +O(1). (4.3.6)

Здесь мы воспользовались тем, что∣∣∣∣∣
∞∑

m=2

r1(m)
(
m−ikη −m−iH

)
m2− 3a

4 +iT lnm

∣∣∣∣∣ ≤ 2
∞∑

m=2

|r1(m)|
m2− 3a

4 lnm
≤

≤ 2
∞∑

m=2

τ3(m)

m2− 3a
4 lnm

≪ 1.

А теперь оценим сверху интеграл J
(
2, 1

2−a

)
. Для этого, как ранее при

Re s > 1 , переходим к формуле

|f(2 + i(t+ T + kη)φ2(2 + i(t+ T + kη)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=1

r1(m)

m2+i(t+T+kη)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
m=1

τ3(n)

m2
=

∞∑
m=1

1

m2

∑
m1m2m3=m

1 =
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

∞∑
m3=1

∑
m=m1m2m3

1

m2
=

=
∞∑

m1=1

1

m2
1

∞∑
m2=1

1

m2
2

∞∑
m3=1

1

m2
3

∑
m=m1m2m3

1 =
∞∑

m1=1

1

m2
1

∞∑
m2=1

1

m2
2

∞∑
m3=1

1

m2
3

=

=

( ∞∑
m=1

1

m2

)3

= ζ3(2) =

(
π2

6

)3

=
π6

216
.

Таким образом,
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J

(
2,

1

2− a

)
≤

(∫ H

0

(
π6

216

)2−a

dt

) 1
2−a

=
π6

216
H

1
2−a .

Подставляя в соотношение (4.3.5), последнюю оценку и (4.3.6), для

I2(T, T +H) получим следующую оценку:

I2(T, T +H) ≥ c−2
g ηka (H +O(1))2

(
π6

216
H

1
2−a

)−(2−a)

≥

≥
(
216

π6

)2−a

c−2
g

(
1 +O(H−1)

)
Hηka ≥

≥
(
200

103

)2−a

c−2
g Hηka =

1

52−ac2g
Hηka, (4.3.7)

где cg – абсолютная постоянная.

3. Оценка J(T,H) сверху. Вспоминая, что

T ≤ t ≤ T +H, T − π

4
= 4πr,

r — целое число, то согласно лемме 4.2.3, имеем

J(T,H) =

∫ T+H+1

T

|F (t)|2 dt =

=

∫ T+H+1

T

∣∣∣∣∣2∑
λ≤P

A(λ)√
λ

cos t ln
P

λ
+O(T−0,01)

∣∣∣∣∣
2

dt,

где в этой формуле вещественнозначная функция A(λ) и P , определя-

ются следующим образом:

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
, P =

√
5T

2π
.

В последней формуле, переходя к оценкам, и используя дважды неравен-

ства |a + b|2 ≤ 2|a|2 + 2|b|2 , с учётом того, что функция A(λ) является
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вещественнозначной, находим

J(T,H) ≪
∫ T+H+1

T

∣∣∣∣∣∑
λ≤P

A(λ)√
λ

((
P

λ

)it

+

(
P

λ

)−it
)∣∣∣∣∣

2

dt+HT−0,02 ≪

≪
∫ T+H+1

T

∣∣∣∣∣∑
λ≤P

A(λ)√
λ

(
P

λ

)it
∣∣∣∣∣
2

dt+

+

∫ T+H+1

T

∣∣∣∣∣∑
λ≤P

A(λ)√
λ

(
P

λ

)−it
∣∣∣∣∣
2

dt+HT−0,02 ≪

≪
∫ H+1

0

∣∣∣∣∣∑
λ≤P

A(λ)√
λ
λi(T+t)

∣∣∣∣∣
2

dt+HT−0,02.

Далее имеем

J(T,H) ≪
∫ H+1

0

exp

(
1−

(
t

H + 1

)2
)∣∣∣∣∣∑

λ≤P

A(λ)√
λ
λi(T+t)

∣∣∣∣∣
2

dt+HT−0,02 ≤

≤
∫ ∞

−∞
exp

(
1−

(
t

H + 1

)2
)∣∣∣∣∣∑

λ≤P

A(λ)√
λ
λi(T+t)

∣∣∣∣∣
2

dt+HT−0,02 =

= e
∑

λ1,λ2≤P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

×

×
∫ ∞

−∞
exp

(
−
(

t

H + 1

)2

+ it ln

(
λ1
λ2

))
dt+

+HT−0,02 = e(H + 1)
∑

λ1,λ2≤P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

×

×
∫ ∞

−∞
exp

(
−t2 + it(H + 1) ln

(
λ1
λ2

))
dt+HT−0,02.

Воспользовавшись формулой∫ ∞

−∞
exp(−t2 + iαt)dt =

√
π exp

(
−
(α
2

)2)
,

находим
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J(T,H) ≪H
∑

λ1,λ2≤P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

×

× exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)

+HT−0,02.

Последнюю кратную сумму представляем в виде суммы двух слагаемых,

одно из которых получается при λ1 = λ2 ,

J(T,H) ≪ H (|Σ0(T )|+ |W0(T )|) +HT−0,02, (4.3.8)

где

Σ0(T ) =
∑
λ≤P

A2(λ)

λ
,

W0(T ) =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
.

Для оценки суммы Σ0(T ) полагаем

θ =
1

2
− 1

2L

и с учётом неравенства X−1 ≤ λ ≤ P , находим

Σ0(T ) =
∑
λ≤P

A2(λ)

λ
=
∑
λ≤P

A2(λ)

λ2θ
λ−

1
L =

=
∑
λ≤P

A2(λ)

λ2θ
exp

(
− lnλ

L

)
≤
∑
λ≤P

A2(λ)

λ2θ
exp

(
lnX

L

)
=

= exp

(
0, 01ε1 lnT

0, 5(lnT + ln 5− ln 2π)

)∑
λ≤P

A2(λ)

λ2θ
≤

≤ exp (0, 03ε1)
∑
λ≤P

A2(λ)

λ2θ
≤ e

∑
λ≤P

A2(λ)

λ2θ
.

Применяя к этой сумме лемму 3.3.1 при
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Y = P и θ =
1

2
− 1

2L
,

имеем

Σ0(T ) ≤
2e(1 + æ2)L

5
W (θ) + (c1L + c2)W

(
(L )−1

)
+

+O
(
P−1X2 ln2X

)
,

где

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
.

Для оценки сумм W (θ) и W
(
(L )−1

)
воспользуемся леммой 3.3.2 , и

учитывая, что P =
√

5T
2π и X = T 0,01ε1 , получим

W (θ) ≪ 1√
lnX

,

W
(
(L )−1

)
≪ X2(L )−1

√
lnX

=
1√
lnX

exp

(
2 lnT 0,01ε1

ln
√

5T/(2π)

)
≪ 1√

lnX
,

Σ0(T ) ≪ W (0)L +W
(
(L )−1

)
L +

X2 ln2X

P
≪

≪ L√
lnX

+
X2 ln2X

P
≪ L√

lnX
. (4.3.9)

Теперь для оценки суммы W0(T ) воспользуемся следствием 3.2.1.1 при

H = T
1515
4816+ε1,

находим

W0(T ) =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)

=

= O
(
T−ε1

)
.
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Полученную оценку и оценку суммы Σ0(T ) подставляя в (4.3.8), далее

воспользовавшись соотношением

lnX = 0, 01ε1 lnT = 0, 01ε1 ln
2πP 2

5
=

= 0, 01ε1(2L + ln 2π − ln 5) > 0, 02ε1L ,

имеем

J(T,H) ≪ H

(
L√
lnX

+ T−ε1

)
+HT−0,02 ≤

≤ H

( √
L√

0, 02ε1
+ T−ε1

)
+HT−0,02 ≪ H

√
L

√
ε1

.

Отсюда для суммы J(T,H) получим окончательную оценку

J(T,H) ≤ c4√
ε1
H
√

L , (4.3.10)

где c4 > 0 – абсолютная константа.

4. Оценка I1(T, T +H) сверху. Для интеграла I1(T, T +H) будем

применять неравенство Гёльдера, имеем

(I1(T, T +H))
2
a ≤

≤ H
2
a−1

∫ T+H

T

∣∣∣∣∫ η

0

. . .

∫ η

0

F (t+ u1 + . . .+ uk)du1 . . . duk

∣∣∣∣2 dt.
Предположим, что 0 < ε2 < 0, 01 , точное значение ε2 определим позже.

Применяя лемму 3.2.1 для подинтегральной функции F (t) , имеем

F (t) = F1(t) + F2(t) +O
(
T−0,01

)
,

T − π

4
= 4πr, r — целое число,

F1(t) = 2
∑

λ≤P 1−ε2

A(λ)√
λ

cos t ln
P

λ
,
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F2(t) = 2
∑

P 1−ε2<λ≤P

A(λ)√
λ

cos t ln
P

λ
,

Следовательно, находим

(I1(T, T +H))
2
a ≪ H

2
a−1(I11(T, T +H) + I12(T, T +H)+

+Hη2kT−0,02), (4.3.11)

где

I11(T, T +H) =

∫ T+H

T

∣∣∣∣∫ η

0

. . .

∫ η

0

F1(t+ u1 + . . .+ uk)du1 . . . duk

∣∣∣∣2 dt,
I12(T, T +H) =

∫ T+H

T

∣∣∣∣∫ η

0

. . .

∫ η

0

F2(t+ u1 + . . .+ uk)du1 . . . duk

∣∣∣∣2 dt.
Теперь оценим I11(T, T +H) , для этого интегрируя F1(t+ u1 + . . .+ uk)

по u1, u2, . . . , uk , имеем

I11(T, T +H) ≪

≪
∫ T+H

T

∣∣∣∣∣∣
∫ η

0

. . .

∫ η

0

∑
λ≤P 1−ε2

A(λ)√
λ

(
P

λ

)i(t+u1+...+uk)

du1 . . . duk

∣∣∣∣∣∣
2

dt =

=

∫ T+H

T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

λ≤P 1−ε2

A(λ)√
λ

(
P

λ

)it

((
P
λ

)iη − 1
)k

(
ln
(
P
λ

))k
∣∣∣∣∣∣∣
2

dt =

=

∫ H

0

∣∣∣∣∣∣
∑

λ≤P 1−ε2

A(λ)√
λ

(
P

λ

)i(T+t)

B(λ)

∣∣∣∣∣∣
2

dt,

где

B(λ) =

((
P
λ

)iη − 1
)k

(
ln
(
P
λ

))k .

Далее, находим
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I11(T, T +H) ≪ H
∑

λ1,λ2≤P 1−ε2

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ2
λ1

)iT

B(λ1)B(λ2)×

× exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
.

Последнюю кратную сумму, представляя в виде суммы двух слагаемых,

одно из которых получается при λ1 = λ2 , имеем

I11(T, T +H) ≪ H (|Σ1(T )|+ |W1(T )|) , (4.3.12)

где

Σ1(T ) =
∑

λ≤P 1−ε2

A2(λ)

λ

∣∣∣∣B(Pλ
)∣∣∣∣2 ,

W1(T ) =
∑

λ1<λ2<P 1−ε2

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

B

(
P

λ1

)
B

(
P

λ2

)
×

× exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
.

Применяя неравенство

ln
P

λ
≥ ε2L ,

оценку суммы Σ1(T ) сведём к оценке суммы Σ0(T ) , которую мы уже

рассматривали при оценке суммы J(N,H) .

Σ1(T ) =
∑

λ≤P 1−ε2

A2(λ)
(
2 sin

(
η
2 ln

P
λ

))2k
λ
(
ln
(
P
λ

))2k ≤

≤
(

2

ε2L

)2k ∑
λ≤P 1−ε2

A2(λ)

λ
<

<

(
2

ε2L

)2k∑
λ≤P

A2(λ)

λ
=

(
2

ε2L

)2k

Σ0 ≪
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≪ L√
lnX

(
2

ε2L

)2k

.

Теперь для оценки суммы W1(T ) , используя следствия 3.2.1.1 при

условии k = [c lnL ] и H = T
1515
4816+ε1 , находим

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−ε1.

Полученные оценки суммы Σ1(T ) и W1(T ) , подставляя в формулу

(4.3.12), затем используя равенство ε2 = ε3L −1/2 , где ε3 > 0 значе-

ние, которое определим позднее, а также пользуясь неравенствами

T =
2πP 2

5
> P 2, lnX = 0, 01ε1 ln

2πP 2

5
=

= 0, 01ε1(2L + ln 2π − ln 5) > 0, 02ε1L ,

и параметрами k = [c lnL ] , η = c1L − 1
2 , последовательно, получим

I11(T, T +H) ≪ H

(
L√
lnX

+
k

ε2
T−ε1 + kηL T−ε1

)(
2

ε2L

)2k

≤

= Hη2k

( √
L√

0, 02ε1
+
c(ε−1

3 + c1)
√

L lnL

P 2ε1

)(
2

ε3c1

)2k

≤

≤ 10
√

L
√
ε1

(
2

ε3c1

)2k

Hη2k. (4.3.13)

Далее оценим I12(T, T +H) . Отметим, что функция

F2(t+ u1 + . . .+ uk)

на отрезке [0, η] непрерывна по каждому аргументу u1, . . . , uk , тогда

согласно теореме о среднем интеграле, имеются точки u∗1, . . . , u
∗
k , для

которых имеются равенства∫ η

0

. . .

∫ η

0

|F2(t+ u1 + . . .+ uk)| du1 . . . duk =
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= ηk |F2(t+ u∗1 + . . .+ u∗k)| .

вследствие этого,

I12(T, T +H) = η2k
∫ T+H+u∗

1+...+u∗
k

T+u∗
1+...+u∗

k

|F2(t)|2 dt ≤
∫ T+H+1

T

|F2(t)|2 dt =

= η2k
∫ T+H+1

T

∣∣∣∣∣∣2
∑

P 1−ε2<λ≤P

A(λ)√
λ

cos t ln
P

λ

∣∣∣∣∣∣
2

dt =

= η2k
∫ T+H+1

T

∣∣∣∣∣∣
∑

P 1−ε2<λ≤P

A(λ)√
λ

(
P

λ

)it

+

+
∑

P 1−ε2<λ≤P

A(λ)√
λ

(
P

λ

)−it

∣∣∣∣∣∣
2

dt.

Используя неравенство |a + b|2 ≤ 2|a|2 + 2|b|2 , и пользуясь тем, что

A(λ) — вещественнозначная функция, находим

I12(T, T +H) ≪ η2k
∫ T+H+1

T

∣∣∣∣∣∣
∑

P 1−ε2<λ≤P

A(λ)√
λ

(
P

λ

)it
∣∣∣∣∣∣
2

dt =

= η2k
∫ H+1

0

∣∣∣∣∣∣
∑

P 1−ε2<λ≤P

A(λ)√
λ

(
P

λ

)i(T+t)

∣∣∣∣∣∣
2

dt.

Далее для оценки полученного интеграла, и поступая аналогично как

при оценке I11(T, T +H) , последовательно, находим

I12(T, T +H) ≪ Hη2k
∑

P 1−ε2<λ1,λ2≤P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

×

× exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
.

Последнюю кратную сумму, представляя в виде суммы двух слагаемых,

одно из которых получается при λ1 = λ2 , получим
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I12(T, T +H) ≪ Hη2k (|Σ2(T )|+ |W2(T )|) , (4.3.14)

где

Σ2(T ) =
∑

P 1−ε2<λ≤P

A2(λ)

λ
,

W2(T ) =
∑

P 1−ε2<λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
.

Для оценки суммы Σ2(T ) , полагая

θ =
1

2
− 1

2L
,

находим

Σ2(T ) =
∑

P 1−ε2<λ≤P

A2(λ)

λ2θ
exp

(
− lnλ

L

)
≤

≤ e

∑
λ≤P

A2(λ)

λ2θ
−

∑
λ≤P 1−ε2

A2(λ)

λ2θ

 .

Применим лемму 3.3.1, и учитывая что 1−e−ε2 ≪ ε2 , а также для оценки

W (θ) , применяя лемму 3.3.2 , получим

Σ2(T ) ≤
2e2(1 + æ2)(1− e−ε2)L

5
W (θ) +O

(
P−1+ε2X2 ln2X

)
≪

≪ ε2W (θ)L + P−1+ε2X2 ln2X ≪

≪ ε2
L√
lnX

+ P−1+ε2X2 ln2X ≪ ε2L√
lnX

.

Теперь для оценки суммы W2(T ) , используя следствия 3.2.1.1, при

условии H = T
1515
4816+ε1 , находим

W2(T ) =
∑

P 1−ε2<λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)

=
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=O
(
T−ε1

)
.

Полученные оценки сумм Σ2(T ) и W2(T ) подставляя в (4.3.14), по-

том используя равенство ε2 = ε3L −1/2 , имеем

I12(T, T +H) ≪ Hη2k
(
ε2L√
lnX

+ T−ε1

)
≪

≪ Hη2k
(

ε3√
L

L√
0, 02ε1L

+ T−ε1

)
≤ 10ε3√

ε1
Hη2k.

Следовательно, подставляя в (4.3.11) полученную оценку и оценку

(4.3.13), получим оценку

(I1(T, T +H))
2
a ≪ H

2
a−1(I11(T, T +H) + I12(T, T +H) +Hη2kT−0,02) ≪

≪ H
2
a−1

(
10
√

L
√
ε1

(
2

ε3c1

)2k

Hη2k+

+
10ε3√
ε1
Hη2k +Hη2kT−0,02

)
=

= H
2
aη2k

(
10
√

L
√
ε1

(
2

ε3c1

)2k

+
10ε3√
ε1

+ T−0,02

)
.

При условии c1 = 2eε−1
3 , k = [c lnL ] , используя неравенство

c ≥ 1

4
+

2 + ln ε−1
3

2 lnL
,

имеем(
2

ε3c1

)2k

= e−2[c lnL ]−2 ≤ e−2c lnL = L −2c ≤ L − 1
2+

ln ε−1
3

lnL =
ε3√
L

Таким образом, для интеграла I1(T, T +H) , получим оценку

I1(T, T +H) ≤
(
30ε3c5√

ε1

)a
2

Hηka, (4.3.15)

где постоянная c5 является абсолютной.
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5. Оценка снизу N0(T+H)−N0(T ). Полученную оценку интеграла

(4.3.15), а также оценку интеграла I2(T, T + H) и оценки интегралов

I1(T, T +H) и J(T,H) подставляя в формулу (4.3.3), последовательно,

находим

(µ(E))
2−a
2 ≥

5−(2−a)c−2
g Hηka −

(
30ε3c5√

ε1

)a
2

Hηka(
η2k

c4√
ε1
H
√

L

)a
2

=

=
5−(2−a)c−2

g ε
a
4

1 − (30ε3c5)
a
2

c
a
2
4

H
2−a
2 L −a

4 .

В последнем неравенстве в качестве ε3 выбираем наибольшее положи-

тельное число, для которого выполняется условие

(30ε3c5)
a
2 ≤ 0, 5 · 5−(2−a)c−2

g ε
a
4

1 ,

то есть

ε3 =
5−

2(2−a)
a c

− 4
a

g 2−
2
a

30c5

√
ε1,

получим

(µ(E))
2−a
2 ≥ c6H

2−a
2 L −a

4 , c6 =
5−(2−a)c−2

g ε
a
4
1

2c
a
2

4

.

Поскольку kη = c1[c lnL ]L −1
2 , тогда для число нулей функции F (t)

на промежутке (T, T +H) имеет место

N0(T +H)−N0(T ) ≥
µ(E)

kη
≥ c

2
2−a

6 HL − a
4−2a

c1[c lnL ]L − 1
2

≥

≥ c
2

2−a

6

c1c
HL

1
2−

a
4−2a lnL .

Полагая a = ε , параметр c выбираем так, чтобы имело место нера-

венство
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c ≥1

4
+

2 + ln ε−1
3

2 lnL
=

=
1

4
+
ε2 ln 3000e2c5ε

−0,5
1 + ε ln(81 · 10−10) + ln(108c4g)

2ε2 lnL
.

При выполнении условия T ≥ T0 > 0 , имеет место неравенство

ε2 ln 3000e2c5ε
−0,5
1 + ε ln(81 · 10−10) + ln(108c4g)

ε2
<

1

6
lnL .

Для этого, выбирая

c =
1

4
+

1

12
=

1

3
,

находим

N0(T +H)−N0(T ) ≥ 3c
2

2−ε

6 c−1
1 HL

1
2−

ε
4−2ε lnL .

Воспользовавшись следующими соотношениями

L
1
2−

ε
4−2ε >

7

10
(lnT )

1
2−

ε
4−2ε , lnL >

20

21
ln lnT,

находим

N0(T +H)−N0(T ) ≥ c7H(lnT )
1
2−

ε
4−

ε2

2−ε ln lnT, c7 = 2c
2

2−ε

6 c−1
1 .

Для ясности коэффициент c7 представим в следующем виде:

c7 =
ε

1
2+

ε
4+

ε2

8−4ε

1

3ec5 · 5
4
ε+3 2

2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

.

Теорема полностью доказана.
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4.4. Доказательство теоремы 4.1.2

Данная теорема доказывается методом работы [67] в соединении с

идеями и методами работ [142]–[150].

Пусть X = T 0.01ε , 0 < ε < 0.01 и при T ≤ t ≤ T +H рассматриваем

функцию F (t)

F (t) = eiθ(t)f

(
1

2
+ it

) ∣∣∣∣φ(12 + it

)∣∣∣∣2 ,
где

eiθ(t) =
(π
5

)− it
2 Γ

(
3
4 +

it
2

)∣∣Γ (34 + it
2

)∣∣ ,
φ(s) =

∑
ν<X

β(ν)χ(ν)

νs
=
∑
ν<X

h(ν)

νs
,

β(ν) =

 α(ν)

(
1− ln ν

lnX

)
, 1 ≤ ν < X,

0, ν ≥ X,

и действительные числа α(ν) определяются из формулы

∞∑
ν=1

α(ν)

νs
=

∏
p≡±1(mod 5)

(
1− 1

ps

) 1
2

, Re s > 1.

Заметим, что значения χ(p) для чисел p ≡ ±1(mod 5) , где p простое

число, является действительным числом и

χ(pk) = (χ(p))k = (χ(±1))k =

(
e

(
ind (±1)

4

))k

= (±1)k. (4.4.1)

Из соотношения(
1− 1

ps

) 1
2

= 1−
∞∑
k=1

(2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
· 1

pks
=

= 1− 1

2ps
− 1

8p2s
− 1

162p3s
− 5

128p4s
− . . . ,
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где (2k − 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2k − 1) и из определения α(ν) ,

∞∑
ν=1

α(ν)

νs
=

∏
p≡±1(mod 5)

(
1−

∞∑
k=1

(2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
· 1

pks

)
=

=
∏
p

∞∑
k=0

α(pk)

pks
,

α(pk) =


1, если k = 0;

− (2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
, если k ≥ 1 и p ≡ ±1(mod 5),

0, если k ≥ 1 и p ̸≡ ±1(mod 5),

вытекает, что функция α(ν) мультипликативная и |α(ν)| < 1 при всяком

ν > 1 . Учитывая это и (4.4.1), имеем

α(pk)χ(pk) =


1, если k = 0;

−(±1)k (2k − 1)!!

2kk!(2k − 1)
, если k ≥ 1 и p ≡ ±1(mod 5),

0, если k ≥ 1 и p ̸≡ ±1(mod 5),

следовательно, α(pk)χ(pk) принимает действительные значения и поэто-

му

α(pk)χ(pk) = α(pk)χ(pk).

Тем самым получаем

α(ν)χ(ν) = α(ν)χ(ν), |α(ν)χ(ν)| ≤ 1.

Из соотношения β(ν) находим

β(ν)χ(ν) = β(ν)χ(ν) ≡ h(ν), |h(ν)| ≤ 1,

таким образом, получаем, что h(ν) = h(ν) .

Пусть R – количество нулей функции F (t) на промежутка
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(T, T +H) . Величину R оцениваем снизу, для этого считаем, что

T =
π

4
+ 4πr, r − целое число.

Тогда согласно лемме 4.2.3 для функции F (t) , при T ≤ t ≤ T + H

справедлива формула

F (t) = 2
∑
λ≤P

A(λ)√
λ

cos t ln
P

λ
+O(T−0,01),

где λ — положительные рациональные числа, у которых знаменатель не

превосходит X , и

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
, P =

√
5T

2π
.

Пусть T ≥ T0(ε) > 0 , и кроме того 0 < α < 1/2 , 0 < h < h1 < 1 .

Рассматриваем следующие два интеграла I1(t) и I2(t) вида:

I1(t) =

h1∫
−h1

e−(
u
h)

2

|F (t+ u)|du, I2(t) =

∣∣∣∣∣∣
h1∫

−h1

e−(
u
h)

2

F (t+ u)du

∣∣∣∣∣∣ .
Через E обозначим подмножество интервала (T, T + H) , для которых

верно неравенство I1(t) > I2(t) .

Рассмотрим интегралы

I1 =

T+H∫
T

I21(t)dt, I2 =

T+H∫
T

Iα2 (t)dt, I3 =

T+H∫
T

Iα1 (t)dt,

и, учитывая, что для подмножества [T, T +H]\E имеет место равенство

I1(t) = I2(t) , имеем∫
E

Iα1 (t)dt = I3 −
∫

[T,T+H]\E

Iα2 (t)dt ≥ I3 − I2. (4.4.2)
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Используя неравенства Гёльдера, неравенства (4.4.2) оценим сверху:∫
E

Iα1 (t)dt

 2
a

≤ (µ(E1))
2
α−1

∫
E

I21(t)dt ≤ (µ(E1))
2
α−1I1.

Из этого неравенства и из (4.4.2), находим

µ(E) ≥

(
(I3 − I2)

2
α

I1

) α
2−α

. (4.4.3)

Следовательно, для оценки снизу µ(E) достаточно интеграл I3 оценить

снизу, а интегралы I1 и I2 оценить сверху.

Оценка интеграла I1 сверху. Для заданного интеграла, делая

замену переменных, используя неравенства 0 < h1 < h , а также теорему

о среднем значении интеграла, находим

I1(t) = h

h1
h∫

−h1
h

e−u2|F (t+ uh)|du ≤

≤ h

1∫
−1

e−u2|F (t+ uh)|du ≤ 2h|F (t+ θ)|, |θ| ≤ 1.

Следовательно,

I1 =

T+H∫
T

I21(t)dt ≤ 4h2
T+H+1∫
T−1

|F (t)|2dt = 4h2J(T,H). (4.4.4)

Согласно лемме 4.2.3, получим

J(T,H) =

T+H+1∫
T−1

|F (t)|2 dt =
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=

T+H+1∫
T−1

∣∣∣∣∣2∑
λ≤P

A(λ)√
λ

cos t ln
P

λ
+O(T−0,01)

∣∣∣∣∣
2

dt.

Далее для оценки интеграла J(T,H) , используяс функциональное урав-

нения функции Дэвенпорта-Хейльбронна и оценки, полученные в работе

[150], имеем

J(T,H) ≪ HL√
lnX

, L = lnP, P =
√
5T (2π)−1.

Полученную оценку интеграла J(T,H) подставляем в (4.4.4) и для ин-

теграла I1 находим следующую оценку сверху:

I1 ≤ c4h
2H

log T√
logX

.

Оценка интеграла I3 снизу. Пользуясь неравенствами 0 < h1 < h

и делая замену переменных для интеграла I1(t) , находим

I1(t) = h

h1
h∫

−h1
h

e−ν2|F (t+ νh)|dν ≥ h

1∫
−1

e−ν2|F (t+ νh)|dν ≥

≥ he−1

1∫
−1

|F (t+ νh)|dν.

Следовательно,

I3 =

T+H∫
T

Iα1 (t)dt ≥ hα · e−α

T+H∫
T

 1∫
−1

|F (t+ νh)|dν

α

dt.

Применим неравенство Гёльдера для внутреннего интеграла, имеем

I3 ≥
1

2
hα · e−α

T+H∫
T

1∫
−1

|F (t+ νh)|αdνdt ≥
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≥ 1

2
hα · e−α

T+H−1∫
T+1

|F (t)|αdt = 1

2
hα · e−αI4,

где

I4 =

T+H−1∫
T+1

|F (t)|αdt.

Применяя лемму Р.Гэбриэла [179] для оценки I4 , находим

I4 ≥
1

52−ac2g
H.

Следовательно, для интеграла I3 находим окончательную оценку:

I3 ≥ c3h
αH,

где c3 > 0 – абсолютная постоянная.

Оценка интеграла I2 сверху. Воспользовавшись неравенством

Гёльдера для оценки интеграла I2 , имеем

I
2
α
2 ≤ H

2
α−1J2, J2 =

T+H∫
T

I22(t)dt.

Согласно приближенному функциональному уравнению для F (t) , полу-

чим

I2(t) ≪

∣∣∣∣∣∣
h1∫

−h1

e−(
u
h)

2∑
λ<P

A(λ)√
λ

(
P

λ

)i(t+u)

du

∣∣∣∣∣∣+ hT−0.01 =

=

∣∣∣∣∣∣
∑
λ<P

A(λ)√
λ
λ−it

h1∫
−h1

e−(
u
h)

2
(
P

λ

)iu

du

∣∣∣∣∣∣+ hT−0.01 =

=

∣∣∣∣∣∑
λ<P

A(λ)d(λ)√
λ

λ−it

∣∣∣∣∣+ hT−0.01,

где d(λ) имеет следующий вид:
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d(λ) =

h1∫
−h1

e−(
u
h)

2
(
P

λ

)iu

du.

Далее для J2 , получим

J2 ≪
+∞∫

−∞

e−(
t
H )

2

∣∣∣∣∣∑
λ<P

A(λ)d(λ)√
λ

λ−iTλ−it

∣∣∣∣∣
2

+Hh2T−0.02 ≪

≪ H(W3 +W4) +Hh2T−0.02,

где

W3 = W3(T ) =

=

∣∣∣∣∣ ∑
λ1<λ2<P

A(λ1)d(λ1)A(λ2)d(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)−iT

exp

(
−
(
H

2
log

λ1
λ2

)2
)∣∣∣∣∣ .

W4 =
∑
λ<P

|A(λ)|2|d(λ)|2

λ
,

Оценим кратную тригонометрическую сумму W3(T ) . Справедлива

следующая

Лемма 4.4.1. Пусть ε-произвольное малое фиксированное поло-

жительное число, не превосходящее 0.01, (κ, λ) — произвольная экс-

поненциальная пара

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
, L = lnP.

Тогда при H = T θ(κ,λ)+ε+σ(κ) справедлива оценка:

W3(T ) ≪ h2T−0.98ε.

Показатель θ(κ;λ) также появляется в оценке остаточного члена в

проблеме делителей Дирихле о числе целых точек в гиперболе xy ≤ N ,

x > 0 , y > 0 и в проблеме Гаусса о числе целых точек в круге x2+y2 ≤ R .
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Наилучшая оценка сверху для θ(κ;λ) принадлежит J. Bourgain and N.

Watt [175]. Они доказали, что

θ0 = min
κ,λ∈P

θ(κ, λ) = min
κ,λ∈P

κ+ λ

2κ+ 2
≤ 1515

4816
=

1

3
− 271

3 · 4816
≈ 0.314576,

Отсюда и из леммы 4.4.1 получаем следующее

Следствие 4.4.1.1. Пусть ε-произвольное малое фиксированное

положительное число, не превосходящее 0.01. Тогда при H = T
1515
4816+ε

имеет место оценка:

W3(T ) ≪ h2T−0.98ε.

Доказательство. Повторяем рассуждения леммы 3.2.1. Сначала

оценим часть суммы W3(T ) с условием λ2 > λ1(1+LH−1) . При выпол-

нение условия λ2 > λ1(1 + LH−1) , для W3(T ) , используя неравенства

ln(1 + x) > 0, 5x , 0 < x ≤ 0, 5 , имеем

exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
< exp

(
−
(
H

2
ln

(
1 +

L

H

))2
)
<

< exp

(
−L 2

16

)
.

Для интеграла d(λ) имеет место оценка |d(λ)| ≤
√
πh .

Через W ′
3(T ) обозначаем часть суммы W3(T ) с условиями

λ2 − λ1 >
L

H
,

находим

|W ′
3(T )| < πh2 exp

(
−L 2

16

)(∑
λ<P

|A(λ)|√
λ

)2

.

Далее, воспользовавшись определением суммы A(λ) и соотношениями
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|r(m)| ≤ 1 и |h(ν)| ≤ 1 , имеем

∑
λ<P

|A(λ)|√
λ

≤
∑
λ<P

1√
λ

∑
nν1
ν2

=λ

ν1,ν2<X

|h(ν1)||h(ν2)||r(n)|
ν2

≪ P
1
2X lnX.

Таким образом, находим

W ′
3(T ) ≪ h2 exp

(
−L 2

16

)
PX2 ln2X.

Далее рассмотрим случай, когда

λ1 < λ2 ≤ λ1

(
1 +

L

H

)
.

Разобьём промежуток 0 < λ1 < P в сумме W3(T ) на ≪ L промежутки

вида Λ < λ1 ≤ Λ1 ≤ 2Λ , и через W3(Λ) обозначая максимальную из

получившихся таких сумм, получим неравенства

W3(T ) ≪ L |W3(Λ)|+ h2 exp

(
−L 2

16

)
PX2 ln2X. (4.4.5)

Далее сумму W3(Λ) оценим при выполнении условия

Λ ≤ H

X2L
.

Для чисел λ1 и λ2 имеем

λ1 < λ2, λ1 =
n1ν1
ν2

, λ2 =
n2ν3
ν4

, νi < X, i = 1, 2, 3, 4,

тогда

λ2
λ1

= 1 +
λ2 − λ1
λ1

≥ 1 +
L

2H
,

следовательно,
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exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
< exp

(
−
(
H

2
ln

(
1 +

L

2H

))2
)
<

< exp

(
−L 2

64

)
.

Сумму W3(Λ) , при условии Λ ≤ HX−2L −1 , оценим подобно тому, как

для W ′
3 , имеем

W3(Λ) ≪ h2 exp

(
−L 2

64

)
PX2 ln2X. (4.4.6)

Теперь рассмотрим сумму W3(Λ) при условии

Λ >
H

X2L

и выразим через C(u, h) и Fj(h, ν) , имеем

W3(Λ) =
∑

Λ<λ1≤Λ1

∑
λ1<λ2≤λ1(1+LH−1)

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)−iT

×

×d(λ1)d(λ2) exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

где
H

X2L
< Λ < Λ1 ≤ 2Λ < P.

Применяя определения функции A(λ) и обозначения

ν1ν4
ν2ν3

=
a

b
, (a, b) = 1,

сумму W3(Λ) представляем в следующем виде:

W3(Λ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

h(ν1)h(ν2)h(ν3)h(ν4)√
ν1ν2ν3ν4

W3(Λ, ν); (4.4.7)

ν = (ν1, ν2, ν3, ν4),
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где

W3(Λ, ν) =
∑

Λν2
ν1

<n1≤Λ1ν2
ν1

∑
n1a
b <n2≤n1a

b (1+LH−1)

r(n1)r(n2)×

× Φ2(n1, n2, ν)

(
n1a

n2b

)−iT

,

Φ2(n1, n2, ν) =

exp

(
−
(
H
2 ln n1a

n2b

)2)
√
n1n2

d(λ1)d(λ2).

Числа n1 и n2 представим в виде членов арифметических прогрессии с

разностью 5a и 5b

n1 = 5bm+ b1, 0 ≤ b1 < 5b,

Λν2
ν1

− b1

5b
< m ≤

Λ1ν2
ν1

− b1

5b
, n2 = 5am1 + a1,

0 ≤ a1 < 5a, m+
b1
5b

− a1
5a

< m1 ≤ m+
b1
5b

− a1
5a

+

(
m+

b1
5b

)
L

H
,

применяя обозначения

N =

Λν2
ν1

− b1

5b
, N1 =

Λ1ν2
ν1

− b1

5b
,

α =
b1
5b

− a1
5a
, ω(m) =

(
m+

b1
5b

)
L

H
,

и суммирования по b1 и a1 делая внешним, учитывая r(5bm+b1) = r(b1)

и r(5am1 + a1) = r(a1) , последовательно, приходим к формуле

W3(Λ, ν) =
∑

0≤b1<5b

r(b1)
∑

0≤a1<5a

r(a1)W2(Λ, ν,m,m1), (4.4.8)

W3(Λ, ν,m,m1) =
∑

N<m≤N1

∑
α<h≤α+ω(m)

Φ2(5bm+ b1, 5a(m+ h) + a1, ν)×

×

(
m+ b1

5b

(m+ h) + a1
5a

)iT

.
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В последней сумме суммирование по m1 принимает значения из интер-

вала m + α < m1 ≤ m + α + ω(m) , следовательно, заменяем m1 на

m + h , где h значения своё принимает α < h ≤ α + ω(m) , для суммы

W3(Λ, ν,m,m1) , имеем

W3(Λ, ν,m,m1) =
∑

N<m≤N1

∑
α<h≤α+ω(m)

Φ2(5bm+ b1, 5a(m+ h) + a1, ν)×

×

(
m+ b1

5b

(m+ h) + a1
5a

)iT

.

Отметим, что h ≥ 0 , действительно

−1 < −1 +
1

5a
≤ α =

b1
5b

− a1
5a

≤ 1− 1

5b
< 1.

Порядок суммирования по h и m заменяем, учитывая равносильности

условия

h ≤ α+ ω(m), m ≥ (h− α)
H

L
− b1

5b

имея ввиду обозначения

N2 = max

(
N,

H

L
(h− α)− b1

5b

)
,

находим

W3(Λ, ν,m,m1) =
∑

α<h≤α+ω(N1)

∑
N2<m≤N1

Φ2(5bm+ b1, 5a(m+ h) + a1, ν)×

×

(
m+ b1

5b

m+ h+ a1
5a

)iT

.

Применяя лемму 2.2.12 к сумме по m , приходим к формуле

W3(Λ, ν,m,m1) =
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=
∑

α<h≤α+ω(N1)

−
N1∫

N2

C(u, h)f ′2(u, h)du+ C(N1, h)f2(N1, h)

 ,

f2(u, h) = Φ2(5bu+ b1, 5a(u+ h) + a1, ν),

C(u, h) =
∑

N2<m≤u

(
m+ b1

5b

m+ h+ a1
5a

)iT

.

Полученную формулу подставляем в (4.4.8), затем в формулу (4.4.7),

находим

W3(Λ) ≤
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

1
√
ν1ν2ν3ν4

×

×
∑

0≤b1<5b

∑
0≤a1<5a

∑
α<h≤α+ω(N1)

F2(h, ν) max
N2<u≤N1

|C(u, h)|, (4.4.9)

где

F2(h, ν) =

N1∫
N2

|f ′2(u, h)|du+ |f2(N1, h)|.

Теперь оценим F2(h, ν) . Используя определении функции d(λ1) и

d(λ2) представляем функцию

f2(u, h) = Φ2(5bu+ b1, 5a(u+ h) + a1, ν)

в следующим виде

f2(u, h) =

exp

(
−
(
H
2 ln

u+
b1
5b

u+h+
a1
5a

)2)
5
√
ab
√(

u+ b1
5b

) (
u+ h+ a1

5a

) · d(λ1)d(λ2) =
= f1(u, h)

(
d(λ1)d(λ2)

)
,

вычисляем производную f2(u, h) по переменной u , имеем

f ′2(u, h) = f ′1(u, h)
(
d(λ1)d(λ2)

)
.
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Учитывая, что

f1(u, h) = Φ1(5bu+ b1, 5a(u+ h) + a1, ν),

найдём

f ′1(u, h) =

 exp

(
−
(
H
2 ln

u+
b1
5b

u+h+
a1
5a

)2)
5
√
ab
√(

u+ b1
5b

) (
u+ h+ a1

5a

)


′

=

=

exp

(
−
(
H
2 ln

u+
b1
5b

u+h+
a1
5a

)2)
5
√
ab

×

×
2H ln

(
1 +

h− b1
5b+

a1
5a

u+
b1
5b

) (
h− b1

5b +
a1
5a

)
− 2u− h− b1

5b −
a1
5a

2
(
u+ b1

5b

) 3
2
(
u+ h+ a1

5a

) 3
2

.

Знак функции f ′1(u, h) и числителя последней дроби одинаковы, пользу-

ясь границами изменения переменных N2 < m ≤ N1 и α < h ≤ α+ω(N1)

N2 = max

(
N,

H

L
(h− α)− b1

5b

)
=

= max

(
Λν2
ν1

− b1

5b
,
H

L

(
h− b1

5b
+
a1
5a

)
− b1

5b

)
,

α =
b1
5b

− a1
5a
, ω(N1) =

(
N1 +

b1
5b

)
L

H
=

Λ1ν2
ν1

· L

5bH
,

находим

2H ln

(
1 +

h− b1
5b +

a1
5a

u+ b1
5b

)(
h− b1

5b
+
a1
5a

)
−

− 2u− h− b1
5b

− a1
5a

<

<
2Λν2
5ν1b

((
1 +

δ

H

)
ln

(
1 +

L

H

)
L − 1

)
<

<

(
2L 2

H
− 1

)
2Λν2
5ν1b

< 0.
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То есть f ′1(u, h) < 0 , поэтому с учётом f1(u, h) > 0 , находим

F2(h, ν) = −
N1∫

N2

f ′2(u, h)du+ f2(N1, h) ≤ f2(N2, h).

Переходя к переменным n1 , n2 , потом к λ1 , λ2 используя неравенства

Λ < λ1 < λ2 , |d(λ)| ≤
√
πh , для оценкиf2(u, h) , имеем

F2(h, ν) = |f2(u,N2)| =

=

√
ν1ν3
ν2ν4

·

∣∣∣∣exp(−(H
2 ln λ1

λ2

)2)∣∣∣∣
√
λ1λ2

|d(λ1)||d(λ2)| ≤

≤
√
ν1ν3
ν2ν4

· πh
2

Λ
. (4.4.10)

Далее сведём оценки суммы W3(Λ) к оценке суммы C(u, h) . Полученную

оценку (4.4.10) подставляя в (4.4.9), находим

W3(Λ) ≪
h2

Λ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

1

ν2ν4
×

×
∑

0≤b1<5b

∑
0≤a1<5a

∑
α<h≤α+ω(N1)

max
N2<u≤N1

|C(u, h)|. (4.4.11)

Оценим внутреннюю сумму

C(u, h) =
∑

N2<m≤u

e

(
T

2π
ln
m+ h+ a1

5a

m+ b1
5b

)
,

где

N2 = max

(
Λν2
5bν1

− b1
5b
,
H

L
(h− α)− b1

5b

)
, u ≤ Λ1ν2

5bν1
− b1

5b
.

Для этого применяем метод экспоненциальных пар. Полагая

f(y) =
T

2π
ln
y + h+ a1

5a

y + b1
5b

,



164

A =
T |h− α|
N2

2

≪ T |h− α|b2ν21
Λ2ν22

,

B = u−N2 ≤ N1 −N2 =

=
Λ1ν2
5bν1

− b1
5b

−max

(
Λν2
5bν1

− b1
5b
,
H

L
(h− α)− b1

5b

)
≪ Λν2

bν1
.

Для вычисления производных s–го порядка функции f(u) , производную

первого порядка этой функции представим в следующем виде:

f ′(y) = −T (h− α)

2π
· f1(y)f2(y), f1(y) =

1

y + h+ a1
5a

,

f2(y) =
1

y + b1
5b

, α =
b1
5b

− a1
5a
,

и учитывая

f
(s−1−j)
1 (y) =

(−1)s−1−j(s− 1− j)!

(y + h+ a1
5a)

s−j
,

f
(j)
2 (y) =

(−1)jj!

(y + b1
5b)

j+1
,

используя формулу производной произведения двух функций, то есть

формулу Лейбница для s− 1 порядка, имеем

f (s)(y) = −T (h− α)

2π
(f1(y)f2(y))

(s−1) =

= −T (h− α)

2π

s−1∑
j=0

Cj
s−1f

(s−1−j)
1 (y)f

(j)
2 (y) =

=
(−1)s s!T (h− α)

2π

s−1∑
j=0

1

(y + h+ a1
5a)

s−j(y + b1
5b)

j+1
.

Следовательно,

AB1−s ≪ f (s)(u) ≪ AB1−s, s = 1, 2, . . . .

Таким образом, для любой экспоненциальной пары (κ, λ) , имеет ме-

сто оценка
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|C(u, h| ≪
(
T (h− α)b2ν21

Λ2ν22

)κ(
Λν2
bν1

)λ

=

=
T κb2κ−λν2κ−λ

1

Λ2κ−λν2κ−λ
2

(h− α)κ.

Полученную оценку суммы |C(u, h| , подставляя в формулу (4.4.11), на-

ходим

W3(Λ) ≪
h2T κ

Λ1+2κ−λ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

ν2κ−λ
1 b2κ−λ

ν1+2κ−λ
2 ν4

×

×
∑

0≤b1<5b

∑
0≤a1<5a

∑
α<h≤α+ω(N1)

(h− α)κ ≪

≪ h2T κ

Λ1+2κ−λ

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

ν2κ−λ
1 ab1+2κ−λ

ν1+2κ−λ
2 ν4

(ω(N1))
κ+1.

Учитывая эту оценку и соотношения

ω(N1) =

(
N1 +

b1
5b

)
L

H
=

Λ1ν2L

5Hbν1
,

a =
ν1ν4

(ν1ν4, ν2ν3)
, b =

ν2ν3
(ν1ν4, ν2ν3)

,

находим

W3(Λ) ≪
h2T κΛλ−κ

Hκ+1

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

(ν1ν3)
κ−λ

(ν1ν4, ν2ν3)1+κ−λ
≤

≤ h2T κΛλ−κ

Hκ+1

∑
ν1,ν2,ν3,ν4<X

(ν1ν3)
κ−λ ≪

≪ h2
T κΛλ−κX4+2κ−2λ

Hκ+1
.

Так как 0 ≤ λ− κ ≤ 1 , 0 ≤ κ ≤ 0.5 , используем неравенства

2Λ < P =

√
T

2π
,

и потом подставляем значения следующих параметров:
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X = T 0.01ε, H = T
κ+λ
2κ+2+ε+σ(κ), σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
,

имеем

W3(Λ) ≪ h2
T

κ+λ
2 X4−2(λ−κ)

Hκ+1
≤

≤ h2
T

κ+λ
2 X2

Hκ+1
= h2

(
T

κ+λ
2κ+2+0.01ε· 2

κ+1

H

)κ+1

=

= h2L −1

(
T

κ+λ
2κ+2+

0.02ε
κ+1 +σ(κ)

T
κ+λ
2κ+2+ε+σ(κ)

)κ+1

= h2L −1
(
T−(κ+1)ε+0.02ε

)
=

= h2L −1T−ε+ε(0.02−κ) ≤ h2L −1T−ε+0.02ε = h2L −1T−0.98ε.

Следовательно, получаем

W3(Λ) ≪ h2L −1T−0.98ε.

Найденную оценку суммы W3(Λ) и оценку (4.4.6) подставляя в формулу

(4.4.5), найдём

W3(T ) ≪ L

(
h2L −1T−0.98ε + h2 exp

(
−L 2

16

)
PX2 ln2X

)
+

+ h2 exp

(
−L 2

64

)
PX2 ln2X ≪ h2T−0.98ε.

Лемма доказана.

Продолжаем доказательство теоремы 4.1.2. Для суммы W4 находим

оценку вида

W4 ≪ h2∆,

где

∆ =
log T√
logX

(
c+ (ch log T )−2 exp(−2(h1h

−1)2)+

+ exp(−2(hc log T )2)
)
. (4.4.12)
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Следовательно, для интегралов J2 и I2 находим оценки

J2 ≤ c5Hh
2∆; I

2
α

2 ≤ c5H
2
αh2∆; I2 ≤ c

α
2

5Hh
α∆

α
2 .

Полученные оценки I1 , I2 и I3 подставляем в формуле (4.4.3), найдём

µ(E) ≥

(
c3Hh

α − c
α
2
5Hh

α∆
α
2

) 2
2−α(

h2H
log T√
logX

) α
2−α

=
H(c3 − c

α
2

5 ∆
α
2 )(

log T√
logX

) α
2−α

.

Значения параметров X = T 0.01ε и c , подставляя в (4.4.12), получим

∆ ≤ 30√
ε
exp(−

√
log log T ), (c5∆)

α
2 ≤ exp

(
−c1

4

)
.

Положительную постоянную c1 > 1 выбираем так, что имеет место нера-

венство

c3e
−1 ≥ exp

(
−c1

4

)
.

Следовательно, имеем

µ(E) ≥ c6H

(
log T√
logX

)− α
2−α

≥ c6H

(
log T√
logX

)−α

.

Из определения E и оценки µ(E) , следует,что число нулей функции F (t)

на интервале (T, T +H) , является не менее

c7Hh
−1
1

(
log T√
logX

)−α

, (4.4.13)

где c7 > 0 – абсолютная постоянная. Пользуясь значениями параметров

h =
1

c log T

√
log

1

c
,

1

c
=
√
log T exp

√
log log T ,

h1 = h

√
log

1

c
, α =

c1√
log log T

,
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из (4.4.13) получаем утверждение теоремы, то есть:

R ≥ H
√

log T exp(−c8
√

log log T );

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H
√

log T exp(−c8
√
log log T ),

где c8 > 0 – абсолютная постоянная.

Теорема доказана.
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Обсуждение полученных результатов

В диссертационной работе исследованы и решены научные пробле-

мы аналитической теории чисел, а именно, по множеству всех экспонен-

циальных пар найдена нижняя грань длины промежутка критической

прямой, содержащей нуль нечётного порядка производной j -го порядка

функции Харди, получены новые равномерные по параметрам оценки

специальных тригонометрических сумм в терминах экспоненциальных

пар, усилено неравенство А.А.Карацубы о количестве нулей функции Дэ-

венпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках критической

прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую длину.

Ранее лучшие результаты по этим задачам принадлежали англий-

ским математикам Г.Харди, Дж.Литллвуду, Г.Дэвенпорту, Г.Хейльбронну,

норвежскому математику А.Сельбергу, чешскому математику Я.Мозеру

и советским математикам С.М.Воронину и А.А.Карацубе.

Приведём основные результаты учёных по этому направлению и со-

поставим их с результатами, полученными в диссертационной работе.

Наряду с задачей о соседних нулях функции Харди, лежащих на

критической прямой, А.А.Карацуба впервые исследовал нули нечётно-

го порядка производной j -го порядка функции Харди. Он показал, что

с увеличением порядка производной длина промежутка, на котором за-

ведомо лежит нуль функции Z(j)(t) уменьшается и доказал теорему:

Пусть k–натуральное число, T ≥ T0(k) > 0, H ≥ cT 1/(6k+6) ln2/(k+1) T ,

c = c(k) > 0. Тогда промежуток (T, T +H) содержит нуль нечётного

порядка функции Z(k)(t).

В диссертационной работе задача об оценке сверху величины длины

промежутка критической прямой, в котором заведомо содержится нуль

нечётного порядка производной функции Харди, сведена к задаче опти-

мизации по множеству всех экспоненциальных пар: пусть (κ, λ) — про-
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извольная экспоненциальная пара, j — натуральное число, T ≥ T0(j) >

0, c = c0(j) > 0, тогда функция Z(j)(t) имеет нуль нечётного порядка

в промежутке (T, T +H), если

H ≥ cT ωj(κ,λ)(lnT )
2

j+1 , ωj(κ, λ) =
κ+ λ− 0.5

2κ+ 4λ+ 2j − 1
.

Дробно-линейную функцию ωj(κ, λ) для удобства представляем в виде

ωj(κ, λ) =
1

2

(
1− 1

2− δ−1
j (κ, λ)

)
, δj(κ, λ) =

λ+ j

0, 5− κ+ j
,

и её минимизацию сводим к минимизацию функции δj(κ, λ) по множе-

ству всех экспоненциальных пар.

Полученный результат обобщает известный результат А.А.Карацубы

при

(κ, λ) =

(
1

6
,
2

3

)
= AB(0, 1), δj

(
1

6
,
2

3

)
= 1 +

1

3j + 1
,

ωj

(
1

6
,
2

3

)
=

1

6j + 6
, j ∈ N.

В диссертационной работе, методом оптимизации экспоненциальных

пар минимизирована величина ωj(κ, λ) по множеству всех экспоненци-

альных пар, то есть, доказана теорема: Пусть j ≥ 3 — натуральное

число, T ≥ T0(j) > 0, c = c(j) > 0, тогда функция Z(j)(t) имеет нуль

нечётного порядка в промежутке (T, T +H), если

H ≥ cT
1

6+6j−
1

6(1+j)(19+18j) (lnT )
2

j+1 .

Отметим, что этот результат является улучшением теоремы А.А. Кара-

цубы при любом натуральном j ≥ 3 и является окончательным в рамках

данного метода.

В частности, также в диссертационной работе получены новые оцен-

ки сверху величины длин промежутков критической прямой, в кото-
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рых содержатся нули нечётного порядка производных первого и вто-

рого порядка функции Харди, что соответственно уточняет теоремы

А.А.Карацубы при j = 1 и j = 2 .

Справедливы следующие утверждения:

Пусть T ≫ 1, тогда функция Z ′(t) имеет нуль нечётного порядка

в промежутке (T, T +H), если

H ≫ T
1
12−

65601
810284 lnT.

Пусть T ≫ 1, тогда функция Z ′′(t) имеет нуль нечётного порядка

в промежутке (T, T +H), если

H ≫ T
1
18 (lnT )

2
3 .

При исследования задачи об оценке количества нулей нечётного поряд-

ка функции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критиче-

ской прямой, основным моментом является оценка специальных триго-

нометрических сумм вида

W0 =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

W1 =
∑

λ1<λ2<P 1−ε2

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

B

(
P

λ1

)
B

(
P

λ2

)
exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

W2 =
∑

P 1−ε2<λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
.

где

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
, T ≤ t ≤ T +H, T

1
4 < H < T

1
3



172

B(φ) =

(
φiη − 1

lnφ

)k

, B(ψ) =

(
ψ−iη − 1

lnψ

)k

, P =
√

5T (2π)−1,

r(n) =
1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n), h(ν) ≡ β(ν)χ(ν) = β(ν)χ(ν),

Для этих сумм А.А. Карацуба при H ≥ T
27
82+ε1 получил следующие

нетривиальные оценки

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, 2;

W1(T ) ≪
(
ε−2k
2 (lnT )−2k + ε−k

2 ηk(lnT )−k
)
T−ε1.

В отличие от этих оценок в диссертационной работе получены новые

равномерные по параметрам оценки тригонометрических сумм Wj(T ) ,

j = 0; 1; 2 , и задача о нетривиальности оценки этих сумм относительно

параметра H сведена к проблеме отыскания экспоненциальных пар, и

доказано: Пусть ε1 и ε2 - малые произвольные положительные числа,

не превосходящие 0, 001, k ∈ N, 0 < η < 1. Тогда при H = T
1515
4816+ε1

имеют место оценки:

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.

При нахождении оценки количества нулей нечётного порядка функ-

ции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критической пря-

мой используем оценки сумм W (θ) и S(Y ) , которые определяются сле-

дующим образом:

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
,

S(Y ) =
∑
λ≤Y

A2(λ)

λ2θ
,

где
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β(ν) =

 α(ν)

(
1− ln ν

lnX

)
, 1 ≤ ν < X,

0, ν ≥ X,

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
.

λ — положительное рациональное число, знаменатель которого не пре-

восходит X .

В диссертационной работе для суммы S(Y ) получена асимптотиче-

ская формула, то есть, доказана теорема

Пусть T 0,1 ≤ Y ≤ T , 1
4 ≤ θ ≤ 1

2 , тогда имеет место следующая

асимптотическая формула:

S(Y ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θW (θ) +

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
W (1− 2θ)+

+O
(
Y −2θX2 ln2X

)
.

Для суммы W (θ) получена следующая оценка сверху:

Пусть 0 ≤ θ ≤ 1
2 , тогда для суммы W (θ) справедлива следующая

оценка

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
=

= O

(
X2θ

√
lnX

)
.

Следующая глава диссертационной работы посвящена исследованию

нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих на критической пря-

мой.

Количество нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна f(s) в корот-
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ких промежутках критической прямой впервые исследовал А.А. Кара-

цуба. Он в 1989 году доказал, что если ε и ε1 – произвольно малые

фиксированные положительные числа, не превосходящие 0.001, и T ≥

T0(ε, ε1) > 0 и H = T
27
82+ε1 , то выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2−ε,

которое называется неравенством А.А.Карацубы.

Используя полученные в главе 3 равномерные по параметрам оценки

тригонометрических сумм Wj = Wj(T ) , j = 0, 1, 2 , которые возникают

при выводе оценки (4.1.2), удалось усилить неравенство (4.1.2) для ко-

личества нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких

промежутках критической прямой, притом для промежутков, имеющих

более короткую длину. Доказано следующее утверждение

Пусть ε и ε1 – произвольно малые фиксированные положительные

числа, не превосходящие 0, 001, c4 , c5 , cg - абсолютные положитель-

ные постоянные, превосходящие 1,

c7 =
ε

1
2+

ε
4+

ε2

8−4ε

1

3ec5 · 5
4
ε+3 2

2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

.

Тогда при H = T
1515
4816+ε1 , T ≥ T0(ε, ε1) > 0 выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ c7H(lnT )
1
2−

ε
4−

ε2

2−ε ln lnT.

Не ограничивая общности, можно считать, что T0 = T0(ε, ε1) - такое,

что выполняется соотношение

c7(lnT0)
3ε
4 −

ε2

2−ε ln lnT0 =
(lnT0)

3ε
4 −

ε2

2−ε ln lnT0 · ε
1
2+

ε
4+

ε2

8−4ε

1

3ec5 · 5
4
ε+3 2

2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

≥ 1.

Поэтому из вышеуказанных утверждений следует вывод
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Пусть ε и ε1 – произвольно малые фиксированные положительные

числа, не превосходящие 0, 001. Тогда при H = T
1515
4816+ε1 , T ≥ T0(ε, ε1) >

0 выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2−ε.

В 1993 г. А.А.Карацуба, воспользовавшись новым усовершенствован-

ным методом, при котором возникают почти такие же тригонометриче-

ские суммы, как при выводе оценки (4.1.2), получил более точную оценку

вида

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2 exp(−c3

√
ln lnT ). (4.4.14)

Применяя равномерное по параметрам оценки тригонометрической

суммы

W3(T ) =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)d(λ1)A(λ2)d(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)−iT

exp

(
−
(
H

2
log

λ1
λ2

)2
)
,

где

d(λ) =

h1∫
−h1

e−(
u
h)

2
(
P

λ

)iu

du, 0 < h < h1 < 1,

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
, P =

√
5T

2π
,

в диссертационном работе доказано неравенство (4.4.14) для количества

нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках кри-

тической прямой для промежутков, имеющих более короткую длину.

Применяя метод экспоненциальных пар для тригонометрических

сумм W3(T ) получена новая нетривиальная оценка, то есть, доказано

следующее утверждение

Пусть ε-произвольное малое фиксированное положительное число,



176

не превосходящее 0.01, (κ, λ) — произвольная экспоненциальная пара

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
, L = lnP.

Тогда при H = T θ(κ,λ)+ε+σ(κ) справедлива оценка:

W3(T ) ≪ h2T−0.98ε.

Из этого утверждения получаем следующее

Пусть ε-произвольное малое фиксированное положительное число

не превосходящее 0.01. Тогда при H = T
1515
4816+ε имеет место оценка:

W3(T ) ≪ h2T−0.98ε.

В последнем параграфе главы доказана следующая теорема, которая

усиливает результаты, полученные А.А.Карацубой.

Пусть ε – произвольное малое фиксированное положительное чис-

ло, не превосходящее 0.01, тогда при H = T
1515
4816+ε , T ≥ T0(ε) > 0 вы-

полняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H
√

log T exp(−c8
√
log log T ),

где c8 > 0 – абсолютная постоянная,

которое является уточнением неравенства А.А.Карацубы, когда проме-

жуток имеет более короткую длину. Основным утверждением, позволив-

шим доказать эту теорему, является новая оценка специальной тригоно-

метрической суммы W3 = W3(T ) равномерная по параметрам в терми-

нах экспоненциальных пар.
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Выводы

Все основные результаты диссертации являются новыми, представ-

ляют теоретический интерес и состоят в следующем:

1. задача об оценке сверху величины длины промежутка критической

прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного порядка

производной j -го порядка функции Харди, сведена к задаче опти-

мизации по множеству всех экспоненциальных пар [1-A, 3-A, 9-A,

11-A, 19-A, 27-A, 32-A, 40-A];

2. найдены новые оценки сверху величины длин промежутков крити-

ческой прямой, в которых заведомо содержатся нули нечётного по-

рядка производной j -го порядка функции Харди [3-A, 4-A, 5-A, 6-A,

7-A, 10-A, 13-A, 16-A, 17-A, 18-A, 20-A, 21-A, 22-A, 25-A, 26-A, 34-A,

38-A, 39-A];

3. получены новые равномерные по параметрам оценки тригономет-

рических сумм Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 в терминах экспоненциальных

пар, которые возникают при исследовании нулей нечётного порядка

функции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках крити-

ческой прямой [2-A, 8-A, 12-A, 14-A, 15-A, 29-A, 31-A, 35-A, 36-A,

37-A];

4. с использованием новых равномерных по параметрам оценок триго-

нометрических сумм задача об оценке количества нулей нечётного

порядка функции Дэвенпорта-Хейльбронна сведена к задаче отыс-

кания экспоненциальных пар [2-A, 8-A, 15-A, 23-A, 28-A, 37-A];

5. усилено неравенство А.А.Карацубы о количестве нулей функции

Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках крити-

ческой прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую

длину [2-A, 8-A, 15-A, 24-A, 30-A, 33-A, 37-A].
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Рекомендации по практическому

использованию результатов

Результаты, полученные в диссертации, носят теоретический харак-

тер. Они могут найти применение в аналитической теории чисел при

дальнейших исследованиях нулей рядов Дирихле, в том числе, линейных

комбинациях L – рядов Дирихле, для которых не выполняется гипотеза

Римана о нулях в критической полосе. Полученные результаты могут

быть использованы в научных учреждениях и ВУЗах, где ведутся иссле-

дования по аналитической теории чисел, например, в Математическом

институте им. В.А. Стеклова Российской Академии наук, в Московском

государственном университете им. М.В. Ломоносова, в Таджикском наци-

ональном университете, в Таджикском государственном педагогическом

университете им. С.Айни. Также материалы диссертации могут быть ис-

пользованы при чтении специальных курсов для студентов и магистров

в высших учебных заведениях, обучающихся по специальности «Мате-

матика».
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