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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования. Исследования по теории дзета-
функции Римана берёт своё начало с XIX века и отдельные разделы этой
теории стали самостоятельными научными направлениями современной
аналитической теории чисел.

В исследованиях по теории дзета-функции Римана одним из главных
направлений является изучение нулей ζ(s) , лежащих на критической
прямой. А изучение нулей дзета-функции Римана на критической
прямой сводится к изучению действительных нулей функции Харди.

Одним из вопросов относительно этих нулей является вопрос о вели-
чине промежутка, на котором заведомо лежит нуль функции Харди и её
производные.

Гипотеза Римана не верна для функции Дэвенпорта-Хейльбронна, ко-
торый является простейшим рядом Дирихле, удовлетворяющим функ-
циональному уравнению риманова типа. Кроме того известно, что на
критической прямой лежит очень много нулей функции Дэвенпорта-
Хейльбронна.

Исследования нулей функции Харди и её производных, а также
нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих на критической пря-
мой, ранее рассматривались в работах английских математиков Г.Харди
и Дж.Литтлвуда1−5 , Г.Дэвенпорта и Г.Хейльбронна6 , норвежского мате-
матика А.Сельберга7 , чешского математика

1Hardy G.H. Sur les zeros de la fonction ζ(s) de Riemann // Compt.Rend. Acad.Sci. —1914. —V. 158. —
P. 1012–1014.

2Hardy G.H., Littlewood J.E. The trigonometrical series associated with the elliptic θ function // Acta
math. —1914. —V. 37. —P. 193–239.

3Hardy G.H., Littlewood J.E. Contributions to the theory of Riemann zeta–function and the theory of
distribution of primes // Asta Math. —1918. —V. 41. —P. 119–196.

4Hardy G.H., Littlewood J.E. The zeros of Riemann’s zeta–function on the critical line // Math.Z. —
1921. —Bd 10. —S. 283–317.

5Hardy G.H., Littlewood J.E. The approximate functional equation in the theory of the zeta-function
with applications to the divisor problems of Dirichlet and Pilth // Proc. London Math. Soc. (2). —1922. —
V. 21. —P. 39–74.

6Davenport H., Heilbronn H. On the zeros of certain Dirichlet series // J. Lond. Math. Soc. —1936. —
V. 11. —pp. 181 - 185 and 307 - 312.

7Selberg A. On the zeros of Riemann’s zeta–function // Shr. Norske Vid. Akad. Oslo. —1942. —V. 10. —P.
1–59.
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Я.Мозера8−12 и советских математиков С.М.Воронина13−16 ,
А.А.Карацубы17−22 , С.А.Гриценко23−25 .

Актуальность и целесообразность данной работы определяются тем,
что полученные результаты об оценке длины промежутка критической
прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного порядка произ-
водной j -го порядка функции Харди, и оценка количества нулей функции
Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критической прямой
являются новыми и наилучшими.

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. Дзета-
функция Римана является аналитической функцией на всей s – плос-
кости, кроме точки s = 1 , где она имеет полюс первого порядка с вычетом,
равным 1, и имеет тривиальные нули при чётных отрицательных целых s .
Нетривиальные нули ζ(s) находятся в полосе 0 ≤ Res ≤ 1 , которая назы-
вается критической полосой, и расположены симметрично относительно

8Мозер Я. Некоторые свойства дзета-функции Римана на критической прямой // Acta Auith. —
1974. —V. 26. —P. 33–39.

9Мозер Я. Об одной сумме в теории дзета-функции Римана [Текст] /Я.Мозер // Acta arith. —
1976. —V. 31. —P. 31–43.

10Мозер Я. Существенное улучшение одной теоремы Харди-Литтлвуда в теории ζ(s) // Acta
arith. —1980. —V. 38. —№ 4. —P. 112–121.

11Мозер Я. Улучшение теоремы Харди-Литтлвуда о плотности нулей функции ζ(1/2 + it) // Acta
math. Univ. Comen. Bratislava. —1983. —V. 42–43. —P. 41–50.

12Мозер Я. Новые теоремы о среднем для функции |ζ(1/2 + it)|2 // Acta math. Univ. Comen.
Bratialava. —1985. —V. 46–47. —C. 21–40.

13Воронин С.М. О нулях некоторых рядов Дирихле, лежащих на критической прямой // Известия
АН СССР. Серия математическая. —1980. —Т. 44. —№ 1. —С. 63–91.

14Воронин С.М. О распределении нулей некоторых рядов Дирихле // Труды МИАН. —1984. —
Т. 163. —С. 74–77.

15Воронин С.М. Об аналитическом продолжении некоторых рядов Дирихле // Тр. МИАН СССР. —
157. —1981. —C. 25–30.

16Воронин С.М., Карацуба А.А. Дзета–функция Римана —М.: Физматлит. —1994. —376 с.
17Карацуба А.А. О расстоянии между соседними нулями дзета–функции Римана, лежащими на

критической прямой // Труды МИАН. —1981. —T. 157. —С. 49–63.
18Карацуба А.А. Дзета-функция Римана и ее нули // УМН. —1985. —T. 40. — Вып. 5 (245). —С.

19–70.
19Карацуба А.А. О нулях функции Дэвенпорта–Хейльбронна, лежащих на критической прямой //

Известия АН СССР. Серия математическая. —1990. —Т 54. —№ 2. —С. 303–315.
20Карацуба А.А. О нулях некоторых рядов Дирихле // УМН. —45:1(271). —1990. —C. 175–176.
21Карацуба А.А. О нулях арифметических рядов Дирихле, не имеющих эйлерова произведения //

Известия РАН. Серия математическая. —1993. —Т 57. —№ 5. —С. 3–14.
22Карацуба А.А. Новый подход к проблеме нулей некоторых рядов Дирихле [Текст] / А.А. Карацуба

// Труды МИАН. —1994. —Т. 207. —С. 180–196.
23Гриценко С. А. О нулях функции Дэвенпорта-Хейльбронна // Труды МИАН. —2017. —Т. 296. —

C. 72–94.
24Гриценко С. А. О дробных моментах успокоенных L -функций Дирихле // Чебышевский сбор-

ник. —2017. —Т. 18. —№ 4. —С. 168–187.
25Гриценко С.А. О нулях функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих на критической прямой //

Матем. заметки. —100:5. —2016. —C. 774–778.
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прямой Res = 1
2 и вещественной оси.

Л.Эйлер26 изучал функцию ζ(s) при действительных s и с помощью
своего тождества предложил аналитическое доказательство теоремы Ев-
клида о бесконечности числа простых чисел. Б.Риман27 изучал ζ(s) как
функцию комплексного переменного. Он доказал, что применяя теорию
функций комплексного переменного для ζ(s) , можно получить новые ре-
зультаты о распределении простых чисел.

До сих пор не доказанная гипотеза Римана утверждает следующее:
все нетривиальные нули дзета-функции Римана лежат на прямой
Res = 1/2 .

Нули ζ(s) на критической прямой — это действительные нули функции
ζ(1/2 + it) .

Нули функции ζ(1/2 + it) впервые были исследованы в 1914 году в
работах Г.Харди1 . Он доказал теорему: ζ(1/2 + it) имеет бесконечно
много вещественных нулей. По поводу этой теоремы Э. Ландау28 напи-
сал «К самым значительным успехам математики настоящего времени
принадлежит заметка господина Г. Харди о нулях дзета-функции Ри-
мана».

Английские математики Г. Харди и Дж. Литтлвуд2−5 в 1918-1921 гг.
доказали следующие теоремы, которые значительно перекрыли теорему
Харди:

• промежуток (T, T + H) при T ≥ T0 > 0, H ≥ T 0,25+ε содержит
нуль нечётного порядка ζ(1/2 + it);

• в промежутке (T, T + H) при T ≥ T0 > 0, H ≥ T 0,5+ε содер-
жится не меньше, чем cH нулей нечётного порядка ζ(1/2 + it),
c = c(ε) > 0– постоянная.

Эти утверждения порождали два направления исследований, одно –
оценивает сверху расстояние между соседними действительными нулями
функции ζ(1/2 + it) , а другое – «плотность» нулей ζ(1/2 + it) на проме-
жутках вида (T, T +H) , H = T α+ε с возможными меньшими значениями
α .

26Эйлер Л. Введение в анализ бесконечно малых —Т.1. —М.; —Л.; —ОНТИ. —1936.
27Риман Б. О числе простых чисел, не превышающих данной величини // Сочинения. —М.:

ОГИЗ. —1948. —С. 216–224.
28Landau E. Uber die Hardysche Entdeckung unendlich vieler Nullstellen der Zeta-funktion mit reelen

Teil 1
2 // Match. Ann. —1915. —B. 76. —S. 212–243.
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А.Сельберг29 в 1942 г. доказал усиленный вариант теоремы Г.Харди
и Дж.Литтлвуда: при выполнении вышеприведённого условия теоремы
справедливо соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ cH lnT.

Из формулы Мангольдта30 о количестве N(T ) нулей ζ(s) в прямо-
угольнике 0 < Res < 1 , 0 < Ims ≤ T :

N(T ) =
T

2π
ln
T

2π
− T

2π
+O(lnT ),

следует неулучшаемость результата А.Сельберга29 . В связи с оценкой ко-
личества нулей функции ζ(1/2 + it) на промежутке (0, T ) А.Сельберг
высказал гипотезу, что его результат должен иметь место при H = T α+ε ,
где α– фиксированное положительное число, меньшее 1/2 . Эту гипотезу
при α = 27/82 решил А.А.Карацуба31−33 . Он в своих работах отметил,
что

α =
27

82
=

1

3
− 1

246

может быть заменено и меньшим числом, однако это связано с исклю-
чительно громоздкими оценками специального вида тригонометрических
сумм.

Н.Левинсон34 в 1974 г. доказал, что по крайней мере треть всех нулей
ζ(s) лежит на критической прямой.

Новые результаты по этой проблеме получил чешский математик
Я.Мозер в 1976–1980 гг. Я.Мозер8−12 доказал следующее:

• при T ≥ T0 > 0 , H ≥ T 1/6 ln2 T промежуток (T, T + H) содержит
нуль нечётного порядка функции ζ(1/2 + it) ;

29Selberg A. On the zeros of Riemann’s zeta–function // Shr. Norske Vid. Akad. Oslo. —1942. —V. 10. —P.
1–59.

30Mangoldt H. Zur Verteilung der Nullstellen der Rimanscher Funktion ζ(t) // Math.Ann. —1905. —
Bd 60. —P. 1–19.

31Карацуба А.А. О нулях функции ζ(s) в окрестности критической прямой // Изв. АН СССР. Сер.
матем. —1984. —Т. 49. —№ 2. —С. 326–383.

32Карацуба А.А. О нулях функции ζ(s) на коротких промежутках критической прямой // Изв. АН
СССР. Cер. матем. —1984. —T. 48. —№ 3. —C. 569–584.

33Карацуба А.А. Распределение нулей функции ζ(0.5+ it) // Изв. АН СССР. Cер. матем. —1984. —
T. 48. —№ 6. —C. 1214–1224.

34Levinson N. More than one third of the zeros of Riemann‘s zeta-function are on σ = 1/2 [Текст]
/N.Levinson // Adv. in Math. —1974. —V. 13. —P. 383–436.
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• при T ≥ T0 > 0 , H ≥ T 5/12 ln3 T имеет место оценка

N0(T +H)−N0(T ) ≥ cH,

c > 0 – абсолютная постоянная.

А.А.Карацуба17−18 в 1981-1985 гг. для специальной тригонометричес-
кой суммы

C(u,M) =
∑

M<m≤M1

e

(
t ln(P1 −m)

2π

)
,

с условиями

t ≥ t0 > 0,
√
P1 ≤M ≤ P1

10
, M1 ≤ 2M, P1 =

[√
t

2π

]
,

получил нетривиальную оценку, которая позволила ему получить бо-
лее точный результат, чем Я.Мозер, то есть, он доказал теорему: при
H ≥ T α ln2 T , α = 5/32, T ≥ T0 > 0 промежуток (T, T + H) со-
держит нуль нечётного порядка функции ζ(1/2 + it). А.А.Карацуба
при доказательстве этой теоремы, следуя Харди–Литттлвуду–Мозеру, ис-
следовал действительные нули функции Харди Z(t) , которые являются
действительными нулями ζ(1/2+it) . Можно предполагать, что при любом
ε > 0, T ≥ T0 = T0(ε) > 0, H = T ε промежуток (T, T +H) содержит
нуль нечётного порядка функции Z(t).

А.А.Карацуба17−18 вместе с задачей о нулях нечётного порядка функ-
ции Харди рассмотрел более общую задачу — о нулях производной k–го
порядка функции Харди. Он доказал, что с увеличением порядка произ-
водных длина промежутка, на котором заведомо содержится нуль нечёт-
ного порядка функции Z(k)(t) уменьшается, то есть, доказал теорему:
Пусть k–натуральное число, T ≥ T0(k) > 0, H ≥ cT 1/(6k+6) ln2/(k+1) T ,
c = c(k) > 0. Тогда промежуток (T, T +H) содержит нуль нечётного
порядка функции Z(k)(t).

А.А.Карацуба16 отметил, что, если для оценки тригонометрических
сумм C(u,M) применить более сложные методы, например, метод экс-
поненциальных пар, то для этой суммы можно получить более точную
оценку.
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В работах35−36 , применяя метод экспоненциальных пар, для специаль-
ных тригонометрических сумм C(u,M) по множеству всех экспоненци-
альных пар, авторами была получена новая нетривиальная оценка вида

|C(t,M)| ≪ P
1
2−λ
1 M− 1

2+κ+2λ,

которая позволила получить более точный результат, чем результат
А.А.Карацубы, т.е. доказано утверждение: пусть T ≥ T0 > 0. Тогда
промежуток (T, T +H) при

H ≥ T
5
32−

5
6
−R

192(2R+1) ln2 T,

где R = 0.8290213568591335924092397772831120 . . ., константа Ранкина,
имеет нуль нечётного порядка функции Z(t).

Полученный результат является уточнением результата А.А.Карацубы
и в рамках метода оптимизации экспоненциальных пар, является оконча-
тельным.

Существуют функции, обладающие свойствами ζ(s) , но не имеющие
эйлерова произведения. Для некоторых из них удаётся показать, что
гипотеза Римана неверна. Более того, нули некоторых таких функций
встречаются в любой полосе. Примером таких функций является функ-
ция Дэвенпорта-Хейльбронна, которую впервые исследовали Г.Харди и
Дж.Литтлвуд в 1936 г.

Функция Дэвенпорта-Хейльбронна обозначается через f(s) и опреде-
ляется равенством

f(s) =
1− iæ

2
L(s, χ) +

1 + iæ

2
L(s, χ̄),

æ =

√
10− 2

√
5− 2√

5− 1
,

где L(s, χ) – функция Дирихле, χ = χ(n) – характер Дирихле по модулю
5 такой, что χ(2) = i . Эта функция не имеет эйлерова произведения, но
удовлетворяет уравнению риманова типа(π

5

)−s
2

Γ

(
s+ 1

2

)
f(s) =

(π
5

)−(1−s)
2

Γ

(
(1− s) + 1

2

)
f(1− s).

35Рахмонов З. Х., Хайруллоев Ш.А. Расстояние между соседними нулями дзета-функции Римана,
лежащими на критической прямой // Доклады АН Республики Таджикистан. —2006. —Т. 49. —№ 5. —
C. 393–400.

36Рахмонов З. Х., Хайруллоев Ш.А. Соседние нули дзета-функции Римана, лежащие на критиче-
ской прямой // Доклады АН Республики Таджикистан. —2009. —Т. 52. —№ 5. —C. 331–337.
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В работе6 Г.Дэвенпорт и Г.Хейльбронн в 1936 г. доказали, что при
Res > 1 , 0 < Ims ≤ T для функции f(s) выполняется неравенство

N0(1, T ) ≥ c1T,

где c1 > 0 – абсолютная постоянная.
В 1980–1984 гг. С.М.Воронин13−16 доказал, что при 1/2 < σ1 < σ2 < 1

справедливо неравенство

N(σ2, T )−N(σ1, T ) ≥ c2T, c2 = c2(σ1, σ2) > 0.

В работах13,37 он также доказал, что для N0(T ) – числа нулей функции
f(s) в области Res = 1/2 , 0 < Ims ≤ T имеет место оценка

N0(T ) ≥ c3T exp(0.05
√
log log log log T ),

где c3 > 0 – абсолютная постоянная, T ≥ T0 > 0 . С.М.Воронин показал,
что прямая Res = 1/2 является исключительным множеством для нулей
функции f(s) .

В 1989 г. А.А.Карацуба19,20 разработал новый метод, с помощью кото-
рого получил более точную оценку. Он доказал теорему: при H = T

27
82+ε ,

T ≥ T0(ε) > 0, ε > 0 – сколь угодно малое фиксированное число, спра-
ведливо неравенство

N0(T ) ≥ T (log T )0.5−ε.

В 1993 г. А.А.Карацуба21−22 , развивая свой метод, получил еще бо-
лее точную оценку, а именно, доказал следующее: при H = T

27
82+ε ,

T ≥ T0(ε) > 0, ε > 0 – сколь угодно малое фиксированное число, вы-
полняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(log T )0.5 exp(−c4
√

log log T ),

где c4– положительная абсолютная постоянная.
С.А.Гриценко23,25 в 2017 г. последнюю оценку усилил и получил нера-

венство
N0(T ) > T (lnT )

1
2+

1
16−ε, ε > 0.

Потом он в работах24,38,39 получил новые верхние и нижние оценки
дробных моментов успокоенных рядов Дирихле, из которых следует

N0(T ) > T (lnT )
1
2+

1
12−ε, ε > 0.

37Voronin S.M. On the zeros of some Dirichlet series lying on the critical line // Math. USSR-Izv. —
16:1. —1981. —P. 55–82.

38Gritsenko S.A. On the Zeros of the Davenport-Heilbronn Function Lying on the Critical Line // Math.
Notes. —101:1. —2017. —P. 166–170.

39Gritsenko S.A. On the zeros of the Davenport-Heilbronn function // Proc. Steklov Inst. Math. —296. —
2017. —P. 65–87.
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Из приведённого выше краткого обзора результатов по теории нулей
функции Харди и её производной, а также нулей функции Дэвенпорта-
Хейльбронна, лежащих на критической прямой, следует, что данные на-
правления являются актуальными, и этим актуальным проблемам посвя-
щается настоящая диссертационная работа.

Цель исследования. Целями диссертационной работы являются:

• нахождение по множеству всех экспоненциальных пар нижней грани
длины промежутка критической прямой, содержащей нуль нечётного
порядка производной j -го порядка функции Харди;

• получение новых равномерных по параметрам оценок специальных
тригонометрических сумм в терминах экспоненциальных пар;

• усиление неравенства А.А.Карацубы о количестве нулей функции
Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках крити-
ческой прямой для промежутков, имеющих более короткую длину.

Задачи исследования. В соответствии с поставленными целями вы-
деляются следующие задачи:

• свести задачу об оценке сверху величины длины промежутка крити-
ческой прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного поряд-
ка производной j -го порядка функции Харди, к задаче оптимизации
по множеству всех экспоненциальных пар;

• получить новые оценки сверху величины длин промежутков
критической прямой, в которых заведомо содержатся нули нечётного
порядка производной j -го порядка функции Харди;

• получить новые равномерные по параметрам оценки специальных
тригонометрических сумм, в терминах экспоненциальных пар;

• свести задачу об оценке количества нулей нечётного порядка функ-
ции Дэвенпорта-Хейльбронна к задаче отыскания экспоненциальных
пар;

• усилить неравенство А.А.Карацубы о количестве нулей функции
Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках крити-
ческой прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую
длину.

Объект исследования. Объектами исследования являются нули про-
изводной j -го порядка функции Харди, лежащие на критической прямой,
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оценка специальных и кратных тригонометрических сумм и нули функции
Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критической прямой.

Предмет исследования. Предметом исследования является получе-
ние новых равномерных по параметрам оценок специальных тригоно-
метрических сумм в терминах экспоненциальных пар, получение новых
оценок сверху величины длин промежутков критической прямой, в кото-
рых заведомо содержатся нули нечётного порядка производной j -го по-
рядка функции Харди, а также усиление неравенства А.А.Карацубы о
количестве нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких проме-
жутках критической прямой, для промежутков, имеющих более короткую
длину.

Научная новизна исследования. Все основные результаты диссер-
тации являются новыми, представляют теоретический интерес и состоят
в следующем:

• задача об оценке сверху величины длины промежутка критической
прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного порядка
производной j -го порядка функции Харди, сведена к задаче опти-
мизации по множеству всех экспоненциальных пар;

• найдены новые оценки сверху величины длин промежутков
критической прямой, в которых заведомо содержатся нули нечётного
порядка производной j -го порядка функции Харди;

• получены новые равномерные по параметрам оценки тригонометри-
ческих сумм Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 в терминах экспоненциальных пар,
которые возникают при исследовании нулей нечётного порядка функ-
ции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критической
прямой;

• с использованием новых равномерных по параметрам оценок триго-
нометрических сумм задача об оценке количества нулей нечётного
порядка функции Дэвенпорта-Хейльбронна сведена к задаче отыска-
ния экспоненциальных пар;

• усилено неравенство А.А.Карацубы о количестве нулей функции
Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках крити-
ческой прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую
длину.

Теоретическая и научно-практическая значимость работы. Ре-
зультаты, полученные в диссертации, носят теоретический характер. Они
могут найти применения в аналитической теории чисел при дальнейших
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исследованиях нулей рядов Дирихле, в том числе, линейной комбина-
ции L – рядов Дирихле, для которых не выполняется гипотеза Римана о
нулях в критической полосе. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы в научных учреждениях и ВУЗах, где ведутся исследования по
аналитической теории чисел, например, в Математическом институте им.
В.А. Стеклова Российской Академии наук, в Московском государственном
университете им. М.В. Ломоносова, в Таджикском национальном универ-
ситете, в Таджикском государственном педагогическом университете им.
С.Айни. Также материалы диссертации могут быть использованы при чте-
нии специальных курсов для студентов и магистров в высших учебных
заведениях, обучающихся по специальности «Математика».

Положения, выносимые на защиту:

1. Теорема о сведении задачи оценки сверху величины длины промежут-
ка критической прямой, в котором заведомо содержится нуль нечёт-
ного порядка производной j -го порядка функции Харди, к задачам
оптимизации по множеству всех экспоненциальных пар;

2. Теорема об оценке сверху величины длины промежутка критичес-
кой прямой, в котором заведомо содержится нуль нечётного порядка
производной j -го порядка функции Харди.

3. Теорема о получении равномерных по параметрам оценок специаль-
ных тригонометрических сумм в терминах экспоненциальных пар.

4. Теорема о сведении задачи об оценке количества нулей нечётного по-
рядка функции Дэвенпорта-Хейльбронна, к задачам отыскания экс-
поненциальных пар.

5. Теорема о количестве нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, ле-
жащих в коротких промежутках критической прямой, когда проме-
жуток имеет более короткую длину.

Степень достоверности результатов. Достоверность результатов
диссертационной работы обеспечивается строгими математическими до-
казательствами всех утверждений, приведённых в диссертации, подтвер-
ждается исследованиями других авторов.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности.
В диссертационной работе исследуются задачи по аналитической теории
чисел, которые соответствуют паспорту научной специальности 01.01.06
- Математическая логика, алгебра и теория чисел (Пункт III параграф 3
паспорта научной специальности).



13

Личный вклад соискателя учёной степени. Задачи исследования
были сформулированы совместно с научным консультантом работы, кото-
рый оказывал консультативное содействие. Основные результаты диссер-
тационной работы, отражённые в разделе «Научная новизна», получены
лично автором.

Апробация и реализация результатов диссертации. Основные
результаты диссертации обсуждены и получили положительные отзывы
на следующих конференциях и семинарах:

• международной конференции «Современные проблемы анализа и
преподавания математики», посвящённой 105-летию академика С.М.
Николского. г. Москва, МГУ им. М.В. Ломоносов, 17-19 мая 2010 г.;

• VIII-ой международной конференции «Алгебра и теории чисел:
Современные проблемы и приложения», посвящённой 190-летию
П.Л.Чебышева и 120-летию И.М.Виноградова, г. Саратов, 12-17 сен-
тября 2011 г;

• международной конференции «Комплексный анализ и его приложе-
ния в дифференциальных уравнениях и теории чисел». г. Белгород.
17-21 октября 2011 г.;

• международной конференции «Современные проблемы теории диф-
ференциальных уравнений и математического анализа», посвящён-
ной 80-летию академика АН РТ Джураева А.Д., г. Душанбе, 07-08
декабря 2012 г.;

• международной научной конференции «Современные проблемы тео-
рии функций и дифференциальных уравнений», посвящённой
85-летию академика АН РТ Л.Г.Михайлова, г. Душанбе, 17-18 июня
2013 г.;

• международной научно-практической конференции «Наука и инно-
вационные разработки – северу». Россия, г. Мирный, 10-12 марта
2014 г.;

• XIII-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-
кретная геометрия: современные проблемы и приложения», посвя-
щённой 80-летию со дня рождения профессора С.С.Рышкова. Россия,
г. Тула, 25-30 мая 2015 г.;

• XIV-ой международной конференции «Алгебра и теория чисел: со-
временные проблемы и приложения», посвящённой 70-летию со дня
рождения Г.И.Архипова и С.М.Воронина. г. Саратов, 12-15 сентября
2016 г.;
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• международной научной конференции «Актуальные проблемы при-
кладной математики и физики». г. Нальчик, 17-21 мая 2017 г.;

• IV-ой международной научной конференции «Актуальные проблемы
прикладной математики». г. Нальчик, 22-26 мая 2018 г.;

• XV-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-
кретная геометрия: современные проблемы и приложения», посвя-
щённой столетию со дня рождения профессора Н.М.Коробова. Рос-
сия. г. Тула, 28-31 мая 2018 г.;

• международной конференции «Современные проблемы математики и
механики», посвящённой 80-летию академика РАН В.А.Садовничего.
г. Москва, 13-15 мая 2019 г.;

• XVI-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-
кретная геометрия: современные проблемы, приложения и проблемы
истории», посвящённой 80-летию со дня рождения профессора Ми-
шеля Деза. Россия. г. Тула, 13-18 мая 2019 г.;

• XVII-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-
кретная геометрия: современные проблемы, приложения и пробле-
мы истории», посвящённой 100-летию со дня рождения профес-
сора Н.И. Фельдмана и 90-летию со дня рождения профессоров
А.И.Виноградова, А.В.Малышева и Б.Ф.Скубенко. г. Тула, 23-28 сен-
тября 2019 г.;

• международной конференции «Современные проблемы и приложе-
ния алгебры, теории чисел и математического анализа», посвя-
щённой 60-летию академика З.Х.Рахмонова и члена-корреспондента
С.А.Исхокова, г. Душанбе, 13-14 декабря 2019 г.;

• XVIII-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-
кретная геометрия: современные проблемы, приложения и пробле-
мы истории», посвящённой столетию со дня рождения профессоров
Б.М.Бредихина, В.И.Нечаева и С.Б.Стечкина. г. Тула, 23-26 сентября
2020 г.;

• XIX-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-
кретная геометрия и многомасштабное моделирование: современные
проблемы, приложения и проблемы истории», посвящённой двухсот-
летию со дня рождения академика П.Л.Чебышева. г. Тула, 18-22 мая
2021 г.;
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• XX-ой международной конференции «Алгебра, теория чисел, дис-
кретная геометрия и многомасштабное моделирование: современ-
ные проблемы, приложения и проблемы истории», посвящённой 130-
летию со дня рождения академика И.М.Виноградова. г. Тула, 21-24
сентября 2021 г.;

• семинар кафедры алгебры и теории чисел Таджикского националь-
ного университета;

• семинар отдела алгебры, теории чисел и топологии (2016-2020 гг.) и
общеинститутский семинар (2016-2020 гг.) в Институте математики
им. А.Джураева НАН Таджикистана.

Публикации по теме диссертации. Основные результаты диссерта-
ции опубликованы в 40 работах, список которых приведён в конце диссер-
тации. Работы [1–18] опубликованы в журналах из перечня рецензируе-
мых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК при Президен-
те Республики Таджикистан, 16 из них написаны без соавторов. Работы
[1–3] опубликованы в журналах, входящих в международные библиогра-
фические и реферативные базы данных и систем цитирования Web of
Science и Scopus, одна из которых написана в соавторстве с научным
консультантом, которому принадлежит постановка задачи.

Структура диссертации и объём. Диссертация состоит из списка
обозначений, введения, общей характеристики работы, трёх глав, обсуж-
дения полученных результатов, выводов, списка цитированной литерату-
ры из 360 наименований, занимает 218 страниц машинописного текста и
набрана на LATEX. Главы разбиты на параграфы. Для удобства в диссер-
тации применена сквозная нумерация теорем, лемм и формул. Они имеют
тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номером гла-
вы, вторая указывает на номер параграфа, а третья-на порядковый номер
теорем, лемм или формул в данном параграфе.
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ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ ИССЛЕДОВАНИЯ

Материал и методы исследования. Материал исследования состо-
ит из решения ряда задач аналитической теории чисел, относящегося к
исследованию нулей нечётного порядка производной функции Харди и
нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих на коротких проме-
жутках критической прямой.

В работе используются современные методы аналитической теории чи-
сел, а именно, метод ван дер Корпута, метод экспоненциальных пар, ме-
тод успокаивающий множители Сельберга, метод производящих функций
Дирихле и аналитические методы, применяемые в теории функции ком-
плексного переменного.

Результаты исследования. Приводим краткое изложение результа-
тов глав диссертационной работы.

Во введении даётся краткий исторический обзор результатов по
затрагиваемым проблемам, обосновывается актуальность темы.

Первая глава диссертационной работы посвящена обзору изученной
литературы по теме диссертационной работы. Приведены основные мето-
ды исследования.

Вторая глава состоит из пяти параграфов, посвящена оценке сверху
величины длины промежутка критической прямой, заведомо содержащей
нуль нечётного порядка производной j -го порядка функции Харди, кото-
рая сведена к задаче оптимизации по множеству всех экспоненциальных
пар для оценки специальных тригонометрических сумм.

В первом параграфе коротко изложены основные результаты о
нулях производной j–го порядка функции Харди, отдельно в случае
j = 1 , j = 2 и в общем случае при j ≥ 3 .

Второй параграф носит вспомогательный характер, в нём приведе-
ны основные определения, алгоритм оптимизации экспоненциальных пар,
известные леммы, которые применяются в последующих параграфах.

Функция Харди Z(t) , которая определяется равенством

Z(t) = eiθ(t)ζ

(
1

2
+ it

)
, eiθ(t) = π−

it
2Γ

(
1

4
+
it

2

) ∣∣∣∣Γ(14 +
it

2

)∣∣∣∣−1

,

принимает действительные значения при действительных значениях t и
действительные нули Z(t) являются нулями дзета-функции Римана ζ(s) ,
лежащими на критической прямой.
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Наряду с задачей о соседних нулях функции Харди Z(t) , лежащих
на критической прямой, можно рассмотреть более общую задачу — о со-
седних нулях производной j -го порядка функции Харди Z(j)(t) , j ≥ 1 .
С увеличением порядка производной j длина промежутка, на котором
заведомо лежит нуль функции Z(j)(t) , уменьшается.

В третьем параграфе второй главы задача об оценке сверху величи-
ны длины промежутка критической прямой, в котором заведомо содер-
жится нуль нечётного порядка производной j -го порядка функции Харди
(Z(j)(t) , j ≥ 1), сведена к задаче оптимизации по множеству всех экспо-
ненциальных пар.

Основным результатом этого параграфа являются следующая
Теорема 2.3.1. Пусть (κ, λ) – произвольная экспоненциальная пара,

j – натуральное число, T ≥ T0(j) > 0, c = c0(j) > 0, тогда функция
Z(j)(t) имеет нуль нечётного порядка в промежутке (T, T +H), если

H ≥ cT ωj(κ,λ)(lnT )
2

j+1 , ωj(κ, λ) =
κ+ λ− 0.5

2κ+ 4λ+ 2j − 1
. (1)

Дробно-линейную функцию ωj(κ, λ) , определенную равенством (1),
для удобства представляем в виде

ωj(κ, λ) =
1

2

(
1− 1

2− δ−1
j (κ, λ)

)
, δj(κ, λ) =

λ+ j

0, 5− κ+ j
,

и её минимизацию сводим к минимизации функции δj(κ, λ) по множеству
всех экспоненциальных пар.

Заметим, что теорема А.А.Карацубы17−18 является следствием теоре-
мы 2.3.1, при следующих экспоненциальных парах

(κ, λ) =

(
1

6
,
2

3

)
= AB(0, 1), δj

(
1

6
,
2

3

)
= 1 +

1

3j + 1
,

ωj

(
1

6
,
2

3

)
=

1

6j + 6
, j ∈ N.

Доказательство теоремы 2.3.1 проводится по схеме доказательства тео-
ремы А.А. Карацубы, идеями работ36,37,40,41,42 , в сочетании с методом экс-

40Хайруллоев Ш.А. Расстояние между соседними нулями функции Z(j)(t) , j ≥ 1 // Доклады АН
Республики Таджикистан. —2006. —Т. 49. —№ 9. —C. 803–809.

41Неъматова Г., Хасанов З.Н. О нулях дзета-функции Римана в окрестности критической прямой
// Доклады Академии наук Республики Таджикистан. —2001. —Т. XLIV. —№ 3-4. —С. 4–12.

42Хайруллоев Ш.А., Неъматова Г. Об оценке специальной тригонометрической суммы // В сбор-
нике: Роль информационно-коммуникационных технологий в инновационном развитии Республики
Таджикистан. —2017. —С. 91–95.
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поненциальных пар.
В четвёртом параграфе второй главы получена новая оценка сверху

величины длины промежутка критической прямой, в котором содержится
нуль нечётного порядка производных j–го порядка функции Харди, когда
j ≥ 3 .

Сформулируем основной результат этого параграфа.
Теорема 2.4.1. Пусть j ≥ 3 — натуральное число, T ≥ T0(j) > 0,

c = c(j) > 0, тогда функция Z(j)(t) имеет нуль нечётного порядка в
промежутке (T, T +H), если

H ≥ cT
1

6+6j−
1

6(1+j)(19+18j) (lnT )
2

j+1 .

Доказательство теоремы проводится методом оптимизации экспонен-
циальных пар43 .

Полученный результат является улучшением оценки А.А.Карацубы
при любом натуральном j ≥ 3 и является окончательным в рамках дан-
ного метода.

В пятом параграфе главы методом оптимизации экспоненциаль-
ных пар получены новые оценки сверху величины длин промежутков
критической прямой, в котором содержится нуль нечётного порядка
производных первого и второго порядка функции Харди, что соответ-
ственно уточняет теоремы А.А.Карацубы при j = 1 и j = 2 .

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 2.5.1. Пусть T ≫ 1, тогда функция Z ′(t) имеет нуль

нечётного порядка в промежутке (T, T +H), если

H ≫ T
1
12−

65601
810284 lnT.

Теорема 2.5.2. Пусть T ≫ 1, тогда функция Z ′′(t) имеет нуль
нечётного порядка в промежутке (T, T +H), если

H ≫ T
1
18 (lnT )

2
3 .

43Graham S.W. Vander Corput’s Method of Exponential sums [Текст] /S.W.Graham, G.Kolesnik //
Cambridge university press. —1991. Cambridge, New Vork, Port Chester, Melbourne, Sydney.
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Третья глава диссертационной работы посвящена оценкам специаль-
ных тригонометрических сумм Wj = Wj(T,H) , j = 0, 1, 2 , которые воз-
никают при выводе оценки количества нулей нечётного порядка функции
Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критической прямой.
Для этих сумм впервые получены равномерные по параметрам оценки
тригонометрических сумм в терминах экспоненциальных пар, являющие-
ся обобщением оценок С.М.Воронина13−14 и А.А.Карацубы19−22 .

В первом параграфе приведены формулировки основных результа-
тов главы.

Пусть ε и ε1 – произвольно малые фиксированные положительные
числа, не превосходящие 0, 001 ; T ≤ t ≤ T + H , T ≥ T0(ε, ε1) > 0 ;
T

1
4 < H < T

1
3 ; P =

√
5T (2π)−1 ; X = T 0,01ε1 ; L = lnP ; k = [lnL ] ;

η = c1kL − 1
2 ; c1, c2, . . . — абсолютные положительные постоянные;

r(n) =
1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n).

Определяя число A(λ) следующим образом

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
,

и вводя обозначениями функции B(φ) и B(ψ) , то есть, соотношениями

B(φ) =

(
φiη − 1

lnφ

)k

, B(ψ) =

(
ψ−iη − 1

lnψ

)k

,

r(n) =
1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n),

h(ν) ≡ β(ν)χ(ν) = β(ν)χ(ν),

определим суммы Wj = Wj(T ) равенствами

W0 =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

W1 =
∑

λ1<λ2<P 1−ε2

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

B

(
P

λ1

)
B

(
P

λ2

)
exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

W2 =
∑

P 1−ε2<λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
.
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Во втором параграфе третьей главы получены новые равномерные
по параметрам оценки тригонометрических сумм Wj(T ) , j = 0; 1; 2 , и
задача о нетривиальности оценки этих сумм относительно параметра H

сведена к проблеме отыскания экспоненциальных пар. Оценки этих сумм
затем применяются при получении оценки количества нулей функции
Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках критической
прямой.

Справедлива следующая
Лемма 3.2.1. Пусть (κ, λ) — произвольная экспоненциальная пара,

ε1 и ε2 - малые произвольные положительные числа, не превосходящие
0, 001, k ∈ N, 0 < η < 1,

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, æ(κ, λ) =

52 + κ− λ

50κ+ 50
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
.

Тогда при H = T θ(κ,λ)+æ(κ,λ)ε1+σ(κ) для суммы Wj(T ) имеют место оцен-
ки

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−0,5(λ−κ)ε2 · T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.

Отметим, что показатель

θ(κ;λ) =
κ+ λ

2(κ+ 1)

в лемме 3.2.1 также рассматривается в проблеме Гаусса о числе целых
точек в круге x2 + y2 ≤ R , то есть

K(R) = #
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ R, x, y ∈ Z

}
= πR +O

(
Rθ(κ;λ)+ε

)
,

также при оценке остаточного члена в проблеме делителей Дирихле о чис-
ле целых точек в гиперболе xy ≤ N , x > 0 , y > 0 . Наилучшая для θ(κ;λ)
оценка сверху на данный момент принадлежит J.Bourgain and N.Watt44 .
Они доказали, что

θ0 = min
κ,λ∈P

θ(κ, λ) = min
κ,λ∈P

κ+ λ

2κ+ 2
≤ 1515

4816
=

1

3
− 271

3 · 4816
≈ 0.314576,

где P — множество всех экспоненциальных пар.
44Bourgain J. and Watt N. Decoupling for perturbed cones and mean square of |ζ(0, 5 + it)| //

http://arxiv.org/abs/1505.04161v1 [math.NT] 15 May 2015.
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Отсюда из леммы 3.2.1 получаем следующее
Следствие 3.2.1.1. Пусть ε1 и ε2 - малые произвольные положи-

тельные числа, не превосходящие 0, 001, k ∈ N, 0 < η < 1. Тогда при
H = T

1515
4816+ε1 имеют место оценки

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.

В третьем параграфе третьей главы получена асимптотическая фор-
мула для суммы S(Y ) и найдена оценка сверху для суммы W (θ) , которая
применяется при нахождении оценки количества нулей нечётного поряд-
ка функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках
критической прямой.

Определение 3.3.1. Суммами W (θ) и S(Y ) назовём соответствен-
но суммы вида

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
,

S(Y ) =
∑
λ≤Y

A2(λ)

λ2θ
,

где

β(ν) =

 α(ν)

(
1− ln ν

lnX

)
, 1 ≤ ν < X,

0, ν ≥ X,

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
.

λ — положительное рациональное число, знаменатель которого не пре-
восходит X .

Имеют место следующие утверждения
Лемма 3.3.1. Пусть T 0,1 ≤ Y ≤ T , 1

4 ≤ θ ≤ 1
2 , тогда имеет место

следующая асимптотическая формула:

S(Y ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θW (θ) +

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
W (1− 2θ)+
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+O
(
Y −2θX2 ln2X

)
.

Лемма 3.3.2. Пусть 0 ≤ θ ≤ 1
2 , тогда для суммы W (θ) справедлива

следующая оценка:

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
=

= O

(
X2θ

√
lnX

)
.

В четвёртой главе изучено количество нулей функции Дэвенпорта-
Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках критической прямой.
Воспользовавшись оценками тригонометрических сумм Wj = Wj(T,H) ,
j = 0, 1, 2 , полученных в третьей главе, а также поведением сумм S(Y ) и
W (θ) , задача о количестве нулей нечётного порядка функции Дэвенпорта-
Хейльбронна в коротких промежутках критической прямой, сведена к
задаче отыскания экспоненциальных пар, также усилено неравенство
А.А.Карацубы о количестве нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна, ле-
жащих в коротких промежутках критической прямой, притом для проме-
жутков, имеющих более короткую длину.

В первом параграфе четвёртой главы приведена постановка задач и
сформулированы основные результаты.

Пусть χ(n) комплексный характер по модулю 5 такой, что χ(2) = i ,

æ =

√
10− 2

√
5− 2√

5− 1
, 0 < æ < 1.

Функцией Дэвенпорта-Хейльбронна называется функция, которая опре-
деляется равенством

f(s) =
1− iæ

2
L(s, χ) +

1 + iæ

2
L(s, χ̄),

где L(s, χ) — функция Дирихле. Функцию f(s) ввели и исследовали
Дэвенпорт и Хейльбронн6 . Они показали, что f(s) удовлетворяет функ-
циональному уравнению римановского типа(π

5

)− s
2

Γ

(
s+ 1

2

)
f(s) =

(π
5

)−1−s
2

Γ

(
(1− s) + 1

2

)
f(1− s),
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однако для f(s) гипотеза Римана, не выполняется и, более того, число
нулей f(s) в области Re s > 1 , 0 < Ims ≤ T превосходит cT , c > 0 —
абсолютная постоянная.

Количество нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна f(s) в коротких
промежутках критической прямой впервые исследовал А.А.Карацуба19−20 .
Он в 1989 году доказал, что если ε и ε1 – произвольно малые фиксирован-
ные положительные числа, не превосходящие 0.001 , и T ≥ T0(ε, ε1) > 0 и
H = T

27
82+ε1 , то выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2−ε. (2)

В 1993 г. А.А.Карацуба21−22 , воспользовавшись новым усовершенствова-
ным методом, при котором возникают почти такие же тригонометрические
суммы, как при выводе оценки (2), получил более точную оценку вида

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2 exp(−c3

√
ln lnT ). (3)

Второй параграф четвёртой главы носит вспомогательный характер.
В нём приведены необходимые понятия и леммы, которые затем приме-
няются при доказательстве основных теорем этой главы.

Определение 4.2.2. Функции F (t) и θ(t) определяются равенствами

F (t) =
(π
5

)− it
2 Γ

(
3
4 +

it
2

)∣∣Γ (34 + it
2

)∣∣f
(
1

2
+ it

) ∣∣∣∣φ(12 + it

)∣∣∣∣2 =
=eiθ(t)f

(
1

2
+ it

) ∣∣∣∣φ(12 + it

)∣∣∣∣2 ,
θ(t) =t logP1 −

t

2
+
π

8
+ ∆(t), P1 =

√
5t

2π
,

∆(t) =− 1

4
arctg

3

2t
+
t

4
log

(
1 +

9

4t2

)
− t

2

∞∫
0

ρ(u)du(
u+ 3

4

)2
+ t2

4

,

ρ(u) =
1

2
− {u}.

Из равенства для F (t) и функционального уравнения риманова ти-
па функции f(s) следует, что F (t) при действительных t принимает
действительные значения, а действительные нули нечётного порядка
функции F (t) являются нулями функции f(s) , которые лежат на кри-
тической прямой.
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В третьем параграфе четвёртой главы, воспользовавшись полученны-
ми в главе 3 равномерными по параметрам оценками тригонометрических
сумм Wj = Wj(T ) , j = 0, 1, 2 , которые возникают при выводе оценки
(2) и (3), удалось усилить неравенство (2) для количества нулей функции
Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках критической
прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую длину.

Сформулируем основной результат этого параграфа.
Теорема 4.1.1. Пусть ε и ε1 – произвольно малые фиксированные

положительные числа, не превосходящие 0, 001, c4 , c5 , cg - абсолютные
положительные постоянные, превосходящие 1,

c7 =
ε

1
2+

ε
4+

ε2

8−4ε

1

3ec5 · 5
4
ε+3 2

2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

.

Тогда при H = T
1515
4816+ε1 , T ≥ T0(ε, ε1) > 0 выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ c7H(lnT )
1
2−

ε
4−

ε2

2−ε ln lnT.

Не ограничивая общности, можно считать, что число T0 = T0(ε, ε1) -
такое, что выполняется соотношение

c7(lnT0)
3ε
4 −

ε2

2−ε ln lnT0 =
(lnT0)

3ε
4 −

ε2

2−ε ln lnT0 · ε
1
2+

ε
4+

ε2

8−4ε

1

3ec5 · 5
4
ε+3 2

2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

≥ 1.

Поэтому из теоремы 4.1.1 следует следующее
Следствие 4.1.1.1. Пусть ε и ε1 – произвольно малые фикси-

рованные положительные числа, не превосходящие 0, 001. Тогда при
H = T

1515
4816+ε1 , T ≥ T0(ε, ε1) > 0 выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2−ε.

Теорема 4.1.1 доказывается методом работы19 , с идеями и методами
работ36,37,45,46,47 . Основным утверждением, позволившим доказать нера-
венство (2) для промежутков, имеющих более короткую длину является

45Аминов А.С. Нули функции Дэвенпорта-Хейльбронна лежащих в коротких промежутках крити-
ческой прямой // ДАН РТ. —2016. —Т. 59. —№ 11-12. —С. 453–456.

46Аминов А.С. О приближенном функциональном уравнении функции Дэвенпорта-Хейльбронна //
ДАН РТ. —2018. —Т. 61. —№ 9-10. —С. 714–720.

47Аминов А.С. Нули функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащие в коротких промежутках крити-
ческой прямой // Канд. дисс. —2019. —Душанбе. —113 стр.
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лемма 3.2.1 о новых равномерных по параметрам оценках специальных
тригонометрических сумм Wj(T ) , j = 0, 1, 2 в терминах экспоненциаль-
ных пар, в котором задача о нетривиальности оценки этих сумм отно-
сительно параметра H сведена к проблеме отыскания экспоненциальных
пар.

В четвёртом параграфе четвёртой главы, применяя равномерные по
параметрам оценки тригонометрической суммы

W3(T ) =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)d(λ1)A(λ2)d(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)−iT

exp

(
−
(
H

2
log

λ1
λ2

)2
)
,

где

d(λ) =

h1∫
−h1

e−(
u
h)

2
(
P

λ

)iu

du, 0 < h < h1 < 1,

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
, P =

√
5T

2π
,

доказано неравенство (3) для количества нулей функции Дэвенпорта-
Хейльбронна в коротких промежутках критической прямой для проме-
жутков, имеющих более короткую длину.

Лемма 4.4.1. Пусть ε-произвольное малое фиксированное положи-
тельное число, не превосходящее 0.01, (κ, λ) — произвольная экспонен-
циальная пара

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
, L = lnP.

Тогда при H = T θ(κ,λ)+ε+σ(κ) справедлива оценка:

W3(T ) ≪ h2T−0.98ε.

Из леммы 4.4.1 получаем следующее
Следствие 4.4.1.1. Пусть ε-произвольное малое фиксированное по-

ложительное число, не превосходящее 0.01. Тогда при H = T
1515
4816+ε име-

ет место оценка:

W3(T ) ≪ h2T−0.98ε.
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Основным результатом четвёртого параграфа четвёртой главы являет-
ся следующая

Теорема 4.1.2. Пусть ε — произвольное малое фиксированное по-
ложительное число, не превосходящее 0.01, тогда при H = T

1515
4816+ε ,

T ≥ T0(ε) > 0 выполняется соотношение

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H
√
log T exp(−c8

√
log log T ),

где c8 > 0 – абсолютная постоянная.
Теорема 4.1.2 доказывается усовершенствованным методом А.А. Кара-

цубы, изложенным в работах21−22 , как в теореме 4.1.1, в соединении с
идеями и методами работ48−50 . Основным утверждением, позволившим
доказать эту теорему, является новая оценка специальных тригонометри-
ческих сумм W3 = W3(T ) равномерных по параметру в терминах экспо-
ненциальных пар.

48Рахмонов З. Х., Аминов А.С. О нулях нечётного порядка функции Дэвенпорта–Хейлбронна в
коротких промежутках критической прямой // Доклады АН Республики Таджикистан. —2019. —
Т. 62. —№ 3-4. —С. 133–138.

49Рахмонов З. Х. Оценка плотности нулей дзета функции Римана // УМН. —1994. —T. 49. —
вып. 1. —С. 161–162.

50Рахмонов З.Х., Хасанов З.Н. Нули дзета-функции Римана в коротких промежутках критической
прямой // Чебышевский сборник. —2006. —T. 6. —Вып. 3(19). —С. 45–58.
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ВЫВОДЫ

Все основные результаты диссертации являются новыми, представляют
теоретический интерес и состоят в следующем:

1. задача об оценке сверху величины длины промежутка критической
прямой, в котором заведомо содержатся нуль нечётного порядка про-
изводной j -го порядка функции Харди, сведена к задаче оптимиза-
ции по множеству всех экспоненциальных пар [1-A, 3-A, 9-A, 11-A,
19-A, 27-A, 32-A, 40-A];

2. найдены новые оценки сверху величины длин промежутков крити-
ческой прямой, в которых заведомо содержатся нули нечётного по-
рядка производной j -го порядка функции Харди [3-A, 4-A, 5-A, 6-A,
7-A, 10-A, 13-A, 16-A, 17-A, 20-A, 21-A, 22-A, 25-A, 26-A, 34-A, 38-A,
39-A];

3. получены новые равномерные по параметрам оценки тригонометри-
ческих сумм Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 в терминах экспоненциальных пар,
которые возникают при исследовании нулей нечётного порядка функ-
ции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критической
прямой [2-A, 8-A, 12-A, 14-A, 15-A, 29-A, 31-A, 35-A, 36-A, 37-A];

4. с использованием новых равномерных по параметрам оценок триго-
нометрических сумм задача об оценке количества нулей нечётного
порядка функции Дэвенпорта-Хейльбронна сведена к задаче отыска-
ния экспоненциальных пар [2-A, 8-A, 15-A, 23-A, 28-A, 37-A];

5. усилено неравенство А.А. Карацубы о количестве нулей функции
Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих в коротких промежутках крити-
ческой прямой, притом для промежутков, имеющих более короткую
длину [2-A, 8-A, 15-A, 24-A, 30-A, 33-A, 37-A].

Рекомендации по практическому использованию результатов

Результаты, полученные в диссертации, носят теоретический характер.
Они могут найти применение в аналитической теории чисел при дальней-
ших исследованиях нулей рядов Дирихле, в том числе, линейных комбина-
циях L – рядов Дирихле, для которых не выполняется гипотеза Римана о
нулях в критической полосе. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы в научных учреждениях и ВУЗах, где ведутся исследования по
аналитической теории чисел, например, в Математическом институте им.
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В.А. Стеклова Российской Академии наук, в Московском государственном
университете им. М.В. Ломоносова, в Таджикском национальном универ-
ситете, в Таджикском государственном педагогическом университете им.
С.Айни. Также материалы диссертации могут быть использованы при
чтении специальных курсов для студентов и магистров в высших учеб-
ных заведениях, обучающихся по специальности «Математика».
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Бо диссертатсия дар китобхонаи Институти математикаи ба номи
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ТАВСИФНОМАИ УМУМИИ ТАҲҚИҚОТ

Мубрамии мавзӯи таҳқиқот. Таҳқиқотҳо оиди назарияи зета-
функсияи Риман аз асри XIX оғоз ёфта, фаслҳои алоҳидаи ин назария
ба соҳаҳои мустақили илмии назарияи муосири аналитикии ададҳо таб-
дил ёфтаанд.

Яке аз самтҳои асосии таҳқиқот дар назарияи зета-функсияи Риман
ин омӯзиши тақсимоти нулҳои функсияи ζ(s) дар хатти рости критикӣ
мебошад. Омӯзиши нулҳои зета-функсияи Риман дар хати рости критикӣ
ба омӯзиши нулҳои ҳақиқии функсияи Харди оварда мешавад.

Яке аз масъалаҳои вобаста ба ин нулҳо ин масъалаи бузургии порчае
мебошад, ки дар он нули функсияи Харди ва ҳосилаҳои он мехобад.

Функсияи Девенпорт-Хейлбронн яке аз оддитарин қаторҳои Дирихле
мебошад, ки дорои муодилаи функсионалии навъи Риман буда, барои он
гипотезаи Риман иҷро намегардад. Аммо маълум аст, ки дар хати рости
критикӣ ба таври ғайримуқаррарӣ нулҳои зиёди ин функсия мехобанд.

Омӯзиши нулҳои функсияи Харди ва ҳосилаҳои он, инчунин нулҳои
функсияи Девенпорт-Хейлбронн, ки дар хати рости критикӣ мехобанд,
қаблан дар корҳои математикони англис Г.Харди ва Ҷ.Литтлвуд1−5 ,
Г.Дэвенпорт ва Г.Хейлбронн6 , математики норвегӣ А.Сельберг7 ,
математики чехӣ

1Hardy G.H. Sur les zeros de la fonction ζ(s) de Riemann // Compt.Rend. Acad.Sci. —1914. —V. 158. —
P. 1012–1014.

2Hardy G.H., Littlewood J.E. The trigonometrical series associated with the elliptic θ function // Acta
math. —1914. —V. 37. —P. 193–239.

3Hardy G.H., Littlewood J.E. Contributions to the theory of Riemann zeta–function and the theory of
distribution of primes // Asta Math. —1918. —V. 41. —P. 119–196.

4Hardy G.H., Littlewood J.E. The zeros of Riemann’s zeta–function on the critical line // Math.Z. —
1921. —Bd 10. —S. 283–317.

5Hardy G.H., Littlewood J.E. The approximate functional equation in the theory of the zeta-function
with applications to the divisor problems of Dirichlet and Pilth // Proc. London Math. Soc. (2). —1922. —
V. 21. —P. 39–74.

6Davenport H., Heilbronn H. On the zeros of certain Dirichlet series // J. Lond. Math. Soc. —1936. —
V. 11. —pp. 181 - 185 and 307 - 312.

7Selberg A. On the zeros of Riemann’s zeta–function // Shr. Norske Vid. Akad. Oslo. —1942. —V. 10. —P.
1–59.
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Я.Мозер8−12 ва математикони шӯравӣ С.М.Воронин13−16 ,
А. А. Каратсуба17−22 , С.А.Гритсенко23−25 дида баромада шудаанд.

Мубрамият ва ба мақсад мувофиқ будани кор аз он иборат аст, ки
натиҷаҳои бадастомада оиди баҳои дарозии порчаи хати рости критикӣ,
ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j–уми функсияи Харди
ва баҳои миқдори нулҳои функсияи Девенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои
кӯтоҳи хати рости критикӣ нав ва беҳтарин мебошанд.

Дараҷаи таҳқиқи мавзӯи илмӣ. Зета-функсияи Риман ба истис-
нои нуқтаи s = 1 дар тамоми s – ҳамвории комплексӣ функсияи анали-
тикӣ буда, дар ин нуқта функсия дорои қутби тартиби якум бо тафриқи 1
ва дорои нулҳои тривиалӣ ҳангоми s-ҳои бутуни ҷуфти манфӣ мебошад.
Нулҳои ғайритривиалии ζ(s) дар тасмаи 0 ≤ Res ≤ 1 ҷойгиранд, ки онро
тасмаи критикӣ меноманд ва онҳо нисбат ба хати рости Res = 1

2 ва тири
ҳақиқӣ симметрӣ ҷойгиранд.

8Мозер Я. Некоторые свойства дзета-функции Римана на критической прямой // Acta Auith. —
1974. —V. 26. —P. 33–39.

9Мозер Я. Об одной сумме в теории дзета-функции Римана [Текст] /Я.Мозер // Acta arith. —
1976. —V. 31. —P. 31–43.

10Мозер Я. Существенное улучшение одной теоремы Харди-Литтлвуда в теории ζ(s) // Acta
arith. —1980. —V. 38. —№ 4. —P. 112–121.

11Мозер Я. Улучшение теоремы Харди-Литтлвуда о плотности нулей функции ζ(1/2 + it) // Acta
math. Univ. Comen. Bratislava. —1983. —V. 42–43. —P. 41–50.

12Мозер Я. Новые теоремы о среднем для функции |ζ(1/2 + it)|2 // Acta math. Univ. Comen.
Bratialava. —1985. —V. 46–47. —C. 21–40.

13Воронин С.М. О нулях некоторых рядов Дирихле, лежащих на критической прямой // Известия
АН СССР. Серия математическая. —1980. —Т. 44. —№ 1. —С. 63–91.

14Воронин С.М. О распределении нулей некоторых рядов Дирихле // Труды МИАН. —1984. —
Т. 163. —С. 74–77.

15Воронин С.М. Об аналитическом продолжении некоторых рядов Дирихле // Тр. МИАН СССР. —
157. —1981. —C. 25–30.

16Воронин С.М., Карацуба А.А. Дзета–функция Римана —М.: Физматлит. —1994. —376 с.
17Карацуба А.А. О расстоянии между соседними нулями дзета–функции Римана, лежащими на

критической прямой // Труды МИАН. —1981. —T. 157. —С. 49–63.
18Карацуба А.А. Дзета-функция Римана и ее нули // УМН. —1985. —T. 40. — Вып. 5 (245). —С.

19–70.
19Карацуба А.А. О нулях функции Дэвенпорта–Хейльбронна, лежащих на критической прямой //

Известия АН СССР. Серия математическая. —1990. —Т 54. —№ 2. —С. 303–315.
20Карацуба А.А. О нулях некоторых рядов Дирихле // УМН. —45:1(271). —1990. —C. 175–176.
21Карацуба А.А. О нулях арифметических рядов Дирихле, не имеющих эйлерова произведения //

Известия РАН. Серия математическая. —1993. —Т 57. —№ 5. —С. 3–14.
22Карацуба А.А. Новый подход к проблеме нулей некоторых рядов Дирихле [Текст] / А.А. Карацуба

// Труды МИАН. —1994. —Т. 207. —С. 180–196.
23Гриценко С. А. О нулях функции Дэвенпорта-Хейльбронна // Труды МИАН. —2017. —Т. 296. —

C. 72–94.
24Гриценко С. А. О дробных моментах успокоенных L -функций Дирихле // Чебышевский сбор-

ник. —2017. —Т. 18. —№ 4. —С. 168–187.
25Гриценко С.А. О нулях функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащих на критической прямой //

Матем. заметки. —100:5. —2016. —C. 774–778.
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Л.Эйлер26 функсияи ζ(s)-ро барои s-ҳои хақиқӣ таҳқиқ намуда, бо
истифодаи айнияти худ исботи теоремаи Евклидро оиди беохир буда-
ни миқдори ададҳои сода пешниҳод намуд. Б.Риман27 ζ(s)–ро ҳамчун
функсияи тағйирёбандаи комплексӣ омӯхтааст. Ӯ исбот намуд, ки бо ис-
тифода аз назарияи функсияҳои тағйирёбандаашон комплексӣ барои ζ(s)

натиҷаҳои нав оиди тақсимшавии ададҳои сода ба даст овардан мумкин
аст.

Гипотезаи то ҳол исботнагардидаи Риман тасдиқ менамояд, ки ҳа-
маи нулҳои ғайритривиалии зета-функсияи Риман дар хати рости
Res = 1/2 ҷойгиранд.

Нулҳои ζ(s) дар хати рости критикӣ — ин нулҳои ҳақиқии функсияи
ζ(1/2 + it) мебошанд.

Нулҳои функсияи ζ(1/2+ it)–ро аввалин маротиба соли 1914 Г.Харди1

мавриди омӯзиш қарор дода буд. Ӯ исбот намуд, ки ζ(1/2 + it) дорои
беохир бисёр нулҳои ҳақиқӣ мебошад. Вобаста ба ин теорема Э. Ландау28

навиштааст: «Эзоҳи ҷаноби Г.Харди дар бораи нулҳои зета-функсияи Ри-
ман ба пешрафти муҳимтарини математикаи замони ҳозира тааллуқ
дорад».

Математикони англис Г. Харди ва Ҷ. Литлвуд2−5 солҳои 1918-1921 ду
теоремаи зеринро исбот намудаанд, ки онҳо теоремаи Хардиро ба таври
назаррас беҳтар менамоянд:

• порчаи (T, T + H) ҳангоми T ≥ T0 > 0, H ≥ T 0,25+ε дорои нули
тартиби тоқи функсияи ζ(1/2 + it) мебошад;

• дар порчаи (T, T + H) ҳангоми T ≥ T0 > 0, H ≥ T 0,5+ε на кам аз
cH нулҳои тартиби тоқи функсияи ζ(1/2+ it) мехобанд, ки дар ин
ҷо c = c(ε) > 0 доимӣ мебошад.

Ин тасдиқотҳо ду самти тадқиқотро ба вуҷуд оварданд, ки яке аз онҳо
баҳои болоии масофаи байни нулҳои ҳамсояи ҳақиқии функсияи ζ(1/2+it)
ва дигаре «зичи»-и нулҳои ζ(1/2 + it) дар порчаҳои намуди (T, T + H) ,
H = T α+ε бо мавҷуд будани қимати хурдтари α мебошанд.

26Эйлер Л. Введение в анализ бесконечно малых —Т.1. —М.; —Л.; —ОНТИ. —1936.
27Риман Б. О числе простых чисел, не превышающих данной величини // Сочинения. —М.:

ОГИЗ. —1948. —С. 216–224.
28Landau E. Uber die Hardysche Entdeckung unendlich vieler Nullstellen der Zeta-funktion mit reelen

Teil 1
2 // Match. Ann. —1915. —B. 76. —S. 212–243.
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Соли 1942 А.Селберг29 теоремаи Г.Харди ва Ҷ.Литтлвудро ба таври
қатъӣ исбот намуд, яъне барои ихтиёрӣ ε > 0 чунин T0 = T0(ε) > 0,
c = c(ε) > 0 ёфт мешавад, ки ҳангоми T ≥ T0 , H = T 1/2+ε нобаробарии
зерин ҷой дорад:

N0(T +H)−N0(T ) ≥ cH lnT,

ки дар ин ҷо N0(T ) – миқдори нулҳои тартиби тоқи функсияи
ζ(1/2 + it) дар порчаи (0, T ) хобанда мебошад.

Аз формулаи Манголдт30 оиди миқдори нулҳои N(T ) функсияи ζ(s)

дар росткунҷаи 0 < Res < 1 , 0 < Ims ≤ T :

N(T ) =
T

2π
ln
T

2π
− T

2π
+O(lnT ),

натиҷаи беҳтарнашавандаи А.Селберг29 бармеояд. Оиди баҳои миқдори
нулҳои функсияи ζ(1/2 + it) дар порчаи (0, T ) А. Селберг гипотезаеро
баён намуд, ки дар он гуфта мешавад, ки натиҷаи гирифташудаи ӯ мета-
вонад ҳангоми H = T α+ε , ки дар ин ҷо α– адади мусбати қайдкардашудаи
аз 1/2 хурдбуда ҷой дошта бошад.

Ин гипотезаро ҳангоми α = 27/82 А.А. Каратсуба31−33 ҳал намуд. Ӯ
дар корҳои худ қайд намуд, ки адади

α =
27

82
=

1

3
− 1

246

-ро метавон ба адади хурдтар иваз намуд, аммо ин ба баҳои ниҳоят ваз-
нини суммаҳои махсуси тригонометрӣ алоқаманд мебошад.

Н. Левинсон34 соли 1974 исбот намуд, ки ҳадди ақал сеяки нулҳои функ-
сияи ζ(s) дар хати рости критикӣ мехобанд.

Оиди ин масъала математики чехӣ Я.Мозер солҳои 1976–1980 на-
тиҷаҳои нав ба даст овард. Я.Мозер8−12 исбот намуд, ки:

• ҳангоми T ≥ T0 > 0 , H ≥ T 1/6 ln2 T порчаи (T, T + H) дорои нули
тартиби тоқи функсияи ζ(1/2 + it) мебошад;

29Selberg A. On the zeros of Riemann’s zeta–function // Shr. Norske Vid. Akad. Oslo. —1942. —V. 10. —P.
1–59.

30Mangoldt H. Zur Verteilung der Nullstellen der Rimanscher Funktion ζ(t) // Math.Ann. —1905. —
Bd 60. —P. 1–19.

31Карацуба А.А. О нулях функции ζ(s) в окрестности критической прямой // Изв. АН СССР. Сер.
матем. —1984. —Т. 49. —№ 2. —С. 326–383.

32Карацуба А.А. О нулях функции ζ(s) на коротких промежутках критической прямой // Изв. АН
СССР. Cер. матем. —1984. —T. 48. —№ 3. —C. 569–584.

33Карацуба А.А. Распределение нулей функции ζ(0.5+ it) // Изв. АН СССР. Cер. матем. —1984. —
T. 48. —№ 6. —C. 1214–1224.

34Levinson N. More than one third of the zeros of Riemann‘s zeta-function are on σ = 1/2 [Текст]
/N.Levinson // Adv. in Math. —1974. —V. 13. —P. 383–436.
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• ҳангоми T ≥ T0 > 0 , H ≥ T 5/12 ln3 T баҳои зерин ҷой дорад:

N0(T +H)−N0(T ) ≥ cH,

ки дар ин ҷо c > 0 – доимии мутлақ мебошад.

А.А.Каратсуба17−18 солҳои 1981–1985 барои суммаҳои тригонометрии
махсуси

C(u,M) =
∑

M<m≤M1

e

(
t ln(P1 −m)

2π

)
,

бо шартҳои

t ≥ t0 > 0,
√
P1 ≤M ≤ P1

10
, M1 ≤ 2M, P1 =

[√
t

2π

]
,

баҳои ғайритривиалӣ гирифт, ки он ба ӯ имкон дод, ки натиҷаи гирифтаи
Я. Мозерро беҳтар намояд, яъне ӯ исбот намуд: ҳангоми H ≥ T α ln2 T ,
α = 5/32, T ≥ T0 > 0 порчаи (T, T + H) дорои нули тартиби тоқи
функсияи ζ(1/2 + it) мебошад. А.А.Каратсуба ҳангоми исботи ин теоре-
ма ба монанди Харди–Литллвуд-Мозер рафтор намуда, нулҳои ҳақиқии
функсияи Харди Z(t)–ро тадқиқ намуд, ки онҳо нулҳои ҳақиқии функ-
сияи ζ(1/2 + it) мебошанд. Фарз кардан мумкин аст, ки барои ихтиёрӣ
ε > 0, T ≥ T0 = T0(ε) > 0, H = T ε порчаи (T, T + H) дорои нули
тартиби тоқи функсияи Z(t) мебошад.

А.А.Каратсуба дар баробари масъалаи нулҳои тартиби тоқи функсияи
Харди масъалаи умумитар — нулҳои ҳосилаҳои тартиби k -юми функсияи
Хардиро тадқиқ намуд. Вай исбот кард, ки ҳангоми афзудани тартиби
ҳосила дарозии порчае, ки дар он нули тартиби тоқи функсияи Z(k)(t)

мехобад, хурд мешавад, яъне ӯ исбот намуд: бигзор k адади натуралӣ
буда, T ≥ T0(k) > 0, H ≥ cT 1/(6k+6) ln2/(k+1)) T , c = c(k) > 0 бошад. Пас
порчаи (T, T +H) дорои нули тартиби тоқи функсияи Z(k)(t) мебошад.

А.А. Каратсуба16 қайд кард, ки агар барои баҳои суммаи тригономет-
рии C(u,M) усулхои мураккабтар татбиқ карда шавад, масалан, усули
ҷуфтҳои экспоненсиалӣ, пас барои ин сумма баҳои дақиқтар гирифтан
мумкин аст.

Дар корҳои35−36 бо истифода аз усули ҷуфтҳои экспоненсиалӣ барои
35Рахмонов З. Х., Хайруллоев Ш.А. Расстояние между соседними нулями дзета-функции Римана,

лежащими на критической прямой // Доклады АН Республики Таджикистан. —2006. —Т. 49. —№ 5. —
C. 393–400.

36Рахмонов З. Х., Хайруллоев Ш.А. Соседние нули дзета-функции Римана, лежащие на критиче-
ской прямой // Доклады АН Республики Таджикистан. —2009. —Т. 52. —№ 5. —C. 331–337.
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суммаҳои махсуси тригонометрии C(u,M) дар маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои
экспоненсиалӣ, баҳои нави ғайритривиалии намуди

|C(t,M)| ≪ P
1
2−λ
1 M− 1

2+κ+2λ,

гирифта шудааст, ки он имкон дод, то натиҷаи беҳтар нисбат ба на-
тиҷаи А.А.Каратсуба ҳосил карда шавад, яъне исбот карда шуд: бигузор
T ≥ T0 > 0 бошад, он гоҳ порчаи (T, T +H) ҳангоми

H ≥ T
5
32−

5
6
−R

192(2R+1) ln2 T

дорои нули тартиби тоқи функсияи Z(t) мебошад, ки дар ин ҷо
R = 0.8290213568591335924092397772831120 . . . доимии Ранкин аст.

Натиҷаи ба даст овардашуда натиҷаи А.А.Каратсубаро аниқ намуда,
дар доираи усули оптимилии ҷуфтҳои экспоненсиалӣ ниҳоӣ мебошад.

Функсияҳое мавҷуданд, ки хосиятҳои ζ(s)–ро доро буда, аммо ҳосили
зарби эйлерӣ надоранд. Барои баъзеи онҳо гипотезаи Риман иҷронашаван-
да аст. Ғайр аз ин, нулҳои баъзе аз ин функсияҳо дар ҳама гуна тасмаҳо
вомехӯранд. Намунаи чунин функсияҳо функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн
мебошад, ки онро бори аввал соли 1936 Г.Харди ва Ҷ.Литлвуд омӯхта
буданд.

Функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн бо f(s) ишора карда шуда, бо бароба-
рии

f(s) =
1− iæ

2
L(s, χ) +

1 + iæ

2
L(s, χ̄)

муайян карда мешавад, ки дар ин ҷо

æ =

√
10− 2

√
5− 2√

5− 1
,

L(s, χ) – функсияи Дирихле, χ = χ(n) – характери Дирихле аз рӯи моду-
ли 5 мебошад, ки χ(2) = i аст. Ин функсия ҳосили зарби эйлерӣ надорад,
аммо муодилаи навъи Риманро қаноат менамояд:(π

5

)−s
2

Γ

(
s+ 1

2

)
f(s) =

(π
5

)−(1−s)
2

Γ

(
(1− s) + 1

2

)
f(1− s).

Соли 1936 Г.Дэвенпорт ва Г.Хейлбронн6 исбот намуданд, ки ҳангоми
Res > 1 , 0 < Ims ≤ T будан, барои функсияи f(s) нобаробарии зе-
рин иҷро мегардад:

N0(1, T ) ≥ c1T,
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ки дар ин ҷо c1 > 0 – доимии мутлақ мебошад.
Солҳои 1980–1984 С.М.Воронин13−16 исбот намуд, ки ҳангоми

1/2 < σ1 < σ2 < 1 будан, нобаробарии зерин иҷро мегардад:

N(σ2, T )−N(σ1, T ) ≥ c2T, c2 = c2(σ1, σ2) > 0.

С.М.Воронин13,37 , инчунин исбот намуд, ки барои N0(T ) – миқдори
нулҳои функсияи f(s) дар соҳаи Res = 1/2 , 0 < Ims ≤ T баҳои зе-
рин ҷой дорад:

N0(T ) ≥ c3T exp(0.05
√
log log log log T ),

ки дар ин ҷо c3 > 0 – доимии мутлақ буда, T ≥ T0 > 0 аст. С.М. Воро-
нин исбот намуд, ки хати рости Res = 1/2 маҷмӯи махсус барои нулҳои
функсияи f(s) мебошад.

Соли 1989 А.А.Каратсуба усули наверо кор карда баромад, ки бо ёрии
он баҳои дақиқтар ба даст овард. Ӯ исбот намуд: ҳангоми H = T

27
82+ε ,

T ≥ T0(ε) > 0, ε > 0 – адади кифоя хурди фиксиронидашуда будан,
нобаробарии зерин ҷой дорад:

N0(T ) ≥ T (log T )0.5−ε.

Соли 1993 А.А.Каратсуба усули худро якчанд маротиба инкишоф дода,
баҳои боз ҳам дақиқтареро ба даст овард, яъне ӯ исбот кард: ҳангоми
H = T

27
82+ε , T ≥ T0(ε) > 0, ε > 0 – адади кифоя хурди фиксиронидашуда

будан, нобаробарии зерин иҷро мегардад:

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(log T )0.5 exp(−c4
√

log log T ),

ки дар ин ҷо c4– доимии мутлақи мусбат мебошад.
С.А.Гритсенко23,25 соли 2017 баҳои охиронро пурзӯр намуда, нобароба-

рии зеринро ҳосил намуд:

N0(T ) > T (lnT )
1
2+

1
16−ε, ε > 0.

Баъдан С.А.Гритсенко24,38,39 барои моментҳои касрии қаторҳои ором-
шудаи Дирихле, баҳоҳои нави болоӣ ва поёниро ба даст овард, ки аз онҳо
бармеояд:

N0(T ) > T (lnT )
1
2+

1
12−ε, ε > 0.

37Voronin S.M. On the zeros of some Dirichlet series lying on the critical line // Math. USSR-Izv. —
16:1. —1981. —P. 55–82.

38Gritsenko S.A. On the Zeros of the Davenport-Heilbronn Function Lying on the Critical Line // Math.
Notes. —101:1. —2017. —P. 166–170.

39Gritsenko S.A. On the zeros of the Davenport-Heilbronn function // Proc. Steklov Inst. Math. —296. —
2017. —P. 65–87.
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Аз шарҳи мухтасари натиҷаҳо оид ба назарияи нулҳои функсияи Харди
ва ҳосилаи он, инчунин нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн, ки дар
хати рости критикӣ мехобанд, бармеояд, ки ин самтҳо актуалӣ мебошанд
ва ба ин масъалаҳои актуалӣ рисолаи диссертатсионӣ бахшида шудааст.

Мақсади таҳқиқот. Мақсадҳои кори диссертатсионӣ инҳоянд:

• дар маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ ёфтани сарҳади поёнии
дарозии порчаи хати рости критикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи
ҳосилаҳои тартиби j – юми функсияи Харди мебошад;

• гирифтани баҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳо барои суммаҳои
махсуси тригонометрӣ дар маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ;

• пурзур намудани нобаробарии А.А.Каратсуба оиди миқдори нулҳои
функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости
критикӣ хобанда барои порчаҳое, ки дарозии кӯтоҳтар доранд.

Вазифаҳои таҳқиқот. Вобаста ба мақсади гузошташуда вазифаҳои
зенин ҷудо карда шудаанд:

• масъалаи баҳои болоии бузургии дарозии порчаҳои хати рости кри-
тикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j–юми функ-
сияи Харди мебошад, ба масъалаи оптимизатсия дар маҷмӯи ҳамаи
ҷуфтҳои экспоненсиалӣ овардан;

• гирифтани баҳоҳои нави болоии бузургиҳои дарозии порчаҳои хати
рости критикӣ, ки дорои нулҳои тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j–
юми функсияи Харди мебошанд;

• гирифтани баҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳо барои суммаҳои
махсуси тригонометрӣ дар истилоҳи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ;

• масъалаи баҳои миқдори нулҳои тартиби тоқи функсияи Дэвенпорт-
Хейлброннро ба масъалаи ҷустуҷӯи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ овардан;

• пурзӯр намудани нобаробарии А.А.Каратсуба оиди миқдори нулҳои
функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн, ки дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости
критикӣ мехобанд, илова бар ин барои порчаҳое, ки дарозии кӯтоҳтар
доранд.

Объекти таҳқиқот. Объектҳои таҳқиқот ин тадқиқи нулҳои ҳоси-
лаҳои тартиби j -юми функсияи Харди, ки дар хати рости критикӣ ме-
хобанд, баҳои суммаҳои махсус ва каратии тригонометрӣ ва нулҳои функ-
сияи Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ хо-
банда мебошанд.
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Предмети таҳқиқот. Предмети таҳқиқот ин ҳосил намудани баҳоҳои
мунтазам нави суммаҳои махсуси тригонометрӣ аз рӯи параметрҳо дар ис-
тилоҳи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ, ҳосил намудани баҳои нави болоии бузур-
гии дарозии порчаҳои хати рости критикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи
ҳосилаҳои тартиби j–юми функсияи Харди, инчунин пурзӯр намудани
нобаробарии А.А.Каратсуба оиди миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-
Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ, барои порчаҳое, ки
дарозии кӯтоҳтар доранд, иборат мебошанд.

Навгонии илмии таҳқиқот. Ҳамаи натиҷаҳои илмии диссертатсия
нав буда, характери назарявӣ дошта, аз инҳо иборатанд:

• масъалаи баҳои болоии бузургии дарозии порчаҳои хати рости кри-
тикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j–юми функ-
сияи Харди мебошад, ба масъалаи оптимизатсия дар маҷмӯи ҳамаи
ҷуфтҳои экспоненсиалӣ оварда шудааст;

• баҳоҳои нави болоии бузургиҳои дарозии порчаҳои хати рости кри-
тикӣ, ки дорои нулҳои тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j–юми функ-
сияи Харди мебошанд, гирифта шудааст;

• баҳоҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳо барои суммаҳои махсу-
си тригонометрии Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 дар истилоҳи ҷуфтҳои экс-
поненсиалӣ, ки ҳангоми тадқиқи нулҳои тартиби тоқи функсияи
Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ хо-
банда ба миён меоянд, гирифта шудааст;

• бо истифода аз баҳоҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳои суммаҳои
тригонометрӣ, масъалаи баҳодиҳии миқдори нулҳои тартиби тоқи
функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн ба масъалаи ҷустуҷӯи чуфтҳои экс-
поненсиалӣ оварда шудааст;

• нобаробарии А.А.Каратсуба оиди миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-
Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ хобанда пурзӯр
карда шуда, барои порчаҳои дарозиашон кӯтоҳтар исбот карда шуда-
аст.

Аҳамияти назариявӣ ва илмию амалии таҳқиқот. Натиҷаҳои
дар диссертатсия ба даст овардашуда характери назариявӣ доранд. Онҳо-
ро метавон дар назарияи аналитикии ададҳо дар таҳқиқотҳои минбаъдаи
нулҳои қаторҳои Дирихле, аз ҷумла комбинатсияи хаттии L – қаторҳои
Дирихле, ки барои онҳо гипотезаи Риман оиди нулҳо дар тасмаи критикӣ
иҷронашавандаанд, истифода бурд. Натиҷаҳои ба даст овардашударо ме-
тавон дар муассисаҳои илмӣ ва донишгоҳҳо, ки дар онҳо таҳқиқотҳо оиди
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назарияи аналитикии ададҳо гузаронда мешаванд, масалан, дар Инсти-
тути математикаи ба номи В.А.Стеклови Академияи фанҳои Руссия, дар
Донишгоҳи давлатии Москва ба номи М.В. Ломоносов, дар Донишгоҳи
миллии Точикистон, дар Донишгохи давлатии омӯзгории Тоҷикистон ба
номи С.Айнӣ истифода бурда шаванд. Инчунин маводи диссертатсия ҳан-
гоми хондани курсҳои махсус барои донишҷӯён ва магистрони муасси-
саҳои таҳсилоти олии касбӣ, ки аз рӯи ихтисоси «Математика» таҳсил
мекунанд, истифода бурдан мумкин аст.

Нуқтаҳои ба ҳимоя пешниҳодшаванда.

1. Теорема оиди овардани масъалаи баҳои болоии бузургии дарозии пор-
чаҳои хати рости критикии дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тар-
тиби j–юми функсияи Харди ба масъалаи оптимизатсия дар маҷмӯи
ҳамаи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ;

2. Теорема оиди баҳои болоии бузургии дарозии порчаҳои хати рости
критикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j–юми
функсияи Харди мебошад.

3. Теорема оиди гирифтани баҳои аз рӯи параметрҳо мунтазам барои
суммаҳом махсуси тригонометрӣ дар истилоҳи ҷуфтҳои экспонен-
сиалӣ.

4. Теорема оиди овардани масъалаи миқдори нулҳои тартиби тоқи
функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн ба масъалаи ҷустуҷӯи ҷуфтҳои экс-
поненсиалӣ.

5. Теорема оиди миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн дар
порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ хобанда барои порчаҳои даро-
зиашон кӯтоҳтар.

Дараҷаи эътимоднокии натиҷаҳо. Эътимоднокии натиҷаҳои кори
диссертатсионӣ бо исботҳои қатъии математикии ҳамаи тасдиқотҳо, ки
дар диссертатсия оварда шудааст, таъмин карда шуда, аз тарафи таҳқи-
қотҳои муаллифони дигар асоснок карда мешаванд.

Мутобиқати диссертатсия ба шиносномаи ихтисоси илмӣ. Дар
кори диссертатсионӣ масъалаҳои назарияи аналитикии ададҳо, ки ба ши-
носномаи ихтисоси илмии 01.01.06 – Мантиқи математикӣ, алгебра ва на-
зарияи ададҳо мувофиқат мекунанд, таҳқиқ карда мешаванд (банди III
параграфи 3 шиносномаи ихтисоси илмӣ).

Саҳми шахсии довталаби дарёфти дараҷаи илмӣ дар таҳқиқот.
Масъалаҳои таҳқиқот дар якҷоягӣ бо мушовири илмии кор, ки кӯмаки
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машваратӣ расонидааст, таҳия карда шуданд. Натиҷаҳои асосии кори
диссертатсионӣ, ки дар қисмати «Навгонии илмӣ» инъикос ёфтаанд, аз
ҷониби муаллиф шахсан ба даст оварда шудаанд.

Тасвиб ва амалисозии натиҷаҳои диссертатсия. Натиҷаҳои асо-
сии диссертатсия дар конференсияҳо ва семинарҳои зерин муҳокима карда
шуда, тақризҳои мусбӣ гирифтанд:

• конференсияи байналхалқии «Муаммоҳои муосири таҳлил ва таъли-
ми математика», бахшида ба 105-солагии академик С.М.Николский,
ш.Москва, ДДМ ба номи М.В.Ломоносов, 17-19 майи соли 2010;

• VIII-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра ва назарияи
ададҳо: Муаммоҳои муосир ва тадбиқи онҳо», бахшида ба 190-солагии
П.Л.Чебишев ва 120-солагии И.М. Виноградов, ш. Саратов, 12-17 сен-
тябри соли 2011;

• конференсияи байналхалқии «Таҳлили комплексӣ ва татбиқи он дар
муодилаҳои дифференсиалӣ ва назарияи ададҳо», ш. Белгород, 17-21
октябри соли 2011;

• конференсияи байналхалқии «Муаммоҳои муосири назарияи муо-
дилаҳои дифференсиалӣ ва таҳлили математикӣ», бахшида ба 80-
солагии академики АИ ҶТ Ҷӯраев А.Ҷ., ш. Душанбе, 07-08 декабри
соли 2012;

• конференсияи илмии байналхалқии «Муаммоҳои муосири назарияи
функсияҳо ва муодилаҳои дифференсиалӣ», бахшида ба 85-солагии
академики АИ ҶТ Михайлов Л.Г., ш. Душанбе, 17-18 июни соли 2013;

• конференсияи илмӣ-амалии байналхалқии «Илм ва инноватсияи –
шимол», Руссия, ш. Мирний, 10-12 марти соли 2014;

• XIII-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра ва назарияи ададҳо:
Муаммоҳои муосир ва тадбиқи онҳо», бахшида ба 80-солагии профес-
сор С.С. Ришков, Руссия, ш. Тула, 25-30 майи соли 2015;

• XIV-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра ва назарияи
ададҳо: Муаммоҳои муосир ва тадбиқи онҳо», бахшида ба 70-солагии
Г.И.Архипов ва С.М.Воронин, ш. Саратов, 12-15 сентябри соли 2016;

• конференсияи илмии байналхалқии «Муаммоҳои актуалии матема-
тика ва физикаи амалӣ», ш. Налчик, 17-21 майи соли 2017;

• IV-умин конференсияи илмии байналхалқии «Муаммоҳои актуалии
математикаи амалӣ», ш. Налчик, 22-26 майи соли 2018;
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• XV-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра, назарияи ададҳо ва
геометрияи дискретӣ: муаммоҳои муосир ва татбиқи онҳо», бахшида
ба сад солагии профессор Н.М. Коробов. Руссия, ш. Тула, 28-31 майи
соли 2018;

• конференсияи байналхалқии «Муаммоҳои муосири математика ва ме-
ханика», бахшида ба 80-солагии академики АИР В.А. Садовничий, ш.
Москва, 13-15 майи соли 2019;

• XVI-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра, назарияи ададҳо
ва геометрияи дискретӣ: муаммоҳои муосир ва татбиқи онҳо ва
масъалаҳои таърих», бахшида ба 80-солагии профессор Мишел Деза.
Руссия, ш. Тула, 13-18 майи соли 2019;

• XVII-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра, назарияи ададҳо
ва геометрияи дискретӣ: муаммоҳои муосир ва татбиқи онҳо ва
масъалаҳои таърих», бахшида ба 100-солагии профессор Н.И.Фелдман
ва 90-солагии профессорон А.И.Виноградов, А.В.Малишев ва Б.Ф.
Скубенко, ш. Тула, 23-28 сентябри соли 2019;

• конференсияи байналхалқии «Муаммоҳои муосир ва татбиқи алгеб-
ра, назарияи ададҳо ва таҳлили математикӣ», бахшида ба 60-солагии
академик Рахмонов З.Х. ва узви вобаста Исхоков С.А., ш. Душанбе,
13-14 декабри соли 2019;

• XVIII-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра, назарияи
ададҳо ва геометрияи дискретӣ: муаммоҳои муосир ва татбиқи онҳо
ва масъалаҳои таърих», бахшида ба 100 – солагии профессорон Б.М.
Бредихин, В.И. Нечаев ва С.Б. Стечкин, ш. Тула, 23-26 сентябри соли
2020;

• XIX-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра, назарияи ададҳо
ва геометрияи дискретӣ ва моделсозии бисёрҷониба: муаммоҳои муо-
сир, татбиқи онҳо ва масъалаҳои таърих», бахшида ба 200 – солагии
академик П.Л. Чебишев, ш. Тула, 18-22 майи соли 2021;

• XX-умин конференсияи байналхалқии «Алгебра, назарияи ададҳо ва
геометрияи дискретӣ ва моделсозии бисёрҷониба: муаммоҳои муосир,
татбиқи онҳо ва масъалаҳои таърих», бахшида ба 130 – солагии ака-
демик И. М. Виноградов, ш. Тула, 21-24 сентябри соли 2021;

• семинари кафедраи алгебра ва назарияи ададҳои Донишгоҳи миллии
Тоҷикистон;
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• семинари шӯъбаи алгебра, назарияи ададҳо ва топология (солҳои
2016-2020) ва семинари умумиинститутии (солҳои 2016-2020) Инсти-
тути математикаи ба номи А.Ҷӯраеви АМИ Тоҷикистон.

Интишорот аз рӯйи мавзӯи диссертатсия. Натиҷахои асосии дис-
сертация дар 40 мақолаҳои илмӣ чоп карда шуда, рӯйхати онҳо дар охири
диссертатсия оварда шудаанд. Корҳои [1–18] дар маҷаллаҳои аз рӯйхати
маҷаллаҳои илмии тақризшавандаи Комиссияи олии аттестатсионии на-
зди Президенти Ҷумҳурии Тоҷикистон тавсия намуда, ба чоп расидаанд,
ки аз онҳо 16-тоашон бе ҳаммуаллифӣ навишта шудаанд. Корҳои [1–3]
дар маҷаллаҳое нашр шудаанд, ки онҳо ба базаҳои байналмилалии биб-
лиографӣ ва реферативӣ ва системаҳои истинодии Web of Science ва
Scopus дохил шудаанд, ки як тои он дар ҳамкорӣ бо мушовири илмӣ, ки
ба он таҳияи масъалаҳои гузошташуда тааллуқ дорад, навишта шудааст.

Сохтор ва ҳаҷми диссертатсия. Диссертатсия аз номгӯи ихтисо-
раҳо, муқаддима, тавсифи умумии кор, се боб, муҳокимаи натиҷаҳои ба-
дастомада, хулосаҳо, номгӯи адабиёти истинодшуда, ки 360 номгӯйро дар
бар мегиранд, иборат буда, 218 саҳифаи матни чопи компютериро, ки
дар редактори LATEX ҳуруфчинӣ шудааст, дар бар мегирад. Бобҳо ба
параграфҳо тақсим карда шудаанд. Барои қуллаӣ дар диссертатсия
рақамгузории доимии теоремаҳо, леммаҳо ва формулаҳоро истифода бур-
да шудаанд. Онҳо дорои рақамгузории сегона буда, рақами аввал бо рақа-
ми боб мувофиқат мекунад, рақами дуюм параграфро нишон медиҳад ва
рақами сеюм тартиби теоремаҳо, леммаҳо ё формулаҳои ин параграфро
нишон медиҳад.
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ҚИСМИ АСОСИИ ТАҲҚИҚОТ

Мавод ва методҳои таҳқиқот. Маводи таҳқиқот аз ҳалли як қа-
тор масъалаҳои назарияи аналитикии ададҳо, ки ба тадқиқи нулҳои тар-
тиби тоқи ҳосилаҳои функсияи Харди ва нулҳои функсияи Дэвенпорт-
Хейлбронн, ки дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ мехобанд, иборат
мебошад.

Дар кор усулҳои муосири назарияи аналитикии ададҳо, ба монанди
усули Ван дер Корпут, усули ҷуфтҳои экспоненсиалӣ, усули зарбкунан-
даҳои оромкунандаи Селберг, усули функсияҳои тавлидкунандаи Дирихле
ва усулҳои аналитикие, ки дар назарияи функсияҳои тағйирёбандаашон
комплексӣ татбиқшавандаанд, истифода бурда шудаанд.

Натиҷаҳои таҳқиқот. Мазмуни мухтасари натиҷаҳои бобҳои кори
диссертатсиониро меорем.

Дар муқаддима шарҳи мухтасари таърихии натиҷаҳо оид ба муам-
моҳои дахлдори мавзӯъ оварда шуда, аҳамияти мавзӯъ асоснок карда
шудааст.

Боби якуми кори диссертатсионӣ ба шарҳи адабиёти омӯхташуда оид
ба мавзӯи диссертатсия бахшида шудааст. Усулҳои асосии таҳқиқот оварда
шудааст.

Боби дуюм аз панҷ параграф иборат буда, ба баҳои болоии дарозии
порчаи хати рости критикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тарти-
би j -юми функсияи Харди мебошад, бахшида шуда, ба масъалаи оптими-
затсия дар маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ барои баҳои суммаҳои
махсуси тригонометрӣ оварда шудааст.

Дар параграфи якум кӯтоҳ дар бораи натиҷаҳои асосии бадастомада
оиди нулҳои ҳосилаҳои тартиби j–юми функсияи Харди, дар ҳолатҳои
j = 1 , j = 2 ва дар ҳолати умумӣ, ҳангоми j ≥ 3 баён карда шудааст.

Параграфи дуюм хусусияти ёрирасонӣ дошта, дар он таърифҳои
асосӣ, алгоритми оптимизатсияи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ, леммаҳои ёри-
расон оварда шудаанд, ки дар параграфҳои минбаъда истифода меша-
ванд.

Функсияи Харди Z(t) , ки бо баробарии

Z(t) = eiθ(t)ζ
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муайян карда мешавад, қиматҳои ҳақиқиро ҳангоми ҳақиқӣ будани t қа-
бул намуда, нулҳои ҳақиқии Z(t) ин нулҳои зета-функсияи Риман ζ(s)

дар хати рости критикӣ хобанда мебошанд.
Дар баробари масъалаи нулҳои ҳамсояи функсияи Харди Z(t) , ки дар

хати рости критикӣ мехобанд, метавон масъалаи умумӣ — нулҳои ҳамсояи
ҳосилаҳои тартиби j–юми функсияи Харди Z(j)(t) , j ≥ 1 – ро баррасӣ
намуд. Бо афзудани тартиби ҳосила j дарозии порчае, ки дар он нули
функсияи Z(j)(t) мехобад, хурд мешавад.

Дар параграфи сеюми боби дуюм, масъалаи баҳои болоии бузургии
дарозии порчаи хати рости критикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳоси-
лаҳои тартиби j–юми функсияи Харди мебошанд (Z(j)(t) , j ≥ 1), ба
масъалаи оптимизатсия дар маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ овар-
да шудааст.

Натиҷаи асосии ин параграфро теоремаи зерин ташкил медиҳад.
Теоремаи 2.3.1. Бигузор (κ, λ) – ихтиёрӣ ҷуфти экспоненсиалӣ буда,

j – адади натуралӣ, T ≥ T0(j) > 0, c = c0(j) > 0 бошад. Он гоҳ функсияи
Z(j)(t) дорои нули тартиби тоқ дар порчаи (T, T +H) мебошад, агар

H ≥ cT ωj(κ,λ)(lnT )
2

j+1 , ωj(κ, λ) =
κ+ λ− 0.5

2κ+ 4λ+ 2j − 1
(1)

бошад.
Функсияи хаттӣ-касрии ωj(κ, λ)-ро, ки бо баробарии (1) муайян шуда-

аст, дар намуди

ωj(κ, λ) =
1

2

(
1− 1

2− δ−1
j (κ, λ)

)
, δj(κ, λ) =

λ+ j

0, 5− κ+ j

навишта, минимизатсияи онро ба минимизатсияи функсияи δj(κ, λ) дар
маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ меорем.

Қайд менамоем, ки теоремаи А.А.Каратсуба17−18 натиҷаи теоремаи
2.3.1, ҳангоми ҷуфтҳои экспоненсиалии

(κ, λ) =

(
1

6
,
2

3

)
= AB(0, 1), δj

(
1

6
,
2

3

)
= 1 +

1

3j + 1
,

ωj

(
1

6
,
2

3

)
=

1

6j + 6
, j ∈ N

мебошад.
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Исботи теоремаи 2.3.1 аз рӯи схемаи исботи теоремаи А.А.Каратсуба,
идеяҳои корҳои36,37,40,41,42 , бо истифодаи усули ҷуфтҳои экспоненсиалӣ,
гузаронида мешавад.

Дар параграфи чоруми боби дуюм баҳои нави болоии бузургии да-
розии порчаи хати рости критикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои
тартиби j–юми функсияи Харди мебошанд, ҳангоми j ≥ 3 гирифта шу-
дааст.

Натиҷаи асосии ин параграфро меорем.
Теоремаи 2.4.1. Бигузор j ≥ 3 — адади натуралӣ буда,

T ≥ T0(j) > 0, c = c(j) > 0 бошад, он гоҳ функсияи Z(j)(t) дорои нули
тартиби тоқ дар порчаи (T, T +H) мебошад, агар

H ≥ cT
1

6+6j−
1

6(1+j)(19+18j) (lnT )
2

j+1

бошад.
Ин теорема бо усули оптимизатсияи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ исбот кар-

да мешавад43 .
Натиҷаи ба даст овардашуда, натиҷаи гирифташудаи А.А.Каратсубаро

барои ихтиёрӣ натуралиҳои j ≥ 3 беҳтар намуда, дар доираи ин усул
ниҳоӣ мебошад.

Дар параграфи панҷуми боби дуюм бо усули оптимизатсияи
ҷуфтҳои экспоненсиалӣ баҳои нави болоии бузургиҳои дарозиҳои пор-
чаҳои хати рости критикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби
якум ва дуюми функсияи Харди мебошанд, гирифта шудаанд, ки мута-
носибан баҳоҳои гирифташудаи А.А.Каратсубаро ҳангоми j = 1 ва j = 2

беҳтар менамоянд.
Тасдиқотҳои зерин ҷой доранд:
Теоремаи 2.5.1. Бигузор T ≫ 1 бошад, он гоҳ функсияи Z ′(t) дорои

нули тартиби тоқ дар порчаи (T, T +H) мебошад, агар

H ≫ T
1
12−

65601
810284 lnT

40Хайруллоев Ш.А. Расстояние между соседними нулями функции Z(j)(t) , j ≥ 1 // Доклады АН
Республики Таджикистан. —2006. —Т. 49. —№ 9. —C. 803–809.

41Неъматова Г., Хасанов З.Н. О нулях дзета-функции Римана в окрестности критической прямой
// Доклады Академии наук Республики Таджикистан. —2001. —Т. XLIV. —№ 3-4. —С. 4–12.

42Хайруллоев Ш.А., Неъматова Г. Об оценке специальной тригонометрической суммы // В сбор-
нике: Роль информационно-коммуникационных технологий в инновационном развитии Республики
Таджикистан. —2017. —С. 91–95.

43Graham S.W. Vander Corput’s Method of Exponential sums [Текст] /S.W.Graham, G.Kolesnik //
Cambridge university press. —1991. Cambridge, New Vork, Port Chester, Melbourne, Sydney.
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бошад.
Теоремаи 2.5.2. Бигузор T ≫ 1 бошад, он гоҳ функсияи Z ′′(t) дорои

нули тартиби тоқ дар порчаи (T, T +H) мебошад, агар

H ≫ T
1
18 (lnT )

2
3

бошад.
Боби сеюми диссертатсия ба баҳои суммаҳои махсуси тригонометрии

Wj = Wj(T,H) , j = 0, 1, 2 , ки ҳангоми баҳодиҳии миқдори нулҳои тарти-
би тоқи функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости
критикӣ ба вуҷуд меоянд, бахшида шудааст. Барои ин суммаҳо аввалин
маротиба баҳои мунтазам аз рӯйи параметрҳо барои суммаҳои тригоно-
метрӣ дар истилоҳи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ гирифта шудааст, ки баҳоҳои
гирифташудаи С.М. Воронин13−14 ва А.А. Каратсубаро19−22 умумӣ ме-
гардонад.

Дар параграфи якуми боби сеюм натиҷаҳои асосии боб баён карда
шудаанд.

Бигузор ε и ε1 – ададҳои ихтиёрии хурди фиксиронидашудаи мусба-
ти аз 0, 001 зиёднабуда бошанд; T ≤ t ≤ T + H , T ≥ T0(ε, ε1) > 0 ;
T

1
4 < H < T

1
3 ; P =

√
5T (2π)−1 ; X = T 0,01ε1 ; L = lnP ; k = [lnL ] ;

η = c1kL − 1
2 ; c1, c2, . . . — доимиҳои мусбати мутлақ буда,

r(n) =
1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n).

Ададҳои A(λ) аз баробариҳои

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2

ва функсияҳои B(φ) ва B(ψ)–ро бо баробариҳои зерин

B(φ) =

(
φiη − 1

lnφ

)k

, B(ψ) =

(
ψ−iη − 1

lnψ

)k

,

r(n) =
1− iæ

2
χ(n) +

1 + iæ

2
χ̄(n),

h(ν) ≡ β(ν)χ(ν) = β(ν)χ(ν),
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муаяйн намуда, суммаҳои Wj = Wj(T )–ро бо баробариҳои зенин

W0 =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

W1 =
∑

λ1<λ2<P 1−ε2

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

B

(
P

λ1

)
B

(
P

λ2

)
exp

(
−
(
H

2
ln
λ1
λ2

)2
)
,

W2 =
∑

P 1−ε2<λ1<λ2<P

A(λ1)A(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)iT

exp

(
−
(
H + 1

2
ln
λ1
λ2

)2
)

муайян мекунем.
Дар параграфи дуюми боби сеюм баҳои нави мунтазам аз рӯи пара-

метрҳо барои суммаҳои тригонометрии Wj(T ) , j = 0; 1; 2 гирифта шуда,
масъалаи баҳои ғайритривиалии ин гуна суммаҳо нисбат ба параметри
H ба масъалаи ҷустуҷӯи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ оварда шудааст. Баҳои
ин суммаҳо баъдан ҳангоми гирифтани баҳои миқдори нулҳои функсияи
Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ истифода
бурда мешаванд.

Тасдиқоти зерин ҷой дорад:
Леммаи 3.2.1. Бигузор (κ, λ) – ихтиёрӣ ҷуфтҳои экспоненсиалӣ бу-

да, ε1 ва ε2 - ададҳои хурди мусбати аз 0, 001 зиёднабуда бошанд, k ∈ N,
0 < η < 1,

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, æ(κ, λ) =

52 + κ− λ

50κ+ 50
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
.

Он гоҳ, ҳангоми H = T θ(κ,λ)+æ(κ,λ)ε1+σ(κ) барои суммаҳои Wj(T ) баҳоҳои
зерин ҷой доранд:

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−0,5(λ−κ)ε2 · T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.

Қайд менамоем, ки нишондиҳандаи

θ(κ;λ) =
κ+ λ

2(κ+ 1)

дар леммаи 3.2.1 ҳамчунин дар муаммои Гаусс оиди миқдори нуқтаҳои
бутун дар доираи x2 + y2 ≤ R , яъне

K(R) = #
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ R, x, y ∈ Z

}
= πR +O

(
Rθ(κ;λ)+ε

)
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ва ҳангоми баҳодиҳии аъзои боқимонда дар муаммои тақсимкунандаҳои
Дирихле оиди миқдори нуқтаҳои бутун дар гиперболаи xy ≤ N , x > 0 ,
y > 0 низ дида баромада мешавад. Дар айни ҳол баҳои беҳтарин аз боло
барои θ(κ;λ) ба J. Bourgain ва N. Watt44 тааллуқ доранд. Онҳо исбот
намудаанд, ки

θ0 = min
κ,λ∈P

θ(κ, λ) = min
κ,λ∈P

κ+ λ

2κ+ 2
≤ 1515

4816
=

1

3
− 271

3 · 4816
≈ 0.314576,

ки дар ин ҷо P — маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ мебошад.
Аз ин ҷо ва аз леммаи 3.2.1 натиҷаи зеринро ҳосил мекунем:
Натиҷаи 3.2.1.1. Бигузор ε1 ва ε2 - ададҳои хурди мусбати аз 0, 001

зиёднабуда бошанд, k ∈ N, 0 < η < 1. Он гоҳ ҳангоми H = T
1515
4816+ε1

будан, баҳоҳои зерин ҷой доранд:

W1(T ) ≪
(

2

ε2L

)2k (
k

ε2
+ ηkL

)
T−ε1,

Wj(T ) ≪ T−ε1, j = 0, j = 2.

Дар параграфи сеюми боби сеюм барои суммаи S(Y ) формулаи
асимптотикӣ ҳосил карда шуда, барои суммаи W (θ) баҳои болоӣ гирифта
шудааст, ки онҳо ҳангоми ҳосил намудани баҳои миқдори нулҳои тартиби
тоқи функсияи Дэвенпорт-Хейлбронни дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости
критикӣ хобанда истифода бурда мешаванд.

Таърифи 3.3.1. Суммаҳои W (θ) ва S(Y ) гуфта, мувофиқан сум-
маҳои намуди зеринро меноманд:

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
,

S(Y ) =
∑
λ≤Y

A2(λ)

λ2θ
,

ки дар ин ҷо

β(ν) =

 α(ν)

(
1− ln ν

lnX

)
, 1 ≤ ν < X,

0, ν ≥ X,

44Bourgain J. and Watt N. Decoupling for perturbed cones and mean square of |ζ(0, 5 + it)| //
http://arxiv.org/abs/1505.04161v1 [math.NT] 15 May 2015.



22

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
.

λ — ададҳои мусбати ратсионалие мебошанд, ки махраҷашон ах X зиёд
нестанд.

Тасдиқотҳои зерин ҷой доранд:
Леммаи 3.3.1. Бигузор T 0,1 ≤ Y ≤ T , 1

4 ≤ θ ≤ 1
2 бошанд, он гоҳ

формулаи асимптотикии зерин ҷой дорад:

S(Y ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2θ)
Y 1−2θW (θ) +

(
c1

1− 2θ
+ c2

)
W (1− 2θ)+

+O
(
Y −2θX2 ln2X

)
.

Леммаи 3.3.2. Бигузор 0 ≤ θ ≤ 1
2 бошад, он гоҳ барои суммаи W (θ)

баҳои зерин ҷой дорад:

W (θ) =
∑

ν1,ν2,ν3,ν4<X

(
(ν1ν4, ν2ν3)

ν1ν3

)1−θ
β(ν1)β(ν2)β(ν3)β(ν4)

ν2ν4
= O

(
X2θ

√
lnX

)
.

Дар боби чорум миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн,
ки дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ мехобанд, омӯхта шуда-
анд. Бо истифода аз баҳоҳои суммаҳои тригонометрии Wj = Wj(T,H) ,
j = 0, 1, 2 , ки дар боби сеюм гирифта шудаанд, инчунин рафто-
ри суммаҳои S(Y ) ва W (θ) масъалаи миқдори нулҳои тартиби тоқи
функсияи Дэвенпорт-Хайлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ
ба масъалаи ҷустуҷӯи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ оварда шуда, нобаробарии
А.А.Каратсуба оиди миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн, ки
дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ мехобанд, пурзӯр карда шуда,
барои порчаҳои дарозиашон кӯтоҳтар исбот карда шудааст.

Дар параграфи якуми боби чорум гузориши масъалаҳо ва нати-
ҷаҳои асосии гирифташуда оварда шудаанд.

Бигузор χ(n) характери комплексӣ аз рӯи модули 5 бошад, ки χ(2) = i

ва

æ =

√
10− 2

√
5− 2√

5− 1
, 0 < æ < 1

аст. Функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн гуфта, функсияеро меноманд, ки бо
баробарии зерин муайян карда мешавад:

f(s) =
1− iæ

2
L(s, χ) +

1 + iæ

2
L(s, χ̄),
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ки дар ин ҷо L(s, χ) — функсияи Дирихле мебошад. Функсияи f(s)–ро
Дэвенпорт ва Хейлбронн6 дохил ва таҳқиқ намудаанд. Онҳо нишон до-
данд, ки f(s) муодилаи функсионалии навъи Риманро қонеъ мегардонад:(π

5

)− s
2

Γ

(
s+ 1

2

)
f(s) =

(π
5

)−1−s
2

Γ

(
(1− s) + 1

2

)
f(1− s),

аммо барои f(s) гипотезаи Риман иҷронашаванда аст, илова бар ин, миқ-
дори нулҳои функсияи f(s) дар соҳаи Re s > 1 , 0 < Ims ≤ T аз cT зиёд
мебошад, ки c > 0 — доимии мутлақ аст.

Миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн f(s) дар порчаҳои
кӯтоҳи хати рости критикӣ бори аввал аз ҷониби А.А.Каратсуба19−20

омӯхта шудааст. Ӯ соли 1989 исбот намуд, ки агар ε ва ε1 – ихти-
ёрӣ ададҳои мусбати хурди фиксиронидашудаи аз 0.001 зиёднабуда ва
T ≥ T0(ε, ε1) > 0 , H = T

27
82+ε1 бошанд, он гоҳ муносибати зерин иҷро

мегардад:
N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )

1
2−ε. (2)

Соли 1993 А.А.Каратсуба21−22 бо истифода аз усули нави такмилёфта, ки
дар он тақрибан ҳамон суммаҳои тригонометрӣ, ки ҳангоми ҳосил намуда-
ни баҳои (2) ба вуҷуд меоянд, баҳои нисбатан дақиқтари зеринро ба даст
овард:

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2 exp(−c3

√
ln lnT ). (3)

Параграфи дуюми боби чорум хусусияти ёрирасон дорад. Дар он
мафҳумҳо ва леммаҳои зарурӣ оварда шудаанд, ки баъдан дар исботи
теоремаҳои асосии ин боб истифода мешаванд.

Таърифи 4.2.2. Функсияҳои F (t) ва θ(t) бо баробариҳои зерин муай-
ян карда мешаванд:

F (t) =
(π
5

)− it
2 Γ

(
3
4 +

it
2

)∣∣Γ (34 + it
2

)∣∣f
(
1

2
+ it

) ∣∣∣∣φ(12 + it

)∣∣∣∣2 =
=eiθ(t)f

(
1

2
+ it

) ∣∣∣∣φ(12 + it

)∣∣∣∣2 ,
θ(t) =t logP1 −

t

2
+
π

8
+ ∆(t), P1 =

√
5t

2π
,

∆(t) =− 1

4
arctg

3

2t
+
t

4
log

(
1 +

9

4t2

)
− t

2

∞∫
0

ρ(u)du(
u+ 3

4

)2
+ t2

4

,

ρ(u) =
1

2
− {u}.
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Аз баробарии F (t) ва муодилаи функсионалии навъи Риман барои
функсияи f(s) бармеояд, ки F (t) ҳангоми ҳақиқӣ будани t қиматҳои
ҳақиқӣ қабул намуда, нулҳои ҳақиқии тартиби тоқи функсияи F (t) ин
нулҳои функсияи f(s) , ки дар хати рости критикӣ мехобанд, мебошанд.

Дар параграфи сеюми боби чорум бо истифода аз баҳоҳои аз рӯи
параметрҳо мунтазами суммаҳои тригонометрии Wj = Wj(T ) , j = 0, 1, 2

– и дар боби 3 гирифташуда, ки ҳангоми ҳосил намудани баҳоҳои (2) ва (3)
ба миён меоянд, имконият пайдо шуд, ки нобаробарии (2) барои миқдори
нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости
критикӣ пурзӯр карда шуда, илова бар ин, барои порчаҳои дарозиашон
кӯтоҳтар исбот карда шавад.

Натиҷаи асосии ин параграфро баён мекунем.
Теоремаи 4.1.1. Бигузор ε ва ε1 – ададҳои ихтиёрӣ фиксиронидашу-

даи аз 0, 001 зиёднабуда ва c4 , c5 , cg - доимиҳои мутлақи мусбати аз 1
калонбуда бошанд,

c7 =
ε

1
2+

ε
4+

ε2

8−4ε

1

3ec5 · 5
4
ε+3 2

2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

.

Он гоҳ ҳангоми H = T
1515
4816+ε1 , T ≥ T0(ε, ε1) > 0 муносибати зерин иҷро

мегардад:

N0(T +H)−N0(T ) ≥ c7H(lnT )
1
2−

ε
4−

ε2

2−ε ln lnT.

Умумиятро маҳдуд накарда, метавонем чунин T0 = T0(ε, ε1)–ро интихоб
намоем, ки муносибати

c7(lnT0)
3ε
4 −

ε2

2−ε ln lnT0 =
(lnT0)

3ε
4 −

ε2

2−ε ln lnT0 · ε
1
2+

ε
4+
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8−4ε
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3ec5 · 5
4
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2
ε+2+ ε

2+
ε2

4−2εc
ε
2+

ε2

4−2ε

4 c
4
ε+2+ε+ ε2

2−ε
g

≥ 1

иҷро гардад. Бинобар ин, аз теоремаи 4.1.1 натиҷаи зерин мебарояд:
Натиҷаи 4.1.1.1. Бигузор ε ва ε1 – ададҳои ихтиёрӣ фиксирони-

дашудаи аз 0, 001 зиёднабуда бошанд. Он гоҳ, ҳангоми H = T
1515
4816+ε1 ,

T ≥ T0(ε, ε1) > 0 муносибати зерин ҷой дорад:

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H(lnT )
1
2−ε.



25

Теоремаи 4.1.1 бо усули кори19 дар якҷоягӣ бо идеяҳо ва усулҳои
корҳои36,37,45,46,47 исбот карда мешавад. Тасдиқи асосие, ки имкон дод
нобаробарии (2) барои порчаҳои дарозиашон кӯтоҳтар исбот карда ша-
вад, ин леммаи 3.2.1 оиди баҳои аз рӯи параметрҳо мунтазами суммаҳои
махсуси тригонометрии Wj(T ) , j = 0, 1, 2 дар истилоҳҳои ҷуфтҳои экс-
поненсиалӣ, ки дар он масъалаи баҳои ғайритрвиалии ин гуна суммаҳо
нисбат ба параметри H ба масъалаи ҷустуҷӯи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ
оварда шудааст, мебошад.

Дар параграфи чоруми боби чор бо истифода аз баҳои мунтазам аз
рӯи параметрҳои суммаҳои тригонометрии

W3(T ) =
∑

λ1<λ2<P

A(λ1)d(λ1)A(λ2)d(λ2)√
λ1λ2

(
λ1
λ2

)−iT

exp

(
−
(
H

2
log

λ1
λ2

)2
)
,

ки дар ин ҷо

d(λ) =

h1∫
−h1

e−(
u
h)

2
(
P

λ

)iu

du, 0 < h < h1 < 1,

A(λ) =
∑
nν1
ν2

=λ

h(ν1)h(ν2)r(n)

ν2
, P =

√
5T

2π
,

нобаробарии (3) барои миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн
дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ барои порчаҳои дарозиашон
кӯтоҳтар исбот карда шудааст.

Леммаи 4.4.1. Бигузор ε– адади ихтиёрӣ хурди мусбати фиксирони-
дашудаи аз 0.01 зиёднабуда бошад ва (κ, λ) – ихтиёрӣ ҷуфтҳои экспо-
ненсиалӣ буда,

θ(κ, λ) =
κ+ λ

2κ+ 2
, σ(κ) =

lnL

(κ+ 1) lnT
, L = lnP.

Он гоҳ, ҳангоми H = T θ(κ,λ)+ε+σ(κ) баҳои зерин ҷой дорад:

W3(T ) ≪ h2T−0.98ε.

45Аминов А.С. Нули функции Дэвенпорта-Хейльбронна лежащих в коротких промежутках крити-
ческой прямой // ДАН РТ. —2016. —Т. 59. —№ 11-12. —С. 453–456.

46Аминов А.С. О приближенном функциональном уравнении функции Дэвенпорта-Хейльбронна //
ДАН РТ. —2018. —Т. 61. —№ 9-10. —С. 714–720.

47Аминов А.С. Нули функции Дэвенпорта-Хейльбронна, лежащие в коротких промежутках крити-
ческой прямой // Канд. дисс. —2019. —Душанбе. —113 стр.
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Аз леммаи 4.4.1 натиҷаи зеринро ҳосил мекунем:
Натиҷаи 4.4.1.1. Бигузор ε – адади ихтиёрӣ хурди мусбати фик-

сиронидашудаи аз 0.01 зиёднабуда бошад. Он гоҳ, ҳангоми H = T
1515
4816+ε

баҳои зерин ҷой дорад:

W3(T ) ≪ h2T−0.98ε.

Натиҷаи асосии параграфи чоруми ин боб теоремаи зерин мебошад.
Теоремаи 4.1.2. Бигузор ε — адади ихтиёрӣ хурди мусбати фикси-

ронидашудаи аз 0.01 зиёднабуда бошад. Он гоҳ, ҳангоми H = T
1515
4816+ε ,

T ≥ T0(ε) > 0 муносибати зерин иҷро мегардад:

N0(T +H)−N0(T ) ≥ H
√
log T exp(−c8

√
log log T ),

ки дар ин ҷо c8 > 0 – доимии мутлақ аст.
Теоремаи 4.1.2 тавассути усули такмилёфтаи А.А.Каратсуба, ки дар

корҳои21−22 дарҷ гардидаанд, инчунин ба монанди теоремаи 4.1.1 дар
якҷоягӣ бо ғояҳо ва усулҳои корҳои48−50 исбот карда шудааст. Тасдиқи
асосие, ки барои исботи ин теорема имкон дод, ин баҳои нави суммаҳои
махсуси тригонометрии W3 = W3(T ) мунтазам аз рӯи параметрҳо дар
термини ҷуфтҳои экспоненсиалӣ мебошад.

48Рахмонов З. Х., Аминов А.С. О нулях нечётного порядка функции Дэвенпорта–Хейлбронна в
коротких промежутках критической прямой // Доклады АН Республики Таджикистан. —2019. —
Т. 62. —№ 3-4. —С. 133–138.

49Рахмонов З. Х. Оценка плотности нулей дзета функции Римана // УМН. —1994. —T. 49. —
вып. 1. —С. 161–162.

50Рахмонов З.Х., Хасанов З.Н. Нули дзета-функции Римана в коротких промежутках критической
прямой // Чебышевский сборник. —2006. —T. 6. —Вып. 3(19). —С. 45–58.
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ХУЛОСА

Натиҷаҳои асосии илмии таҳқиқот.
Ҳамаи натиҷаҳои илмии диссертатсия нав буда, характери назарявӣ

дошта, аз инҳо иборатанд:

1. масъалаи баҳои болоии бузургии дарозии порчаҳои хати рости кри-
тикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j–юми функ-
сияи Харди мебошад, ба масъалаи оптимизатсия дар маҷмӯи ҳамаи
ҷуфтҳои экспоненсиалӣ оварда шудааст [1-М, 3-М, 9-М, 11-М, 19-М,
27-М, 32-М, 40-М];

2. баҳоҳои нави болоии бузургиҳои дарозии порчаҳои хати рости кри-
тикӣ, ки дорои нулҳои тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j–юми функ-
сияи Харди мебошанд, гирифта шудааст [3-М, 4-М, 5-М, 6-М, 7-М,
10-М, 13-М, 16-М, 17-М, 20-М, 21-М, 22-М, 25-М, 26-М, 34-М, 38-М,
39-М];

3. баҳоҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳо барои суммаҳои махсу-
си тригонометрии Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 дар истилоҳи ҷуфтҳои экс-
поненсиалӣ, ки ҳангоми тадқиқи нулҳои тартиби тоқи функсияи
Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ хо-
банда ба миён меоянд, гирифта шудааст [2-М, 8-М, 12-М, 14-М, 15-М,
29-М, 31-М, 35-М, 36-М, 37-М];

4. бо истифода аз баҳоҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳои суммаҳои
тригонометрӣ, масъалаи баҳодиҳии миқдори нулҳои тартиби тоқи
функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн ба масъалаи ҷустуҷӯи чуфтҳои экс-
поненсиалӣ оварда шудааст [2-М, 8-М, 15-М, 23-М, 28-М, 37-М];

5. нобаробарии А.А.Каратсуба оиди миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-
Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ хобанда пурзӯр
карда шуда, барои порчаҳои дарозиашон кӯтоҳтар исбот карда шуда-
аст [2-М, 8-М, 15-М, 24-М, 30-М, 33-М, 37-М].

Тавсияҳо оид ба истифодаи амалии натиҷаҳои таҳқиқот.

Натиҷаҳои дар диссертатсия ба даст овардашуда характери назариявӣ
доранд. Онҳоро метавон дар назарияи аналитикии ададҳо дар таҳқиқот-
ҳои минбаъдаи нулҳои қаторҳои Дирихле, аз ҷумла комбинатсияи хаттии
L – қаторҳои Дирихле, ки барои онҳо гипотезаи Риман оиди нулҳо дар
тасмаи критикӣ иҷронашавандаанд, истифода бурд. Натиҷаҳои ба даст
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овардашударо метавон дар муассисаҳои илмӣ ва донишгоҳҳо, ки дар
онҳо таҳқиқотҳо оиди назарияи аналитикии ададҳо гузаронда мешавад,
масалан, дар Институти математикаи ба номи В.А.Стеклови Академи-
яи фанҳои Руссия, дар Донишгоҳи давлатии Москва ба номи М.В. Ло-
моносов, дар Донишгоҳи миллии Точикистон, дар Донишгоҳи давлатии
омӯзгории Тоҷикистон ба номи С.Айнӣ истифода бурда шаванд. Инчунин
маводи диссертатсияро ҳангоми хондани курсҳои махсус барои донишҷӯён
ва магистрони муассисаҳои таҳсилоти олии касбӣ, ки аз рӯи ихтисоси «Ма-
тематика» таҳсил мекунанд, истифода бурдан мумкин аст.
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АННОТАЦИЯ
диссертации Хайруллоева Шамсулло Амруллоевича на тему «Нули произ-
водных функций Харди и Дэвенпорта-Хейльбронна лежащее в коротких
промежутках критической прямой», представленной на соискание учёной
степени доктора физико-математических наук по специальности 01.01.06 -
Математическая логика, алгебра и теория чисел

Ключевые слова: экспоненциальная пара, критическая прямая, функция Харди,
оптимизация экспоненциальных пар, функция Дэвенпорта-Хейльбронна, специальная
тригонометрическая сумма, равномерная по параметрам оценка.

Объекты исследования: Объектами исследования являются нули производной
j -го порядка функции Харди, лежащих на критической прямой, оценка специальных
и кратных тригонометрических сумм и нули функции Дэвенпорта-Хейльбронна в ко-
ротких промежутках критической прямой.

Цель исследования: Целью диссертационной работы являются нахождение по
множество всех экспоненциальных пар нижнюю грань длины промежутка критичес-
кой прямой, содержащей нуль нечётного порядка производной j -го порядка функ-
ции Харди, получение новых равномерных по параметрам оценки специальных три-
гонометрических сумм в терминах экспоненциальных пар, усиление неравенство
А.А.Карацубы о количестве нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна лежащих в ко-
ротких промежутках критической прямой для промежутков имеющих более короткую
длину.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются новыми,
представляют теоретический интерес и состоят в следующем: задача об оценке сверху
величины длины промежутка критической прямой, в котором заведомо содержится
нуль нечётного порядка производной j -го порядка функции Харди сведена к задаче
оптимизации по множеству всех экспоненциальных пар; найдены новые оценки сверху
величины длин промежутков критической прямой, в которых заведомо содержится
нули нечётного порядка производной j -го порядка функции Харди; получены новые
равномерные по параметрам оценки тригонометрических сумм Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 в
терминах экспоненциальных пар, которые возникают при исследовании нулей нечётно-
го порядка функции Дэвенпорта-Хейльбронна в коротких промежутках критической
прямой; воспользовавшись новыми равномерными по параметрам оценками тригоно-
метрических сумм, задача об оценке количества нулей нечётного порядка функции
Дэвенпорта-Хейльбронна сведена к задаче отыскания экспоненциальных пар; усиле-
но неравенство А.А.Карацубы о количестве нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна
лежащих в коротких промежутках критической прямой, притом для промежутков,
имеющих более короткую длину.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты, полученные в диссер-

тации, носят теоретический характер. Они могут найти применения в аналитической

теории чисел при дальнейших исследованиях нулей рядов Дирихле, в том числе линей-

ных комбинациях L – рядов Дирихле, для которых не выполняется гипотеза Римана

о нулях в критической полосе. Материалы диссертации могут использованы при чте-

нии специальных курсов для студентов и магистров в высших учебных заведениях,

обучающихся по специальности «Математика».
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ШАРҲИ МУХТАСАР

Диссертатсияи Хайруллоев Шамсулло Амруллоевич «Нулҳои ҳосилаҳои
функсияи Харди ва Дэвенпорт-Хейлбронн, ки дар порчаҳои кӯтоҳи ха-
ти рости критикӣ мехобанд», ки барои дарёфти дараҷаи илмии доктори
илмҳои физикаю математика аз рӯи ихтисоси 01.01.06–Мантиқи матема-
тикӣ, алгебра ва назарияи ададҳо пешниҳод шудааст

Вожаҳои калидӣ: ҷуфти экспоненсиалӣ, хати рости критикӣ, функсияи Харди,
оптимизатсияи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ, функсияи Девенпорт-Хейлбронн, суммаи мах-
суси тригонометрӣ, баҳои аз рӯи параметрҳо мунтазам.

Объекти таҳқиқот. Объектҳои таҳқиқот ин тадқиқи нулҳои ҳосилаҳои тартиби
j -юми функсияи Харди, ки дар хати рости критикӣ мехобанд, баҳои суммаҳои махсус
ва каратии тригонометрӣ ва нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои
кӯтоҳи хати рости критикӣ хобанда мебошанд.

Мақсади таҳқиқот. Мақсади кори диссертатсионӣ дар маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои
экспоненсиалӣ ёфтани сарҳади поёнии дарозии порчаи хати рости критикӣ, ки дорои
нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j – юми функсияи Харди мебошад, гирифтани
баҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳо барои суммаҳои махсуси тригонометрӣ дар
маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои экспоненсиалӣ, пурзӯр намудани нобаробарии А.А.Каратсуба
оиди миқдори нулҳои функсияи Девенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рости
критикӣ хобанда барои порчаҳое, ки дарозии кӯтоҳтар доранд.

Навгонии илмии таҳқиқот. Ҳамаи натиҷаҳои илмии диссертатсия нав буда, ха-
рактери назарявӣ дошта, аз инҳо иборатанд: масъалаи баҳои болоии бузургии дарозии
порчаҳои хати рости критикӣ, ки дорои нули тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j –юми
функсияи Харди мебошад, ба масъалаи оптимизатсия дар маҷмӯи ҳамаи ҷуфтҳои экс-
поненсиалӣ оварда шудааст; баҳоҳои нави болоии бузургиҳои дарозии порчаҳои хати
рости критикӣ, ки дорои нулҳои тартиби тоқи ҳосилаҳои тартиби j –юми функсияи
Харди мебошанд, гирифта шудааст; баҳоҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳо барои
суммаҳои махсуси тригонометрии Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 дар истилоҳи ҷуфтҳои экспонен-
сиалӣ, ки ҳангоми тадқиқи нулҳои тартиби тоқи функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн дар
порчаҳои кӯтоҳи хати рости критикӣ хобанда ба миён меоянд, гирифта шудааст; бо ис-
тифода аз баҳоҳои нави мунтазам аз рӯи параметрҳои суммаҳои тригонометрӣ, масъа-
лаи баҳодиҳии миқдори нулҳои тартиби тоқи функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн ба мас-
ъалаи ҷустуҷӯи чуфтҳои экспоненсиалӣ оварда шудааст; нобаробарии А.А.Каратсуба
оиди миқдори нулҳои функсияи Дэвенпорт-Хейлбронн дар порчаҳои кӯтоҳи хати рос-
ти критикӣ хобанда пурзӯр карда шуда, барои порчаҳои дарозиашон кӯтоҳтар исбот
карда шудааст.

Арзишҳои назариявӣ ва амалӣ. Натиҷаҳои дар диссертатсия ба даст

овардашуда хусусияти назариявӣ доранд. Онҳо метавонанд дар рушди назарияи ана-

литикии ададҳо дар таҳқиқотҳои минбаъдаи нулҳои қаторҳои Дирихле, аз ҷумла ком-

бинатсияи хаттии L – қаторҳои Дирихле, ки барои онҳо гипотезаи Риман оиди нулҳо

дар тасмаи критикӣ иҷронашавандаанд, истифода шаванд. Маводҳои диссертатсия-

ро метавон ҳангоми хондани курсҳои махсус барои донишҷӯёни курсҳои болоӣ ва

магистрони донишгоҳҳои олӣ аз рӯйи ихтисоси «Математика» истифода бурд.
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SUMMARY

of the dissertation of Khairulloev Shamsullo Amrulloevich on the topic «Zeros
of the derivatives of Hardy and Davenport-Heilbronn functions lying in short
intervals of the critical line», submitted for the degree of Doctor of Physical and
Mathematical Sciences in the specialty 01.01.06 - Mathematical Logic, Algebra
and Theory numbers

Key words: exponential pair, critical line, Hardy function, optimization of exponential
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Research objects: The objects of study are the zeros of the j -th order derivative of the
Hardy function lying on the critical line, the estimate of special and multiple trigonometric
sums, and the zeros of the Davenport-Heilbronn function in short intervals of the critical
line.

Purpose of research: The purpose of the dissertation work is to find, for the set of all
exponential pairs, the infimum of the length of the interval of the critical line containing
the zero of the odd order of the j -th order derivative of the Hardy function, to obtain
new estimates of special trigonometric sums uniform in parameters in terms of exponential
pairs, amplification of AA Karatsuba’s inequality on the number of zeros of the Davenport-
Heilbronn function lying in short intervals of the critical line for intervals having a shorter
length.

Scientific novelty. All the main results of the dissertation are new, of theoretical
interest and are as follows: the problem of estimating from above the length of the interval
of the critical line, which obviously contains the zero of the odd order of the j th order
derivative of the Hardy function, is reduced to an optimization problem over the set of all
exponential pairs; new upper bounds are found for the lengths of intervals of the critical line,
which certainly contain zeros of odd order of the j -th order derivative of the Hardy function;
new estimates of the trigonometric sums Wj(T ) , j = 0; 1; 2; 3 , uniform in parameters, are
obtained in terms of exponential pairs that arise in the study of zeros of odd order of the
Davenport-Heilbronn function in short intervals of the critical line ; using new estimates
of trigonometric sums uniform in parameters, the problem of estimating the number of
zeros of an odd order of the Davenport-Heilbronn function is reduced to the problem of
finding exponential pairs; the inequality of A.A. Karatsuba about the number of zeros of
the Davenport-Heilbronn function lying in short intervals of the critical line is strengthened,
moreover, for intervals that have a shorter length.

Theoretical and practical value. The results obtained in the dissertation are of a

theoretical nature. They can find applications in analytic number theory in further studies of

the zeros of Dirichlet series, including linear combinations of L – Dirichlet series, for which

the Riemann hypothesis about zeros in the critical strip does not hold. The dissertation

materials can be used when reading special courses for students and masters in higher

educational institutions studying in the specialty «Mathematics».


