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Обозначения

𝑒(𝛼) = 𝑒2𝜋𝑖𝛼 = cos 2𝜋𝛼 + 𝑖 sin 2𝜋𝛼 .

Теоремы, леммы и формулы нумеруются двумя индексами: номер главы, но

мер утверждения.

𝑐, 𝑐1, 𝑐2, · · · , — положительные постоянные, не всегда одни и те же.

𝜀–положительные сколь угодно малые постоянные.

𝑝, 𝑝1, 𝑝2, · · · — простые натуральные числа.

𝑛,𝑚, 𝑙, 𝑟, 𝑘, 𝑑 — целые либо натуральные числа в зависимости от контекста.

𝜙(𝑞) – функция Эйлера.

𝜇(𝑛) – функция Мёбиуса.

Λ(𝑛) – функция Мангольдта.

𝜏(𝑛) – число делителей числа 𝑛 .

𝜏𝑟(𝑛) – число решений уравнения 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑟 = 𝑛 в натуральных числах

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 .

Запись 𝐴 ≍ 𝐵 означает, что 𝑐1𝐴 ≤ 𝐵 ≤ 𝑐2𝐴 .

При положительном 𝐴 запись 𝐵 = 𝑂(𝐴) или 𝐵 ≪ 𝐴 означает, что суще

ствует 𝑐 > 0 такое, что |𝐵| ≤ 𝑐𝐴 .

(𝑎, 𝑏) – наибольший общий делитель чисел 𝑎 и 𝑏.

[𝑡] – целая часть числа 𝑡 .

{𝑡} – дробная часть числа 𝑡 .

‖𝑡‖ = min
(︁
{𝑡}, 1− {𝑡}

)︁
– расстояние до ближайшего целого числа;

𝑥 — достаточно большое положительное вещественное число;

𝑁 — достаточно большое натуральное число;

L𝑥 = ln𝑥 ;

L = ln𝑁 ;

L𝜇3
= ln (𝜇3𝑁)

1
3 ,
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Введение

Актуальность темы исследования. Настоящая диссертация явля

ется исследованием в аналитической теории чисел, относящимся к области

теории коротких тригонометрических сумм, и её приложениям к классиче

ским аддитивным проблемам с более жёсткими условиями, а именно, когда

слагаемые почти пропорциональны. Аддитивными проблемами называются

задачи о разложении целых чисел на слагаемые заданного вида, к которым

относятся теорема Лагранжа о представлении натуральных чисел суммой не

более четырёх квадратов натуральных чисел и её обобщение, предложенное

Варингом [1] в 1770 г., которое утверждает, что последовательность, образо

ванная фиксированной степенью 𝑛 чисел натурального ряда, образует в нём

базис конечного порядка 𝐺(𝑛), то есть каждое достаточно большое натураль

ное число 𝑁 может быть представлено в виде

𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑟 = 𝑁, (1)

где 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 — натуральные числа и количество слагаемых 𝑟 не превос

ходит фиксированной величины 𝐺(𝑛) , называемой порядком базиса последо

вательности {𝑥𝑛}, или функцией Харди.

Эти классические аддитивные задачи с дополнительным условием «с по

чти пропорциональными слагаемыми» впервые изучил английский матема

тик Мейтленд Райт в тридцатые годы прошлого века. Остановимся на неко

торых его результатах.

• В работах [2, 3] он показал, что если 𝑟 ≥ 5 , 𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 — фиксированные

положительные числа, 𝜇1 + 𝜇2 + . . .+ 𝜇𝑟 = 1 ,

𝛼 =
𝑟 − 4

4(𝑟 − 3)
, 𝑟 = 5, 6, 7; 𝛼 =

𝑟 − 2

2(2𝑟 − 1)
, 𝑟 ≥ 8,

и 0 < 𝛽 < 𝛼 , тогда любое натуральное число 𝑁 представимо в виде

𝑁 = 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑟, |𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≪ 𝑁 1−𝛽.
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• В работе [4] доказал, что, если 𝛾 , 𝜇1 , 𝜇2 , 𝜇3 , 𝜇4 — произвольные поло

жительные числа, 𝜇1+𝜇2+𝜇3+𝜇4 = 1 , 𝑁 = 2𝜉𝑁1 , 𝑁1 — нечётное целое

число, 𝑁1 > 𝑁0 = 𝑁0(𝛾, 𝜇1, . . . , 𝜇4) , и выполняется условие

|𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝛾𝜇𝑖𝑁, 𝑖 = 1, 2, 3, 4,

тогда число 𝑁 представимо в виде

𝑁 = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24; (2)

если же 𝑁 нечётное число то оно представимо в виде (2) при условии

𝑥𝑖 =
1

2
𝑁

1
2 (1 + 𝑜(1)), 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

• В работе ([5]) он доказал, что если 0 < 𝛽 < 0, 2 , то существует число 𝑐 ,

0 < 𝑐 < 5
12

(︀
1
5 − 𝛽

)︀
, что имеет место соотношение

#
{︀
𝑁 : 𝑁 ≤ 𝑋, 𝑁 ̸= 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24, |𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑛| ≪ 𝑁 1−𝛽

}︀
≪ 𝑋1−𝑐.

• В этой работе он также доказал, что если 0 < 𝛽 < 0, 2 , то существует

число 𝑐 , 0 < 𝑐 < 3
7

(︀
1
6 − 𝛽

)︀
, что для всех 𝑁 ̸= 4𝑎(8𝑙 + 7) , имеет место

соотношение

#
{︀
𝑁 : 𝑁 ≤ 𝑋, 𝑁 ̸= 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23, |𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≪ 𝑁 1−𝛽

}︀
≪ 𝑋1−𝑐.

• Мейтленд Райт, исследуя проблему Варинга с почти пропорциональны

ми слагаемыми [6, 7], доказал, пусть 𝑟 ≥ 𝑟0 , 𝐴1, . . . , 𝐴𝑟, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 — фик

сированные положительные числа, 𝜇1 + . . . + 𝜇𝑟 = 1, 0 < 𝛽 < 𝛼,

𝛼 = 𝛼1 =
5(𝑟 − 8)

3(13𝑟 − 32)
, при 9 ≤ 𝑟 ≤ 24, 𝛼 = 𝛼2 =

𝑟 − 4

3(3𝑟 − 2)
, при 𝑟 ≥ 24,

то существует 𝑁0 = 𝑁0(𝑛, 𝑟, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑟, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑟), такое, что для

всех 𝑁 > 𝑁0 уравнение (1) с условием |𝑥𝑛𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝐴𝑖𝑁
1−𝛽 разрешимо

в целых положительных числах.
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Аддитивные задачи с почти равными слагаемыми являются частным слу

чаем аддитивных задач с почти пропорциональными слагаемыми, так как

при 𝜇1 = . . . = 𝜇𝑟 аддитивная задача с почти пропорциональными слагаемы

ми превращается в задачу с почти равными слагаемыми.

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рацио

нальными числами, каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1 − æ] , æ𝜏 = 1 предста

вимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝜏, |𝜆| ≤ 1

𝑞𝜏
.

Через M(𝑃 ) обозначим те числа 𝛼 , для которых 𝑞 ≤ 𝑃 , 𝑃 < 𝑄 через

m(𝑃 ) обозначим оставшиеся 𝛼 . M(𝑃 ) и m(𝑃 ) соответственно называются

большими и малыми дугами.

Для произвольного фиксированного 𝑛 поведения коротких тригономет

рических сумм Г.Вейля вида

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚≤𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),

в больших дугах было исследовано З.Х.Рахмоновым и его учениками в рабо

тах [8–27]. Воспользовавшись этими работами в сочетании с работами [28–30],

были решены следующие аддитивные задачи с почти равными слагаемыми:

• проблема Варинга с почти равными слагаемыми в случаях 𝑛 = 3, 4, 5 ,

точнее были найдены [22, 31–34], асимптотические формулы для количе

ство решений диофантова уравнения (5) , с условиями⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑖 −

(︂
𝑁

2𝑛 + 1

)︂ 1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛 + 1, 𝐻 ≥ 𝑁

1
𝑛−𝜃(𝑛)+𝜀;

где

𝜃(3) =
1

30
, 𝜃(4) =

1

108
, 𝜃(5) =

1

340
.

• обобщение [8, 11, 29, 35–37] тернарной проблемы Эстермана с почти рав

ными слагаемыми о представлении достаточно большого натурального
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числа в виде

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁,

при 𝑛 = 2, 3, 4 , в простых числах 𝑝1 , 𝑝2 и натурального 𝑚 , с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚𝑛 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝐻 ≥ 𝑁 1−𝜃(𝑛)L 𝑐𝑛,

соответственно при

𝜃(2) =
1

4
, 𝑐2 = 2; 𝜃(3) =

1

6
, 𝑐3 = 3; 𝜃(4) =

1

12
, 𝑐4 =

40

3
.

Дж.Лю и T.Жан [38–42] исследовали в больших, так и малых дугах по

ведение коротких квадратичных тригонометрических сумм с простыми чис

лами, то есть при 𝑘 = 2 сумму вида

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),

воспользовавшись которой решили обобщение проблемы Эстермана для квад

ратов простых чисел с почти равными слагаемыми, о представлении доста

точно большого натурального числа 𝑁 , в виде

𝑁 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝𝑛3 , (3)

при 𝑛 = 2 , с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛3 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝐻 ≥ 𝑁

27
32+𝜀.

Актуальность и целесообразность диссертационной работы определяются

тем, что в ней получены правильные по порядку оценки интегралов по пери

оду от модулей коротких квадратичных и коротких кубических тригономет

рических сумм с простыми числами, изучено поведение коротких кубических

тригонометрических сумм с простыми числами 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) , и оно приложено

к решению проблемы Эстермана для кубов простых чисел с почти пропор

циональными слагаемыми, точнее к выводу асимптотической формулы для
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более редкой последовательности и с более общими условиями, а именно для

количества решений диофантова уравнения (3) при 𝑛 = 3 , с условиями

|𝑝𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2, |𝑝33 − 𝜇3𝑁 | ≤ 𝐻, 𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 1

для 𝐻 ≥ 𝑁 𝜃L 𝑐
𝜇3

, с возможно наименьшим 𝜃 .

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. Реше

ние классических аддитивных проблем привело к созданию новых методов в

теории чисел. Наиболее мощным и универсальным является круговой метод

Харди, Литтлвуда, Рамануджана в форме тригонометрических сумм И.М. Ви

ноградова. Воспользовавшись этим методом, был получен ряд выдающихся

результатов по решению классических аддитивных проблем, к которым от

носятся:

• решение проблемы Варинга в 1909 г. Д. Гильбертом [43, 44], что тем

самым он установил существование функции 𝐺(𝑛) ;

• новое доказательство проблемы Варинга Харди и Литтлвудом [45], и

именно они ввели функцию 𝐺(𝑛) и доказали, что

𝑛 < 𝐺(𝑛) ≤ 𝑛2𝑛−1ℎ; lim
𝑛→∞

ℎ = 1,

также при 𝑟 > (𝑛− 2)2𝑛−1 + 5 для числа 𝐽(𝑁) представлений числа 𝑁

в виду (1) нашли асимптотическую формулу вида

𝐽(𝑁) =
(Γ(1 + 1/𝑛))𝑟

Γ(𝑟/𝑛)
𝑁

𝑟
𝑛−1S+𝑂(𝑁

𝑟
𝑛−1−𝑐(𝑛,𝑟)), (4)

где S — некоторый особый ряд, сумма которого, как они показали, пре

восходит некоторое число 𝑐1(𝑛, 𝑟) и 𝑐1(𝑛, 𝑟) > 0 ;

• теорема И.М. Виноградова [46–49] о справедливости асимптотической

формулы Харди и Литтлвуда при

𝑟 ≥ 2[𝑛2(2 ln𝑛+ ln ln𝑛+ 3)];
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• доказанная в 1934 г. И.М. Виноградовым [50] принципиальная новая

оценка

𝐺(𝑛) < 𝑛(6 ln𝑛+ 10),

которую он несколько раз уточнял [51–54], и, наконец [55] в 1959 г. дока

зал, что

𝐺(𝑛) < 𝑛(2 ln𝑛+ 4 ln ln𝑛+ 2 ln ln ln𝑛+ 13);

• доказанная своим 𝑝–адическим методом оценка А.А. Карацубы [49, 56]

𝐺(𝑛) < 𝑛(2 ln𝑛+ 2 ln ln𝑛+ 12);

величина 𝐺(𝑛) найдена только для 𝑘 = 2 и 𝑘 = 4 , именно 𝐺(2) = 4 ,

𝐺(4) = 16 , что доказали Лагранж и Давенпорт [57], Ю.В. Линник [58–

61] доказал, что 𝐺(3) ≤ 7 , Вон [62, 63] доказал, что асимптотическая

формула Харди и Литтлвуда (4) имеет место при 𝑟 = 8 и 𝑛 = 3 ;

• решение И.М. Виноградовым [46, 49, 64–66] в 1937 г. тернарной проблемы

Гольдбаха о представлении нечётного натурального числа как суммы

трёх простых чисел;

• решение Ю.В.Линником [67–71] проблемы Харди-Литлвуда о представ

лении всякого целого числа в виде суммы простого и двух квадратов

(сформулирована в 20-х гг. 20 в.);

• решение И.М. Виноградовым [49, 72] проблемы Гольдбаха – Варинга [73]

о том, что фиксированная степень 𝑛 простых чисел 𝑝 при любом нату

ральном 𝑛 образует базис конечного порядка 𝑉 (𝑛) в натуральном ряде,

что каждое достаточно большое натуральное 𝑁 может быть представ

лено в виде

𝑝𝑛1 + 𝑝𝑛2 + · · ·+ 𝑝𝑛𝑘 = 𝑁,

где 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 — простые числа и 𝑘 ≤ 𝑉 (𝑛) ; заметим, что в асимпто

тической формуле И.М. Виноградова вопрос положительности особого

ряда 𝜎 = 𝜎(𝑘;𝑁) , до 2009 г. оставался открытим;
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• В.Н. Чубариков [74, 75], используя свою теорию кратных тригономет

рических сумм с простыми числами [76, 77], являющейся дальнейшим

развитием метода оценок тригонометрических сумм с простыми числа

ми И.М. Виноградова, полностью решил проблему Гольдбаха – Варинга.

• теорема Эстермана [78] о представлении натурального числа 𝑁 > 𝑁0 в

виде

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚2 = 𝑁,

где 𝑝1 и 𝑝2 — простые числа, 𝑚 — целое число.

Существенный вклад в исследованиях аддитивных задач с почти про

порциональными слагаемыми и являющихся их частным случаем — с почти

равными слагаемыми, а также в изучениях поведения коротких тригономет

рических сумм Г. Вейля, возникающих при решении этих проблем внесли

М.Райт [2–7] И.М.Виноградов [46, 79], С.Б.Хейзелгроув [80], В. Статулявы

чус [81], Цзя Чаохуа [82–85], Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо [86], Т.Жан [87],

Дж.Лю и T.Жан [38–42].

Связь работы с научными программами (проектами), темами

Данное диссертационное исследование выполнено в рамках реализации следу

ющих проектов научно-исследовательской работ института математики им.

А. Джураева Национальной Академии наук Таджикистана:

• «Поведение тригонометрических сумм, их приложения в аддитивных

проблемах теории чисел, избранные задачи теории приближении функ

ций», ГР 0116TJ00532, с 2016 года по 2020 годов;

• «Оценка коротких смешанных тригонометрических сумм и их приложе

ния к теории нулей специальных рядов Дирихле», ГР 0121TJ1178, с 2021

года по 2025 годов.



12

Общая характеристика работы

Цель исследования. Целью работы является изучение поведения ин

тегралов по периоду от модулей коротких квадратичных и коротких кубиче

ских тригонометрических сумм с простыми числами, и поведения коротких

кубических тригонометрических сумм с простыми числами и их приложе

ния к выводу асимптотической формулы в проблеме Эстермана для кубов

простых чисел с почти пропорциональными слагаемыми.

Задачи исследования. В соответствие с поставленной целю выделяют

ся следующие задачи:

1. оценка средних значений коротких квадратичных и коротких кубиче

ских тригонометрических сумм с простыми числами;

2. исследование поведения коротких кубических тригонометрических сумм

с простыми числами в малой окрестности центра больших дуг;

3. оценка коротких кубических тригонометрических сумм с простыми чис

лами в больших дугах за исключением малой окрестности их центров;

4. исследование проблемы Эстермана для кубов простых чисел с почти

пропорциональными слагаемыми, то есть вывод асимптотической фор

мулы для количества представлений достаточно большого натурального

числа в виде суммы трёх почти пропорциональных слагаемых, два из

которых — простые числа, а третье является кубом простого числа;

Научная новизна исследования. Все основные результаты диссер

тации являются новыми, представляют теоретический интерес и состоят в

следующем:

• обобщена теорема Хуа Ло-кена для коротких квадратичных и коротких

кубических тригонометрических сумм с простыми числами, а именно

найдены правильные по порядку оценки интегралов по периоду от сте

пени модуля этих сумм;
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• доказана асимптотическая формула с остаточным членом для коротких

кубических тригонометрических сумм Г. Вейля с простыми числами в

малой окрестности центров больших дуг;

• найдена нетривиальная оценка коротких кубических тригонометриче

ских сумм с простыми числами в больших дугах за исключением малой

окрестности их центров;

• доказана асимптотическая формула в проблеме Эстермана для кубов

простых чисел с почти пропорциональными слагаемыми.

Теоретическая и научно-практическая значимость работы. Ре

зультаты, полученные в диссертации, носят теоретический характер. Они

могут найти применение в аналитической теории чисел при исследованиях

проблем теории коротких тригонометрических сумм с простыми числами

и аддитивных задач с простыми числами. Материалы диссертации также

могут быть использованы при чтении специальных курсов для студентов

и магистров в высших учебных заведениях, обучающихся по специальности

«Математика».

Методы исследования. В основе исследований лежат современные ме

тодов аналитической теории чисел, а именно:
• методы 𝐿-рядов Дирихле, методы Ю.В. Линника и Н.Г. Чудакова, ос

нованные на плотности нулей 𝐿-рядов Дирихле в критической полосе;

• метод оценки специальных тригонометрических сумм и интегралов Ван

дер Корпута.

• круговой метод Г. Харди, Д. Литтлвуда и С. Рамануджана в форме три

гонометрических сумм И.М. Виноградова.

Объект исследования. Объектами исследования являются интегралы

по периоду от модулей коротких квадратичных и коротких кубических три

гонометрические сумм с простыми числами, короткие кубические тригоно

метрические суммы с простыми числами, тернарные диофантовы уравнения
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Эстермана для кубов простых чисел с почти пропорциональными слагаемы

ми, малая окрестность центров больших дуг, большие дуги за исключением

малой окрестности их центров, малые дуги

Предмет исследования. Предметом исследования является получение

правильной по порядку оценки интегралов по периоду от модулей коротких

квадратичных и коротких кубических тригонометрических сумм с простыми

числами, асимптотической формулы для короткой кубической тригономет

рической суммы Г. Вейля с простыми числами в малой окрестности центров

больших дуг, нетривиальной оценки короткой кубической тригонометриче

ской суммы с простыми числами в больших дугах за исключением малой

окрестности их центров, и асимптотической формулы для количества пред

ставлений большого натурального числа в виде суммы трёх почти пропор

циональных слагаемых, два из которых — простые числа, а третье является

кубом простого числа.

Личный вклад соискателя учёной степени. Задачи исследования

были сформулированы научным руководителем работы, который оказывал

консультативное содействие. Основные результаты диссертационной работы,

отраженные в разделе «Научная новизна», кроме пунктов 2 и 3 получены

лично автором. Результаты пунктов 2 (параграф 1.3) и 3 (параграф 1.4) по

лучены совместно с А.А. Собировым и опубликованы в [1-A, 2-A].

Соответствия диссертации паспорту научной специальности

(формуле и области исследования). Диссертационная работа выполнена

по специальности 01.01.06 - Математическая логика, алгебра и теория чисел

и является разделом аналитической теории чисел, указанной в пункте III

параграфа 3 паспорта научной специальности.

Положения, выносимые на защиту.

1. теорема об обобщении оценки Хуа Ло-кена для коротких квадратичных

тригонометрические сумм с простыми числами;
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2. теорема об обобщении оценки Хуа Ло-кена для коротких кубических

тригонометрических сумм с простыми числами;

3. теорема об асимптотической формуле с остаточным членом для корот

ких кубических тригонометрических сумм Г. Вейля с простыми числами

в малой окрестности центров больших дуг;

4. теорема об оценке коротких кубических тригонометрических сумм с про

стыми числами в больших дугах за исключением малой окрестности их

центров;

5. теорема об асимптотической формуле для количества представлений до

статочно большого натурального числа в виде суммы трёх почти про

порциональных слагаемых, два из которых — простые числа, а третье

является кубом простого числа.

Степень достоверности проведенных исследований. Достовер

ность научных результатов диссертационной работы обеспечивается стро

гими математическими доказательствами всех утверждений, приведённых в

диссертации, подтверждается исследованиями других авторов.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссер

тации докладывались на следующих семинарах и конференциях:
• республиканская научно-теоретическая конференция «Современные про

блемы алгебры и теории чисел», посвящённая 90-летию со дня рождения

профессора Гафура Бабаевича Бабаева, Душанбе, 27 ноября 2018 года;

• международная конференция «Современные проблемы и приложе

ния алгебры, теории чисел и математического анализа», посвящённая

60-летию академика Рахмонова З.Х. и члена-корреспондента Академии

наук Республики Таджикистана Исхокова С.А., Душанбе, 13-14 декабря

2019 года;

• международная научная конференция «Современные проблемы матема

тики, проблемы и их пути решения», г. Термез. Узбекистан. 21—23 ок

тября 2020 года;
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• международная конференция «Актуальные проблемы современной мате

матики», посвящённая 80-летию со дня рождения доктора физико-мате

матических наук, профессора Темура Собирова, Душанбе, 25-26 июня

2021 года;

• международная конференция «Современные проблемы теории чисел и

математического анализа», посвящённой 80–летию с дня рождения док

тора физика–математических наук, профессора Дододжона Исмоилова,

Душанбе, 29–30 апреля 2022 года.

• семинар отдела алгебры, теории чисел и топологии (2013 – 2016 гг.) и

общеинститутский семинар (2014 – 2016 гг.) в Институте математики

им. А. Джураева АН Республики Таджикистан;

• семинар кафедры алгебры и теории чисел Таджикского национального

университета.

Публикации по теме диссертации. Основные результаты диссерта

ции опубликованы в восьми научных работах. Работы [1-A, 2-A, 3-A, 4-A]

опубликованы в журналах из перечня рецензируемых научных журналов и

изданий, рекомендованных ВАК при Президенте Республики Таджикистан.

Три работы написаны автором лично. Четыре работы написаны в соавторстве

с А.А. Собирова, а также с научным руководителем, которому принадлежат

постановка задач. Одна работа написана совместно с А.А. Собирова.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из обозначе

ний, введения, общей характеристики работ, двух глав, заключения, списка

цитированной литературы из 127 наименований, занимает 124 страниц маши

нописного текста и набрана на редакторе LATEX.
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Глава 1

Анализ литературы по коротким тригонометрическим

суммам с простыми числами и аддитивным задачи с

почти пропорциональными слагаемыми

В этой главе излагается анализ изученной литературы по теме диссер

тационной работы, приводятся основы теоретико-методологического исследо

вания, анализ существующих проблем и полученных результатов, а также

нерешенные задачи по теме диссертационной работы.

1.1. Краткий исторический обзор по коротким квадратичным и

кубическим тригонометрическим суммам с простыми числами

Г.Вейль [88] построил метод, с помощью которого, в частности, впер

вые получил нетривиальную оценку тригонометрических сумм вида

𝑇𝑛(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚≤𝑥

𝑒 (𝛼𝑚𝑛) ,

которые в его честь И.М.Виноградов [46] назвал суммами Вейля. Глубо

ким усилением метода Вейля является метод тригонометрических сумм

И.М.Виноградова, применившим его к решению многих проблем теории чи

сел.

Хуа Ло–кен [89, 90] для средних значений сумм Вейля доказал следую

щую оценку
1∫
0

|𝑇𝑛(𝛼, 𝑥)|2
𝑘

≪ 𝑥2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

В работах [22, 91–94] оценка Хуа Ло-кена обобщена для коротких триго

нометрических сумм Вейля вида

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚<𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),
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при 𝑛 = 3; 4; 5 , то есть для среднего значения 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) — сумм Г.Вейля,

переменное суммирование которых принимает значения из коротких интер

валов, получены правильные по порядку оценка вида
1∫
0

|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑘

𝑑𝛼 ≪ 𝑦2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Эти оценки были приложены при выводе асимптотических формул в пробле

ме Варинга c почти равными слагаемыми [22, 31, 33, 34].

При решении аддитивным задачи с почти пропорциональными слагаемы

ми, причём когда слагаемые являются степенями простых чисел возникает

задача об оценке средних значений коротких тригонометрических сумм с про

стыми числами вида

S𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

𝑒(𝛼𝑝𝑘).

В теоремах 2.1 и 2.2 соответственно получены правильные по порядку

оценки интегралов по периоду от степени модулей коротких квадратичных и

коротких кубических тригонометрических сумм с простыми числами.

Короткую тригонометрическую сумму с простыми числами впервые оце

нил И.М.Виноградов [46]. Применяя свой метод оценок сумм с простыми

числами он доказал, что если 𝛿 ≤ 1
6 — произвольное малое положительное

постоянное и ⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑥,

то для короткой линейной тригонометрической суммы с простыми числами,

имеет место оценка

S1(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑦 exp

(︂
ln2 L𝑥

ln(1 + 𝛿)
+ 𝜎 lnL𝑥

)︂(︃
𝑥

2+𝛿
3

𝑦
+

1

𝑞

)︃1/2

.

Это оценка становится нетривиальной, если

exp(𝑐 ln2 L𝑥) ≪ 𝑞 ≪ 𝑥1/3, 𝑦 > 𝑥2/3+𝜀.
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В этой работе И.М.Виноградов подчеркнул, что для малых 𝑞 (𝑞 ≤ exp(L 𝛽
𝑥 ) ,

𝛽 — правильная дробь, немногим превосходящая 0,5) весьма точные оценки

суммы S1(𝛼;𝑥, 𝑦) являются непосредственным следствием известных теорем,

относящихся к распределению простых чисел в арифметических прогресси

ях, но только при условии, если 𝑦 есть величина порядка близкого к 𝑥 и

𝛼 — рациональное число вида 𝑎
𝑞 , где (𝑎, 𝑞) = 1 . Для величин 𝑦 , порядок ко

торых меньше порядка 𝑥 (то есть 𝑦 = 𝑥𝜃 , 𝜃 < 1), и произвольных 𝛼 вопрос

оставался открытым.

Сумму S1(𝛼;𝑥, 𝑦) впервые для всех значений 𝛼 исследовал английский

математик К.В.Хазелгров [80]. Он получил для суммы S1(𝛼;𝑥, 𝑦) нетриви

альную оценку в m(L 𝑏
𝑥 ) и асимптотическую формулу M(L 𝑏

𝑥 ) при

𝑦 ≥ 𝑥𝜃, 𝜃 =
63

64
+ 𝜀.

Наилучший результат принадлежит Т. Жан [87]. Он, пользуясь методом

работы Пан Чен-дона и Пан Чен-бьяо и оценкой М. Ютилы [95] о четвёр

том моменте 𝐿-функций Дирихле в критической прямой, доказал для суммы

S1(𝛼;𝑥, 𝑦) асимптотическую формулу в M(L 𝑏
𝑥 ) и нетривиальную оценку в

m(L 𝑏
𝑥 ) при

𝑦 ≥ 𝑥𝜃, 𝜃 =
5

8
+ 𝜀.

В случае, когда 𝛼 — рациональное число вида 𝑎
𝑞 , (𝑎, 𝑞) = 1 , получены

нетривиальные оценки для более коротких сумм 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) . В 1986 г.Балог и

Перелли [96] доказали нетривиальную оценку для 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) при

𝑦 ≫ 𝑥
3
5L 200

𝑥 ,

а Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо [97] доказали такую же оценку при

𝑦 ≫ 𝑥
7
12 + 𝜀.

Впервые исследуя короткие нелинейные тригонометрические суммы с

простыми числами И.М.Виноградов [46], при 𝑥
2
3+𝜀1𝑞 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 и 𝑞 ≥ L 𝜀2

𝑥
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в случае, когда 𝛼 — рациональное число вида 𝑎
𝑞 , (𝑎, 𝑞) = 1 , получил оценку

S𝑘
(︂
𝑎

𝑞
;𝑥, 𝑦

)︂
=

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

𝑒

(︂
𝑎𝑝𝑘

𝑞

)︂
≪ 𝑦𝑞−

1
2+𝜀,

где 𝜀 , 𝜀1 , 𝜀2 — произвольные малые положительные постоянные.

Короткую квадратичную тригонометрическую сумму с простыми числа

ми 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) для всех значений 𝛼 исследовали Дж.Лю и T.Жан [38]. В

предположении справедливости расширенной гипотезы Римана, они при

𝑦 ≥ 𝑥
2
3+𝜀,

доказали, что для вского 𝐴 > 0 существуют постоянные 𝑐𝑖 > 0 , 𝑖 = 1, 2, 3 ,

что имеет место соотношение

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑀(𝛼;𝑥, 𝑦) +𝑂

(︂
𝑦

L 𝐴
𝑥

)︂
, 𝑞 ≤ L 𝑐1

𝑥 , |𝜆| ≤ 1

𝑥𝑦L 𝑐2
𝑥
;

𝑂

(︂
𝑦

L 𝐴
𝑥

)︂
, в противном случае,

(1.1)

где

𝑀(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

(ℎ,𝑞)=1

𝑒

(︂
−𝑎ℎ

𝑘

𝑞

)︂ 𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢, 𝜏 =
𝑦3

𝑥L 𝑐3
𝑥
.

Воспользовавшись методом оценки тригонометрических сумм с простыми

числами И.М.Виноградова, плотностной теоремой для нулей 𝐿-рядов Дирих

ле в узких прямоугольниках критической полосы и теоремой М.Ютилы [95] о

четвёртом моменте 𝐿-функций Дирихле в критической прямой, такую оцен

ку они получили безусловно при

𝑦 ≥ 𝑥
11
16+𝜀.

А.В.Кумчев [98] получил нетривиальную оценку суммы 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в ма

лых дугах m(𝑃 ) , 𝜏 = 𝑥𝑘−
2

2𝑘+3𝑃−1 при 𝑦 ≥ 𝑥1−
1

2𝑘+3+𝜀 .
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З.Х. Рахмонов и Ф.З. Рахмонов [99–101], пользуясь методом работы [102]

и результатами работ [103–105], показали, что если 𝐴 — абсолютная постоян

ная, то при

𝑦 ≥ 𝑥
4
5L 8𝐴+151

𝑥 ,

на малых дугах m
(︁
L

32(𝐴+20)
𝑥

)︁
, 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L

−32(𝐴+20)
𝑥 , справедлива оценка

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

.

1.2. Краткий исторический обзор по аддитивным задачи с почти

пропорциональными слагаемыми

Аддитивные задач и с почти пропорциональными слагаемыми сфор

мулировал и впервые изучил английский математик Мейтленд Райт в трид

цатые годы прошлого века. К аддитивным задачам, которые он исследовал с

почти пропорциональными слагаемыми, относятся теорема Лагранжа о пред

ставлении натуральных чисел суммой не более четырёх квадратов натураль

ных чисел и её обобщение, предложенное Варингом [1] в 1770 г., которое

утверждает, что последовательность, образованная фиксированной степенью

𝑛 чисел натурального ряда, образует в нём базис конечного порядка 𝐺(𝑛),

то есть каждое достаточно большое натуральное число 𝑁 может быть пред

ставлено в виде

𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑟 = 𝑁, (1.2)

где 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 — натуральные числа и количество слагаемых 𝑟 не превос

ходит фиксированную величину 𝐺(𝑛) , называемую порядком базиса последо

вательности {𝑥𝑛}, или функцией Харди. Их вкратце можно характеризовать

следующим образом:
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• в работах [2, 3] показано, что, если 𝑟 ≥ 5 , 𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 — фиксированные

положительные числа, 𝜇1 + 𝜇2 + . . .+ 𝜇𝑟 = 1 ,

𝛼 =
𝑟 − 4

4(𝑟 − 3)
, 𝑟 = 5, 6, 7, 𝛼 =

𝑟 − 2

2(2𝑟 − 1)
, 𝑟 ≥ 8,

и 0 < 𝛽 < 𝛼 , тогда любое натуральное число 𝑁 представимо в виде

𝑁 = 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑟, |𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | = 𝑂(𝑁 1−𝛽);

• в работе [4] доказано, что если 𝛾 , 𝜇1 , 𝜇2 , 𝜇3 , 𝜇4 — произвольные поло

жительные числа, 𝜇1+𝜇2+𝜇3+𝜇4 = 1 , 𝑁 = 2𝜉𝑁1 , 𝑁1 — нечётное целое

число, 𝑁1 > 𝑁0 = 𝑁0(𝛾, 𝜇1, . . . , 𝜇4) , и выполняется условие

|𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝛾𝜇𝑖𝑁, 𝑖 = 1, 2, 3, 4,

тогда число 𝑛 представимо в виде

𝑁 = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24; (1.3)

• в работе [5] доказано, что, если 0 < 𝛽 < 0, 2 , то количество чисел 𝑁 , не

превосходящих 𝑋 и которые при выполнении условия

|𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≪ 𝑁 1−𝛽, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, (1.4)

не представимы в виде (1.3), равно 𝑂(𝑋1−𝑐) , где 0 < 𝑐 < 5
12

(︀
1
5 − 𝛽

)︀
, то

есть

#
{︀
𝑁 : 𝑁 ≤ 𝑋, 𝑁 ̸= 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24, |𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≪ 𝑁 1−𝛽

}︀
≪ 𝑋1−𝑐;

• в работе [5] также доказано, что если 0 < 𝛽 < 0, 2 , то количество чисел

𝑁 , не превосходящих 𝑋 , и которые не имеют форму 4𝑎(8𝑙 + 7) , при

условии выполнения условия (1.4) не представимы в виде

𝑁 = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23,

равно 𝑂(𝑋1−𝑐) , где 0 < 𝑐 < 3
7

(︀
1
6 − 𝛽

)︀
;
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• Мейтленд Райт [6, 7], исследуя проблему Варинга с почти пропорцио

нальными слагаемыми, доказал, пусть 𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 — фиксированные по

ложительные числа, 𝜇1 + . . .+ 𝜇𝑟 = 1, 𝑟 ≥ 𝑟0,

0 < 𝛽 < 𝛼 = min

(︂
𝑟 − 4

4(𝑟 − 3)
,

𝑟 − 2

2(𝑟 − 1)

)︂
, 𝛾 =

𝑟

𝑘
− 1− (𝑟 − 1)𝛽,

I(𝑁) — число решений уравнения (1.2) относительно 𝑥1, . . . , 𝑥𝑟 с усло

вием |𝑥𝑛𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝐴𝑖𝑁
1−𝛽 , тогда справедлива асимптотическая фор

мула

I(𝑁) =
𝑐 (
∏︀
𝜇𝑖)

𝛼−1

𝑛𝑟Γ(𝑟)
S(𝑁)𝑁𝛾 +𝑂

(︀
𝑁𝛾−𝑑

)︀
,

где 𝑐 = 𝑐(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠) — абсолютная постоянная, 𝑑 = 𝑑(𝑟, 𝛽) > 0.

Если в аддитивной задаче с почти пропорциональными слагаемыми

𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 равны между собой, то есть 𝜇1 = . . . = 𝜇𝑟 = 1
𝑟 , то она превра

щается в задачу с почти равными слагаемыми.

З.Х.Рахмонов с учениками в работах [8, 10, 11, 13, 22] в больших дугах

полностью изучили поведения коротких тригонометрических сумм Г.Вейля

вида

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚≤𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),

для произвольного фиксированного 𝑛 , пользуясь которыми доказали

• асимптотическую формулу в проблеме Варинга с почти равными сла

гаемыми в случаях 𝑛 = 3, 4, 5 , точнее были найдены [22, 31, 33, 34],

асимптотические формулы для количества решений диофантова уравне

ния (1.2), с условиями⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑖 −

(︂
𝑁

2𝑛 + 1

)︂ 1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛 + 1, 𝐻 ≥ 𝑁

1
𝑛−𝜃(𝑛)+𝜀;

где

𝜃(3) =
1

30
, 𝜃(4) =

1

108
, 𝜃(5) =

1

340
.
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• асимптотическую формулу в обобщении тернарной проблемы Эстерма

на с почти равными слагаемыми о представлении достаточно большого

натурального числа в виде

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁,

при 𝑛 = 2, 3, 4 , в простых числах 𝑝1 , 𝑝2 и натурального 𝑚 , с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚𝑛 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝐻 ≥ 𝑁 1−𝜃(𝑛)L 𝑐𝑛,

соответственно при

𝜃(2) =
1

4
, 𝑐2 = 2;

𝜃(3) =
1

6
, 𝑐3 = 3;

𝜃(4) =
1

12
, 𝑐4 =

40

3
.

Т. Жан и Дж. Лю [40] решили обобщение проблемы Эстермана для квад

ратов простых чисел с почти равными слагаемыми, о представлении доста

точно большого натурального числа 𝑁 , в виде

𝑁 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝𝑛3 ,

при 𝑛 = 2 , с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛3 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝐻 ≥ 𝑁 𝜃,

и воспользовавшись для суммы 𝑆2(𝛼, 𝑥, 𝑦) оценкой (1.1) доказали асимптоти

ческую формулу

• условно (в предположении справедливости расширенной гипотезы Рима

на), при

𝜃 =
5

6
+ 𝜀;

• безусловно при

𝜃 =
27

32
+ 𝜀.
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Глава 2

Короткие квадратичные и кубические

тригонометрические суммы с простыми числами

2.1. Вспомогательные леммы

Лемма 2.1. Пусть действительная функция — 𝑓(𝑢), и монотонная

функция — 𝑔(𝑢) удовлетворяют условиям: 𝑓 ′(𝑢) — монотонна, |𝑓 ′(𝑢)| ≥
𝑚1 > 0 и |𝑔(𝑢)| ≤𝑀 . Тогда справедлива оценка:

𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑢)𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢≪ 𝑀

𝑚1
.

Доказательство см. [106]

Лемма 2.2. Пусть действительная функция–𝑓(𝑢), и монотонная

функция–𝑔(𝑢) удовлетворяют условиям: 𝑓 ′(𝑢) — монотонна, |𝑓 ′′(𝑢)| ≥
𝑚2 > 0 и |𝑔(𝑢)| ≤𝑀 . Тогда справедлива оценка:

𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑢)𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢≪ 𝑀
√
𝑚2

.

Доказательство см. [106]

Лемма 2.3. Пусть 2 ≤ 𝑇0 ≤ 𝑥, 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули

функции 𝐿(𝑠, 𝜒). Тогда

𝜓(𝑥, 𝜒) = 𝐸0𝑥−
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

𝑥𝜌

𝜌
+𝑅1(𝑥, 𝑇0, 𝜒), 𝑅1(𝑥, 𝑇0, 𝜒) ≪

𝑥L 2
𝑥

𝑇0
,

где 𝐸0 = 1, если 𝜒 = 𝜒0 ; 𝐸0 = 0, если 𝜒 ̸= 𝜒0 .

Доказательство см. [107]
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Лемма 2.4. При подходящем 𝑐 > 0 функция 𝐿(𝑠, 𝜒), 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 не

имеет нулей в области

𝜎 ≥ 1− 𝛿(𝑞, 𝑡), 𝛿(𝑞, 𝑡) =
𝑐

max(ln 𝑞, ln3/4(|𝑡|+ 3) ln3/4 ln(|𝑡|+ 3))
,

для всех характеров 𝜒 по mod 𝑞 , за исключением, быть может просто

го действительного нуля 𝛽1 у 𝐿–функции, определенной исключительным

характером 𝜒1 .

Доказательство см. [108]

Лемма 2.5. Число нулей 𝜌 функции 𝐿(𝑠, 𝜒), 𝜒 (mod 𝑞), для которых

𝑇 ≤ |𝛾| ≤ 𝑇 + 1, не превосходит ln 𝑞𝑇 .

Доказательство см. [109].

Лемма 2.6. Для любого 𝜀 > 0 существует 𝑐 = 𝑐(𝜀) такое, что если

𝜒1 — действительный характер по модулю 𝑞 и 𝛽1 — действительный нуль

𝐿(𝑠, 𝜒1), то

𝛽1 ≤ 1− 𝑐(𝜀)

𝑞𝜀
.

Доказательство см. [109].

Лемма 2.7. Пусть 𝜀 сколь угодна малая положительная постоянная,

и 𝑇
35
108+𝜀 ≤ 𝐻 ≤ 𝑇 , тогда справедливы оценки

∑︁
𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇 +𝐻,𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)) ≪

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑞𝐻)

4
3−2𝑢 (1−𝑢)(ln 𝑞𝐻)9, для

1

2
≤ 𝑢 ≤ 3

4
,

(𝑞𝐻)
2
𝑢 (1−𝑢)+𝜀, для

3

4
≤ 𝑢 ≤ 1,∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇 +𝐻,𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)) ≪ (𝑞𝐻)
8
3 (1−𝑢)(ln 𝑞𝐻)216.

Доказательство см. [110, 111].
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Лемма 2.8. Пусть 𝑎, 𝑘 и 𝑞 — натуральные числа, (𝑎, 𝑞) = 1,

𝜈𝑘(𝑞) — число вычетов степени 𝑘 по модулю 𝑞 ,

𝜏(𝜒, 𝑎, 𝑘) =

𝑞∑︁
ℎ=1

𝜒(ℎ)𝑒

(︂
𝑎ℎ𝑘

𝑞

)︂
,

Тогда имеет место неравенство

|𝜏(𝜒, 𝑎, 𝑘)| ≤ 2(𝜏(𝑞))
ln 𝑘
ln 2
√
𝑞.

Доказательство Утверждение леммы следует из задач 8.𝛼) и 8.𝛽) ,

стр. 103 учебника [112].

2.2. Среднее значение коротких квадратичных и кубических

тригонометрических сумм с простыми числами

Хуа Ло–кен [90] для средних значений сумм Вейля вида

𝑇𝑛(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚≤𝑥

𝑒 (𝛼𝑚𝑛)

получил правильную по порядку оценку
1∫
0

|𝑇𝑛(𝛼;𝑥)|2
𝑘

𝑑𝛼 ≪ 𝑥2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

В работах [22, 91–94] оценка Хуа Ло-кена обобщена для коротких тригоно

метрических сумм Вейля вида

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚<𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),

при 𝑛 = 3; 4; 5 , то есть для среднего значения 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) — сумм Г.Вейля,

переменное суммирование которых принимает значения из коротких интер

валов, получена правильная по порядку оценка вида
1∫
0

|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑘

𝑑𝛼 ≪ 𝑦2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,
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соответственно были приложены при выводе асимптотических формул в про

блеме Варинга c почти равными слагаемыми [22, 31, 33, 34].

В этом параграфе эта оценка Хуа Ло-кена обобщается для коротких квад

ратичных и коротких кубических тригонометрические сумм с простыми чис

лами, то есть при 𝑘 = 2, 3 для сумм вида

S𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

𝑒(𝛼𝑝3).

Теорема 2.1. Пусть 𝑥 и 𝑦 — натуральные числа,
√
𝑥 < 𝑦 ≤ 0, 01𝑥,

тогда имеет место оценка

1∫
0

|S2(𝛼;𝑥, 𝑦)|4 𝑑𝛼 ≪ 𝑦2+𝜀.

Доказательство. 1. Имеем

|S2(𝛼;𝑥, 𝑦)|2 =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝1≤𝑥

𝑒(𝛼(𝑝21 − 𝑝2)) =

=
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑝<𝑝1≤𝑥

𝑒(𝛼(𝑝21 − 𝑝2)) +
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝1<𝑝

𝑒(𝛼(𝑝21 − 𝑝2)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) =

=
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑝<𝑝1≤𝑥

𝑒(𝛼(𝑝21 − 𝑝2)) +
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝1≤𝑥

∑︁
𝑝1<𝑝≤𝑥

𝑒(𝛼(𝑝21 − 𝑝2)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) =

= 2
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑝<𝑝1≤𝑥

cos(2𝜋𝛼(𝑝21 − 𝑝2)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) =

= 2
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
0<𝑝1−𝑝≤𝑥−𝑝

cos(2𝜋𝛼(𝑝21 − 𝑝2)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦).

Переменную суммирования 𝑝1 , обозначая как 𝑝1 = 𝑝+ ℎ1 , имея в виду, что

𝑝21 − 𝑝2 = (𝑝1 − 𝑝)(𝑝1 + 𝑝) = ℎ1(2𝑝+ ℎ1),
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и обозначая через 𝒫 множество всех простых чисел, найдём

|S2(𝛼;𝑥, 𝑦)|2 = 2
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
0<ℎ1≤𝑥−𝑝
ℎ1+𝑝∈𝒫

cos(2𝜋𝛼ℎ1(2𝑝+ ℎ1)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) =

= 2
∑︁

0<ℎ1<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥
𝑝≤𝑥−ℎ1
ℎ1+𝑝∈𝒫

cos(2𝜋𝛼ℎ1(2𝑝+ ℎ1)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) =

= 2
∑︁

0<ℎ1<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥−ℎ1

ℎ1+𝑝∈𝒫

cos(2𝜋𝛼ℎ1(2𝑝+ ℎ1)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦).

Обозначая интервал изменения переменной 𝑝 в последней сумме через 𝒫1 ,

имея в виду, что

𝒫1 = 𝒫1(ℎ1) = (𝑥− 𝑦, 𝑥− ℎ1) ∩ (𝒫 − ℎ1),

где 𝒫 − ℎ1 множество всех сдвинутых простых чисел вида 𝑝1 − ℎ1 (то есть

𝒫1 множество простых чисел 𝑝 из интервала (𝑥 − 𝑦, 𝑥 − ℎ1) , причем 𝑝 + ℎ1

также является простым), имеем

|S2(𝛼, 𝑥, 𝑦)|2 =2
∑︁

0<ℎ1<𝑦

∑︁
𝑝∈𝒫1

cos(2𝜋𝛼ℎ1(2𝑝+ ℎ1)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦). (2.1)

Обозначая через 𝑟(ℎ) число решений диофантова уравнения

ℎ = ℎ1(ℎ1 + 2𝑝),

относительно ℎ1 и 𝑝 , или число решений диофантова уравнения ℎ = 𝑝21− 𝑝2 ,

относительно 𝑝1 и 𝑝 , 𝑥− 𝑦 < 𝑝 < 𝑝1 ≤ 𝑥 , то есть

𝑟(ℎ) =
∑︁

ℎ=ℎ1(ℎ1+2𝑝)
0<ℎ1<𝑦, 𝑝∈𝒫1

1 =
∑︁

ℎ=𝑝21−𝑝2

𝑥−𝑦<𝑝<𝑝1≤𝑥

1

представим правую часть формулы (2.1) в виде

|S2(𝛼;𝑥, 𝑦)|2 = 2
∑︁
ℎ

𝑟(ℎ)𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝛼ℎ) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦), (2.2)
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Так как ℎ > 0 , то с учётом следующего неравенства

ℎ = ℎ1(ℎ1+2𝑝) ≤ ℎ1(ℎ1+2𝑥−2ℎ1) = ℎ1(2𝑥−ℎ1) ≤ (𝑦−1)(2𝑥−1) = 2𝑥𝑦−2𝑥−𝑦+1,

имеем

𝑟(ℎ) ≤
∑︁

ℎ=ℎ1ℎ2

1 = 𝜏(ℎ) ≪ 𝑥0.4𝜀 ≪ 𝑦0.8𝜀. (2.3)

Из условий

𝑝 ∈ 𝒫1 = (𝑥− 𝑦, 𝑥− ℎ1) ∩ (𝒫 − ℎ1), 1 ≤ ℎ1 < 𝑦

следует неравенство

ℎ1(2𝑝+ ℎ1) ≥ 2𝑥− 2𝑦 − 1 = 2𝑥− 𝑦 ≥ 2𝑥− 0.01𝑥 = 1.99𝑥 > 0.

С другой стороны

|S2(𝛼;𝑥, 𝑦)|2 = 2
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑝<𝑝1≤𝑥

cos(2𝜋𝛼(𝑝21 − 𝑝2)) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) =

= 2
∑︁
ℎ

𝑠(ℎ) cos(2𝜋𝛼ℎ) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦), (2.4)

𝑠(ℎ) =
∑︁

ℎ=𝑝21−𝑝32
𝑥−𝑦<𝑝<𝑝1≤𝑥

1,

2𝑥− 𝑦 ≤ ℎ = 𝑝21 − 𝑝2 ≤ 2𝑥𝑦 − 𝑦2.

Далее в (2.4), полагая 𝛼 = 0 , находим

2
∑︁
ℎ

𝑠(ℎ) = S22(0;𝑥, 𝑦)− (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)) =

= (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦))2 − (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)) ≪ 𝑦2

L 2
𝑥

. (2.5)
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Умножая (2.2) и (2.4), интегрируя по 𝛼 , а затем пользуясь тем, что парамет

ры ℎ и ℎ1 положительны, найдём
1∫
0

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4𝑑𝛼 =

1∫
0

(︃
2
∑︁
ℎ

𝑟(ℎ) cos(2𝜋𝛼ℎ) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)

)︃
(︃
2
∑︁
ℎ′

𝑠(ℎ′) cos(2𝜋𝛼ℎ′) + 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)

)︃
𝑑𝛼 =

= 4
∑︁
ℎ

𝑟(ℎ)
∑︁
ℎ′

𝑠(ℎ′)

1∫
0

cos(2𝜋𝛼ℎ) cos(2𝜋𝛼ℎ′)𝑑𝛼 + (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦))2+

+ 2 (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦))

⎛⎝∑︁
ℎ

𝑟(ℎ)

1∫
0

cos(2𝜋𝛼ℎ)𝑑𝛼 +
∑︁
ℎ′

𝑠(ℎ′)

1∫
0

cos(2𝜋𝛼ℎ′)𝑑𝛼

⎞⎠
= 2

∑︁
ℎ

𝑟(ℎ)
∑︁
ℎ′

𝑠(ℎ′)

1∫
0

(cos(2𝜋𝛼(ℎ+ ℎ′)) + cos(2𝜋𝛼(ℎ− ℎ′))) 𝑑𝛼+

= (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦))2 = 2
∑︁
ℎ

𝑟(ℎ)𝑠(ℎ) + (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦))2 .

Переходя к оценкам и воспользовавшись оценкой (2.3) и соотношением (2.5),

имеем
1∫
0

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4𝑑𝛼 ≤ 2max
ℎ

𝑟(ℎ)
∑︁
ℎ

𝑠(ℎ) + (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦))2 ≪

≪ 𝑦0.8𝜀
∑︁
ℎ

𝑠(ℎ) + (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)) ≪ 𝑦0.8𝜀
𝑦2

L 2
+

𝑦2

L 2
≪ 𝑦2+𝜀.

Теорема доказана.

Теорема 2.2. Пусть 𝑥 и 𝑦 — натуральные числа,
√
𝑥 < 𝑦 ≤ 0, 01𝑥,

тогда имеет место оценка
1∫
0

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑘

𝑑𝛼 ≪ 𝑦2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 ≤ 𝑘 ≤ 3.
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Доказательство. 1. Имеем

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|2 = S3(𝛼;𝑥, 𝑦) · S3(𝛼, 𝑥, 𝑦) =

=
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝1≤𝑥

𝑒(𝛼𝑝31)
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

𝑒(−𝛼𝑝3) =

=
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝1≤𝑥

𝑒(𝛼(𝑝31 − 𝑝3)) =

=
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝1≤𝑥

𝑒(𝛼(𝑝1 − 𝑝)(𝑝21 + 𝑝1𝑝+ 𝑝2)) =

=
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑥−𝑦−𝑝<𝑝1−𝑝≤𝑥−𝑝

𝑒(𝛼(𝑝1 − 𝑝)(𝑝21 + 𝑝1𝑝+ 𝑝2)).

Переменную суммирования 𝑝1 , обозначая как 𝑝1 = 𝑝+ ℎ1 , имея в виду, что

𝑝21 + 𝑝1𝑝+ 𝑝2 = (𝑝+ ℎ1)
2 + (𝑝+ ℎ1)𝑝+ 𝑝2 = ℎ21 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2,

и обозначая через 𝒫 множество всех простых чисел, найдём

|S3(𝛼, 𝑥, 𝑦)|2 =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

∑︁
𝑥−𝑦−𝑝<ℎ1≤𝑥−𝑝

ℎ1+𝑝∈𝒫

𝑒(𝛼ℎ1(ℎ
2
1 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2)) =

=
∑︁

−𝑦<ℎ1<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥
ℎ1+𝑝∈𝒫

𝑥−𝑦−ℎ1<𝑝≤𝑥−ℎ1

𝑒(𝛼ℎ1(ℎ
2
1 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2)).

Обозначая интервал изменения переменной 𝑝 в последней сумме через 𝒫1 ,

имея в виду, что

𝒫1 = 𝒫1(ℎ1) = (𝑥− 𝑦, 𝑥) ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1, 𝑥− ℎ1) ∩ (𝒫 − ℎ1),

где 𝒫 − ℎ1 множество всех сдвинутых простых чисел вида 𝑝− ℎ1 , имеем

|S3(𝛼, 𝑥, 𝑦)|2 =
∑︁
|ℎ1|<𝑦

∑︁
𝑝∈𝒫1

𝑒(𝛼ℎ1(ℎ
2
1 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2)). (2.6)

Обозначая через 𝑟1(ℎ) число решений диофантова уравнения

ℎ = ℎ1(ℎ
2
1 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2) (2.7)
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относительно ℎ1 и 𝑝 , то есть

𝑟1(ℎ) =
∑︁

ℎ=ℎ1(ℎ
2
1+3𝑝ℎ1+3𝑝2)

|ℎ1|≤𝑦, 𝑝∈𝒫1

1

представим правую часть формулы (2.6) в виде

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|2 =
∑︁
ℎ

𝑟1(ℎ)𝑒(𝛼ℎ), (2.8)

Заметим, что при ℎ ̸= 0 , с учетом следующей неравенство

|ℎ| = |ℎ1(ℎ21 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2)| ≤ 𝑦(𝑦2 + 3𝑥𝑦 + 3𝑥2) ≤ 4𝑥3,

имеем

𝑟1(ℎ) ≤
∑︁

ℎ=ℎ1ℎ2

1 = 𝜏(ℎ) ≪ 𝑥0.4𝜀. (2.9)

Из условий

𝑝 ∈ 𝒫1 = (𝑥− 𝑦, 𝑥) ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1, 𝑥− ℎ1) ∩ (𝒫 − ℎ1), |ℎ1| < 𝑦

следует неравенство

ℎ21 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2 ≥ −3𝑥𝑦 + 3(𝑥− 𝑦)2 = 3(𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2) ≥

≥ 3(𝑥2 − 0.03𝑥2 + 𝑥) > 0,

то есть, множитель ℎ21 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2 в правой части диофантово уравнение

(2.7) положителен и следовательно это уравнение при ℎ = 0 , то есть

ℎ1(ℎ
2
1 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2) = 0,

имеет только решение вида (0, 𝑝) , 𝑝 ∈ 𝒫1 , поэтому

𝑟1(0) =
∑︁

0=ℎ1(ℎ
2
1+3𝑝ℎ1+3𝑝2)

|ℎ1|≤𝑦, 𝑝∈𝒫1

=
∑︁
𝑝∈𝒫1

≤ 𝑦.
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С другой стороны

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|2 =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝1,𝑝2≤𝑥

𝑒(𝛼(𝑝31 − 𝑝32)) =
∑︁
ℎ

𝑠1(ℎ)𝑒(−𝛼ℎ), (2.10)

𝑠1(ℎ) =
∑︁

ℎ=𝑝31−𝑝32
𝑥−𝑦<𝑝1,𝑝2≤𝑥

1,

и так как 𝑝1 и 𝑝2 простые числа и положительны, то уравнения 𝑝31 = 𝑝32 и

𝑝1 = 𝑝2 эквивалентны, поэтому имеет место неравенство

𝑠1(0) =
∑︁
𝑝31=𝑝32

𝑥−𝑦<𝑝1,𝑝2≤𝑥

1 =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝1≤𝑥

1 = 𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) ≤ 𝑦.

Далее в (2.10), полагая 𝛼 = 0 , находим

∑︁
ℎ

𝑠1(ℎ) = S23(0;𝑥, 𝑦) =

(︃ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑝1≤𝑥

1

)︃2

≤ 𝑦2. (2.11)

Умножая (2.8) и (2.10), интегрируя по 𝛼 , а затем пользуясь значением 𝑟1(0) ,

𝑠1(0) , оценкой (2.9) и соотношением (2.11), найдём

1∫
0

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4𝑑𝛼 =

1∫
0

∑︁
ℎ

𝑟1(ℎ)𝑒(𝛼ℎ)
∑︁
ℎ′

𝑠1(ℎ
′)𝑒(−𝛼ℎ′)𝑑𝛼 =

=
∑︁
ℎ

𝑟1(ℎ)
∑︁
ℎ′

𝑠1(ℎ
′)

1∫
0

𝑒(𝛼(ℎ− ℎ′))𝑑𝛼 =
∑︁
ℎ

𝑟1(ℎ)𝑠1(ℎ) =

= 𝑟1(0)𝑠1(0) +
∑︁
ℎ̸=0

𝑟1(ℎ)𝑠1(ℎ) ≤ 𝑦2 +max
ℎ̸=0

𝑟1(ℎ)
∑︁
ℎ

𝑠1(ℎ) ≪

≪ 𝑦2 + 𝑥0.4𝜀 · 𝑦2 ≪ 𝑦2+0.9𝜀. (2.12)

2. Возводя обе части равенства (2.6) в квадрат, затем применяя к сумме
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по ℎ1 неравенство Коши, имеем

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4 =

⎛⎝∑︁
|ℎ1|<𝑦

∑︁
𝑝∈𝒫1

𝑒(𝛼ℎ1(ℎ
2
1 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2))

⎞⎠2

≤

≤
∑︁
|ℎ1|<𝑦

1 ·
∑︁
|ℎ1|<𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝∈𝒫1

𝑒(𝛼ℎ1(ℎ
2
1 + 3𝑝ℎ1 + 3𝑝2))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=

= (2𝑦 − 1)
∑︁
|ℎ1|<𝑦

∑︁
𝑝∈𝒫1

∑︁
𝑝1∈𝒫1

𝑒(3𝛼ℎ1(𝑝ℎ1 + 𝑝2 − 𝑝1ℎ1 − 𝑝21).

В правой части последнего равенства переменной суммирования 𝑝1 , обозна

чая как 𝑝1 = 𝑝+ ℎ2 и имея в виду, что

𝑝ℎ1 + 𝑝2 − 𝑝1ℎ1 − 𝑝21 = (𝑝− 𝑝1)(𝑝+ 𝑝1 + ℎ) = ℎ2(2𝑝+ ℎ1 + ℎ2),

получим

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4 ≤(2𝑦 − 1)
∑︁
|ℎ1|<𝑦

∑︁
𝑝∈𝒫1

∑︁
𝑝+ℎ2∈𝒫1

𝑒(3𝛼ℎ1ℎ2(2𝑝+ ℎ1 + ℎ2)) =

=(2𝑦 − 1)
∑︁
|ℎ1|<𝑦

∑︁
|ℎ2|<𝑦

∑︁
𝑝∈𝒫1

𝑝+ℎ2∈𝒫1

𝑒(3𝛼ℎ1ℎ2(2𝑚+ ℎ1 + ℎ2)).

Обозначая в последней сумме интервал изменения переменного 𝑝 через

𝒫2 = 𝒫1 ∩ {𝑝 : 𝑝+ ℎ2 ∈ 𝒫1} = (𝑥− 𝑦, 𝑥) ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1, 𝑥− ℎ1) ∩ (𝒫 − ℎ1)∩

∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ2, 𝑥− ℎ2) ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1 − ℎ2, 𝑥− ℎ1 − ℎ2) ∩ (𝒫 − ℎ1 − ℎ2),

найдём

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4 ≤ (2𝑦 − 1)
∑︁
|ℎ1|<𝑦

∑︁
|ℎ2|<𝑦

∑︁
𝑝∈𝒫2

𝑒(3𝛼ℎ1ℎ2(2𝑝+ ℎ1 + ℎ2)). (2.13)

Обозначая через 𝑟2(ℎ) число решений диофантова уравнения

ℎ = 3ℎ1ℎ2(2𝑝+ ℎ1 + ℎ2) (2.14)

относительно ℎ1 , ℎ2 и 𝑝 , то есть

𝑟2(ℎ) =
∑︁

ℎ=3ℎ1ℎ2(2𝑝+ℎ1+ℎ2)
|ℎ1|≤𝑦, |ℎ2|≤𝑦 𝑝∈𝒫2

1,
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представим правую часть формулы (2.13) в виде

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4 ≤ (2𝑦 − 1)
∑︁
ℎ

𝑟2(ℎ)𝑒(𝛼ℎ). (2.15)

Заметим, что при ℎ ̸= 0 , с учётом следующего неравенства

ℎ = |3ℎ1ℎ2(2𝑝+ ℎ1 + ℎ2)| ≤ 3𝑦2(2𝑥+ 2𝑦) ≤ 𝑥3,

имеем

𝑟2(ℎ) ≤
∑︁

ℎ=ℎ1ℎ2ℎ3

1 = 𝜏3(ℎ) ≪ 𝑥0.4𝜀. (2.16)

Из условий 𝑝 ∈ 𝒫2 , |ℎ1| < 𝑦 , |ℎ2| < 𝑦 следует неравенство

2𝑝+ ℎ1 + ℎ2 ≥ 2𝑥− 2𝑦 − 𝑦 − 𝑦 = 2𝑥− 4𝑦 ≥ 2𝑥− 0.04𝑥 = 1.96𝑥 > 0

то есть, множитель 2𝑝+ℎ1+ℎ2 в правой части диофантова уравнения (2.14)

положителен и следовательно это уравнение при ℎ = 0 , то есть

3ℎ1ℎ2(2𝑝+ ℎ1 + ℎ2) = 0,

имеет только решения видов (0, ℎ2, 𝑝) и (ℎ1, 0, 𝑝) , поэтому

𝑟2(0) =
∑︁

0=3ℎ1ℎ2(2𝑝+ℎ1+ℎ2)
|ℎ1|≤𝑦, |ℎ2|≤𝑦, 𝑝∈𝒫2

1 =
∑︁

|ℎ2|≤𝑦, 𝑝∈𝒫2

1 +
∑︁

|ℎ1|≤𝑦, 𝑝∈𝒫2

1 < 𝑦2.

С другой стороны имеем

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4 =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝1,𝑝2,𝑝3,𝑝4≤𝑥

𝑒(𝛼(𝑝31 + 𝑝32 − 𝑝33 − 𝑝34)) =
∑︁
ℎ

𝑠2(ℎ)𝑒(−𝛼ℎ), (2.17)

где

𝑠2(ℎ) =
∑︁

ℎ=𝑝31+𝑝32−𝑝33−𝑝34
𝑥−𝑦<𝑝1,𝑝2,𝑝3,𝑝4≤𝑥

1.

Пользуясь соотношением (2.12), найдём

𝑠2(0) =

1∫
0

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|4𝑑𝛼 ≪ 𝑦2+0.9𝜀.
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В равенстве (2.17) полагая 𝛼 = 0 , находим

∑︁
ℎ

𝑠2(ℎ) = S43(0;𝑥, 𝑦) =

(︃ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

Λ(𝑛)

)︃4

= (𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦))4 ≤ 𝑦4. (2.18)

Умножая почленно соотношения (2.15) и (2.17), интегрируя по 𝛼 , получим

1∫
0

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|8𝑑𝛼 ≤
1∫
0

(2𝑦 + 1)
∑︁
ℎ

𝑟2(ℎ)𝑒(𝛼ℎ)
∑︁
ℎ′

𝑠2(ℎ
′)𝑒(−𝛼ℎ′)𝑑𝛼 =

= (2𝑦 + 1)
∑︁
ℎ

𝑟2(ℎ)
∑︁
ℎ′

𝑠2(ℎ
′)

1∫
0

𝑒(𝛼(ℎ− ℎ′))𝑑𝛼 = (2𝑦 + 1)
∑︁
ℎ

𝑟2(ℎ)𝑠2(ℎ) =

= (2𝑦 + 1)

⎛⎝𝑟2(0)𝑠2(0) +∑︁
ℎ̸=0

𝑟2(ℎ)𝑠2(ℎ)

⎞⎠ ≤

≤ (2𝑦 + 1)

⎛⎝𝑟2(0)𝑠2(0) + max
ℎ̸=0

𝑟2(ℎ)
∑︁
ℎ̸=0

𝑠2(ℎ)

⎞⎠ .

Здесь, воспользовавшись значениями 𝑟2(0) , 𝑠2(0) , оценкой (2.16) и соотноше

нием (2.18), находим

1∫
0

|S3(𝛼;𝑥, 𝑦)|8𝑑𝛼 ≪ 𝑦
(︀
𝑦2 ln4 𝑥 · 𝑦2+0.9𝜀 + 𝑥0.4𝜀 · 𝑦4

)︀
≪ 𝑦5+𝜀.

Теорема доказана.

2.3. Короткие кубические тригонометрические суммы с простыми

числами в малой окрестности центра больших дуг

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел ра

циональными числами, каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1 − æ] , æ𝜏 = 1 пред

ставимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1. 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝜏, |𝜆| ≤ 1

𝑞𝜏
.
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Через M(𝑃 ) обозначим те числа 𝛼 , для которых 𝑞 ≤ 𝑃 , через m(𝑃 ) обозна

чим оставшиеся 𝛼 . M(𝑃 ) и m(𝑃 ) соответственно называются большими и

малыми дугами.

В этом параграфе, воспользовавшись плотностной теоремой для нулей

𝐿-функций Дирихле в узких прямоугольниках критической полосы, являю

щиеся следствием теоремы о втором моменте 𝐿-функций Дирихле в крити

ческой прямой докажем теорему о поведении коротких кубических тригоно

метрических сумм с простыми числами вида

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3),

в малой окрестности центра больших дуг M(L 𝑏
𝑥 ) при 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −𝑏1

𝑥 .

Теорема 2.3. Пусть 𝑥 ≥ 𝑥0 , 𝐴, 𝑏 — произвольные фиксированные

положительные числа, 1 ≤ 𝑞 ≤ L 𝑏
𝑥 . Тогда при 𝜆 ≤

(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 и

𝑦 ≥ 𝑥
5
8L 1.5𝐴+0.25𝑏+18

𝑥 справедлива асимптотическая формула:

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
𝑛=1

(𝑎,𝑞)=1

𝑒

(︂
𝑎𝑛3

𝑞

)︂ 𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢+𝑂
(︀
𝑦L −𝐴

𝑥

)︀
.

Доказательство теоремы. Имеем

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥
(𝑛,𝑞)=1

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3) +𝑂(L 2
𝑥 ) =

=
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥
(𝑛,𝑞)=1

Λ(𝑛)𝑒

(︂(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆

)︂
𝑛3
)︂ 𝑞∑︁

ℎ=1
ℎ≡𝑛(mod 𝑞)

1 +𝑂(L 2
𝑥 ) =

=

𝑞∑︁
ℎ=1

𝑒

(︂
𝑎ℎ3

𝑞

)︂ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

(𝑛,𝑞)=1, ℎ≡𝑛(mod 𝑞)

Λ(𝑛)𝑒
(︀
𝜆𝑛3
)︀
+𝑂(L 2

𝑥 ).
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Воспользовавшись свойством ортогональности характеров, получим:

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =

𝑞∑︁
ℎ=1

𝑒

(︂
𝑎ℎ3

𝑞

)︂ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝑒
(︀
𝜆𝑛3
)︀ 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒 mod 𝑞

𝜒(ℎ)𝜒(𝑛) +𝑂(L 2
𝑥 ) =

=
1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒 mod 𝑞

𝜏(�̄�, 𝑎, 3)
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛3) +𝑂(L 2
𝑥 ). (2.19)

Применяя к последней сумме преобразование Абеля в интегральной форме,

находим:∑︁
𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛3) =−
𝑥∫

𝑥−𝑦

(𝜓(𝑢, 𝜒)− 𝜓(𝑥− 𝑦, 𝜒)) 𝑑𝑒(𝜆𝑢3)+

+ 𝑒(𝜆𝑥3) (𝜓(𝑥, 𝜒)− 𝜓(𝑥− 𝑦, 𝜒)) =

= −
𝑥∫

𝑥−𝑦

𝜓(𝑢, 𝜒)𝑑𝑒(𝜆𝑢3) + 𝑒(𝜆𝑥3)𝜓(𝑥, 𝜒)− 𝑒(𝜆(𝑥− 𝑦)3)𝜓(𝑥− 𝑦, 𝜒).

Применяя ко всем 𝜓 -функциям Чебышева в последней формуле лемму 2.3

при 𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥3

)︀
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥 , имеем:

∑︁
𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛3) = −
𝑥∫

𝑥−𝑦

⎛⎝𝐸0𝑢−
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

𝑢𝜌

𝜌

⎞⎠ 𝑑𝑒(𝜆𝑢3)+

+ 𝑒(𝜆𝑥3)

⎛⎝𝐸0𝑥−
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

𝑥𝜌

𝜌

⎞⎠− 𝑒(𝜆(𝑥− 𝑦)3)

⎛⎝𝐸0(𝑥− 𝑦)−
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

(𝑥− 𝑦)𝜌

𝜌

⎞⎠
−

𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑅1(𝑢;𝑇0, 𝜒)𝑑(𝑒(𝜆𝑢
3)) + 𝑒(𝜆𝑥3)𝑅1(𝑥;𝑇0, 𝜒)−𝑒(𝜆(𝑥− 𝑦)3)𝑅1(𝑥− 𝑦;𝑇0, 𝜒).

Применяя формулу интегрирования по частям, к первому интегралу и пере

ходя к второму интегралу к оценкам, найдём:∑︁
𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛3) = 𝐸0

𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢−
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

𝐼(𝜌, 𝜆) +𝑂((1 + |𝜆|𝑦𝑥2)|𝑅1(𝑥;𝑇0, 𝜒)|),

𝐼(𝜌, 𝜆) =

𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑢𝜌−1

𝜌
𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢 =

𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑢𝛽−1𝑒
(︁
𝜆𝑢3 +

𝛾

2𝜋
ln𝑢
)︁
𝑑𝑢.
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Подставляя правую часть последней формулу в (2.19), находим:

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜏(𝜒0, 𝑎, 3)

𝜙(𝑞)

𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢−𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)− 𝐸1𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦) +𝑅2(𝛼;𝑥, 𝑦),

(2.20)

𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒 mod 𝑞

𝜏(�̄�, 𝑎, 3)
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

�̸�=𝛽1

𝐼(𝜌, 𝜆),

𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜏(𝜒1, 𝑎, 3)

𝜙(𝑞)
𝐼(𝛽1, 𝜆),

𝑅2(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ (1 + |𝜆|𝑦𝑥2) max
𝜒 mod 𝑞

|𝜏(𝜒, 𝑎, 3)𝑅1(𝑥;𝑇0, 𝜒)| ,

где 𝐸1 = 1 , если по модулю 𝑞 существует действительный характер 𝜒1 такой,

что 𝐿(𝑠, 𝜒1) имеет действительный нуль 𝛽1 , 𝛽1 ≥ 1 − 𝑐/ ln 𝑞 и 𝐸1 = 0 в

противном случае.

Оценка |𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦)|. Воспользовавшись тривиальными оценками сум

мы 𝜏(𝜒1, 𝑎, 3) и интегралом 𝐼(𝛽1, 𝜆) , найдём

|𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜏(𝜒1, 𝑎, 3)

𝜙(𝑞)

𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑢𝛽1−1

𝛽1
𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝑦𝑥𝛽1−1.

Согласно лемме 2.6, имея в виду, что 𝑞 ≤ L 𝑏
𝑥 , при 𝜀 = (2𝑏)−1 имеем:

𝑥𝛽1−1 = exp ((𝛽1 − 1)L𝑥)) ≤ exp

(︂
−𝑐(𝜀)L𝑥

𝑞𝜀

)︂
≤

≤ exp

(︂
−𝑐(𝜀)L𝑥

L 𝑏𝜀
𝑥

)︂
= exp(−𝑐(𝜀)

√︀
L𝑥).

Следовательно

|𝑊1(𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦 exp(−𝑐(𝜀)
√︀

L𝑥) ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 . (2.21)

Оценка 𝑅2(𝛼;𝑥, 𝑦). Из условия 1 ≤ 𝑞 ≤ L 𝑏
𝑥 следует, что

𝑞 (𝜏(𝑞))
ln 3
ln 2

𝜙(𝑞)
≪ L𝑥.
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Применяя к сумме 𝜏(𝜒, 𝑎, 3) лемму 2.8, а затем последнюю оценку найдем

|𝜏(𝜒, 𝑎, 3)| ≤ 2
√
𝑞 (𝜏(𝑞))

ln 3
ln 2 ≪ 𝜙(𝑞)L𝑥√

𝑞
. (2.22)

Пользуясь явным значением параметра 𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥3

)︀
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥 и послед

ней оценкой, находим

𝑅2(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
(︀
𝑥+ |𝜆|𝑦𝑥3

)︀ 𝜙(𝑞)L 3
𝑥√

𝑞 𝑇0
≪ 𝜙(𝑞)

𝑞

(𝑥+ |𝜆|𝑦𝑥3)𝑞 1
2L 3

𝑥

𝑇0
≪ 𝑦L −𝐴

𝑥 .

(2.23)

Преобразование |𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| . Переходя к оценкам имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≤ 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒 mod 𝑞

|𝜏(�̄�, 𝑎, 3)|W(𝜆, 𝜒), (2.24)

W(𝜆, 𝜒) =
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

�̸�=𝛽1

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ,

где 𝛽1 — действительный нуль, если по модулю 𝑞 существует действительный

характер 𝜒1 такой, что 𝐿(𝑠, 𝜒1) имеет действительный нуль 𝛽1 ≥ 1− 𝑐/ ln 𝑞 .

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| будем оценивать только в случае 𝜆 ≥ 0 . Случай 𝜆 ≤ 0 , сводится

к случаю 𝜆 ≥ 0 с помощью соотношения

W(𝜆, 𝜒) =
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

⃒⃒⃒
𝐼(𝜌, 𝜆)

⃒⃒⃒
=
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑢𝛽−1𝑒

(︂
−𝜆𝑢3 − 1

2𝜋
𝛾 ln𝑢

)︂
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

|𝐼(𝜌,−𝜆)| =
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

|𝐼(𝜌,−𝜆)| = W(𝜒,−𝜆),

Воспользовавшись леммой 2.1 при 𝑀 = 𝑥𝛽−1 , 𝑓(𝑢) = 𝜆𝑢3 + 𝛾
2𝜋 ln𝑢 и 𝑚1 =

min 𝑓 ′(𝑢) ,оценим тригонометрический интеграл 𝐼(𝜌, 𝜆) . Найдём

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≤ 𝑥𝛽−1

min |𝑓 ′(𝑢)|
=

𝑥𝛽

min |𝑥𝑓 ′(𝑢)|
, 𝑓 ′(𝑢) = 3𝜆𝑢2 +

𝛾

2𝜋𝑢
=
𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3

2𝜋𝑢
.
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Оценивая тригонометрический интеграл 𝐼(𝜌, 𝜆) также при помощи леммы

2.2, полагая 𝑀 = 𝑥𝛽−1 , 𝑚2 = min 𝑓 ′′(𝑢) , находим

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≤ 𝑥𝛽−1√︀
min |𝑓 ′′(𝑢)|

=
𝑥𝛽√︀

min |𝑥2𝑓 ′′(𝑢)|
, 𝑓 ′′(𝑢) =

12𝜋𝜆𝑢3 − 𝛾

2𝜋𝑢2
.

Отсюда и из тривиальной оценкой

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≤
𝑥∫

𝑥−𝑦

𝑢𝛽−1𝑑𝑢 ≤ 𝑦𝑥𝛽−1,

получим

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≤ 𝑥𝛽 min

(︃
𝑦

𝑥
,

1

min |𝑥𝑓 ′(𝑢)|
,

1√︀
min |𝑥2𝑓 ′′(𝑢)|

)︃
.

Полученную оценку, пользуясь соотношениями

|𝑥𝑓 ′(𝑢)| = |𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3| 𝑥
2𝜋𝑢

≥ 1

2𝜋
|𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3|,

|𝑥2𝑓 ′′(𝑢)| = |12𝜋𝜆𝑢3 − 𝛾|𝑥2

2𝜋𝑢2
≥ |12𝜋𝜆𝑢3 − 𝛾|

2𝜋
,

представим в виде

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪ 𝑥𝛽 min

(︃
𝑦

𝑥
,

1

min |𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3|
,

1√︀
|12𝜋𝜆𝑢3 − 𝛾|

)︃
. (2.25)

Подставляя последную оценку и (2.22) в (2.24), получим

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ L𝑥√
𝑞

∑︁
𝜒 mod 𝑞

W(𝜆, 𝜒). (2.26)

Далее не ограничивая общности всюду в этом параграфе будем считать, что

для параметра 𝑦 выполняется условие

𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥L −𝐴−0,5𝑏+3
𝑥 . (2.27)
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Все нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 функции 𝐿(𝑠, 𝜒) с условием |𝛾| ≤ 𝑇0

следующим образом разобьём на множества 𝐷1 , 𝐷2 и 𝐷3 :

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 ≤ 𝛾 < −6𝜋𝜆𝑥3 − 𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷2 =

{︂
𝜌 : −6𝜋𝜆𝑥3 − 𝑥

𝑦
≤ 𝛾 ≤ −6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +

𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷3 =

{︂
𝜌 : −6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +

𝑥

𝑦
< 𝛾 ≤ 𝑇0

}︂
.

Через W𝑗(𝜆, 𝜒) , 𝑗 = 1, 2, 3 обозначая сумму модулей интеграла 𝐼(𝜌, 𝜆) по

нулям 𝜌 , принадлежащим множеству 𝐷𝑗 , представим сумму W(𝜆, 𝜒) в (2.24)

в виде:

W(𝜆, 𝜒) = W1(𝜆, 𝜒) +W2(𝜆, 𝜒) +W3(𝜒, 𝜆). (2.28)

Оценка W1(𝜆, 𝜒). Ко всем трём членам неравенства, с помощью которо

го определяется множества 𝐷1 , прибавляя слагаемое 6𝜋𝜆𝑢3 , 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 ,

получим

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 + 6𝜋𝜆𝑢3 ≤ 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 < −6𝜋𝜆𝑥3 + 6𝜋𝜆𝑢3 − 𝑥

𝑦

}︂
,

Функция 6𝜋𝜆𝑢3 в отрезке 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому для

правой границы множество 𝐷1 , имеем

−6𝜋𝜆𝑥3 + 6𝜋𝜆𝑢3 − 𝑥

𝑦
≤ −𝑥

𝑦
.

Следовательно, если 𝜌 ∈ 𝐷1 , то выполняются неравенство 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 < −𝑥
𝑦 ,

поэтому в отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 для монотонной возрастающей функции

𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 справедливо соотношение

min |𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3| = −max(𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3) = −𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3 ≥ 𝑥

𝑦
, если 𝜌 ∈ 𝐷1,

Отсюда и из второй оценки (2.34), находим

W1(𝜆, 𝜒) ≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3
.
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Все нетривиальные нули в множестве

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 ≤ 𝛾 < −6𝜋𝜆𝑥3 − 𝑥

𝑦

}︂
=

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
≤ −𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3 < 𝑇0 − 6𝜋𝜆𝑥3

}︂
,

разобьём на классы 𝐷11, . . . , 𝐷1𝑟 , 𝑟 ≪ 𝑇0𝑥
−1𝑦 , в класс 𝐷1𝑛 отнесём те нули

𝜌 , для которых выполняется условие:

𝑛𝑥

𝑦
< −𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3 ≤ (𝑛+ 1)𝑥

𝑦
.

Поэтому

W1(𝜆, 𝜒) ≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3
=

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

−𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3
≤ 𝑦

𝑥

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

𝑛
≤

≤ 𝑦L𝑥

𝑥
max
1≤𝑛≤𝑟

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽 ≤ 𝑦L𝑥

𝑥
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽.

Оценка W3(𝜒, 𝜆) . Ко всем трём членам неравенства, с помощью кото

рых определяется множество 𝐷3 , прибавляя слагаемое 6𝜋𝜆𝑢3 , 𝑥−𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 ,

получим

𝐷3 =

{︂
𝜌 : 6𝜋𝜆𝑢3 − 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +

𝑥

𝑦
< 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 ≤ 𝑇0 + 6𝜋𝜆𝑢3

}︂
.

Функция 6𝜋𝜆𝑢3 в отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому на

левой границе множества 𝐷3 имеет место неравенство

6𝜋𝜆𝑢3 − 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +
𝑥

𝑦
≥ 𝑥

𝑦
.

Отсюда следует, что если 𝜌 ∈ 𝐷3 , то имеет место неравенство 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 >
𝑥
𝑦 . Следовательно в отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 для монотонной возрастающей

функции 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 справедливо соотношение

min |𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3| = min(𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3) = 𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 ≥ 𝑥

𝑦
, если 𝜌 ∈ 𝐷3.

Отсюда и из второй оценки (2.34), находим

W3(𝜒, 𝜆) ≪
∑︁
𝜌∈𝐷3

𝑥𝛽

𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3
.
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Все нетривиальные нули в множестве

𝐷3 =

{︂
𝜌 : −6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +

𝑥

𝑦
< 𝛾 ≤ 𝑇0

}︂
=

=

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
≤ 𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 < 𝑇0 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3

}︂
,

разобьём на классы 𝐷31, . . . , 𝐷3𝑟 , 𝑟 ≪ 𝑇0𝑥
−1𝑦 , в класс 𝐷3𝑛 отнесём те нули

𝜌 , для которых выполняется условие:

𝑛𝑥

𝑦
< 𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 ≤ (𝑛+ 1)𝑥

𝑦
, если 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑟.

Поэтому

W3(𝜒, 𝜆) ≪
𝑟∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3
≤ 𝑦

𝑥

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝑛
≤

≤ 𝑦L𝑥

𝑥
max
1≤𝑛≤𝑟

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽 ≤ 𝑦L𝑥

𝑥
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽.

Оценка W2(𝜆, 𝜒) . Представляя множество нетривиальных нулей 𝐷2 в

виде

𝐷2 =

{︂
𝜌 : 𝑇1 − 6𝜋𝜆(𝑥3 − (𝑥− 𝑦)3) +

2𝑥

𝑦
≤ −𝛾 ≤ 𝑇1

}︂
, 𝑇1 = 6𝜋𝜆𝑥3+

𝑥

𝑦
≤ 𝑇0,

и, имея ввиду, что для длины множество 𝐷2 при 𝜆 ≤
(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 выполня

ется неравенство

6𝜋𝜆(𝑥3 − (𝑥− 𝑦)3) +
2𝑥

𝑦
≤ 18𝜋𝜆𝑥2𝑦 +

2𝑥

𝑦
≤ 3𝑥

𝑦
,

а также воспользовавшись тривиальной оценкой тригонометрического инте

грала 𝐼(𝜌, 𝜆) , получим

W2(𝜆, 𝜒) ≤
∑︁
𝜌∈𝐷2

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≤ 𝑦

𝑥

∑︁
𝑇1− 3𝑥

𝑦 ≤−𝛾≤𝑇1

𝑥𝛽 ≪ 𝑦

𝑥
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝑥

𝑦≤𝛾≤𝑇

𝑥𝛽.
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Подставляя найденные оценки для W1(𝜆, 𝜒) , W3(𝜒, 𝜆) и W3(𝜒, 𝜆) в (2.28), а

затем (2.26), найдём:

≪ 𝑦L 2
𝑥√
𝑞 𝑥

max
|𝑇 |≤𝑇0

V𝑞 = V𝑞

(︂
𝑇,
𝑥

𝑦

)︂
, (2.29)

V𝑞 = V𝑞(𝑇, 𝑈) =
∑︁

𝜒 mod 𝑞

∑︁
𝑇−𝑈<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽.

Для оценки суммы V𝑞 = V𝑞(𝑇, 𝑈) воспользовавшись теоремой о плотности

нулей в узких прямоугольниках критической полосы для нулей 𝐿-рядов Ди

рихле, последовательно имеем

V𝑞 =
∑︁

𝜒 mod 𝑞

∑︁
𝑇−𝑈<𝛾≤𝑇

⎛⎝L𝑥

𝛽∫
0

𝑥𝑢𝑑𝑢+ 1

⎞⎠ =

= L𝑥

1∫
0

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

∑︁
𝑇−𝑈<𝛾≤𝑇

𝛽≥𝑢

𝑑𝑢+
∑︁

𝜒 mod 𝑞

∑︁
𝑇−𝑈<𝛾≤𝑇

1 =

= L𝑥

1∫
0

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇−𝑈, 𝜒)) 𝑑𝑢+
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇−𝑈, 𝜒)) .

Нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽+𝑖𝛾 расположены симметрично относительно кри

тической прямой 𝜎 = 0.5 . Воспользовавшись этим свойством нулей, правую
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часть последнего равенства представим в виде

V𝑞(𝑇, 𝑈) ≤ L𝑥

1∫
0,5

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑈, 𝜒)) 𝑑𝑢+

+

(︂√
𝑥L𝑥

2
+ 1

)︂ ∑︁
𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 − 𝑈, 𝜒)) ≤

≤ L𝑥max
𝑢≥0,5

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑈, 𝜒))+

+

(︂√
𝑥L𝑥

2
+ 1

)︂ ∑︁
𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 − 𝑈, 𝜒)) ≤

≤ 2L𝑥max
𝑢≥0,5

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑈, 𝜒)) .

Согласно лемме 2.4 функция 𝐿(𝑢+ 𝑖𝑡, 𝜒) не имеет нулей в области

𝑢 ≥ 1− 𝛿(𝑞, 𝑡), 𝛿(𝑞, 𝑡) =
𝑐1

max
(︁
ln 𝑞, (ln(𝑡+ 3) ln ln(𝑡+ 3))

3
4

)︁ ,
для всех характеров 𝜒 mod 𝑞 , за исключением, быть может простого дей

ствительного нуля 𝛽1 у 𝐿-функции, определенной исключительным характе

ром 𝜒1 . Поэтому имея в виду, что 𝛿(𝑞, 𝑇 ) ≥ 𝛿(𝑞, 𝑇0) , найдём

V𝑞 (𝑇, 𝑈) ≤ 2L𝑥 max
0,5≤𝑢≤1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝑈, 𝜒)) . (2.30)

Подставляя правую часть этого неравенства при 𝑈 = 𝑥
𝑦 в (2.29), найдем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L 3
𝑥√
𝑞 𝑥

max
|𝑇 |≤𝑇0

max
0,5≤𝑢≤1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(︂
𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁

(︂
𝑢, 𝑇 − 𝑥

𝑦
, 𝜒

)︂)︂
.

Из определения 𝑇0 , условия 𝜆 ≤
(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 и (2.27) имеем

𝑇

(𝑥𝑦−1)3
≤ 𝑇0
(𝑥𝑦−1)3

=

(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥3

)︀
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥

(𝑥𝑦−1)3
=

(︂
𝑦2

𝑥2
+ 𝜆𝑦3

)︂
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥 ≤

≤
(︂
𝑦2

𝑥2
+

𝑦

18𝜋𝑥

)︂
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥 ≤ 1.
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Таким образом, в последней сумме по 𝜒 mod 𝑞 выполняется условие 𝑥
𝑦 ≥ 𝑇

1
3 ,

и к этой сумме можно применить теорему о плотности нулей в узких прямо

угольных критической полосы Ж.Тао (лемму 2.7). Полагая в этой теореме

𝜀 = 𝛿
3 , имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ A1 + A2, (2.31)

A1 =
𝑦L 12

𝑥√
𝑞 𝑥

max
0,5≤𝑢≤0,75

𝑥𝑢
(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 4−4𝑢
3−2𝑢

,

A2 =
𝑦L 3

𝑥√
𝑞 𝑥

max
0,75≤𝑢≤1−𝛿

𝑥𝑢
(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢 (1−𝑢)+𝜀

.

Оценка A1 . Имеем

A1 =
𝑞1,5𝑥L 12

𝑥

𝑦
max

0,5≤𝑢≤0,75
𝑓1(𝑢), 𝑓1(𝑢) = 𝑥𝑢

(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 1
𝑢−1,5

> 0,

𝑓 ′1(𝑢) = 𝑓1(𝑢)

⎛⎝ln𝑥+
ln
(︁

𝑦
𝑞𝑥

)︁
(𝑢− 1, 5)2

⎞⎠ =
𝑓1(𝑢)

(𝑢− 1, 5)2
ln

𝑦

𝑞𝑥−𝑢2+3𝑢−1,25
.

Воспользовавшись условиями 𝑦 ≥ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 и 𝑞 ≤ L 𝑏
𝑥 , а также соот

ношением

max
0,5≤𝑢≤0,75

(︀
−𝑢2 + 3𝑢− 1, 25

)︀
=
(︀
−𝑢2 + 3𝑢− 1, 25

)︀⃒⃒
𝑢=0,75

=
7

16
,

находим

𝑦

𝑞𝑥−𝑢2+3𝑢−1,25
≥ 𝑥

5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥

L 𝑏
𝑥𝑥

7
16

≥ 𝑥
3
16L 1,5𝐴+18−0,75𝑏

𝑥 > 𝑥
1
8 .

В свою очередь отсюда получим, что на отрезке 0, 5 ≤ 𝑢 ≤ 0, 75 выполняется

неравенство

𝑓 ′1(𝑢) ≥
𝑓(𝑢)

(𝑢− 1, 5)2
ln𝑥

1
8 > 0,

то есть 𝑓 ′1(𝑢) > 0 и 𝑓1(𝑢) возрастающая функция в интервале 0, 5 ≤ 𝑢 ≤
0, 75 . Пользуясь этим свойством, а затем соотношением 𝑦 ≥ 𝑥

5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 ,
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имеем

A1 =
𝑥𝑞1,5L 12

𝑥

𝑦
𝑥

3
4

(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂− 4
3

= 𝑦 · 𝑥
5
12𝑞

1
6L 12

𝑥

𝑦
2
3

= 𝑦 ·

(︃
𝑥

5
8𝑞

1
4L 18

𝑥

𝑦

)︃ 2
3

≤

≤ 𝑦 ·

(︃
𝑥

5
8L 0,25𝑏+18

𝑥

𝑦

)︃ 2
3

≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 .

Оценка A2 . Сумму A2 , представим в виде

A2 =
𝑦3−𝜀L 3

𝑥

𝑞2,5−𝜀𝑥3−𝜀
max

0,75≤𝑢≤1−𝛿
𝑓2(𝑢), 𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢

(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 2
𝑢

> 0, 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0).

𝑓 ′2(𝑢) = 𝑓2(𝑢)

⎛⎝ln𝑥+
ln
(︁

𝑦
𝑞𝑥

)︁
𝑢2

⎞⎠ =
𝑓2(𝑢)

𝑢2
ln

𝑦

𝑞𝑥1−𝑢2 .

Отсюда, из условий 𝑦 ≥ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+025𝑏+18

𝑥 и 𝑞 ≤ L 𝑏
𝑥 , а также из соотношения

max
0,75≤𝑢≤1−𝛿

(︀
−𝑢2 + 1

)︀
=
(︀
−𝑢2 + 1

)︀⃒⃒
𝑢=0,75

=
7

16
,

получим
𝑦

𝑞𝑥1−𝑢2 ≥ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥

L 𝑏
𝑥𝑥

7
16

≥ 𝑥
3
16L 1,5𝐴+18−0,75𝑏

𝑥 .

Из полученного неравенства свою очередь получим, что на отрезке 0, 75 ≤
𝑢 ≤ 1− 𝛿 выполняется неравенство

𝑓 ′2(𝑢) ≥
𝑓2(𝑢)

𝑢2
ln𝑥

3
16 > 0,

и 𝑓2(𝑢) в интервале 0, 75 ≤ 𝑢 ≤ 1− 𝛿 является возрастающей функцией. Из

этого свойства, имеем

A2 =
𝑦3−𝜀L 3

𝑥

𝑞2,5−𝜀𝑥3−𝜀
𝑥1−𝛿

(︂
𝑞𝑥

𝑦

)︂ 2
1−𝛿

= 𝑦 · 𝑥
2𝛿
1−𝛿−𝛿+𝜀L 3

𝑥

𝑞0,5+
2𝛿
1−𝛿−𝜀𝑦

2𝛿
1−𝛿+𝜀

≤ 𝑦 · 𝑥
2𝛿
1−𝛿−𝛿+𝜀L 3

𝑥

𝑦
2𝛿
1−𝛿+𝜀

=

= 𝑦L 3
𝑥

⎛⎝𝑥 𝛿+𝛿2+(1−𝛿)𝜀
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

𝑦

⎞⎠ 2𝛿
1−𝛿+𝜀

= 𝑦L 3
𝑥

(︃
𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥

𝑦
𝑥𝑓(𝛿,𝜀)L −1,5𝐴−0,25𝑏−18

𝑥

)︃ 2𝛿
1−𝛿

+𝜀

,

𝑓(𝛿, 𝜀) =
𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀

2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀
− 5

8
.
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Из этого равенство с учётом условия 𝑦 ≥ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 , имеем

A2 ≪ 𝑦 · 𝑥𝑓(𝛿,𝜀)
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

1−𝛿 L 3
𝑥 .

Выбирая 𝜀 = 𝛿
3 , а также воспользовавшись соотношением

𝑓(𝛿, 𝜀)
2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿
= −𝛿

8
+

3

8

(︂
𝜀− 𝛿

3
− 𝛿2

3(1− 𝛿)

)︂
≤ −𝛿

8
,

получим

A2 ≪ 𝑦𝑥−0,125𝛿L 3
𝑥 ≪ 𝑦L 3

𝑥 exp (−0, 125𝛿L𝑥) .

Воспользовавшись условиями 𝜆 ≤
(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 и 𝑦 ≥ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 , имеем

𝑇0 =

(︂
𝑥

𝑦
+ 𝜆𝑥3

)︂
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥 ≤
(︂
𝑥

𝑦
+

𝑥2

18𝜋𝑦2

)︂
L 𝐴+0,5𝑏+3

𝑥 ≤

≤ 𝑥2

𝑦2
L 𝐴+0,5𝑏+3

𝑥 ≤ 𝑥2L 𝐴+0,5𝑏+3
𝑥

𝑥
5
4L 3𝐴+0,5𝑏+36

𝑥

< 𝑥,

При помощи этих неравенств, оценивая снизу параметр 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0) , имеем

𝛿(𝑞, 𝑇0) =
𝑐1

max
(︁
ln 𝑞, (ln(𝑇0 + 3) ln ln(𝑇0 + 3))

3
4

)︁ ≥

≥ 𝑐1

max
(︁
𝑏 lnL𝑥, (L𝑥 lnL𝑥)

3
4

)︁ ≥ 𝑐1L
−0,76
𝑥 .

Следовательно

A2 ≪ 𝑦L 3
𝑥 exp

(︀
−0, 125𝑐1L

0,24
𝑥

)︀
≪ 𝑦L −𝐴

𝑥 .

Подставляя найденную оценку и оценку для суммы A1 в (2.31), получим

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 .

Отсюда, из оценок (2.21) и (2.23) ввиду (2.32) получим утверждение теоремы.
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2.4. Короткие кубические тригонометрические суммы с простыми

числами в больших дугах за исключением малой окрестности

их центров

В этом параграфе воспользовавшись плотностной теоремой для нулей

𝐿-функций Дирихле в узких прямоугольниках критической полосы, как мы

уже отметили в предыдущем параграфе, являющиеся следствием теоремы о

втором моменте 𝐿-функций Дирихле в критической прямой, получим нетри

виальную оценку коротких кубических тригонометрических сумм с простыми

числами вида

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3),

в больших дугах M(L 𝑏
𝑥 ) за исключением малой окрестности их центров при

𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −𝑏1
𝑥 .

Теорема 2.4. Пусть 𝑥 ≥ 𝑥0 , 𝐴, 𝑏1 , 𝑏 — произвольные фиксированные

положительные числа, 1 ≤ 𝑞 ≤ L 𝑏
𝑥 , 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −𝑏1

𝑥 ,

𝜂3 =
2

7 + 4
√
3
≈ 0.1435935394, 𝑐3 =

2𝐴+ 24 +
(︀√

3− 1
)︀
𝑏1

4
√
3− 3

.

Тогда при 𝑦 ≥ 𝑥1−
1

5+𝜂3 L 𝑐3
𝑥 и 𝜆 >

(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 имеет место оценка

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 .

Доказательство теоремы. В процессе доказательства теоремы 2.3

при выполнении следующих условий:

• 𝑥 ≥ 𝑥0 , 1 ≤ 𝑞 ≤ L 𝑏
𝑥 , 𝐴 , 𝑏 — произвольные фиксированные положитель

ные числа,

• 𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥𝑘

)︀
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥
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была доказана формула

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦)−
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
𝑛=1

(𝑎,𝑞)=1

𝑒

(︂
𝑎𝑛3

𝑞

)︂ 𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢≪ |𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)|+ 𝑦L −𝐴
𝑥 , (2.32)

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≤ L𝑥√
𝑞

∑︁
𝜒 mod 𝑞

W(𝜆, 𝜒), W(𝜆, 𝜒) =
∑︁
|𝛾|≤𝑇0

�̸�=𝛽1

|𝐼(𝜌, 𝜆)| , (2.33)

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪ 𝑥𝛽 min

(︃
𝑦

𝑥
,

1

min |𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3|
,

1√︀
|12𝜋𝜆𝑢3 − 𝛾|

)︃
. (2.34)

Также нами было показано, что в этой формуле, не ограничивая общности

можно считать 𝜆 ≥ 0 . Случай 𝜆 ≤ 0 с помощью соотношения

W(𝜆, 𝜒) = W(𝜒,−𝜆)

сводится к случаю 𝜆 ≥ 0 .

Вводим дополнительный параметр 𝐻 = 18𝜋𝜆𝑥2𝑦 , удовлетворяющий при

𝜆 >
(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 условию

𝐻 ≥ 𝑥

𝑦
. (2.35)

Все нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 функции 𝐿(𝑠, 𝜒) с условием |𝛾| ≤ 𝑇0

разобьём на множества 𝐷1 , 𝐷2 и 𝐷3 :

𝐷1 =
{︀
𝜌 : −𝑇0 ≤ 𝛾 < −6𝜋𝜆𝑥3 −𝐻

}︀
,

𝐷2 =
{︀
𝜌 : −6𝜋𝜆𝑥3 −𝐻 ≤ 𝛾 ≤ −6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +𝐻

}︀
,

𝐷3 =
{︀
𝜌 : −6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +𝐻 < 𝛾 ≤ 𝑇0

}︀
.

Через W𝑗(𝜆, 𝜒) , 𝑗 = 1, 2, 3 обозначим сумму модулей интеграла 𝐼(𝜌, 𝜆) по

нулям 𝜌 , принадлежащим множеству 𝐷𝑗 . Воспользовавшись этим обозначе

нием, представим сумму W(𝜆, 𝜒) в виде

W(𝜆, 𝜒) = W1(𝜆, 𝜒) +W2(𝜆, 𝜒) +W3(𝜒, 𝜆). (2.36)

Оценка W1(𝜆, 𝜒) . Ко всем трём членам неравенства, с помощью кото

рых определяется множество 𝐷1 , прибавляя слагаемое 6𝜋𝜆𝑢3 , 𝑥−𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 ,
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получим

𝐷1 =
{︀
𝜌 : −𝑇0 + 6𝜋𝜆𝑢3 ≤ 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 < −6𝜋𝜆𝑥3 + 6𝜋𝜆𝑢3 −𝐻

}︀
,

Функция 6𝜋𝜆𝑢3 в отрезке 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому для

правой границы множества 𝐷1 , имеем

−6𝜋𝜆𝑥3 + 6𝜋𝜆𝑢3 −𝐻 ≤ −𝐻.

Поэтому, если 𝜌 ∈ 𝐷1 , то выполняются неравенство 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 < −𝐻 . Сле

довательно для монотонной возрастающей функции 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 в отрезке

𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 имеет место соотношение

min |𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3| = −max(𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3) = −𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3 ≥ 𝐻, если 𝜌 ∈ 𝐷1,

Отсюда из второй оценки формулы (2.34), находим

W1(𝜆, 𝜒) ≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3
.

Все нетривиальные нули в множестве

𝐷1 =
{︀
𝜌 : −𝑇0 ≤ 𝛾 < −6𝜋𝜆𝑥3 −𝐻

}︀
=
{︀
𝜌 : 𝐻 ≤ −𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3 < 𝑇0 − 6𝜋𝜆𝑥3

}︀
,

разобьём на классы 𝐷11, . . . , 𝐷1𝑡 , 𝑡≪ 𝑇0𝐻
−1 . В класс 𝐷1𝑛 отнесём те нули

𝜌 , для которых выполняется условие:

𝑛𝐻 <− 𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3 ≤ (𝑛+ 1)𝐻, если 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑡.

Следовательно получим

W1(𝜆, 𝜒) ≪
𝑡∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

−𝛾 − 6𝜋𝜆𝑥3
≤

𝑡∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

𝑛𝐻
≤ L𝑥

𝐻
max
1≤𝑛≤𝑡

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽 ≤

≤ L𝑥

𝐻
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽 ≪ L𝑥

𝜆𝑥2𝑦
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽.
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Оценка W3(𝜆, 𝜒) . Ко всем трём членам неравенства, определяющее мно

жества 𝐷3 прибавляя слагаемое 6𝜋𝜆𝑢3 , 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 , получим

𝐷3 =
{︀
𝜌 : 6𝜋𝜆𝑢3 − 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +𝐻 < 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 ≤ 𝑇0 + 6𝜋𝜆𝑢3

}︀
.

Функция 6𝜋𝜆𝑢3 в отрезке 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому для

левой границы множества 𝐷3 имеем

6𝜋𝜆𝑢3 − 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +𝐻 ≥ 𝐻.

Таким образом, если 𝜌 ∈ 𝐷3 , то выполняются неравенство 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 > 𝐻 .

Следовательно для монотонной возрастающей функции 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3 в отрезке

𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥 имеет место соотношение

min |𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3| = min(𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢3) = 𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 ≥ 𝐻, если 𝜌 ∈ 𝐷3.

Отсюда и из второй оценки (2.34), находим

W3(𝜆, 𝜒) ≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3
.

Все нетривиальные нули в множестве

𝐷3 =
{︀
𝜌 : −6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +𝐻 < 𝛾 ≤ 𝑇0

}︀
=

=
{︀
𝜌 : 𝐻 ≤ 𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 < 𝑇0 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3

}︀
,

разобьём на классы 𝐷31, . . . , 𝐷3𝑡, , 𝑡≪ 𝑇0𝐻
−1 . В класс 𝐷3𝑛 отнесём те нули

𝜌 , для которых выполняется условие:

𝑛𝐻 < 𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 ≤ (𝑛+ 1)𝐻, если 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑡.

Следовательно

W3(𝜆, 𝜒) ≪
𝑡∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝛾 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3
≤

𝑡∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝑛𝐻
≤ L𝑥

𝐻
max
1≤𝑛≤𝑡

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽 ≤

≤ L𝑥

𝐻
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽 ≪ L𝑥

𝜆𝑥2𝑦
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽.
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Оценка W2(𝜆, 𝜒) . При 𝑥−𝑦 < 𝑢 ≤ 𝑥 с помощью следующих обозначений

𝑇1 = 6𝜋𝜆𝑥3 +𝐻, 𝐻1 = 6𝜋𝜆(𝑥3 − (𝑥− 𝑦)3) + 2𝐻, 𝑇2 = 𝑇1 + 12𝜋𝜆𝑢3,

представим множество 𝐷2 в виде

𝐷2 =
{︀
𝜌 : −6𝜋𝜆𝑥3 −𝐻 ≤ 𝛾 ≤ −6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 +𝐻

}︀
=

= {𝜌 : 𝑇1 −𝐻1 ≤ −𝛾 ≤ 𝑇1} =
{︀
𝜌 : 𝑇2 −𝐻1 ≤ 12𝜋𝜆𝑢3 − 𝛾 ≤ 𝑇2

}︀
. (2.37)

Пользуясь очевидным неравенством (𝑥− 𝑦)3 ≥ 𝑥3− 3𝑥2𝑦 и явным значением

параметра 𝐻 = 18𝜋𝜆𝑥2𝑦 , получим

𝑇2 −𝐻1 = 12𝜋𝜆𝑢3 + 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 −𝐻 ≥ 18𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 − 18𝜋𝜆𝑥2𝑦 ≥

≥ 18𝜋𝜆𝑥3 − 72𝜋𝜆𝑥2𝑦 = 9𝜋𝜆𝑥3 + 9𝜋𝜆𝑥2(𝑥− 4𝑦) > 9𝜋𝜆𝑥3,

Таким образом, если 𝜌 принадлежит множеству 𝐷2 , то пользуясь третьей

оценкой формулы (2.34), имеем

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪ 𝑥𝛽√︀
12𝜋𝜆𝑢3 − 𝛾

≤ 𝑥𝛽√
𝑇2 −𝐻1

≤ 𝑥𝛽√
9𝜋𝜆𝑥3

≪ 𝑥𝛽√
𝜆𝑥3

.

Из этой оценки для тригонометрического интеграла и из представления мно

жества 𝐷2 в виде (2.37), получим

W2(𝜆, 𝜒) =
∑︁
𝜌∈𝐷2

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪
∑︁

𝑇2−𝐻1≤12𝜋𝜆𝑢3−𝛾≤𝑇2

𝑥𝛽√
𝜆𝑥3

=
∑︁

𝑇1−𝐻1≤−𝛾≤𝑇1

𝑥𝛽√
𝜆𝑥3

. (2.38)

Воспользовавшись неравенством 𝑥3 − (𝑥 − 𝑦)3 ≤ 3𝑥2𝑦 и явным значением

параметра 𝐻 = 18𝜋𝜆𝑥2𝑦 , оценим сверху длину множества 𝐷2 , а также его

нижнюю границу 𝑇1 −𝐻1 . Имеем:

𝐻1 =6𝜋𝜆(𝑥3 − (𝑥− 𝑦)3) + 2𝐻 ≤ 54𝜋𝜆𝑥2𝑦,

𝑇1 −𝐻1 = 6𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)3 − 18𝜋𝜆𝑥2𝑦 = 6𝜋𝜆𝑥3
(︂
1 +

3𝑦2

𝑥2
− 𝑦3

𝑥3

)︂
≥ 6𝜋𝜆𝑥3.

Отсюда и из выбора параметра 𝑇1 = 6𝜋𝜆𝑥3
(︀
1 + 3𝑦

𝑥

)︀
следует, что границы

суммы по 𝛾 в (2.38), то есть параметры 𝑇1 −𝐻1 и 𝑇1 являются величинами
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порядка 𝜆𝑥3 . Длина этой суммы, то есть параметр 𝐻1 , является величиной

порядка 𝜆𝑥2𝑦 . Далее, разбивая в сумме по 𝛾 в (2.38) интервал суммирования

𝑇1 −𝐻1 ≤ 𝛾 ≤ 𝑇1 на не более 54𝜋 интервалов вида

æ𝜆𝑥3 − 𝜆𝑥2𝑦 < 𝛾 ≤ æ𝜆𝑥3,

где постоянная величина æ принимает значение из интервала

6𝜋

(︂
1 +

3𝑦2

𝑥2
− 𝑦3

𝑥3

)︂
< æ ≤ 6𝜋

(︂
1 +

3𝑦

𝑥

)︂
,

правую часть суммы в формуле (2.38) представим в виде

W2(𝜆, 𝜒) ≪
1√
𝜆𝑥3

∑︁
æ𝜆𝑥3−𝜆𝑥2𝑦<𝛾≤æ𝜆𝑥3

𝑥𝛽.

В этой оценке, не ограничивая общности для удобства будем считать, что

æ = 1 , а также воспользовавшись неравенством 𝜆𝑥3 < 𝑇0 , имеем

W2(𝜆, 𝜒) ≪
1√
𝜆𝑥3

max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽.

Подставляя эту оценку и оценки W1(𝜆, 𝜒) и W3(𝜆, 𝜒) в (2.36), а затем вос

пользовавшись условием 𝜆 >
(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 , получим:

W(𝜆, 𝜒) ≪
(︂

1√
𝜆𝑥3

+
L𝑥

𝜆𝑥2𝑦

)︂
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽 =

=
1√︀
𝜆𝑞𝑥3

(︂
1 +

L𝑥√
𝜆𝑥𝑘−2𝑦

)︂
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽 ≪

≪ L𝑥√︀
𝜆𝑞𝑥3

max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽.

Отсюда и из оценки (2.33), а также пользовавшись обозначениями в фор

муле (2.29), найдём

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ L 2
𝑥√︀

𝜆𝑞𝑥3
max
|𝑇 |≤𝑇0

∑︁
𝜒 mod 𝑞

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾≤𝑇

𝑥𝛽 =
L 2

𝑥√︀
𝜆𝑞𝑥3

max
|𝑇 |≤𝑇0

V𝑞(𝑇, 𝜆𝑥
2𝑦).
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Воспользовавшись для V𝑞(𝑇, 𝑈) при 𝑈 = 𝜆𝑥2𝑦 формулой (2.30), получим

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ L 3
𝑥√︀

𝜆𝑞𝑥3
max
|𝑇 |≤𝑇0

max
0,5≤𝑢≤1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(︀
𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝜆𝑥2𝑦, 𝜒)

)︀
,

(2.39)

𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0) =
𝑐1

max
(︁
ln 𝑞, (ln(𝑇0 + 3) ln ln(𝑇0 + 3))

3
4

)︁ .
Всюду ниже в этом параграфе будем считать, что для параметра 𝑦 выполня

ется условие

𝑥1−
1

5+𝜂3 L 𝑐3
𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥L −𝐴−0,5𝑏−10

𝑥 . (2.40)

Из явного значения параметра 𝑇0 , условия 𝜆 >
(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 и соотношения

(2.40), находим

𝑇

(𝜆𝑥2𝑦)3
≤ 𝑇0
(𝜆𝑥2𝑦)3

=

(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥3

)︀
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥

(𝜆𝑥2𝑦)3
=

√
𝑞L 𝐴+3

𝑥

𝜆3𝑥5𝑦4
+

√
𝑞L 𝐴+3

𝑥

𝜆2𝑥3𝑦3
≤

≤ (18𝜋)3 𝑦2L 𝐴+0,5𝑏+3
𝑥

𝑥2
+

(18𝜋)2 𝑦L 𝐴+0,5𝑏+3
𝑥

𝑥
≪ L −7

𝑥 .

Из этого неравенства следует, что в сумме по 𝜒 mod 𝑞 в (2.39) выполняется

условие 𝜆𝑥2𝑦 ≥ 𝑇
1
3 , то есть к ней можно применить лемму 2.7. Взяв в этой

лемме

𝜀 = min

(︂
𝜂3
16
,
1 + 𝜂3

2
𝛿

)︂
, (2.41)

имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ B1 + B2, (2.42)

B1 =
L 12

𝑥√︀
𝜆𝑞𝑥3

max
0,5≤𝑢≤0,75

𝑥𝑢
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀ 4−4𝑢
3−2𝑢 ,

B2 =
L 3

𝑥√︀
𝑞𝜆𝑥3

max
0,75≤𝑢≤1−𝛿(𝑞,𝑇0)

𝑥𝑢
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀ 2
𝑢 (1−𝑢)+𝜀

.
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Оценка B1 . Имеем

B1 =
𝑦

1
2L 12

𝑥

𝑥
1
2

max
0,5≤𝑢≤0,75

exp (𝑓1(𝑢)) ,

𝑓1(𝑢) = 𝑢 ln𝑥+

(︂
1

𝑢− 1, 5
+

3

2

)︂
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀
,

𝑓 ′1(𝑢) = ln𝑥−
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀
(𝑢− 1, 5)2

, 𝑓 ′′1 (𝑢) =
2 ln

(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀
(𝑢− 1, 5)3

< 0.

Покажем, что выполняется неравенство 𝑓 ′1(0, 5) > 0 . Ползуясь условиями

0 ≤ 𝜆 ≤ 1
𝑞𝜏 , 𝜏 = 𝑦5

𝑥2L
𝑏1
𝑥

и 𝑦 ≥ 𝑥1−
1

5+𝜂3 L 𝑐3
𝑥 , находим

−𝑓 ′1(0, 5) = ln (𝑞𝜆𝑥𝑦) ≤ ln
(︁𝑥𝑦
𝜏

)︁
= ln

(︂
𝑥3L 𝑏1

𝑥

𝑦4

)︂
≤ ln

(︃
𝑥3L 𝑏1

𝑥

𝑥4−
4

5+𝜂3 L 4𝑐3
𝑥

)︃
=

= ln
(︁
𝑥−

1+𝜂3
5+𝜂3 L 𝑏1−4𝑐3

𝑥

)︁
= −1 + 𝜂3

5 + 𝜂3
L𝑥 + (𝑏1 − 4𝑐3) lnL𝑥 < 0.

Случай 𝑞𝜆𝑥2𝑦 < 𝑥
9
16 . Представим сумму B1 в следующей удобной фор

ме

𝑓 ′1(𝑢) ≥ 𝑓 ′1(0, 75) = ln 𝑥− 16

9
ln(𝑞𝜆𝑥2𝑦) > ln𝑥− 16

9
ln𝑥

9
16 = 0,

то есть 𝑓1(𝑢) возрастающая функция в интервале 0, 5 ≤ 𝑢 ≤ 0, 75 , восполь

зовавшись которой, а затем соотношением (2.40), имеем

B1 =
𝑦

1
2L 12

𝑥

𝑥
1
2

exp (𝑓1(0, 75)) =
𝑦

1
2L 12

𝑥

𝑥
1
2

exp

(︂
3

4
ln𝑥+

1

6
ln(𝑞𝜆𝑥2𝑦)

)︂
=

=
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀ 1
6 𝑥

1
4𝑦

1
2L 12

𝑥 < 𝑥
11
32𝑦

1
2L 12

𝑥 =𝑦

(︃
𝑥1−

1
5+𝜂3 L 𝑐3

𝑥

𝑦

)︃ 1
2

𝑥−
9+5𝜂3

32(5+𝜂3)L 12−0,5𝑐3
𝑥 ≪ 𝑦L −𝐴

𝑥 .

Случай 𝑞𝜆𝑥2𝑦 ≥ 𝑥
9
16 . Вводя обозначение

𝑦 = 𝑥1−𝜇2

L 𝑐
𝑥 , (2.43)

будем искать наибольшее значение параметра 𝜇 и наименьшее значение па

раметра 𝑐 , для которого выполняется оценка

B1 ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 . (2.44)
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Ползуясь условиями 0 ≤ 𝜆 ≤ 1
𝑞𝜏 , 𝜏 = 𝑦5

𝑥2L
𝑏1
𝑥

и 𝑦 ≥ 𝑥1−
1

5+𝜂3 L 𝑐3
𝑥 , имеем

𝑞𝜆𝑥2𝑦 ≤ 𝑥2𝑦

𝜏
=

(︂
𝑥

𝑦

)︂4

L 𝑏1
𝑥 ≤

(︁
𝑥

1
5+𝜂3 L −𝑐3

𝑥

)︁4
L 𝑏1

𝑥 = 𝑥1−
1+𝜂3
5+𝜂3 L 𝑏1−4𝑐3

𝑥 .

Поэтому

𝑓 ′1(0, 5) = ln 𝑥− ln(𝑞𝜆𝑥2𝑦) > 0, 𝑓 ′1(0, 75) = ln 𝑥− 16

9
ln(𝑞𝜆𝑥2𝑦) ≤ 0,

и точка

𝑢0 =
3

2
−
(︂
ln(𝑞𝜆𝑥2𝑦)

ln𝑥

)︂ 1
2

,

где 𝑓 ′1(𝑢0) = 0 принадлежит интервалу интегрирования. В этом интервале

также выполняется условие 𝑓 ′′(𝑢) < 0 , поэтому в интервале 0, 5 ≤ 𝑢 ≤ 0, 75

график функции 𝑓(𝑢) является выпуклым вверх, следовательно

B1 =
𝑦

1
2L 12

𝑥

𝑥
1
2

exp (𝑓1(𝑢0)) =
𝑦

1
2L 12

𝑥

𝑥
1
2

exp

(︂
𝑢0 ln𝑥+

(︂
3

2
+

1

𝑢0 − 1, 5

)︂
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀)︂
=
𝑦

1
2L 12

𝑥

𝑥
1
2

exp

(︃(︃
3

2
−
(︂
ln(𝑞𝜆𝑥2𝑦)

ln𝑥

)︂ 1
2

)︃
ln𝑥+

(︃
3

2
−
(︂

ln𝑥

ln(𝑞𝜆𝑥2𝑦)

)︂ 1
2

)︃
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀)︃

= 𝑥𝑦
1
2L 12

𝑥 exp

(︂
3

2
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀
− 2

(︀
ln(𝑞𝜆𝑥2𝑦) ln𝑥

)︀ 1
2

)︂
= 𝑥𝑦

1
2L 12

𝑥 exp
(︀
𝑔
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀)︀
,

(2.45)

здесь 𝑔(𝑡) = 3
2 ln 𝑡− 2 (ln 𝑡 ln𝑥)

1
2 . Из условий

𝑞𝜆𝑥2𝑦 ≥ 𝑥
9
16 , 𝜆 ≤ 1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦5

𝑥2L 𝑏1
𝑥

,

и формулы (2.43) следует, что

𝑥
9
16 ≤ 𝑞𝜆𝑥2𝑦 ≤ 𝑥2𝑦

𝜏
=
𝑥4L 𝑏1

𝑥

𝑦4
= 𝑥𝑢L 𝑣

𝑥 , 𝑢 = 4𝜇2, 𝑣 = 𝑏1 − 4𝑐. (2.46)

Поэтому с учётом соотношения 𝑡 = 𝑞𝜆𝑥2𝑦 ≥ 𝑥
9
16 , имеем

𝑔′(𝑡) =
3

2𝑡
− (ln𝑥)

1
2

𝑡(ln 𝑡)
1
2

=
9 ln 𝑡− 4 ln𝑥

2𝑡(ln 𝑡)
1
2 (3(ln 𝑡)

1
2 + 2(ln𝑥)

1
2 )
> 0,
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то есть 𝑔(𝑡) в интервале своего изменения является возрастающей функцией,

поэтому

𝑔
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀
≤ 𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣

𝑥 ) .

Из этого неравенства и из соотношения

𝑦−
1
2 = 𝑥−

1
2+

𝑢
8L

− 𝑏1−𝑣
8

𝑥 ,

правую часть (2.45) оценим следующим образом

B1 ≤ 𝑥𝑦
1
2L 12

𝑥 exp (𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣
𝑥 )) = 𝑦𝑥

1
2+

𝑢
8L

12− 𝑏1−𝑣
8

𝑥 exp (𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣
𝑥 )) =

= 𝑦𝑥
1
2+

𝑢
8L

12− 𝑏1−𝑣
8

𝑥 exp

(︂
3

2
ln (𝑥𝑢L 𝑣

𝑥 )− 2 (ln (𝑥𝑢L 𝑣
𝑥 )L𝑥)

1
2

)︂
=

= 𝑦L
12− 𝑏1

8 + 13𝑣
8

𝑥 · 𝑥
1
2+

13𝑢
8 exp

(︁
−2
(︀
𝑢L 2

𝑥 + 𝑣L𝑥 lnL𝑥

)︀ 1
2

)︁
=

= 𝑦L
12− 𝑏1

8 + 13𝑣
8

𝑥 𝑥
13𝑢
8 + 1

2 exp

(︃
−2

√
𝑢L𝑥

(︂
1 +

𝑣 lnL𝑥

𝑢L𝑥

)︂ 1
2

)︃
. (2.47)

Пользуясь при |𝑡| ≤ 0, 1 формулой

(1 + 𝑡)
1
2 = 1 +

𝑡

2
+𝑅1(𝑡), 𝑅1(𝑡, 𝜃) = − (1− 𝜃)𝑡2

8(1 + 𝜃𝑡)
3
2

,

которая является следствием разложения функции 𝑓(𝑡) = (1 + 𝑡)
1
2 в ряд

Маклорена с остаточным членом в форме Коши вида

𝑓(𝑡) = 1+
𝑚∑︁
𝑛=1

1
2

(︀
1
2 − 1

)︀
. . .
(︀
1
2 − (𝑛− 1)

)︀
𝑛!

𝑡𝑛 +𝑅𝑚(𝑡, 𝜃),

𝑅𝑚(𝑡, 𝜃) =
𝑓 (𝑚+1)(𝜃𝑡)

(𝑚+ 1)!
(1− 𝜃)𝑚𝑡𝑚+1, 0 < 𝜃 < 1,

𝑓 ′(𝑡) =
1

2
(1 + 𝑡)−

1
2 , 𝑓 ′′(𝑡) = −1

4
(1 + 𝑡)−

3
2 ,

при 𝑚 = 1 . В этой формуле, рассматривая остаточный член 𝑅1(𝑡, 𝜃) как

функцию от 𝜃 , имеем

𝜕𝑅1(𝑡, 𝜃)

𝜕𝜃
=
𝑡2(1 + 𝜃𝑡)

3
2 + (1− 𝜃)𝑡2 · 3

2(1 + 𝜃𝑡)
1
2 𝑡

8(1 + 𝜃𝑡)3
=

=
𝑡2(1 + 𝜃𝑡) + (1− 𝜃)𝑡2 · 3

2𝑡

8(1 + 𝜃𝑡)
5
2

=
((3− 𝜃)𝑡+ 2)𝑡2

16(1 + 𝜃𝑡)
5
2

> 0.
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Поэтому

min𝑅1(𝑡, 𝜃) = 𝑅1(𝑡, 0) = −𝑡
2

8
, (1 + 𝑡)

1
2 = 1 +

𝑡

2
+𝑅1(𝑡) ≥ 1 +

𝑡

2
− 𝑡2

8
.

Следовательно

− 2
√
𝑢L𝑥

(︂
1 +

𝑣 lnL𝑥

𝑢L𝑥

)︂ 1
2

≤ −2
√
𝑢L𝑥

(︂
1 +

𝑣 lnL𝑥

2𝑢L𝑥
− 𝑣2 ln2 L𝑥

8𝑢2L 2
𝑥

)︂
=

= ln𝑥−2
√
𝑢 + lnL

− 𝑣√
𝑢

𝑥 +
𝑣2 ln2 L𝑥

4𝑢
3
2L𝑥

≤ ln𝑥−2
√
𝑢 + lnL

− 𝑣√
𝑢

𝑥 + 1.

Подставляя найденную оценку в правую часть (2.47), находим

B1 ≪𝑦L
12− 𝑏1

8 + 13𝑣
8

𝑥 𝑥
13𝑢
8 + 1

2 · 𝑥−2
√
𝑢L

− 𝑣√
𝑢

𝑥 = 𝑦𝑥
13
8 𝑢−2

√
𝑢+ 1

2L
12− 𝑏1

8 +( 13
8 − 1√

𝑢)𝑣
𝑥 . (2.48)

Пользуясь соотношениями в формуле (2.46), показатели 𝑥 и L𝑥 в правой

части последнего неравенства выражаем через параметры 𝜇 и 𝑐 , обозначив

их соответственно через æ(𝜇) и 𝜔(𝜇, 𝑐) , имеем

æ(𝜇) =
13

2
𝜇2 − 4𝜇+

1

2
=

1

2

(︀
13𝜇2 − 8𝜇+ 1

)︀
,

𝜔(𝜇, 𝑐) = 12− 𝑏1
8
+

(︂
13

8
− 1

2𝜇

)︂
(𝑏1 − 4𝑐) =

= 12 +

(︂
3

2
− 1

2𝜇

)︂
𝑏1 −

(︂
13

2
− 2

𝜇

)︂
𝑐.

Величина æ = æ(𝜇) является квадратичным многочленом относительно 𝜇 ,

имеющим два положительных корня. Большим корнем является

𝜇3 =
4 +

√
3

13
=

1

4−
√
3
,

квадрат которого равен

𝜇23 =
1

19− 8
√
3
=

1

5 + 𝜂3
, 𝜂3 =

2

7 + 4
√
3
. (2.49)
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Поэтому наибольшее значение параметра 𝜇 , при котором æ = æ(𝜇) — показа

тель 𝑥 в оценке (2.48) равен нулю, является корень 𝜇3 . При этом 𝜔(𝜇, 𝑐) — по

казатель L𝑥 при 𝜇 = 𝜇3 определяется следующим образом

𝜔(𝜇3, 𝑐) = 12 +

(︃
3

2
− 4−

√
3

2

)︃
𝑏1 −

(︂
13

2
− 2(4−

√
3)

)︂
𝑐 =

= 12 +

(︃√
3

2
− 1

2

)︃
𝑏1 −

(︂
2
√
3− 3

2

)︂
𝑐,

и при 𝑐 = 𝑐3 , где

𝑐3 =
𝐴+ 12 +

(︁√
3
2 − 1

2

)︁
𝑏1

2
√
3− 3

2

=
2𝐴+ 24 +

(︀√
3− 1

)︀
𝑏1

4
√
3− 3

,

имеет место равенство 𝜔(𝜇𝑘, 𝑐3) = −𝐴 , то есть оценка (2.48) превращается в

оценку (2.44). Таким образом, из представлений параметра 𝑦 в виде (2.43) и

параметра 𝜇2𝑘 в виде (2.49) следует, что оценка (2.44) имеет место при

𝑦 ≥ 𝑥1−
1

5+𝜂3 L 𝑐3
𝑥 , 𝜂3 =

2

7 + 4
√
3
.

Оценка B2 . Сумму B2 представим в виде

B2 =
𝑦

1
2L 3

𝑥

𝑥
1
2

(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀− 1
2 max
0,75≤𝑢≤1−𝛿

𝑓2(𝑢),

𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀ 2
𝑢 (1−𝑢)+𝜀

, 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0),

где функция 𝑓2(𝑢) и её производная второго порядка 𝑓 ′′(𝑢) положительны:

𝑓 ′2(𝑢) =𝑓2(𝑢)

(︂
ln𝑥− 2

𝑢2
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀)︂
,

𝑓 ′′2 (𝑢) =𝑓2(𝑢)

(︃(︂
ln𝑥− 2

𝑢2
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀)︂2

+
4

𝑢3
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀)︃
≥

≥ 4𝑓2(𝑢)

𝑢3
ln
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀
≥ 4𝑓2(𝑢)

𝑢3
ln

(︂
𝑞𝑥

18𝜋𝑦

)︂
> 0.
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Следовательно график функции 𝑓2(𝑢) является выпуклым вниз, поэтому

B2 ≤
𝑦

1
2L 2

𝑥

𝑥
1
2

(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀− 1
2 (𝑓2(0, 75) + 𝑓2(1− 𝛿)) =

=
𝑦

1
2

𝑥
1
2

(︁
𝑥

3
4

(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀ 1
6+𝜀

+ 𝑥1−𝛿
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀− 1
2+

2𝛿
1−𝛿+𝜀

)︁
L 2

𝑥 .

Пользуясь условием рассматриваемого случая

1

18𝜋𝑥𝑦2
< 𝜆 ≤ 1

𝑞𝜏
=
𝑥2L 𝑏1

𝑥

𝑞𝑦5
,

найдем

B2 ≪
𝑦

1
2

𝑥
1
2

⎛⎝𝑥 3
4

(︂
𝑥4L 𝑏1

𝑥

𝑦4

)︂1
6+𝜀

+ 𝑥1−𝛿

(︂
𝑥

𝑦

)︂−1
2+

2𝛿
1−𝛿

+𝜀
⎞⎠L 2

𝑥 =

= 𝑦

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝𝑥4+ 3

2(1+6𝜀)L 𝑏1
𝑥

𝑦4+
3

1+6𝜀

⎞⎠1
6+𝜀

+

⎛⎜⎝𝑥𝛿+𝛿2+(1−𝛿)𝜀
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

𝑦

⎞⎟⎠
2𝛿
1−𝛿

+𝜀
⎞⎟⎟⎟⎠L 2

𝑥 =

= 𝑦

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝𝑥1− 3

14+48𝜀L
𝑏1+6𝜀
7+24𝜀
𝑥

𝑦

⎞⎠
7
6+4𝜀

+

⎛⎜⎝𝑥𝛿+𝛿2+(1−𝛿)𝜀
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

𝑦

⎞⎟⎠
2𝛿
1−𝛿

+𝜀
⎞⎟⎟⎟⎠L 2

𝑥 =

= 𝑦

⎛⎜⎜⎝
⎛⎝𝑥1− 1

5+𝜂3 L 𝑐3
𝑥

𝑦
𝑥𝑔(𝜀)L ℎ(𝜀)

𝑥

⎞⎠7
6+4𝜀

+

⎛⎝𝑥1− 1
5+𝜂3 L 𝑐3

𝑥

𝑦
𝑥𝑓(𝛿,𝜀)L −𝑐3

𝑥

⎞⎠ 2𝛿
1−𝛿

+𝜀
⎞⎟⎟⎠L 2

𝑥 ,

здесь

𝑔(𝜀) =
1

5 + 𝜂3
− 3

14 + 48𝜀
= − 1 + 3𝜂3 − 48𝜀

2(5 + 𝜂3)(7 + 24𝜀)
,

ℎ(𝜀) =
𝑏1 + 6𝜀

7 + 24𝜀
− 𝑐3,

𝑓(𝛿, 𝜀) =
𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀

2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀
−
(︂
1− 1

5 + 𝜂3

)︂
=

𝛿(1− 𝛿)

2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀
+

1

5 + 𝜂3
.
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ℎ(𝜀)

(︂
7

6
+ 12𝜀

)︂
=

(︂
𝑏1 + 6𝜀

7 + 24𝜀
− 𝑐3

)︂
7 + 24𝜀

6
=

=
𝑏1 + 6𝜀− (7 + 24𝜀)𝑐3

6
=
𝑏1 − 7𝑐3 + (6− 24𝑐3)𝜀

6

Из правой части оценки для B2 с учётом 𝑦 ≥ 𝑥1−
1

5+𝜂3 L 𝑐3
𝑥 и 𝑐3 > 0 , получим

B2 ≪ 𝑦

(︃(︁
𝑥𝑔(𝜀)L ℎ(𝜀)

𝑥

)︁7+24𝜀
6

+ 𝑥
𝑓(𝛿,𝜀)

2𝛿+(1−𝛿)𝜀
1−𝛿

)︃
L 2

𝑥 . (2.50)

Далее, пользуясь значением параметра 𝜀 , то есть формулой (2.51), условием

𝜂3 > 0 , имеем

𝜀 = min

(︂
𝜂3
16
,
1 + 𝜂3

2
𝛿

)︂
, (2.51)

𝑔(𝜀)
7 + 24𝜀

6
= − 1 + 3𝜂3 − 48𝜀

2(5 + 𝜂3)(7 + 24𝜀)
· 7 + 24𝜀

6
= −1 + 3𝜂3 − 48𝜀

12(5 + 𝜂3)
=

= − 1

12(5 + 𝜂3)
+
(︁
𝜀− 𝜂3

16

)︁ 4

5 + 𝜂3
≤ − 1

12(5 + 𝜂3)
,

𝑓(𝛿, 𝜀)
2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿
=

(︂
𝛿(1− 𝛿)

2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀
+

1

5 + 𝜂3

)︂
2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀

1− 𝛿
=

= −𝛿 + 2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀

(1− 𝛿)(5 + 𝜂𝑘)
≤ −𝛿 + 2𝛿 + 𝜀(︀

1− 1
6

)︀
(5 + 𝜂𝑘)

= −2

5
𝛿+

+
6

5

(︂
−1

2
𝛿 +

2𝛿 + 𝜀

5 + 𝜂𝑘)

)︂
= −2

5
𝛿 +

6

5(5 + 𝜂𝑘)

(︂
𝜀− 1 + 𝜂𝑘

2
𝛿

)︂
≤ −2

5
𝛿.

Воспользовавшись этими двумя неравенствами, представим оценку (2.50), в

виде

B2 ≪ 𝑦

(︂
𝑥−

1
12(5+𝜂3)L

𝑏1−(2𝑘+1)𝑐3+(6−2(𝑘−1)𝑐3)𝜀
6

𝑥 + 𝑥−0,4𝛿

)︂
L 2

𝑥 ≪

≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 + 𝑦L 2

𝑥 exp (−0, 4𝛿L𝑥) .

Воспользовавшись условием (2.40), получим

𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + 𝜆𝑥3

)︀
𝑞

1
2L 𝐴+3

𝑥 ≤
(︂
𝑥
√
𝑞

𝑦
+

𝑥3
√
𝑞𝜏

)︂
L 𝐴+3

𝑥 ≤

≤
(︂
𝑥
√
𝑞

𝑦
+
𝑥5L 𝑏1

𝑥

𝑦5

)︂
L 𝐴+3

𝑥 ≪ 𝑥5

𝑦5
L 𝐴+𝑏1+3

𝑥 ≤ 𝑥
5

5+𝜂3 L 𝐴+𝑏1+3−(5)𝑐3
𝑥 < 0, 1𝑥,
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При помощи этой оценки параметр 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0) оценим снизу. Имеем

𝛿(𝑞, 𝑇0) =
𝑐1

max
(︁
ln 𝑞, (ln(𝑇0 + 3) ln ln(𝑇0 + 3))

3
4

)︁ ≥

≥ 𝑐1

max
(︁
𝑏 lnL𝑥, (L𝑥 lnL𝑥)

3
4

)︁ ≥ 𝑐1L
−0,76
𝑥 .

Поэтому

B2 ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 + 𝑦L 2

𝑥 exp
(︀
−0, 4𝑐1L

0,24
𝑥

)︀
≪ 𝑦L −𝐴

𝑥 .

Отсюда и из оценки для B1 с учетом формулы (2.42), имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 . (2.52)

Пользуясь оценкой (2.22), оценивая тригонометрический интеграл по вели

чине первой производной (лемма 2.1), при условиях 𝜆 >
(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 и (2.40),

имеем ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜏(𝜒0, 𝑎, 3)

𝜙(𝑞)

𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ L𝑥√

𝑞
· 1

𝜆𝑥2
≪ 𝑦2L𝑥√

𝑞𝑥
≪ 𝑦L −𝐴

𝑥 .

Наконец, подставляя эту оценку, также оценки (2.52), (2.21) и (2.23) в (2.32),

получим утверждение теоремы.
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Глава 3

Асимптотическая формула в проблеме Эстермана для

кубов простых чисел с почти пропорциональными

слагаемыми

3.1. Формулировка результатов

В тридцатые годы прошлого века английский математик Мейтленд Райт

сформулировал и исследовал ряд аддитивных задач с почти пропорциональ

ными слагаемыми. Остановимся на некоторых из них.

• В работах [2, 3] он показал, что если 𝑠 ≥ 5 , 𝜇1, . . . , 𝜇𝑠 — фиксированные

положительные числа, 𝜇1 + 𝜇2 + . . .+ 𝜇𝑠 = 1 ,

𝛼 =
𝑠− 4

4(𝑠− 3)
, 𝑠 = 5, 6, 7; 𝛼 =

𝑠− 2

2(2𝑠− 1)
, 𝑠 ≥ 8,

и 0 < 𝛽 < 𝛼 , тогда любое натуральное число представимо в виде

𝑛 = 𝑚2
1 + . . .+𝑚2

𝑠, |𝑚2
𝑖 − 𝜇𝑖𝑛| = 𝑂(𝑛1−𝛽).

• В работе [4] доказал, что если 𝛾, 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, 𝜇4 — произвольные поло

жительные числа, 𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 + 𝜇4 = 1 , 𝑛 = 2𝜉𝑛′ , 𝑛′ — нечётное целое

число, 𝑛′ > 𝑛0 = 𝑛0(𝛾, 𝜇1, . . . , 𝜇4) , и выполняется условие

|𝑚2
𝑖 − 𝜇𝑖𝑛| ≤ 𝛾𝜇𝑖𝑛, 𝑖 = 1, 2, 3, 4,

тогда число 𝑛 представимо в виде

𝑛 = 𝑚2
1 +𝑚2

2 +𝑚2
3 +𝑚2

4; (3.1)

если же 𝑛 нечётное число, то оно представимо в виде (3.1) при условии

𝑚𝑖 =
1

2
𝑛

1
2 (1 + 𝑜(1)), 𝑖 = 1, 2, 3, 4.
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• А в работе ([5]) он доказал, что если 0 < 𝛽 < 0, 2 , то количество чисел

𝑛 не превосходящих 𝑁 , и которые при выполнении условия

|𝑚2
𝑖 − 𝜇𝑖𝑛| ≪ 𝑛1−𝛽, (3.2)

𝑖 = 1, 2, 3, 4 , не представимы в виде (3.1), равно 𝑂(𝑁 1−𝑐) , где 𝑐 — неко

торое положительное число меньше 5
12

(︀
1
5 − 𝛽

)︀
, то есть

#
{︀
𝑛 : 𝑛 ̸= 𝑚2

1 +𝑚2
2 +𝑚2

3 +𝑚2
4, |𝑚2

𝑖 − 𝜇𝑖𝑛| ≪ 𝑛1−𝛽
}︀
≪ 𝑁 1−𝑐.

В работе ([5]) он также доказал, что если 0 < 𝛽 < 0, 2 , то количество

чисел 𝑛 не превосходящих 𝑁 , и которые не имеют форму 4𝑎(8𝑙+7) , при

условии выполнении условия (3.2) не представимы в виде

𝑛 = 𝑚2
1 +𝑚2

2 +𝑚2
3,

равно 𝑂(𝑁 1−𝑐) , где 𝑐 — некоторое положительное число меньше
3
7

(︀
1
6 − 𝛽

)︀
, то есть

#
{︀
𝑛 : 𝑛 ̸= 𝑚2

1 +𝑚2
2 +𝑚2

3, |𝑚2
𝑖 − 𝜇𝑖𝑛| ≪ 𝑛1−𝛽

}︀
≪ 𝑁 1−𝑐.

• Мейтленд Райт исследовал также проблему Варинга с почти пропорци

ональными слагаемыми [6, 7]. Он доказал, пусть 𝜇1, . . . , 𝜇𝑠 — фиксиро

ванные положительные числа

𝑠 ≥ 𝑠0, 0 < 𝛽 < min

(︂
𝑠− 4

4(𝑠− 3)
,

𝑠− 2

2(𝑠− 1)

)︂
, 𝑚𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑠,

𝛾 =
𝑠

𝑘
− 1− (𝑠− 1)𝛽, 𝜇1 + . . .+ 𝜇𝑠 = 1,

𝑟(𝑛) = #
{︀
(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) : 𝑚

𝑘
1 + . . .+𝑚𝑘

𝑠 = 𝑛, |𝑚𝑖 − 𝜇𝑖𝑛| ≤ 𝐴𝑖𝑛
1−𝛽
}︀
,

тогда справедлива асимптотическая формула

𝑟(𝑛) =
𝑐 (
∏︀
𝜇𝑖)

𝑎−1

𝑘𝑠Γ(𝑠)
S(𝑛)𝑛𝛾 +𝑂

(︀
𝑛𝛾−𝑑

)︀
,

где 𝑐 = 𝑐(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠) — абсолютная постоянная, 𝑑 = 𝑑(𝑠, 𝛽) > 0.
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Аддитивные задачи с почти равными слагаемыми являются частным слу

чаем аддитивных задач с почти пропорциональными слагаемыми. Если в ад

дитивной задаче с почти пропорциональными слагаемыми 𝜇1, . . . , 𝜇𝑠 равны

между собой, то есть 𝜇1 = . . . = 𝜇𝑠 = 1
𝑠 , то она превращается в задачу с

почти равными слагаемыми.

Т. Эстерман [78] доказал асимптотическую формулу для числа реше

ний уравнения

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚2 = 𝑁, (3.3)

где 𝑝1 , 𝑝2 — простые числа, 𝑚 — натуральное число.

В работах [8, 9, 29] эта задача исследована с более жёсткими условиями, а

именно, когда слагаемые почти равны, и выведена асимптотическая формула

для числа решений (3.3) с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2;

⃒⃒⃒⃒
𝑚2 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻; , 𝐻 ≥ 𝑁

3
4L 3.

Далее в работах [10, 35] асимптотическая формула выведена для более редкой

последовательности с почти равными слагаемыми то есть, когда в уравнении

(3.3) квадрат натурального 𝑚 заменяется на его куб при 𝐻 ≥ 𝑁
5
6L 10 . А

в работах [36, 37] асимптотическая формула выведена для ещё более редкой

последовательности с почти равными слагаемыми то есть, когда в уравнении

(3.3) квадрат натурального 𝑚 заменяется на его четвёртую степень при 𝐻 ≥
𝑁

11
12L

40
3 , (см. также [113–115]).

В работе [40] доказана асимптотическая формула для числа решений

уравнения

𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝23 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2;

⃒⃒⃒⃒
𝑝23 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻; , 𝐻 ≥ 𝑁

27
32+𝜀

где 𝑝1 , 𝑝2 и 𝑝3 — простые числа.

Основным результатом третей главы является теорема 3.1 об асимптоти

ческой формуле для последовательности с почти пропорциональными слага

емыми, когда в уравнении (3.3) квадрат натурального 𝑚 заменяется на куб



69

простого числа. Теорема 3.1 доказывается круговым методом Харди, Литт

лвуда, Рамануджана в форме тригонометрических сумм И.М. Виноградова,

используя результаты предыдущих глав, а именно

• теорему 2.3 об асимптотической формуле для коротких кубических три

гонометрических сумм с простыми числами 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) в малой окрест

ности центра больших дуг;

• теорему 2.4 о нетривиальной оценке коротких кубических тригонометри

ческих сумм с простыми числами 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) в больших дугах за исклю

чением малой окрестности их центров.

Теорема 3.1. Пусть 𝑁 — достаточно большое натуральное число, 𝜇1 ,

𝜇2 , 𝜇3 — положительные фиксированные числа, удовлетворяющие условию

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 1, 𝜂 =
2

7 + 4
√
3
, 𝑐 =

10476− 4816
√
3

39
,

𝐼(𝑁,𝐻) — число решений относительно простых чисел 𝑝1 , 𝑝2 и 𝑝3 диофан

това уравнения

𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝33 = 𝑁, |𝑝𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2, |𝑝33 − 𝜇3𝑁 | ≤ 𝐻.

Тогда при 𝐻 = 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
, справедлива асимптотическая формула

𝐼(𝑁,𝐻) =
S(𝑁)𝐻2

9(𝜇3𝑁)
2
3L 3

𝜇3

+𝑂

(︃
𝐻2

𝑁
2
3L 4

𝜇3

)︃
, S(𝑁) =

∏︁
𝑝

(︂
1 +

Φ(𝑝,𝑁)

(𝑝− 1)3

)︂
,

где Φ(𝑝,𝑁) = 1 − 𝑝, если (𝑝,𝑁) = 𝑝, и Φ(𝑝,𝑁) = 1 − 𝑝 + 𝑝𝜌(𝑁, 𝑝), если

(𝑝,𝑁) = 1, 𝜌(𝑁, 𝑝) — число решений сравнения 𝑘3 ≡ 𝑁 (mod 𝑝).

3.2. Вспомогательные утверждения

Лемма 3.1. Пусть 𝑥 ≥ 𝑥0 , 𝐴 и 𝑏 — произвольные фиксированные по

ложительные числа, 1 ≤ 𝑞 ≤ L 𝑏
𝑥 ,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1.
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Тогда при |𝜆| ≤ 𝑥
(︀
2𝜋𝑦2

)︀−1 и 𝑦 ≥ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 справедливо равенство

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 𝜋𝜆𝑦

𝜋𝜆
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
+𝑂

(︀
𝑦L −𝐴

𝑥

)︀
.

Доказательство см.[116].

Лемма 3.2. Пусть 𝑝 — простое число, (𝑎, 𝑝) = 1, тогда имеет место

оценка

|𝑆(𝑎, 𝑝)| ≪ √
𝑝.

Доказательство см.[117].

Лемма 3.3. Пусть 𝑦 ≥ 𝑥
7
12+𝜀 , тогда справедлива асимптотическая фор

мула

𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) =
𝑦

ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑦

ln2 𝑥

)︂
.

Доказательство см. [118].

Лемма 3.4. Пусть 𝑞 = 𝑞1𝑞2 , (𝑞1, 𝑞2) = 1, (𝑎, 𝑞1𝑞2) = 1, тогда существу

ют единственные числа 𝑎1 и 𝑎2 , такие что

𝑎 = 𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, (𝑎1, 𝑞1) = 1, 1 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑞1, (𝑎2, 𝑞2) = 1, 1 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑞2,

для которых выполняется соотношение

𝑆(𝑎, 𝑞) = 𝑆(𝑎1, 𝑞1)𝑆(𝑎2, 𝑞2).

Доказательство. Ввиду того что в сумме 𝑆(𝑎, 𝑞) любой вычет 𝑥 по моду

лю 𝑞 = 𝑞1𝑞2 можно представить единственным способом в виде

𝑥 ≡ 𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1 (mod 𝑞1𝑞2), 1 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑞1, 1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑞2,
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имеем

𝑆(𝑎, 𝑞) =𝑆(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, 𝑞1𝑞2) =

=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

𝑞2∑︁
𝑥2=1

𝑒

(︂
(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1)(𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1)

4

𝑞1𝑞2

)︂
=

=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

𝑒

(︂
𝑎1(𝑥1𝑞2)

4

𝑞1

)︂ 𝑞2∑︁
𝑥2=1

𝑒

(︂
𝑎2(𝑥2𝑞1)

4

𝑞2

)︂
=

=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

𝑒

(︂
𝑎1𝑥

4
1

𝑞1

)︂ 𝑞2∑︁
𝑥2=1

𝑒

(︂
𝑎2𝑥

4
2

𝑞2

)︂
= 𝑆(𝑎1, 𝑞1)𝑆(𝑎2, 𝑞2).

Лемма 3.5. Пусть 𝑞 — число свободное от квадратов, (𝑎, 𝑞) = 1, тогда

имеет место оценка

|𝑆(𝑎, 𝑞)| ≪ √
𝑞.

Доказательство. Пусть 𝑞 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑘 — каноническое разложение числа

𝑞 на простые сомножители. Согласно лемме 3.4 существуют единственные

числа 𝑎1, 𝑎2 . . . , 𝑎𝑘 , такие что

𝑎 = 𝑎1𝑞1+ 𝑎2𝑞2+ . . .+ 𝑎𝑘𝑞𝑘, 𝑞𝑖 = 𝑞𝑝−1
𝑖 , (𝑎𝑖, 𝑝𝑖) = 1, 1 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘,

для которых выполняется соотношение

𝑆(𝑎, 𝑞) = 𝑆(𝑎1, 𝑝1)𝑆(𝑎2, 𝑝2) . . . 𝑆(𝑎𝑘, 𝑝𝑘).

Отсюда, воспользовавшись оценкой А.Вейла (лемма 3.2), получим утвержде

ние леммы.

Лемма 3.6. Пусть 𝑛 ≥ 3 – целое число и 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑛𝑡
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑡

𝑛−1 +

. . . + 𝑎1𝑡 – многочлен с целыми коэффициентами, (𝑎𝑛, . . . , 𝑎1, 𝑞) = 1, 𝑞 –

натуральное число. Тогда имеем

|𝑆(𝑞, 𝑓(𝑡))| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑒

(︂
𝑓(𝑘)

𝑞

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐(𝑛)𝑞1−

1
𝑛 ,
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где

𝑐(𝑛) =

{︃
exp(4𝑛), при 𝑛 ≥ 10;

exp(𝑛(𝐴(𝑛)), при 3 ≤ 𝑛 ≤ 9.

𝐴(3) = 6, 1, 𝐴(4) = 5, 5, 𝐴(5) = 5, 𝐴(6) = 4, 7,

𝐴(7) = 4, 4, 𝐴(8) = 4.2, 𝐴(9) = 4, 05.

Доказательство см. [106].

Лемма 3.7. Пусть 𝐵 ≥ 2 — абсолютная постоянная, 𝛼 = 𝑎
𝑞 + 𝜃

𝑞2 ,

(𝑎, 𝑞) = 1, тогда при L
32(𝐵+20)
𝑥 ≤ 𝑞 ≤ 𝑦5𝑥−2L

−32(𝐵+20)
𝑥 и 𝑦 ≥ 𝑥

4
5L 8𝐵+151

𝑥 ,

справедлива оценка

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3) ≪ 𝑦

L 𝐵
𝑥

.

Доказательство см. [100].

Лемма 3.8. Пусть L𝜇3
= ln(𝜇3𝑁)

1
3 , 𝜇3 — фиксированное действитель

ное число, 0 < 𝜇3 < 1, 𝑁 — достаточно большое натуральное число,

𝑁
1
2 ≤ 𝑁 ≤ 𝑁 1− 1

30 ,

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
∑︁

|𝑝3−𝜇3𝑁 |≤𝐻

𝑒(𝛼𝑝3), 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3).

Тогда имеет место соотношение

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)

L𝜇3

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
, (3.4)

𝑁1 = (𝜇3𝑁)
1
3 , 𝐻1 =

𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

..
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Доказательство Воспользовавшись формулой (1+𝑢)
1
3 = 1+𝑢

3+𝑂(𝑢
2) ,

где |𝑢| < 0, 5 , имеем

(𝜇3𝑁 ±𝐻)
1
3 = (𝜇3𝑁)

1
3

(︂
1± 𝐻

𝜇3𝑁

)︂ 1
3

= (𝜇3𝑁)
1
3

(︂
1± 𝐻

3𝜇3𝑁
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁 2

)︂)︂
=

= (𝜇3𝑁)
1
3 ± 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
. (3.5)

Представляя неравенство |𝑝3 − 𝜇3𝑁 | ≤ 𝐻 в виде (𝜇3𝑁 −𝐻)
1
3 ≤ 𝑝 ≤ (𝜇3𝑁 +

𝐻)
1
3 , и пользуясь формулой (3.5), отрезок суммирования |𝑝3 − 𝜇3𝑁 | ≤ 𝐻 в

сумме S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) заменим на интервал вида 𝑥− 𝑦 < 𝑝 ≤ 𝑥 . Имеем

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
∑︁

𝑁1−𝐻1<𝑝≤𝑁1+𝐻1

𝑒(𝛼𝑝3) +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
, (3.6)

𝑁1 = (𝜇3𝑁)
1
3 , 𝐻1 =

𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

.

Представляя интервал суммирования 𝑁1 − 𝐻1 < 𝑝 ≤ 𝑁1 + 𝐻1 в сумме

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) в виде

(𝜇3𝑁)
1
3

(︂
1− 𝐻

3𝜇3𝑁

)︂
< 𝑝 ≤ (𝜇3𝑁)

1
3

(︂
1 +

𝐻

3𝜇3𝑁

)︂
,

затем логарифмируя, и воспользовавшись формулой

ln(𝜇3𝑁 ±𝐻)
1
3 = ln(𝜇3𝑁)

1
3 + ln

(︂
1± 𝐻

3𝜇3𝑁

)︂
= L𝜇3

+𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂
,

получим, что при 𝑁1 −𝐻1 < 𝑝 ≤ 𝑁1 +𝐻1 , выполняется соотношение

ln 𝑝 = L𝜇3
+𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂
.

При помощи этой формулы, воспользовавшись представлением (3.6) сумму

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) выражаем через сумму вида 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) . Имеем

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
∑︁

𝑁1−𝐻1<𝑝≤𝑁1+𝐻1

(︂
ln 𝑝

L𝜇3

+𝑂

(︂
𝐻

𝑁L𝜇3

)︂)︂
𝑒(𝛼𝑝3) +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
=

=
𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)

L𝜇3

−𝑅3 +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
. (3.7)
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Оценивая сумму 𝑅3 тривиально – числом слагаемых, и воспользовавшись

формулой (1± 𝑢)𝜇 = 1± 𝜇𝑢+𝑂(𝑢2) , |𝑢| < 0, 5 , имеем

𝑅3 = L −1
𝜇3

∑︁
𝑁1−𝐻1<𝑝𝑘≤𝑁1+𝐻1

𝑘≥2

ln 𝑝 𝑒(𝛼𝑝𝑘1) ≪ L𝜇3

(︁
(𝑁1 +𝐻1)

1
2 − (𝑁1 −𝐻1)

1
2 + 1

)︁
=

= 𝑁
1
2
1 L𝜇3

(︃(︂
1 +

𝐻1

𝑁1

)︂ 1
2

−
(︂
1− 𝐻1

𝑁1

)︂ 1
2

)︃
+ L𝜇3

≪

≪ 𝐻1

𝑁
1
2
1

L𝜇3
+ L𝜇3

≪ 𝐻

𝑁
5
6

L𝜇3
+ L𝜇3

≪ 𝐻2

𝑁
5
3

.

Подставляя эту оценку в правую часть (3.7), имеем

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)

L𝜇3

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
.

Лемма 3.9. Пусть 𝜇1 и 𝜇2 — фиксированные действительные числа,

0 < 𝜇1, 𝜇2 < 1, 𝑁 — достаточно большое натуральное число, 𝑁
1
2 ≤ 𝑁 ≤

𝑁 1− 1
30 ,

S1(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) =
∑︁

|𝑝−𝜇𝑖𝑁 |≤𝐻

𝑒(𝛼𝑝), 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛).

Тогда имеет место соотношение

S1(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) =
𝑆1(𝛼;𝜇𝑖𝑁 +𝐻, 2𝐻)

ln(𝜇𝑖𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁 ln(𝜇𝑖𝑁)

)︂
.

Доказательство Отрезок суммирования |𝑝 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝐻 в сумме

S1(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) заменим на интервал вида 𝑥− 𝑦 < 𝑝 ≤ 𝑥 . Имеем

S𝑖(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) =
∑︁

𝜇𝑖𝑁−𝐻<𝑝≤𝜇𝑖𝑁+𝐻

𝑒(𝛼𝑝) +𝑂(1).

Логарифмируя неравенство 𝜇𝑖𝑁 − 𝐻 < 𝑝 ≤ 𝜇𝑖𝑁 + 𝐻 , и воспользовавшись

формулой

ln(𝜇𝑖𝑁 ±𝐻) = ln(𝜇𝑖𝑁) + ln

(︂
1± 𝐻

𝜇𝑖𝑁

)︂
= ln(𝜇𝑖𝑁) +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂
.
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, получим, что при 𝜇𝑖𝑁 −𝐻 < 𝑝 ≤ 𝜇𝑖𝑁 +𝐻 , выполняется соотношение

ln 𝑝 = ln(𝜇𝑖𝑁) +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂
.

При помощи этой формулы сумму S1(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) выражаем через сумму вида

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) . Имеем

S1(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) =
∑︁

𝜇𝑖𝑁−𝐻<𝑝≤𝜇𝑖𝑁+𝐻

(︂
ln 𝑝

ln(𝜇𝑖𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻

𝑁 ln(𝜇𝑖𝑁)

)︂)︂
𝑒(𝛼𝑝) +𝑂(1) =

=
𝑆1(𝛼;𝜇𝑖𝑁 +𝐻, 2𝐻)

ln(𝜇𝑖𝑁)
−𝑅1 +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁 ln(𝜇𝑖𝑁)

)︂
. (3.8)

Оценивая тривиально число слагаемых, в сумме 𝑅1 и воспользовавшись фор

мулой (1± 𝑢)𝜇 = 1± 𝜇𝑢+𝑂(𝑢2) , |𝑢| < 0, 5 , имеем

𝑅1 =
∑︁

𝜇𝑖𝑁−𝐻<𝑝𝑘≤𝜇𝑖𝑁+𝐻
𝑘≥2

ln 𝑝

ln(𝜇𝑖𝑁)
𝑒(𝛼𝑝𝑘1) ≪

≪ ln(𝜇𝑖𝑁)
(︁
(𝜇𝑖𝑁 +𝐻)

1
2 − (𝜇𝑖𝑁 −𝐻)

1
2 + 1

)︁
=

= (𝜇𝑖𝑁)
1
2 ln(𝜇𝑖𝑁)

(︃(︂
1 +

𝐻

𝜇𝑖𝑁

)︂ 1
2

−
(︂
1− 𝐻

𝜇𝑖𝑁

)︂ 1
2

)︃
+ ln(𝜇𝑖𝑁) ≪

≪ 𝐻

(𝜇𝑖𝑁)
1
2

ln(𝜇𝑖𝑁) + ln(𝜇𝑖𝑁) ≪ 𝐻2

𝑁 ln(𝜇𝑖𝑁)
.

Подставляя эту оценку в правую часть (3.8), получим утверждение леммы.

3.3. Доказательство теоремы 3.1

Не ограничивая общности, будем считать, что 𝐻 = 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
, а также

пусть æ = 𝜏−1 , где

𝜏 =

(︂
2𝐻

(𝜇3𝑁)
2
3

)︂5(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 +

2𝐻

(3𝜇3𝑁)
2
3

)︂−2

L −736
𝜇3

.

Напомним, что 𝑁 — достаточно большое натуральное число, 𝜇1 , 𝜇2 , 𝜇3 — по

ложительные фиксированные числа удовлетворяющих условию

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 1,
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𝐼(𝑁,𝐻) — число решений относительно простых чисел 𝑝1 , 𝑝2 и 𝑝3 диофан

това уравнения

𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝33 = 𝑁, |𝑝𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2, |𝑝33 − 𝜇3𝑁 | ≤ 𝐻.

Имеем

I(𝑁,𝐻) =
∑︁

|𝑝1−𝜇1𝑁 |≤𝐻

∑︁
|𝑝2−𝜇2𝑁 |≤𝐻

∑︁
|𝑝33−𝜇3𝑁 |≤𝐻
𝑝1+𝑝2+𝑝33=𝑁

1 =

=
∑︁

|𝑝1−𝜇1𝑁 |≤𝐻

∑︁
|𝑝2−𝜇2𝑁 |≤𝐻

∑︁
|𝑝33−𝜇3𝑁 |≤𝐻

1−æ∫
−æ

𝑒(𝛼(𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝33 −𝑁)𝑑𝛼 =

=

1−æ∫
−æ

S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼,

S𝜈(𝛼;𝜇𝑁,𝐻) =
∑︁

|𝑝𝜈−𝜇𝑁 |≤𝐻

𝑒(𝛼𝑝𝜈).

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональ

ным числами, каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ] представим в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝜏, |𝜆| ≤ 1

𝑞𝜏
. (3.9)

В этом представлении 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞 − 1 , причём 𝑎 = 0 лишь при 𝑞 = 1 . Через

M обозначим те 𝛼 , для которых 𝑞 ≤ L 704
𝜇3

в представлении (3.9), через

m – обозначим оставшиеся 𝛼 . Множество M состоит из непересекающихся

отрезков. Разобьём множество M на множества M1 и M2 :

M1 =

{︃
𝛼 : 𝛼 ∈ M,

⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
≤

L 3
𝜇3

𝐻

}︃
,

M2 =

{︃
𝛼 : 𝛼 ∈ M,

L 3
𝜇3

𝐻
<

⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝑞𝜏

}︃
.

Обозначим через 𝐼(M1) , 𝐼(M2) и 𝐼(m) соответственно интегралы по множе

ствам M1 , M2 и m . Будем иметь

𝐼(𝑁,𝐻) = 𝐼(M1) + 𝐼(M2) + 𝐼(m).
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В последней формуле первый член, то есть 𝐼(M1) , доставляет главный член

асимптотической формулы для 𝐼(𝑁,𝐻) , а 𝐼(M2) и 𝐼(m) входят в его оста

точный член.

Вычисление интеграла 𝐼(M1). По определению интеграла 𝐼(M1) име

ем:

𝐼(M1) =

∫
M1

S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼 =

=
∑︁

𝑞≤L 736
𝜇3

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝐼(𝑎, 𝑞), (3.10)

𝐼(𝑎, 𝑞) = 𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂ ∫
|𝜆|≤L 3

𝜇3
𝐻−1

F
(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆;𝑁,𝐻

)︂
𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆, (3.11)

F(𝛼) = F(𝛼;𝑁,𝐻) = S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻).

К суммам S1(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) , 𝑖 = 1; 2 применяя лемму 3.9, и имея в виду, что

ln(𝜇𝑖𝑁) = ln(𝜇3𝑁) + ln𝜇𝑖 − ln𝜇3 = 3L𝜇3
+ ln𝜇𝑖 − ln𝜇3. (3.12)

получим

S1(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) =
𝑆1(𝛼;𝜇𝑖𝑁 +𝐻, 2𝐻)

ln(𝜇𝑖𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁 ln(𝜇𝑖𝑁)

)︂
=

=
𝑆1(𝛼;𝜇𝑖𝑁 +𝐻, 2𝐻)

ln(𝜇𝑖𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁L𝜇3

)︂
. (3.13)

А теперь к суммам 𝑆1 (𝛼;𝜇𝑖𝑁 +𝐻, 2𝐻) , 𝑖 = 1; 2 в (3.13) применим лемму

3.1, полагая,

𝑥 = 𝜇𝑖𝑁 +𝐻, 𝑦 = 2𝐻, 𝐴 = 1476, 𝑏 = 736,

и имея в виду, что 1, 5𝐴+0, 25𝑏+18 = 2416 , проверим выполнение следующих

условий этой теоремы

2𝐻 ≥ (𝜇𝑖𝑁 +𝐻)
5
8 (ln(𝜇𝑖𝑁 +𝐻))2416 , L 3

𝜇3
𝐻−1 ≤ (𝜇𝑖𝑁 +𝐻)(2𝜋(2𝐻)2)−1.
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Воспользовавшись условием 𝐻 = 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
, имеем

2𝐻

(𝜇𝑖𝑁 +𝐻)
5
8 (ln(𝜇𝑖𝑁 +𝐻))2416

=
2𝑁 1− 1

15+3𝜂L 𝑐
𝜇3

(𝜇𝑖𝑁 +𝐻)
5
8 (ln (𝜇𝑖𝑁 +𝐻))2416

=

=
2𝜇

−5
8

𝑖 3−2416(︁
1 + 𝐻

𝜇𝑖𝑁

)︁5
8
(︂
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

𝜇𝑖𝑁

)︁
3L𝜇3

)︂2416 ·𝑁
3
8−

1
15+3𝜂L 𝑐−2416

𝜇3
> 1;

(𝜇𝑖𝑁 +𝐻)(2𝜋(2𝐻)2)−1

L 3
𝜇3
𝐻−1

=
𝜇𝑖𝑁 +𝐻

8𝜋𝐻L 3
𝜇3

=
𝜇𝑖𝑁 +𝑁 1− 1

15+3𝜂L 𝑐
𝜇3

8𝜋𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐+3

𝜇3

=

=
𝜇𝑖
8𝜋

·
(︁
𝑁

1
15+3𝜂L −𝑐−3

𝜇3
+ 𝜇−1

𝑖 L −3
𝜇3

)︁
> 1,

то есть оба условия выполняются, поэтому согласно теореме 3.1, находим

𝑆1(𝛼;𝜇𝑖𝑁 +𝐻, 2𝐻) =
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒 (𝜆𝜇𝑖𝑁) +𝑂

(︂
𝐻1

(ln(𝑁1 +𝐻1))
1476

)︂
=

=
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒 (𝜆𝜇𝑖𝑁) +𝑂

(︂
𝐻

L 1476
𝜇3

)︂
.

Из этой формулы с учётом формулы (3.13), найдём

S1(𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻) =
𝑆1(𝛼;𝜇𝑖𝑁 +𝐻, 2𝐻)

ln(𝜇𝑖𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁L𝜇3

)︂
=

=
1

ln(𝜇𝑖𝑁)

𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒(𝜆𝜇𝑖𝑁) + R1, R1 ≪

𝐻

L 1477
𝜇3

.

Воспользовавшись этой формулой, а также соотношением (3.12), и имея виду,

что ⃒⃒⃒⃒
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒(𝜆𝜇𝑖𝑁)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻

𝜙(𝑞)
, |S1 (𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻)| ≤ 𝐻

L𝜇3

,

найдём

S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻) =

(︂
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆 ln(𝜇1𝑁)
𝑒(𝜆𝜇1𝑁) + R1

)︂
S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)

=
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆 ln(𝜇1𝑁)
𝑒(𝜆𝜇1𝑁)

(︂
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆 ln(𝜇2𝑁)
𝑒(𝜆𝜇2𝑁) + R1

)︂
+ R1S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)

=
𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)
· sin2 2𝜋𝜆𝐻

𝜋2𝜆2 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2)𝑁) +𝑂

(︂
𝐻R1

L𝜇3

)︂
,
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то есть

𝑆1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)− 𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)
· sin

2 2𝜋𝜆𝐻𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2)𝑁)

𝜋2𝜆2 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
≪ 𝐻R1

L𝜇3

.

(3.14)

При помощи формулы (3.4), тривиально оценивая сумму S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) чис

лом слагаемых, имеем

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
1

L𝜇3

𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
≪ 𝐻1

L𝜇3

+
𝐻2

𝑁
5
3

≪ 𝐻

𝑁
2
3L𝜇3

.

Почленно умножая полученное неравенство на неравенство (3.14), и имея в

виду, что F(𝛼) = S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) , находим

F(𝛼)− 𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)
· sin

2 2𝜋𝜆𝐻 𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2)𝑁)

𝜋2𝜆2 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
S3 (𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) ≪ 𝐻2R1

𝑁
2
3L 2

𝜇3

. (3.15)

Применяя к сумме S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) лемму 3.8 выражаем её через сумму

вида 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) . Имеем

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)

L 𝜇3

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
, (3.16)

𝑁1 = (𝜇3𝑁)
1
3 , 𝐻1 =

𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

.

К сумме 𝑆3 (𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) применим теорему 2.3 о поведение коротких ку

бических тригонометрических сумм с простыми числами в малой окрестности

центра больших дуг, полагая

𝑥 = 𝑁1 +𝐻1, 𝑦 = 2𝐻1, 𝐴 = 1476, 𝑏 = 736.

С учётом соотношения 1, 5𝐴 + 0, 25𝑏 + 18 = 2416 проверим выполнение сле

дующих условий этой теоремы

2𝐻1 ≥ (𝑁1 +𝐻1)
5
8 (ln(𝑁1 +𝐻1))

2416 ,
L 3

𝜇3

𝐻
≤ 1

18𝜋(𝑁1 +𝐻1)(2𝐻1)2
.
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Воспользовавшись явным выражением параметров 𝑁1 и 𝐻1 , а также услови

ем 𝐻 = 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
, имеем

2𝐻1

(𝑁1 +𝐻1)
5
8 (ln(𝑁1 +𝐻1))

2416 =

2𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

(︂
ln

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂)︂−2416

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂ 5
8

=

=

2𝐻L −2416
𝜇3

(︃
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁3
L𝜇3

)︃−2416

3(𝜇3𝑁)
7
8

(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁ 5
8

=

=

2

(︃
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁3
L𝜇3

)︃−2416

3𝜇
7
8
3

(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁ 5
8

·𝑁
1
8−

1
15+3𝜂L 𝑐−2416

𝜇3
> 1;

(︀
18𝜋(𝑁1 +𝐻1)(2𝐻1)

2
)︀−1

L 3
𝜇3
𝐻−1

=
𝐻L −3

𝜇3

18𝜋

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂(︂
2𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂2 =

=
𝜇3𝑁L −3

𝜇3

8𝜋𝐻
(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁ =
𝜇3

8𝜋
(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁ ·𝑁
1

15+3𝜂L −𝑐−3
𝜇3

> 1.

Таким образом оба условия выполняются, поэтому согласно теореме 2.3,

находим

𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) =
𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)

𝜙(𝑞)

𝑁1+𝐻1∫
𝑁1−𝐻1

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢+𝑂

(︂
𝐻1

(ln(𝑁1 +𝐻1))1476

)︂
=

=
𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)

𝜙(𝑞)

𝑁1+𝐻1∫
𝑁1−𝐻1

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝐻

𝑁
2
3L 1476

𝜇3

)︃
,

где

𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞) =

𝑞∑︁
𝑛=1

(𝑛,𝑞)=1

𝑒

(︂
𝑎𝑛3

𝑞

)︂
.
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Подставляя значение тригонометрической суммы 𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) в фор

мулу (3.16), получим

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
1

L𝜇3

𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
=

=
𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)

𝜙(𝑞)L𝜇3

𝑁1+𝐻1∫
𝑁1−𝐻1

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢+ R2, R2 ≪
𝐻

𝑁
2
3L 1477

𝜇3

.

В интеграле по 𝑢 , сделав подстановку 𝑢 = 𝑁1+2𝐻1𝑡 , а затем подставляя зна

чение параметров 𝑁1 и 𝐻1 , тригонометрическую сумму S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) пред

ставим в виде

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
2𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)𝐻1

𝜙(𝑞)L𝜇3

0.5∫
−0,5

𝑒(𝜆(𝑁1 + 2𝐻1𝑡)
3)𝑑𝑢+ R2 =

=
2𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)𝐻

3𝜇
2
3
3𝜙(𝑞)𝑁

2
3L𝜇3

0.5∫
−0,5

𝑒

(︃
𝜆

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 +

2𝐻𝑡

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂3
)︃
𝑑𝑡+ R2. (3.17)

Для краткости последний интеграл по 𝑡 , обозначим через 𝛾(𝜆) . Далее под

ставляя правую часть формулы (3.17) в (3.15), получим

F(𝛼)− 𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)

sin2 2𝜋𝜆𝐻 𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2)𝑁)

𝜋2𝜆2 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)

(︃
2𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)𝐻𝛾(𝜆)

3𝜙(𝑞)(𝜇3𝑁)
2
3L𝜇3

+ R2

)︃
≪ 𝐻2R1

𝑁
2
3L 2

𝜇3

.

Воспользовавшись оценкой (3.12), найдём⃒⃒⃒⃒
𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)

sin2 2𝜋𝜆𝐻

𝜋2𝜆2 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2)𝑁)

⃒⃒⃒⃒
R2 ≪

𝐻2R2

L 2
𝜇3

.

Из этой оценки, а также из оценок R1 и R2 и предыдущее соотношение,

находим

F(𝛼) =
2𝐻𝜇2(𝑞)𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞) sin
2 2𝜋𝜆𝐻 𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2)𝑁)𝛾(𝜆)

3(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

𝜙3(𝑞)(𝜋𝜆)2
+ R3,

R3 ≪
𝐻2R1

𝑁
2
3L 2

𝜇3

+
𝐻2R2

L 2
𝜇3

≪ 𝐻3

𝑁
2
3L 1479

𝜇3

.
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Подставляя значение функции F(𝛼) , то есть правую часть последней форму

лы в (3.11), найдём

𝐼(𝑎, 𝑞) = 𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂ ∫
|𝜆|≤L 3

𝜇3
𝐻−1

F
(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆

)︂
𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆 =

= 𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂ ∫
|𝜆|≤L 3

𝜇3
𝐻−1

2𝐻𝜇2(𝑞)𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞) sin

2 2𝜋𝜆𝐻 𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2 − 1)𝑁)𝛾(𝜆)

3(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

· 𝜙3(𝑞) · (𝜋𝜆)2
𝑑𝜆+ R4

=
2𝐻 · 𝜇2(𝑞)𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)

3(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

𝜙3(𝑞)
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
𝐽(𝐻) + R4, (3.18)

где

R4 ≪ R3 ·
L 3

𝜇3

𝐻
≪ 𝐻3

𝑁
2
3L 1479

𝜇3

·
L 3

𝜇3

𝐻
=

𝐻2

𝑁
2
3L 1476

𝜇3

,

𝐽(𝐻) =

∫
|𝜆|≤L 3

𝜇3
𝐻−1

sin2 2𝜋𝜆𝐻

(𝜋𝜆)2
𝛾(𝜆)𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2 − 1)𝑁)𝑑𝜆.

Теперь вычисляем интеграл 𝐽(𝐻) . Имея в виду что 𝜇1+𝜇2− 1 = −𝜇3 , а

затем подставляя значение интеграла 𝛾(𝜆) из формулы (3.17) в правую часть

последней формулы, получим

𝐽(𝐻) =

∫
|𝜆|≤L 3

𝜇3
𝐻−1

sin2 2𝜋𝜆𝐻

(𝜋𝜆)2
𝑒(−𝜆𝜇3𝑁)𝛾(𝜆)𝑑𝜆 =

=

∫
|𝜆|≤L 3

𝜇3
/𝐻

sin2 2𝜋𝜆𝐻

(𝜋𝜆)2
𝑒(−𝜆𝜇3𝑁)

0.5∫
−0,5

𝑒

(︃
𝜆

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 +

2𝐻𝑡

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂3
)︃
𝑑𝑡𝑑𝜆 =

=

∫
|𝜆|≤L 3

𝜇3
/𝐻

sin2 2𝜋𝜆𝐻

(𝜋𝜆)2

0,5∫
−0,5

𝑒

(︂
2𝜆𝐻𝑡

(︂
1 +

2𝐻𝑡

3𝜇3𝑁
+

4𝐻2𝑡2

27𝜇23𝑁
2

)︂)︂
𝑑𝑡 𝑑𝜆 =

=
2𝐻

𝜋

∫
|𝑢|≤2𝜋L 3

𝜇3

sin2 𝑢

𝑢2

0,5∫
−0,5

𝑒

(︂
𝑢𝑡

𝜋

(︂
1 +

2𝐻𝑡

3𝜇3𝑁
+

4𝐻2𝑡2

27𝜇23𝑁
2

)︂)︂
𝑑𝑡 𝑑𝑢.
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Ввиду |𝑢| ≤ 2𝜋L 3
𝜇3

и |𝑡| ≤ 0, 5 , имеем

2𝐻𝑢𝑡2

3𝜋𝜇3𝑁
≪

𝐻L 3
𝜇3

𝑁
.

Пользуясь этим соотношением, получим

𝑒

(︂
𝑢𝑡

𝜋

(︂
2𝐻𝑡

3𝜇3𝑁
+

4𝐻2𝑡2

27𝜇23𝑁
2

)︂)︂
= 𝑒

(︂
2𝐻𝑢𝑡2

3𝜋𝜇3𝑁

(︂
1 +

2𝐻𝑡

9𝜇3𝑁

)︂)︂
= 1 +𝑂

(︃
𝐻L 3

𝜇3

𝑁

)︃
.

Следовательно

𝐽(𝐻) =
2𝐻

𝜋

∫
|𝑢|≤2𝜋L 3

𝜇3

sin2 𝑢

𝑢2

0,5∫
−0,5

𝑒

(︂
𝑢𝑡

𝜋

)︂(︃
1 +𝑂

(︃
𝐻L 3

𝜇3

𝑁

)︃)︃
𝑑𝑢 𝑑𝑡 =

=
2𝐻

𝜋

∫
|𝑢|≤2𝜋L 3

𝜇3

sin2 𝑢

𝑢2

0,5∫
−0,5

𝑒

(︂
𝑢𝑡

𝜋

)︂
𝑑𝑡 𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝐻2L 6

𝜇3

𝑁

)︃
=

=
2𝐻

𝜋

∫
|𝑢|≤2𝜋L 3

𝜇3

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝐻2L 6

𝜇3

𝑁

)︃
=

=
4𝐻

𝜋

2𝜋L 3
𝜇3∫

0

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝐻2L 6

𝜇3

𝑁

)︃
.

Заменим последний интеграл по 𝑢 близким к нему несобственным интегра

лом, не зависящим от L𝜇3
, и пользуясь соотношением

∞∫
2𝜋L 3

𝜇3

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢≪ L −9

𝜇3
,

получим

𝐽(𝐻) =
4𝐻

𝜋

⎛⎜⎝∞∫
0

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢−

∞∫
2𝜋L 3

𝜇3

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢

⎞⎟⎠+𝑂

(︃
𝐻2L 6

𝜇3

𝑁

)︃
=

=
4𝐻

𝜋

∞∫
0

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢+𝑂

(︂
𝐻

L 9
𝜇3

)︂
.
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Воспользовавшись формулой ( см. [119] стр. 174 )
∞∫
0

sin𝑛𝑚𝑢

𝑢𝑛
𝑑𝑢 =

𝜋𝑚𝑚−1

2𝑛(𝑛− 1)1

[︂
𝑛𝑛−1 − 𝑛

1!
(𝑛− 2)𝑛−1 +

𝑛(𝑛− 1)

2!
(𝑛− 4)𝑛−1 + . . .

]︂
.

при 𝑚 = 1 и 𝑛 = 3 , найдём
∞∫
0

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢 =

3𝜋

8
.

Следовательно

𝐽(𝐻) =
3𝐻

2
+𝑂

(︂
𝐻

L 9
𝜇3

)︂
.

Подставляя значение интеграла 𝐽(𝐻) в формулу (3.18), найдём

𝐼(𝑎, 𝑞) =
2𝐻 · 𝜇2(𝑞)𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)

3(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

𝜙3(𝑞)
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂(︂
3𝐻

2
+𝑂

(︂
𝐻

L 5
𝜇3

)︂)︂
+ R4 =

=
𝐻2 · 𝜇2(𝑞)𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)

(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

𝜙3(𝑞)
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
+ R5, , (3.19)

R5 ≪
𝜇2(𝑞)|𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)|
𝜙3(𝑞)

· 𝐻2

𝑁
2
3L 8

𝜇3

+ R4 ≪
𝐻2

𝑁
2
3L 8

𝜇3

(︂
𝜇2(𝑞)|𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)|
𝜙3(𝑞)

+
1

L 1468
𝜇3

)︂
.

Подставляя полученное значение интеграла 𝐼(𝑎, 𝑞) , то есть правую часть ра

венства (3.19) в (3.10), получим

𝐼(M1) =
∑︁

𝑞≤L 736
𝜇3

𝑞∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

(︃
𝐻2 · 𝜇2(𝑞)𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)

(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

𝜙3(𝑞)
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
+ R5

)︃
=

=
𝐻2

(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

∑︁
𝑞≤L 736

𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁) + R6. (3.20)

Φ(𝑞,𝑁) =

𝑞∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆 ′(𝑎, 𝑞)𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
,

R6 ≪
𝐻2

𝑁
2
3L 8

𝜇3

∑︁
𝑞≤L 736

𝜇3

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

(︂
𝜇2(𝑞)|𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)|
𝜙3(𝑞)

+ L −1468
𝜇3

)︂
.
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Оценим остаточный член R6 . Воспользовавшись тривиальной оценкой

|𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)| ≤ 𝜙(𝑞) , имеем

R6 ≪
𝐻2

𝑁
2
3L 8

𝜇3

∑︁
𝑞≤L 736

𝜇3

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

(︂
𝜇2(𝑞)|𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)|
𝜙3(𝑞)

+ L −1468
𝜇3

)︂
=

=
𝐻2

𝑁
2
3L 8

𝜇3

⎛⎝ ∑︁
𝑞≤L 736

𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙(𝑞)
+ L −1468

𝜇3

∑︁
𝑞≤L 736

𝜇3

𝜙(𝑞)

⎞⎠≪

≪ 𝐻2

𝑁
2
3L 8

𝜇3

(︀
L𝜇3

+ L −1468
𝜇3

· L 1472
𝜇3

)︀
≪ 𝐻2

𝑁
2
3L 4

𝜇3

.

Подставляя найденную оценку для R6 в формулу (3.20), получим

𝐼(M1) =
𝐻2

(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

∑︁
𝑞≤L 736

𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁) +𝑂

(︃
𝐻2

𝑁
2
3L 4

𝜇3

)︃
.

(3.21)

Сумму по 𝑞 в (3.21) заменим близким к ней бесконечным рядом, не завися

щим от степени L𝜇3
, то есть∑︁

𝑞≤L 736
𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁) = S(𝑁)−𝑅(𝑁), (3.22)

S(𝑁) =
∞∑︁
𝑞=1

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁),

𝑅(𝑁) =
∑︁

𝑞>L 736
𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁).

Теперь представим особый ряд S(𝑁) в виде бесконечного произведения по

всем простым числам, для этого сначала покажем, что сумма Φ(𝑞,𝑁) яв

ляется мультипликативной функцией. Пусть 𝑞 = 𝑞1𝑞2 , (𝑞1, 𝑞2) = 1 , тогда

представляя в сумме

Φ(𝑞,𝑁) =

𝑞∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆 ′(𝑎, 𝑞)𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
,
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переменную суммирования 𝑎 в виде

𝑎 = 𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, (𝑎1, 𝑞1) = 1, 1 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑞1, (𝑎2, 𝑞2) = 1, 1 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑞2,

найдём

Φ(𝑞1𝑞2, 𝑁) =

𝑞1∑︁
𝑎1=1

(𝑎1,𝑞1)=1

𝑞2∑︁
𝑎2=1

(𝑎2,𝑞)=1

𝑆 ′(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, 𝑞1𝑞2)𝑒

(︂
−(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1)𝑁

𝑞1𝑞2

)︂
. (3.23)

Представляя в сумме 𝑆 ′(𝑎1𝑞2+𝑎2𝑞1, 𝑞1𝑞2) переменную суммирования 𝑥 в виде

𝑥 = 𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1, 1 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑞1, 1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑞2,

и имея в виду, что

(𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1, 𝑞1𝑞2) = (𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1, 𝑞1)(𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1, 𝑞2) =

= (𝑥1𝑞2, 𝑞1)(𝑥2𝑞1, 𝑞2) = (𝑥1, 𝑞1)(𝑥2, 𝑞2),

имеем

𝑆 ′(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, 𝑞1𝑞2) =

𝑞1𝑞2∑︁
𝑥=1

(𝑥,𝑞1𝑞2)=1

𝑒

(︂
(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1)𝑥

3

𝑞1𝑞2

)︂
=

=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

(𝑥1,𝑞1)=1

𝑞2∑︁
𝑥2=1

(𝑥2,𝑞2)=1

𝑒

(︂
(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1)(𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1)

3

𝑞1𝑞2

)︂
=

=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

(𝑥1,𝑞1)=1

𝑒

(︂
𝑎1(𝑥1𝑞2)

3

𝑞1

)︂ 𝑞2∑︁
𝑥2=1

(𝑥2,𝑞2)=1

𝑒

(︂
𝑎2(𝑥2𝑞1)

3

𝑞2

)︂
=

=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

(𝑥1,𝑞1)=1

𝑒

(︂
𝑎1𝑥

3
1

𝑞1

)︂ 𝑞2∑︁
𝑥2=1

(𝑥2,𝑞2)=1

𝑒

(︂
𝑎2𝑥

3
2

𝑞2

)︂
= 𝑆 ′(𝑎1, 𝑞1)𝑆

′(𝑎2, 𝑞2).

Подставляя это равенство в правую часть (3.23), получим

Φ(𝑞1𝑞2, 𝑁) =

𝑞1∑︁
𝑎1=1

(𝑎1,𝑞1)=1

𝑆 ′(𝑎1, 𝑞1)𝑒

(︂
−𝑎1𝑁

𝑞1

)︂ 𝑞2∑︁
𝑎2=1

(𝑎2,𝑞)=1

𝑆 ′(𝑎2, 𝑞2)𝑒

(︂
−𝑎2𝑁

𝑞2

)︂
=

= Φ(𝑞1, 𝑁)Φ(𝑞2, 𝑁).
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Пользуясь абсолютной сходимостью S(𝑁) и мультипликативностью Φ(𝑞,𝑁) ,

найдём

S(𝑁) =
∞∑︁
𝑞=1

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁) =

∏︁
𝑝

(︂
1 +

Φ(𝑝,𝑁)

(𝑝− 1)3

)︂
.

Теперь вычислим Φ𝑁(𝑝) в двух возможных случаях (𝑁, 𝑝) = 1 и (𝑁, 𝑝) = 𝑝 .

Рассмотрим сначала первый случай

Φ(𝑝,𝑁) =

𝑝−1∑︁
𝑎=1

𝑆 ′(𝑎, 𝑝)𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑝

)︂
=

𝑝−1∑︁
𝑥=1

𝑝−1∑︁
𝑎=1

𝑒

(︂
𝑎(𝑥3 −𝑁)

𝑝

)︂
=

=

𝑝−1∑︁
𝑥=1

(︃
𝑝∑︁

𝑎=1

𝑒

(︂
𝑎(𝑥3 −𝑁)

𝑝

)︂
− 1

)︃
=

𝑝−1∑︁
𝑥=1

𝑥3≡𝑁 (mod 𝑝)

𝑝− (𝑝− 1) =

= 𝑝𝜌(𝑁, 𝑝)− (𝑝− 1) = 1− 𝑝+ 𝑝𝜌(𝑁, 𝑝).

где 𝜌(𝑁, 𝑝) — число решений сравнения 𝑥3 ≡ 𝑁(mod 𝑝) . При (𝑁, 𝑝) = 𝑝 ,

имеем

Φ(𝑝,𝑁) =

𝑝−1∑︁
𝑎=1

𝑆 ′(𝑎, 𝑝)𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑝

)︂
=

𝑝−1∑︁
𝑎=1

𝑆 ′(𝑎, 𝑝) =

𝑝∑︁
𝑎=1

𝑆 ′(𝑎, 𝑝)− 𝑆 ′(𝑝, 𝑝) =

=

𝑝−1∑︁
𝑥=1

𝑝∑︁
𝑎=1

𝑒

(︂
𝑎𝑥3

𝑝

)︂
− (𝑝− 1) = −(𝑝− 1) = 1− 𝑝.

Следовательно,

Φ(𝑝,𝑁) =

{︃
1− 𝑝+ 𝑝𝜌(𝑁, 𝑝), если (𝑁, 𝑝) = 1;

1− 𝑝, если (𝑁, 𝑝) = 𝑝.

Теперь оценим 𝑅(𝑁) . Имеем

𝑅(𝑁) =
∑︁

𝑞>L 736
𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁).

Так как Φ(𝑞,𝑁) — мультипликативная функция и 𝑞 – бесквадратное число,

то

Φ(𝑞,𝑁) =
∏︁
𝑝∖𝑞

Φ(𝑝,𝑁), Φ(𝑝,𝑁) =

𝑝−1∑︁
𝑎=1

𝑆 ′(𝑎, 𝑝)𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑝

)︂
.
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Из соотношения

𝑆 ′(𝑎, 𝑝) =

𝑝−1∑︁
𝑥=1

𝑒

(︂
𝑎𝑥3

𝑝

)︂
=

𝑝∑︁
𝑥=1

𝑒

(︂
𝑎𝑥3

𝑝

)︂
− 1 = 𝑆(𝑎, 𝑝)− 1,

и из оценки |𝑆(𝑎, 𝑝)| ≪ 𝑝1/2 (лемма 3.2), последовательно найдём

|Φ(𝑞,𝑁)| =
∏︁
𝑝∖𝑞

|Φ(𝑝,𝑁)| ≤
∏︁
𝑝∖𝑞

√
𝑝(𝑝− 1) <

∏︁
𝑝∖𝑞

𝑝
√
𝑝 = 𝑞

√
𝑞.

Следовательно

|𝑅(𝑁)| ≤
∑︁

𝑞>L 736
𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
|Φ(𝑞,𝑁)| ≤

∑︁
𝑞>L 736

𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
𝑞

3
2 ≪

≪
∑︁

𝑞>L 736
𝜇3

(ln ln 𝑞)3

𝑞
3
2

≪
∞∫

L 736
𝜇3

(ln ln𝑢)3

𝑢
3
2

𝑑𝑢≪ L −10
𝜇3

.

Таким образом соотношение (3.22) принимает вид∑︁
𝑞≤L 736

𝜇3

𝜇2(𝑞)

𝜙3(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁) = S(𝑁) +𝑂

(︀
L −10

𝜇3

)︀
,

S(𝑁) =
∏︁
𝑝

(︂
1 +

Φ(𝑝,𝑁)

(𝑝− 1)3

)︂
,

Φ𝑁(𝑝) =

{︃
1− 𝑝+ 𝑝𝜌(𝑁, 𝑝), если (𝑁, 𝑝) = 1;

1− 𝑝, если (𝑁, 𝑝) = 𝑝,

где 𝜌(𝑁, 𝑝) — число решений сравнения 𝑥3 ≡ 𝑁(mod 𝑝) .

Подставляя правую часть этого равенства в (3.21), получим

𝐼(M1) =
S(𝑁)𝐻2

(𝜇3𝑁)
2
3 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)L𝜇3

+𝑂

(︃
𝐻2

𝑁
2
3L 4

𝜇3

)︃
. (3.24)

Из формулы (3.12) следует, соотношение

1

ln(𝜇𝑖𝑁)
=

1

3L𝜇3

+

(︂
1

3L𝜇3
+ ln𝜇𝑖 − ln𝜇3

− 1

3L𝜇3

)︂
=

=
1

3L𝜇3

+
ln𝜇3 − ln𝜇1

3L𝜇3
(3L𝜇3

+ ln𝜇𝑖 − ln𝜇3)
=

1

3L𝜇3

+𝑂

(︂
1

L 2
𝜇3

)︂
.
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Воспользовавшись этим соотношением, формулу (3.24) перепишем в виде

𝐼(M1) =
S(𝑁)𝐻2

9(𝜇3𝑁)
2
3L 3

𝜇3

+𝑂

(︃
𝐻2

𝑁
2
3L 4

𝜇3

)︃
.

Оценка интеграла 𝐼(M2) . Имеем

𝐼(M2) =

∫
M2

S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼.

Переходя к оценкам, а затем воспользовавшись неравенством Коши для ин

тегралов находим

𝐼(M2) ≪ max
𝛼∈M2

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|
1∫
0

|S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)||S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)𝑑𝛼 =

= max
𝛼∈M2

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|

⎛⎝ 1∫
0

|S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)|2𝑑𝛼

⎞⎠
1
2
⎛⎝ 1∫

0

|S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)|2𝑑𝛼

⎞⎠
1
2

=

= max
𝛼∈M2

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|

⎛⎝ ∑︁
|𝑝−𝜇1𝑁 |≤𝐻

1

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∑︁

|𝑝−𝜇2𝑁 |≤𝐻

1

⎞⎠ 1
2

=

= max
𝛼∈M2

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)| (𝜋 (𝜇1𝑁 +𝐻)− 𝜋 (𝜇1𝑁 −𝐻))
1
2 ×

× (𝜋 (𝜇2𝑁 +𝐻)− 𝜋 (𝜇2𝑁 −𝐻))
1
2 .

Применяя к двум последним множителям правой части полученной формулы

c учётом соотношения

2𝐻 = 2𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
≥ (𝜇𝑖𝑁 +𝐻)

7
8+𝜀 , 𝑖 = 1; 2,

лемму 3.3, найдём

𝜋(𝜇2𝑁 +𝐻)− 𝜋(𝜇2𝑁 −𝐻) ≪ 𝐻

L𝜇3

, 𝑖 = 1; 2.

Следовательно

𝐼(M2) ≪
𝐻

L𝜇3

· max
𝛼∈M2

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|. (3.25)
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Применяя к сумме S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) лемму 3.8 выражаем ее через сумм вида

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) . Имеем

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)

L 𝜇3

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
, (3.26)

𝑁1 = (𝜇3𝑁)
1
3 , 𝐻1 =

𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

.

Если 𝛼 ∈ M2 , то

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1,

L 2
𝜇3

𝐻
< |𝜆| ≤ 1

𝑞𝜏
, 1 ≤ 𝑞 ≤ L 736

𝜇3
.

𝜏 =

(︂
2𝐻

(𝜇3𝑁)
2
3

)︂5(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 +

2𝐻

(3𝜇3𝑁)
2
3

)︂−2

L −736
𝜇3

.

Оценим теперь сумму 𝑆3(𝛼;𝑁1+𝐻1, 2𝐻1) , для этого рассмотрим два возмож

ных случая:

1.
L 3

𝜇3

𝐻
< |𝜆| ≤ 1

18𝜋(𝑁1 +𝐻1)(2𝐻1)2
;

2.
1

18𝜋(𝑁1 +𝐻1)(2𝐻1)2
< |𝜆| ≤ 1

𝑞𝜏
.

Случай 1. К сумме 𝑆3 (𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) применяем теорему 2.3 о пове

дении коротких кубических тригонометрических сумм с простыми числами

в малой окрестности центра больших дуг, полагая

𝑥 = 𝑁1 +𝐻1, 𝑦 = 2𝐻1, 𝐴 = 2, 𝑏 = 736.

С учётом соотношения 1, 5𝐴+0, 25𝑏+18 = 205 проверим выполнение следу

ющих условий этой теоремы

2𝐻1 ≥ (𝑁1 +𝐻1)
5
8 (ln(𝑁1 +𝐻1))

205 ,
L 3

𝜇3

𝐻
≤ 1

18𝜋(𝑁1 +𝐻1)(2𝐻1)2
.
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Воспользовавшись явным выражением параметров 𝑁1 и 𝐻1 , а также услови

ем 𝐻 = 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
, имеем

2𝐻1

(𝑁1 +𝐻1)
5
8 (ln(𝑁1 +𝐻1))

205 =

2𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

(︂
ln

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂)︂−205

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂ 5
8

=

=

2𝐻

(︃
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁3
L𝜇3

)︃−205

3(𝜇3𝑁)
7
8L 205

𝜇3

(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁ 5
8

=

2

(︃
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁3
L𝜇3

)︃−205

3𝜇
7
8
3

(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁ 5
8

· 𝑁
1
8−

1
15+3𝜂

L 205−𝑐
𝜇3

> 1;

(︀
18𝜋(𝑁1 +𝐻1)(2𝐻1)

2
)︀−1

L 3
𝜇3
𝐻−1

=
𝐻L −3

𝜇3

18𝜋

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂(︂
2𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂2 =

=
𝜇3𝑁L −3

𝜇3

8𝜋𝐻
(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁ =
𝜇3

8𝜋
(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁ ·𝑁
1

15+3𝜂L −𝑐−3
𝜇3

> 1.

Таким образом оба условия выполняются, поэтому согласно теореме 2.3,

находим

𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) =
𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)

𝜙(𝑞)

𝑁1+𝐻1∫
𝑁1−𝐻1

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢+𝑂

(︂
𝐻1

(ln(𝑁1 +𝐻1))2

)︂
=

=
𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)

𝜙(𝑞)

𝑁1+𝐻1∫
𝑁1−𝐻1

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝐻

𝑁
2
3L 2

𝜇3

)︃
,

где

𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞) =

𝑞∑︁
𝑛=1

(𝑛,𝑞)=1

𝑒

(︂
𝑎𝑛3

𝑞

)︂
.

Подставляя значение тригонометрической суммы 𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) в фор
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муле (3.26), получим

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
1

L𝜇3

𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
=

=
𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)

𝜙(𝑞)L𝜇3

𝑁1+𝐻1∫
𝑁1−𝐻1

𝑒(𝜆𝑢3)𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝐻

𝑁
2
3L 3

𝜇3

)︃
.

В интеграле по 𝑢 , сделав подстановку 𝑢 = 𝑁1+2𝐻1𝑡 , а затем подставляя зна

чение параметров 𝑁1 и 𝐻1 , тригонометрическую сумму S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) пред

ставим в виде

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
2𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)𝐻1

𝜙(𝑞)L𝜇3

0.5∫
−0,5

𝑒(𝜆(𝑁1 + 2𝐻1𝑡)
3)𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝐻

𝑁
2
3L 3

𝜇3

)︃
=

=
2𝑆 ′

3(𝑎, 𝑞)𝐻

3𝜙(𝑞)(𝜇3𝑁
2
3 )L𝜇3

𝛾(𝜆) +𝑂

(︃
𝐻

𝑁
2
3L 3

𝜇3

)︃
,

𝛾(𝜆) =

0.5∫
−0,5

𝑒

(︃
𝜆

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 +

2𝐻𝑡

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂3
)︃
𝑑𝑡.

Переходя к оценкам, имея в виду, что |𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)| ≤ 𝜙(𝑞) , получим

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)| ≪ |𝑆 ′
3(𝑎, 𝑞)|𝐻

𝜙(𝑞)𝑁
2
3L𝜇3

|𝛾(𝜆)|+ 𝐻

𝑁
2
3L 3

𝜇3

≪ 𝐻

𝑁
2
3L𝜇3

|𝛾(𝜆)|+ 𝐻

𝑁
2
3L 3

𝜇3

.

(3.27)

Применим к оценке интеграла 𝛾(𝜆) лемму 2.1, полагая

𝑓(𝑡) = 𝜆

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 +

2𝐻𝑡

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂3

.

Из соотношений 𝐻 = 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
и |𝑡| ≤ 0, 5 следует, что производная вто

рого порядка

𝑓 ′′(𝑡) =
8𝜆𝐻2

3(𝜇3𝑁)
4
3

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 +

2𝐻𝑡

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂
=

8𝜆𝐻2

3𝜇3𝑁

(︂
1 +

2𝐻𝑡

3𝜇3𝑁

)︂
> 0,

и не меняет знак, следовательно производная первого порядка является моно

тонной функцией и в силу условия рассматриваемого случая, удовлетворяет
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неравенству

𝑓 ′(𝑡) ≥ 𝑓 ′(0, 5) =
2𝜆𝐻

(𝜇3𝑁)
2
3

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 − 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂2

=

= 2𝜆𝐻

(︂
1− 𝐻

3𝜇3𝑁

)︂2

≥ 𝜆𝐻 ≥ L 3
𝜇3
.

Следовательно согласно лемме 2.1, при 𝑚 = L 3
𝜇3

и 𝑀 = 1 находим

|𝛾(𝜆)| ≤ L −3
𝜇3
.

Подставляя эту оценку в (3.27), найдём

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)| ≪ 𝐻

𝑁
2
3L 3

𝜇3

.

Случай 2. Для оценки суммы 𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) воспользуемся теоре

мой 2.4, полагая

𝑥 = 𝑁1+𝐻1, 𝑦 = 2𝐻1, 𝐴 = 3, 𝑏 = 𝑏1 = 736, 𝑐 =
9050− 5032

√
3

39
≈ 8.57.

Воспользовавшись значением 𝑁1 и 𝐻1 , а также условием 𝐻 = 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
,

имеем

2𝐻1

(𝑁1 +𝐻1)
1− 1

5+𝜂 (ln(𝑁1 +𝐻1))
𝑐
=

2𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

(︂
ln

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂)︂−𝑐

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂1− 1
5+𝜂

=

=

2𝐻

(︃
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁3
L𝜇3

)︃−𝑐

3(𝜇3𝑁)1−
1

15+3𝜂L 𝑐
𝜇3

(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁1− 1
5+𝜂

=

2

(︃
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁3
L𝜇3

)︃−𝑐

3𝜇
1− 1

15+3𝜂

3

(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁1− 1
5+𝜂

≥ 1,

то есть условие 2𝐻1 ≥ (𝑁1 + 𝐻1)
1− 1

5+𝜂 (ln(𝑁1 +𝐻1))
𝑐 выполняется, поэтому

согласно теореме 2.4, находим

|𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)| ≪
𝐻1

(ln(𝑁1 +𝐻1))3
≪ 𝐻

𝑁
2
3L 3

𝜇3

.
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Переходя в соотношении (3.16) к оценкам, и подставляя полученные оценки

для 𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) в обоих случаях, получим

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) ≪ |𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)|
L𝜇3

+
𝐻2

𝑁
5
3

≪ 𝐻

𝑁
2
3L 4

𝜇3

(︃
1 +

𝐻L 3
𝜇3

𝑁

)︃
≪ 𝐻

𝑁
2
3L 4

𝜇3

.

Подставляя полученную оценку для |S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)| , 𝛼 ∈ M2 , в (3.25), полу

чим

𝐼(M2) ≪
𝐻

L𝜇3

· max
𝛼∈M2

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)| ≪ 𝐻2

𝑁
2
3L 5

𝜇3

.

Оценка интеграла 𝐼(m) . Имеем

𝐼(m) =

∫
m

S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼.

Переходя к оценкам, а затем воспользовавшись неравенством Коши для ин

тегралов находим

𝐼(m) ≪ max
𝛼∈m

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|
1∫
0

|S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)||S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)𝑑𝛼 =

= max
𝛼∈m

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|

⎛⎝ 1∫
0

|S1(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)|2𝑑𝛼

⎞⎠
1
2
⎛⎝ 1∫

0

|S1(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻)|2𝑑𝛼

⎞⎠
1
2

=

= max
𝛼∈m

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|

⎛⎝ ∑︁
|𝑝−𝜇1𝑁 |≤𝐻

1

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∑︁

|𝑝−𝜇2𝑁 |≤𝐻

1

⎞⎠ 1
2

=

= max
𝛼∈m

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)| (𝜋 (𝜇1𝑁 +𝐻)− 𝜋 (𝜇1𝑁 −𝐻))
1
2 ×

× (𝜋 (𝜇2𝑁 +𝐻)− 𝜋 (𝜇2𝑁 −𝐻))
1
2 .

Применяя к двум последним множителям правой части полученной формулы

c учётом соотношения

2𝐻 = 2𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
≥ (𝜇𝑖𝑁 +𝐻)

7
8+𝜀 , 𝑖 = 1; 2,
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лемму 3.3, найдём

𝜋(𝜇2𝑁 +𝐻)− 𝜋(𝜇2𝑁 −𝐻) ≪ 𝐻

L𝜇3

, 𝑖 = 1; 2.

Следовательно

𝐼(m) ≪ 𝐻

L𝜇3

· max
𝛼∈M2

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|. (3.28)

Если 𝛼 ∈ m , то

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| ≤ 1

𝑞𝜏
, L 736

𝜇3
≤ 𝑞 ≤ 𝜏.

𝜏 =

(︂
2𝐻

(𝜇3𝑁)
2
3

)︂5(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 +

2𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂−2

L −736
𝜇3

.

Оценим S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) для 𝛼 из множества m . Сначала для этой сум

мы S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) при помощи формулы (3.4), выражая через суммы вида

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) , получим

S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻) =
𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)

L 𝜇3

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁
5
3

)︂
, (3.29)

𝑁1 = (𝜇3𝑁)
1
3 , 𝐻1 =

𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

.

Сумму 𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1) оценим, воспользовавшись леммой 3.7, полагая

𝑥 = 𝑁1 +𝐻1, 𝑦 = 2𝐻1, 𝐵 = 3.

Сначала проверяем выполнение следующих условий этой леммы

2𝐻1 ≥ (𝑁1 +𝐻1)
4
5 (ln(𝑁1 +𝐻1))

175 . (3.30)

Пользуясь значением введенных нами параметров 𝑁1 и 𝐻1 в (3.29), а также
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условием 𝐻 = 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
, имеем

2𝐻1

(𝑁1 +𝐻1)
4
5 (ln(𝑁1 +𝐻1))

175 =

=

2𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3(︂

(𝜇3𝑁)
1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂ 4
5
(︂
ln

(︂
(𝜇3𝑁)

1
3 + 𝐻

3(𝜇3𝑁)
2
3

)︂)︂175
=

=
2 · 3−1𝐻(𝜇3𝑁)−

14
15

(1 + 𝐻
3𝜇3𝑁

)
4
5

(︁
L𝜇3

+ ln
(︁
1 + 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁)︁175 =

=
2 · 3−1𝜇

− 14
15

3

(1 + 𝐻
3𝜇3𝑁

)
4
5

(︃
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁3
L𝜇3

)︃175 ·
𝐻𝑁− 14

15

L 175
𝜇3

=
2 · 3−1𝜇

− 14
15

3

(1 + 𝐻
3𝜇3𝑁

)
4
5

(︃
1 +

ln
(︁
1+ 𝐻

3𝜇3𝑁

)︁3
L𝜇3

)︃175 ·𝑁
1
15−

1
15+3𝜂L 𝑐+175

𝜇3
≥ 1.

Таким образом условие (3.30) выполняется, следовательно согласно формуле

(3.29) и лемме 3.7, находим

|S3(𝛼;𝑁,𝐻)| ≪ L −1
𝜇3

|𝑆3(𝛼;𝑁1 +𝐻1, 2𝐻1)|+
𝐻2

𝑁
5
3

≪

≪ L −1
𝜇3

𝐻1

(ln(𝑁1 +𝐻1))3
+
𝐻2

𝑁
5
3

≪ 𝐻

𝑁
2
3L 4

𝜇3

+
𝐻2

𝑁
5
3

=

=
𝐻

𝑁
2
3L 4

𝜇3

(︂
1 +

𝐻

𝑁

)︂
≪ 𝐻

𝑁
2
3L 4

𝜇3

.

Подставляя полученную оценку для |S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)| , 𝛼 ∈ m , в (3.28), получим

𝐼(m) ≪ 𝐻

L𝜇3

·max
𝛼∈m

|𝑆3(𝛼;𝑁,𝐻)| ≪ 𝐻2

𝑁
2
3L 5

𝜇3

.

Теорема доказана.
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Обсуждения полученных результатов

Основными результатами диссертационной работы являются теоремы

2.1, 2.2, 2.3, 2.4, и 3.1.

Приведём основные достижения по исследованиям, которые предшество

вали утверждениям, доказанным в теоремах 2.1, 2.2, (пункт A.), в теоремах

2.3 и 2.4 (пункт B.), и в теореме 3.1 (пункт C.).

A. Теоремы 2.1 и 2.2 посвящены соответственно средним значениям

коротких квадратичных и коротких кубических тригонометрических сумм

Г.Вейля с простыми числами.

Г.Вейль [88] построил метод, с помощью которого, в частности, впервые

получил нетривиальную оценку тригонометрических сумм вида

𝑇𝑛(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚≤𝑥

𝑒 (𝛼𝑚𝑛) ,

которые в его честь И.М.Виноградов [46] назвал суммами Вейля. Глубо

ким усилением метода Вейля является метод тригонометрических сумм

И.М.Виноградова, применившим его к решению многих проблем теории чи

сел.

Хуа Ло–кен [89, 90] для средних значений сумм Вейля доказал следую

щую оценку
1∫
0

|𝑇𝑛(𝛼, 𝑥)|2
𝑘

≪ 𝑥2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

В работах [22, 91–94] оценка Хуа Ло-кена обобщена для коротких триго

нометрических сумм Вейля вида

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚<𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),

при 𝑛 = 3; 4; 5 , то есть для среднего значения 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) — сумм Г.Вейля,
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переменное суммирование которых принимает значения из коротких интер

валов, получены правильные по порядку оценка вида
1∫
0

|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑘

𝑑𝛼 ≪ 𝑦2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. (1)

Эти оценки были приложены при выводе асимптотических формул в пробле

ме Варинга c почти равными слагаемыми [22, 31, 33, 34].

В теоремах 2.1 и 2.2 соответственно для коротких квадратичных и для

коротких кубических тригонометрических сумм с простыми числами, то есть

при 𝑘 = 2, 3 для сумм вида

S𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

𝑒(𝛼𝑝𝑘)

получены правильные по порядку оценки интегралов по периоду от степени

модулей коротких квадратичных и коротких кубических тригонометрических

сумм с простыми числами, имеющих вид
1∫
0

|S𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑟

𝑑𝛼 ≪ 𝑦2
𝑟−𝑟+𝜀, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘. (2)

Полученные оценки в теоремах 2.1 и 2.2 являются обобщениями оценки

Хуа Ло-кена — (1) , и оценки — (2) для коротких квадратичных и коротких

кубических тригонометрические сумм с простыми числами при 𝑘 = 2, 3 ,

B. Теоремы 2.3 и 2.4 посвящены соответственно исследованию корот

ких кубических тригонометрических сумм Г.Вейля с простыми числами

S3(𝛼;𝑥, 𝑦) в малой окрестности центра больших дуг M(L 𝑏) и в больших

дугах M(𝑃 ) за исключением малой окрестности их центров.

Короткую тригонометрическую сумму с простыми числами впервые оце

нил И.М.Виноградов [46]. Применяя свой метод оценок сумм с простыми

числами он доказал, что если 𝛿 ≤ 1
6 — произвольное малое положительное

постоянное и ⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑥,
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то для короткой линейной тригонометрической суммы с простыми числами,

имеет место оценка

S1(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑦 exp

(︂
ln2 L𝑥

ln(1 + 𝛿)
+ 𝜎 lnL𝑥

)︂(︃
𝑥

2+𝛿
3

𝑦
+

1

𝑞

)︃1/2

.

Это оценка становится нетривиальной, если

exp(𝑐 ln2 L𝑥) ≪ 𝑞 ≪ 𝑥1/3, 𝑦 > 𝑥2/3+𝜀.

В этой работе И.М.Виноградов подчеркнул, что для малых 𝑞 (𝑞 ≤ exp(L 𝛽
𝑥 ) ,

𝛽 — правильная дробь, немногим превосходящая 0,5) весьма точные оценки

суммы S1(𝛼;𝑥, 𝑦) являются непосредственным следствием известных теорем,

относящихся к распределению простых чисел в арифметических прогресси

ях, но только при условии, если 𝑦 есть величина порядка близкого к 𝑥 и

𝛼 — рациональное число вида 𝑎
𝑞 , где (𝑎, 𝑞) = 1 . Для величин 𝑦 , порядок ко

торых меньше порядка 𝑥 (то есть 𝑦 = 𝑥𝜃 , 𝜃 < 1), и произвольных 𝛼 вопрос

оставался открытым.

Сумму S1(𝛼;𝑥, 𝑦) впервые для всех значений 𝛼 исследовал английский

математик К.В.Хазелгров [80]. Он получил для суммы S1(𝛼;𝑥, 𝑦) нетриви

альную оценку в m(L 𝑏
𝑥 ) и асимптотическую формулу M(L 𝑏

𝑥 ) при

𝑦 ≥ 𝑥𝜃, 𝜃 =
63

64
+ 𝜀.

Наилучший результат принадлежит Т. Жан [87]. Он, пользуясь методом

работы Пан Чен-дона и Пан Чен-бьяо и оценкой М. Ютилы [95] о четвёр

том моменте 𝐿-функций Дирихле в критической прямой, доказал для суммы

S1(𝛼;𝑥, 𝑦) асимптотическую формулу в M(L 𝑏
𝑥 ) и нетривиальную оценку в

m(L 𝑏
𝑥 ) при

𝑦 ≥ 𝑥𝜃, 𝜃 =
5

8
+ 𝜀.

А.А.Собиров [116] для 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) доказал асимптотическую формулу с оста

точным членом в малой окрестности центра больших дуг M(L 𝑏
𝑥 ) при

𝑦 ≥ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 ,
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где 𝐴 и 𝑏 — произвольные фиксированные положительные числа.

В случае, когда 𝛼 — рациональное число вида 𝑎
𝑞 , (𝑎, 𝑞) = 1 , получены

нетривиальные оценки для более коротких сумм 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) . В 1986 г.Балог и

Перелли [96] доказали нетривиальную оценку для 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) при

𝑦 ≫ 𝑥
3
5L 200

𝑥 ,

а Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо [97] доказали такую же оценку при

𝑦 ≫ 𝑥
7
12 + 𝜀.

И.М.Виноградов [46], впервые исследуя короткие нелинейные тригонометри

ческие суммы с простыми числами при 𝑥
2
3+𝜀1𝑞 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 и 𝑞 ≥ L 𝜀2

𝑥 в случае,

когда 𝛼 — рациональное число вида 𝑎
𝑞 , (𝑎, 𝑞) = 1 , получил оценку

S𝑘
(︂
𝑎

𝑞
;𝑥, 𝑦

)︂
=

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝≤𝑥

𝑒

(︂
𝑎𝑝𝑘

𝑞

)︂
≪ 𝑦𝑞−

1
2+𝜀,

где 𝜀 , 𝜀1 , 𝜀2 — произвольные малые положительные постоянные.

Короткую квадратичную тригонометрическую сумму с простыми числа

ми 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) для всех значений 𝛼 исследовали Дж.Лю и T.Жан [38]. В

предположении справедливости расширенной гипотезы Римана, они при

𝑦 ≥ 𝑥
2
3+𝜀,

доказали, что для вского 𝐴 > 0 существуют постоянные 𝑐𝑖 > 0 , 𝑖 = 1, 2, 3 ,

что имеет место соотношение

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑀(𝛼;𝑥, 𝑦) +𝑂

(︂
𝑦

L 𝐴
𝑥

)︂
, 𝑞 ≤ L 𝑐1

𝑥 , |𝜆| ≤ 1

𝑥𝑦L 𝑐2
𝑥
;

𝑂

(︂
𝑦

L 𝐴
𝑥

)︂
, в противном случае,

(3)

где

𝑀(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

(ℎ,𝑞)=1

𝑒

(︂
−𝑎ℎ

𝑘

𝑞

)︂ 𝑥∫
𝑥−𝑦

𝑒(𝜆𝑢𝑘)𝑑𝑢, 𝜏 =
𝑦3

𝑥L 𝑐3
𝑥
.
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Воспользовавшись методом оценки тригонометрических сумм с простыми

числами И.М.Виноградова, плотностной теоремой для нулей 𝐿-рядов Дирих

ле в узких прямоугольниках критической полосы и теоремой М.Ютилы [95] о

четвёртом моменте 𝐿-функций Дирихле в критической прямой, такую оцен

ку они получили безусловно при

𝑦 ≥ 𝑥
11
16+𝜀.

А.В.Кумчев [98] получил нетривиальную оценку суммы 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в ма

лых дугах m(𝑃 ) , 𝜏 = 𝑥𝑘−
2

2𝑘+3𝑃−1 при 𝑦 ≥ 𝑥1−
1

2𝑘+3+𝜀 .

З.Х. Рахмонов и Ф.З. Рахмонов [100, 101], пользуясь методом работы [102]

и результатами работ [103–105], показали, что если 𝐴 — абсолютная постоян

ная, то при

𝑦 ≥ 𝑥
4
5L 8𝐴+151

𝑥 ,

на малых дугах m
(︁
L

32(𝐴+20)
𝑥

)︁
, 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L

−32(𝐴+20)
𝑥 , справедлива оценка

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

. (4)

В теоремах 2.3 и 2.4 для 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) соответственно доказаны:

• асимптотическая формула с остаточным членом в малой окрестности

|𝜆| ≤
(︀
18𝜋𝑥𝑦2

)︀−1 центров больших дуг M(L 𝑏
𝑥 ) при

𝑦 ≥ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 ,

где 𝐴 и 𝑏 — произвольные фиксированные положительные числа;

• нетривиальная оценка (4) в больших дугах M(L 𝑏
𝑥 ) за исключением ма

лой окрестности их центров при

𝑦 ≥ 𝑥1−
1

5+𝜂3 L 𝑐3
𝑥 , 𝜂3 =

2

7 + 4
√
3
, 𝑐3 =

2𝐴+ 24 +
(︀√

3− 1
)︀
𝑏1

4
√
3− 3

.

Полученные результаты для коротких кубических тригонометрические сумм

с простыми числами 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) в больших дугах дополняют оценку (4) .
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C. Теорема 3.1 посвящена исследованию проблемы Эстермана для кубов

простых чисел с почти пропорциональными слагаемыми, а именно выводу

асимптотической формулы для количества представлений достаточно боль

шого натурального числа в виде суммы трёх почти пропорциональных сла

гаемых, два из которых — простые числа, а третье является кубом простого

числа.

Аддитивные задач и с почти пропорциональными слагаемыми сформули

ровал и впервые изучил английский математик Мейтленд Райт в тридцатые

годы прошлого века. К аддитивным задачам, которые он исследовал с почти

пропорциональными слагаемыми, относятся теорема Лагранжа о представ

лении натуральных чисел суммой не более четырёх квадратов натуральных

чисел и её обобщение, предложенное Варингом [1] в 1770 г., которое утвержда

ет, что последовательность, образованная фиксированной степенью 𝑛 чисел

натурального ряда, образует в нём базис конечного порядка 𝐺(𝑛), то есть

каждое достаточно большое натуральное число 𝑁 может быть представлено

в виде

𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑟 = 𝑁, (5)

где 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 — натуральные числа и количество слагаемых 𝑟 не превос

ходит фиксированную величину 𝐺(𝑛) , называемую порядком базиса последо

вательности {𝑥𝑛}, или функцией Харди. Их вкратце можно характеризовать

следующим образом:

• в работах [2, 3] показано, что, если 𝑟 ≥ 5 , 𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 — фиксированные

положительные числа, 𝜇1 + 𝜇2 + . . .+ 𝜇𝑟 = 1 ,

𝛼 =
𝑟 − 4

4(𝑟 − 3)
, 𝑟 = 5, 6, 7, 𝛼 =

𝑟 − 2

2(2𝑟 − 1)
, 𝑟 ≥ 8,

и 0 < 𝛽 < 𝛼 , тогда любое натуральное число 𝑁 представимо в виде

𝑁 = 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑟, |𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | = 𝑂(𝑁 1−𝛽);
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• в работе [4] доказано, что если 𝛾 , 𝜇1 , 𝜇2 , 𝜇3 , 𝜇4 — произвольные поло

жительные числа, 𝜇1+𝜇2+𝜇3+𝜇4 = 1 , 𝑁 = 2𝜉𝑁1 , 𝑁1 — нечётное целое

число, 𝑁1 > 𝑁0 = 𝑁0(𝛾, 𝜇1, . . . , 𝜇4) , и выполняется условие

|𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝛾𝜇𝑖𝑁, 𝑖 = 1, 2, 3, 4,

тогда число 𝑛 представимо в виде

𝑁 = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24; (6)

• в работе [5] доказано, что, если 0 < 𝛽 < 0, 2 , то количество чисел 𝑁 , не

превосходящих 𝑋 и которые при выполнении условия

|𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≪ 𝑁 1−𝛽, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, (7)

не представимы в виде (6) , равно 𝑂(𝑋1−𝑐) , где 0 < 𝑐 < 5
12

(︀
1
5 − 𝛽

)︀
, то

есть

#
{︀
𝑁 : 𝑁 ≤ 𝑋, 𝑁 ̸= 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24, |𝑥2𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≪ 𝑁 1−𝛽

}︀
≪ 𝑋1−𝑐;

• в работе [5] также доказано, что если 0 < 𝛽 < 0, 2 , то количество чисел

𝑁 , не превосходящих 𝑋 , и которые не имеют форму 4𝑎(8𝑙 + 7) , при

условии выполнения условия (7) не представимы в виде

𝑁 = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23,

равно 𝑂(𝑋1−𝑐) , где 0 < 𝑐 < 3
7

(︀
1
6 − 𝛽

)︀
;

• Мейтленд Райт [6, 7], исследуя проблему Варинга с почти пропорцио

нальными слагаемыми, доказал, пусть 𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 — фиксированные по

ложительные числа, 𝜇1 + . . .+ 𝜇𝑟 = 1, 𝑟 ≥ 𝑟0,

0 < 𝛽 < 𝛼 = min

(︂
𝑟 − 4

4(𝑟 − 3)
,

𝑟 − 2

2(𝑟 − 1)

)︂
, 𝛾 =

𝑟

𝑘
− 1− (𝑟 − 1)𝛽,
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I(𝑁) — число решений уравнения (5) относительно 𝑥1, . . . , 𝑥𝑟 с услови

ем |𝑥𝑛𝑖 −𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝐴𝑖𝑁
1−𝛽 , тогда справедлива асимптотическая формула

I(𝑁) =
𝑐 (
∏︀
𝜇𝑖)

𝛼−1

𝑛𝑟Γ(𝑟)
S(𝑁)𝑁𝛾 +𝑂

(︀
𝑁𝛾−𝑑

)︀
,

где 𝑐 = 𝑐(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠) — абсолютная постоянная, 𝑑 = 𝑑(𝑟, 𝛽) > 0.

Если в аддитивной задаче с почти пропорциональными слагаемыми

𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 равны между собой, то есть 𝜇1 = . . . = 𝜇𝑟 = 1
𝑟 , то она превра

щается в задачу с почти равными слагаемыми.

З.Х.Рахмонов с учениками в работах [8, 10, 11, 13, 22] в больших дугах

полностью изучили поведения коротких тригонометрических сумм Г.Вейля

вида

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚≤𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),

для произвольного фиксированного 𝑛 , пользуясь которыми доказали

• асимптотическую формулу в проблеме Варинга с почти равными сла

гаемыми в случаях 𝑛 = 3, 4, 5 , точнее были найдены [22, 31, 33, 34],

асимптотические формулы для количества решений диофантова уравне

ния (5) , с условиями⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑖 −

(︂
𝑁

2𝑛 + 1

)︂ 1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛 + 1, 𝐻 ≥ 𝑁

1
𝑛−𝜃(𝑛)+𝜀;

где

𝜃(3) =
1

30
, 𝜃(4) =

1

108
, 𝜃(5) =

1

340
.

• асимптотическую формулу в обобщении тернарной проблемы Эстерма

на с почти равными слагаемыми о представлении достаточно большого

натурального числа в виде

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁,
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при 𝑛 = 2, 3, 4 , в простых числах 𝑝1 , 𝑝2 и натурального 𝑚 , с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚𝑛 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝐻 ≥ 𝑁 1−𝜃(𝑛)L 𝑐𝑛,

соответственно при

𝜃(2) =
1

4
, 𝑐2 = 2;

𝜃(3) =
1

6
, 𝑐3 = 3;

𝜃(4) =
1

12
, 𝑐4 =

40

3
.

Т. Жан и Дж. Лю [40] решили обобщение проблемы Эстермана для квад

ратов простых чисел с почти равными слагаемыми, о представлении доста

точно большого натурального числа 𝑁 , в виде

𝑁 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝𝑛3 , (8)

при 𝑛 = 2 , с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛3 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐻, 𝐻 ≥ 𝑁 𝜃,

и воспользовавшись для суммы 𝑆2(𝛼, 𝑥, 𝑦) оценкой (3) доказали асимптоти

ческую формулу

• условно (в предположении справедливости расширенной гипотезы Рима

на), при

𝜃 =
5

6
+ 𝜀;

• безусловно при

𝜃 =
27

32
+ 𝜀.

В теореме 3.1 доказана асимптотическая формула в проблеме Эстерма

на для кубов простых чисел с почти пропорциональными слагаемыми, точ

нее найдена асимптотическая формула для количества решений диофантова

уравнения (8) при 𝑛 = 3 с условиями

|𝑝𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ≤ 𝐻, 𝑖 = 1, 2, |𝑝33 − 𝜇3𝑁 | ≤ 𝐻, 𝐻 ≥ 𝑁 1− 1
15+3𝜂L 𝑐

𝜇3
,
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где

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 1, 𝜂 =
2

7 + 4
√
3
, 𝑐 =

10476− 4816
√
3

39
.

Таким образом теореме 3.1 асимптотическая формула выведена для более

редкой последовательности и с более общими условиями, так как в уравнении

(8) квадрат простого числа 𝑝3 заменяется на его куб и при 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 =
1
3

условие с почти пропорциональными слагаемыми превращается в условие с

почти равными слагаемыми.
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Выводы
Все основные результаты диссертации являются новыми, представляют

теоретический интерес и состоят в следующем:

• обобщена теорема Хуа Ло-кена для коротких квадратичных и коротких

кубических тригонометрических сумм с простыми числами, то есть най

дены правильные по порядку оценки интегралов по периоду от степени

модуля этих сумм [3-A, 8-A];

• найдена асимптотическая формула с остаточным членом для коротких

кубических тригонометрических сумм Г.Вейля с простыми числами в

малой окрестности центров больших дуг [1-A, 5-A, 6-A, 8-A];

• получена нетривиальная оценка для коротких кубических тригономет

рических сумм с простыми числами в больших дугах за исключением

малой окрестности их центров [2-A, 7-A, 8-A];

• получена асимптотическая формула в обобщении теоремы Эстермана с

почти пропорциональными слагаемыми для кубов простых чисел [4-A,

8-A].
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Рекомендации по практическому использования ре
зультатов

Результаты, полученные в диссертации, носят теоретический характер.

Они могут найти применение в аналитической теории чисел при исследова

ниях проблем теории коротких тригонометрических сумм с простыми числа

ми и аддитивных задач с простыми числами. Материалы диссертации так

же могут быть использованы при чтении специальных курсов для студентов

и магистров в высших учебных заведениях, обучающихся по специальности

«Математика».
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