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Обозначения

R𝑛 – 𝑛-мерное евклидово пространство. 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) .

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) , 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) – точки пространства R𝑛 .

𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) , 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛) – мультииндекс, то есть вектор

с целыми неотрицательными компонентами.

|𝑘| = 𝑘1 + 𝑘2 + · · ·+ 𝑘𝑛 – длина мультииндекса 𝑘 .

𝑢(𝑘)(𝑥) =
𝜕|𝑘|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑘11 𝜕𝑥
𝑘2
2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑛𝑛

−

– обобщенная в смысле С.Л.Соболева производная функции 𝑢(𝑥) .

Ω – ограниченная область в пространстве R𝑛 .

𝜕Ω – граница области Ω (замкнутое (𝑛− 1)-мерное многообразие).

𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, – регуляризованное расстояние точки 𝑥 ∈ Ω до 𝜕Ω .

C – комплексная плоскость.

𝑟 – фиксированное натуральное число.

𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|≤2𝑟 – множество комплексных чисел.
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Введение

Актуальность темы исследования. Диссертационная работа по

священа изучению разрешимости обобщенных краевых задач, связанных

с эллиптическими операторами недивергентного вида в ограниченной об

ласти со степенным вырождением. Отметим, что краевые задачи для диф

ференциальных уравнений с вырождением возникают в процессе матема

тического моделирования многих практических задач в теории малых из

гибов поверхностей, газовой динамике и других разделов механики. Поэто

му теория дифференциальных уравнений с вырождением является одним

из самостоятельных и динамично разрывающих направлений современной

математики. В этой теории различают две группы методов: классические

методы и вариационные методы. Классические методы обычно применя

ются в случае, когда начальные данные изучаемой задачи (правая часть

уравнения, граничные функции, коэффициенты дифференциального опе

ратора и т.д.) достаточное число раз дифференцируемы, и в этом случае

решение рассматриваемой задачи получается в явном виде. В тех случаях,

когда не работают классические методы, для качественного исследования

исследуемых задач применяются вариационные методы, которые опира

ются на элементах функционального анализа и теории функций. В нашей

работе применяется вариационный метод и для исследуемых задач мы

указываем достаточные условия существования и единственности реше

ния в конкретном функциональном пространстве, а также в более общем

случае изучаем свойства области определения и области значений соответ

ствующих дифференциальных операторов. Наши исследования являются

логическим продолжением исследований известных в этой области авто

ров, таких как Никольский С.М., Трибель Х., Кудрявцев Л.Д., Бойматов

К.Х., Куфнер А., Мирошин Н.В., Исхоков С.А. и др., и полученные на

ми результаты являются усилением и обобщением некоторых результатов
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этих авторов.

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. Из

анализа опубликованных научных работ по теории вариационных крае

вых задач для вырождающихся эллиптических уравнений следует,что их

основная часть относятся к случаю когда исследуемый оператор изначаль

но задаётся в дивергентной форме и это позволяет применить результаты

теории полуторалинейных форм. Наши результаты относятся к малоизу

ченному случаю эллиптических дифференциальных операторов недивер

гентного вида.

Связь работы с научными программами (проектами), те

мами. Работа выполнена в рамках следующих двух тем научно-иссле

довательских работ, разрабатываемых в Институте математики им.

А.Джураева Национальной академии наук Таджикистана:

”Обобщенные краевые задачи для вырождающихся эллиптических

уравнений с измеримыми коэффициентами и нелинейные эволюционные

уравнения дробного порядка” ГР 0116TJ00534;

”Оценки спектра и разрешимость вариационных задач для вырожда

ющихся эллиптических операторов, порожденных некоэрцитивными полу

торалинейными формами” ГР 0121TJ1179.

Общая характеристика работы

Цель исследования. Основной целью диссертационной работы за

ключается в исследовании разрешимости задачи Дирихле, связанной

с некоторыми классами эллиптических дифференциальных операторов

недивергентного вида в ограниченной области со степенным вырождением

на границе области, и изучению свойств таких операторов.

Задачи исследования. В соответствие с поставленной цели выделе

ны следующие основные задачи:
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∙ исследовать разрешимость обобщенной задачи Дирихле с однородны

ми граничными условиями для эллиптического оператора недивер

гентного вида с вырождением в ограниченной области с гладкими

коэффициентами;

∙ исследовать разрешимость обобщенной задачи Дирихле для эллипти

ческого оператора недивергентного вида с вырождением в ограничен

ной области с гладкими коэффициентами в случае неоднородности

граничных условий;

∙ изучить качественные свойства области определения, области значе

ний и ядра вырождающегося эллиптического оператора недивергент

ного вида в ограниченной области в случае недифференцируемости

его коэффициентов.

Научная новизна исследования. Основные результаты диссерта

ции являются новыми и заключаются в следующем:

∙ доказаны теоремы об однозначной разрешимости обобщенной задачи

Дирихле с однородными и неоднородными граничными условиями

для вырождающегося эллиптического оператора высшего порядка

недивергентного вида с гладкими коэффициентами. Отдельно рас

смотрены случаи согласованного и несогласованного вырождения ко

эффициентов оператора.

∙ для вырождающихся эллиптических операторов недивергентного ви

да, имеющих только негладкие старшие коэффициенты, доказана

априорная оценка решения вариационной задачи Дирихле с одно

родными граничными условиями, в которой норма решения в про

странство основных решений оценивается сверху через норму правой

части уравнения.
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∙ доказана теорема об конечномерности ядра и замкнутости области

значений одного класса вырождающихся эллиптических операторов

недивергентного вида с негладкими коэффициентами.

∙ для вырождающихся эллиптических операторов недивергентного ви

да с негладкими коэффициентами, имеющих младшие коэффициен

ты, доказана априорная оценка решения вариационной задачи Дири

хле с однородными граничными условиями, в которой норма решения

задачи в пространстве основных решений оценивается сверху через

норму правой части уравнения и норма решения в пространстве 𝐿2 .

∙ для слабо позитивных эллиптических операторов недивергентного ви

да с негладкими коэффициентами доказана оценка, в которой норма

оператора оценивается снизу через положительную константу умно

женную на нормой функции в основном пространстве.

Теоретическая и научно-практическая значимость работы.

Результаты, полученные в диссертации, носят теоретический характер.

Они могут послужить основой для дальнейших теоретических исследова

ний в теории краевых задач для уравнений с частными производными,

в теории дифференциальных операторов в нормированных пространств

дифференцируемых функций многих вещественных переменных.

Практическая ценность работы определяется прикладной значимо

стью уравнений с частными производными в решении прикладных задач

механики и других разделов физики

Объект исследования – эллиптический дифференциальный опера

тор высшего порядка в ограниченной области недивергентного вида со

степенным вырождением на границе области.

Предмет исследования. Вариационная задача Дирихле для вырож

дающихся эллиптических операторов недивергентного вида. Область опре

деления и область значений вырождающихся эллиптических операторов
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недивергентного вида.

Методы исследования. В диссертационной работе использованы ва

риационные методы исследования краевых задач для дифференциальных

уравнений в частных производных, основанные на элементах функцио

нального анализа и теории нормированных пространств дифференцируе

мых функций многих вещественных переменных.

Личный вклад соискателя ученой степени. Задачи исследова

ния были сформулированы научным руководителем работы, который ока

зывал консультативное содействие. Основные результаты диссертацион

ной работы, отраженные в разделе ”Научная новизна исследования” полу

чены лично автором.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности

(формуле и области исследования). Диссертационное исследование

относятся к специальности 6D060101 – Вещественный, комплексный и

функциональный анализ. Оно основано на утверждениях из теории про

странств дифференцируемых функций многих вещественных переменных,

теории операторов в гильбертовых пространствах и других разделах функ

ционального анализа.

Положения выносимые на защиту:

∙ аналог неравенства Гординга для эллиптических операторов недивер

гентного вида, имеющих только гладкие старшие коэффициенты, за

данных в ограниченной области и имеющих степенное вырождение

вдоль всей границы области;

∙ теорема об однозначной разрешимости обобщенной задачи Дирихле,

решение которой ищется в замыкание класса бесконечнодифферен

цируемых финитных функций, для эллиптических операторов неди

вергентного вида, имеющих только гладкие старшие коэффициенты,

заданных в ограниченной области и имеющих степенное вырождение
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вдоль всей границы области;

∙ теорема о фредгольмовой разрешимости обобщенной задачи Дирихле

с однородными граничными условиями для эллиптических операто

ров недивергентного вида, имеющих только гладкие старшие коэф

фициенты, заданных в ограниченной области и имеющих степенное

вырождение вдоль всей границы области;

∙ теорема об фредгольмовой разрешимости обобщенной задачи Дири

хле в случае неоднородности граничных условий для эллиптических

операторов недивергентного вида, имеющих только гладкие старшие

коэффициенты, заданных в ограниченной области и имеющих степен

ное вырождение вдоль всей границы области;

∙ теорема об однозначной разрешимости обобщенной задачи Дирихле в

случае однородности граничных условий для гладких эллиптических

операторов с ненулевыми младшими коэффициентами, заданных в

ограниченной области и имеющих согласованное вырождения коэф

фициентов;

∙ теорема об однозначной разрешимости обобщенной задачи Дирихле в

случае однородности граничных условий для гладких эллиптических

операторов с ненулевыми младшими коэффициентами, заданных в

ограниченной области и имеющих несогласованное вырождение коэф

фициентов. В этом случае вводится понятие старших форм и только

степени вырождения старших форм участвуют в определении про

странства решений;

∙ априорная оценка, в которой норма решения задачи Дирихле для

вырождающихся эллиптических операторов недивергентного вида,

имеющих только непрерывные старшие коэффициенты, оценивается

сверху через норму значения оператора этого решения;
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∙ априорная оценка, в которой норма решения задачи Дирихле для вы

рождающихся эллиптических операторов недивергентного вида, име

ющих негладкие младщие коэффициенты, оценивается сверху через

норму значения оператора этого решения и его норму в пространстве

𝐿2 ;

∙ теорема о конечномерности ядра и замкнутости области значений

вырождающихся эллиптических операторов недивергентного вида с

негладкими коэффициентами, имеющих ненулевые младшие коэффи

циенты и заданных в ограниченной области;

∙ априорная оценка, в которой норма решения задачи Дирихле для

слабо позитивных вырождающихся эллиптических операторов неди

вергентного вида с параметром, имеющих негладкие младщие коэф

фициенты, оценивается сверху через норму значения оператора этого

решения;

Степень достоверности результатов. Достоверность результатов

исследования подтверждается подробными математическими доказатель

ствами всех утверждений, приведенных в диссертации, основанными на

элементах функционального анализа, теории функций и теории диффе

ренциальных уравнений с частными производными.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты ра

боты докладывались автором и обсуждались на семинаре отдела функ

ционального анализа и теории функций и общеинститутском семинаре

Института математики им. А.Джураева НАН Таджикистана.

Результаты диссертации были представлены в ходе выступлений на

следующих конференциях:

∙ Международная конференция «Современные проблемы функцио

нального анализа и дифференциальных уравнений», посвященная

70-летию со дня рождения академика НАН Таджикистана, доктора
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физико-математических наук, профессора К.Х.Бойматова (Душанбе,

25-26 декабря 2020 г.)

∙ Международная конференция «Актуальные проблемы современной

математики», посвященная 80-летию со дня рождения доктора фи

зико-математических наук, профессора Темура Собирова (Душанбе,

25-26 июня 2021 г.)

∙ Международная научная конференция «Современные проблемы ма

тематического анализа и теории функций», посвященная 70-летию со

дня рождения академика НАН Таджикистана, доктора физико-мате

матических наук, профессора М.Ш.Шабозова (Душанбе, 24-25 июня

2022 г.).

∙ Международная научно-практическая конференция ”О современных

проблемах развития потенциальных способностей и возможностей

учащихся и выпускников специализированных учебных завидений”,

посвященная памяти Абдуфаттоха Хотамова (Душанбе, 15-16 мая

2022 г.)

Публикации по теме диссертации. Материалы диссертации опуб

ликованы в работах [1-A] – [9-A]. Работы [1-A] – [5-А] опубликованы в

журналах из перечня рецензируемых научных журналов и изданий, реко

мендованных ВАК при Президенте Республики Таджикистан. В работах

опубликованных в соавторстве с научным руководителем, соавтору при

надлежит постановка задач и выбор метода доказательств результатов.

Структура диссертации и объём. Диссертация состоит из введе

ния, трех глав, списка цитированной литературы из 131 наименований и

заключения, занимает 156 страниц машинописного текста и набрана на

LATEX . Для удобства в диссертации применена сквозная нумерация тео

рем, лемм и формул. Они имеют тройную нумерацию, в которой первая
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цифра совпадает с номером главы, вторая указывает на номер парагра

фа, а третья на порядковый номер теорем, лемм или формулы в данном

параграфе.
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Глава 1

Анализ литературы по вариационной задачи Дирихле

для эллиптических операторов, заданных в

ограниченной области и имеющих степенное

вырождение вдоль всей границы области

1.1. О функциональных пространствах со степенным весом

В приложениях функционального анализа к теории дифференциаль

ных уравнений важную роль играет понятие ”обобщенной производной”.

Это понятие было введено многими математиками в начале двадцатого

столетия разными способами. Среди первых работ по этому направлению

можно указать работу Беппо Леви [109]. Более удобное для приложений

понятие обобщенной производной введено С.Л.Соболевым в его работах

[98], [99]. С помощью этого понятия он ввел нормированные простран

ства дифференцируемых функций многих вещественных переменных, ко

торые сейчас известны как пространства Соболева, и изучил их основные

свойства (см. работы [100], [101]). В монографии С.М.Никольского [90]

подробно изучены различные обобщения введенного С.Л.Соболевым про

странства. В десятой главе этой монографии введено и изучено весовое

функциональное пространство 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(Ω) , норма которого можно задавать

равенством

⃦⃦
𝑢;𝑊 𝑟

𝑝, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫
Ω

(︁
𝜌𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|

)︁𝑝
𝑑𝑥+

∫
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

. (1.1.1)

Здесь Ω – ограниченная область в R𝑛 с замкнутой (𝑛−1)-мерной границей

𝜕Ω , R𝑛 – 𝑛-мерное евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ,

𝑟, 𝑝, 𝛼 – вещественные числа, причем 𝑟 натуральное, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ , 𝑘 =
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(𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛) – мультииндекс, 𝑢(𝑘)(𝑥) – обобщенная в смысле С.Л. Собо

лева производная функции 𝑢(𝑥) мультииндекса 𝑘 , |𝑘| = 𝑘1+ 𝑘2+ · · ·+ 𝑘𝑛

– длина мультииндекса 𝑘 , бесконечно-дифференцируемая положительная

функция 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, такая, что

𝜌(𝑥) ≤ 1

2
dist(𝑥, 𝜕Ω) ≤ 𝐶𝜌(𝑥),⃒⃒⃒

𝜌(𝑘)(𝑥)
⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑘𝜌

1−|𝑘|(𝑥)

для всех 𝑥 ∈ Ω и любого мультииндекса 𝑘 . В этих неравенствах положи

тельные числа 𝐶, 𝐶𝑘 не зависят от 𝑥 . Функция 𝜌(𝑥) называется регуля

ризованным расстоянием точки 𝑥 ∈ Ω до границы 𝜕Ω .

1.2. Анализ литературы по вырождающихся эллиптических

операторов с вещественнозначными коэффициентами

Приложения функционального пространства 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(Ω) к исследования

краевых задач для вырождающихся эллиптических уравнений рассмотре

ны в цикле работ С.М.Никольского и его учеников, который начинается

с совместной работе С.М.Никольского и П.И.Лизоркина [93]. Результаты

работ первой части этого цикла хорошо отражены в обзорной работе [96].

В основополагающей работе С.М.Никольского и П.И.Лизоркина [93]

рассматривался разрешимость следующей краевой задачи 𝐴 в вариацион

ной постановке: Требуется найти в классе M минимум функционала

𝐸(𝑓, 𝑓)− 2(𝐹, 𝑓)

где 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω) и (𝐹, 𝑓) означает скалярное произведение в 𝐿2(Ω) .

Здесь:

𝐸(𝑓, 𝑓) =

∫
Ω

∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑓
(𝑘)(𝑥)𝑓 (𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (1.2.1)
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𝑎𝑘𝑙(𝑥) = 𝑎𝑙𝑘(𝑥) – измеримые на Ω функции, зависящие от мультииндексов

𝑘, 𝑙 , удовлетворяющие условиям:

|𝑎𝑘𝑙(𝑥)| ≤ 𝑀𝜌−2𝛼𝑘𝑙, 𝛼𝑘𝑙 = 𝑟 + 𝛼−max{|𝑘|, |𝑙|};∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜉𝑘𝜉𝑙 ≥ κ𝜌−2𝛼(𝑥)
∑︁
|𝑘|=𝑟

𝜉2𝑘,

где 𝜉𝑘 – числа, зависящие от мультииндекса 𝑘 ; положительное число κ
не зависит от 𝑥 .

Класс функций M определяется следующим образом: задается функ

ция Φ ∈ 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) , которая имеет следующие следы на границе 𝜕Ω области

Ω
𝜕𝑗Φ

𝜕𝑛𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝜙𝑗 ∈ 𝐵
(𝑟+𝛼−𝑗−1/2)
2 (𝜕Ω) (1.2.2)

и через M обозначается класс функций 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) , имеющих граничные

значения (1.2.2).

При некоторых дополнительных ограничениях в работе [93] доказана

следующая

Теорема 1.2.1. Задача 𝐴 имеет единственное решение M. Функция

𝑢 удовлетворяет (в среднем) краевым условиями (1.2.2) и является обоб

щенным решением уравнения

𝐿(𝑢) ≡
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

(−1)|𝑙|𝐷𝑙
(︁
𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑓

(𝑘)(𝑥)
)︁
= 𝐹 (𝑥)

в том смысл, что

𝐸(𝑢, 𝑣)− 2(𝐹, 𝑣) = 0

для любой функции 𝑣 ∈ 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω), обладающей нулевыми граничными зна

чениями (1.2.2).

Позже этот результат обобщался многими авторами, среди кото

рых можно отметить работы С.М.Никольского [92, 120], Л.Д.Кудрявцева

[57], С.М.Никольского и П.И.Лизоркина [68], [69–71], [94, 118, 120] и

П.И.Лизоркина [67].
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1.3. Анализ литературы по вырождающимся эллиптическим

операторам с комплекснозначными коэффициентами

Применение метода полуторалинейных форм с привлечением различ

ных обобщений теоремы Лакса-Мильграма позволяли многим авторам

обобщить результаты работ, перечисленных в предыдущем разделе, на

случай операторов с комплекснозначными коэффициентами. Среди них

отметим работы П.И.Лизоркина и Н.В.Мирошина [73, 74], Н.В.Мирошина

[78–85], В.В.Шаньковым [106] и Б.Л.Байдельдиновым [5, 6]. Из этих работ

наиболее общий результат получен в работе Н.В.Мирошина [83], в которой

рассматривается форма

𝑎(𝑢, 𝜙) =

∫
Ω

∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥)𝜙(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (1.3.1)

с комплекснозначными коэффициентами 𝑎𝑘𝑙(𝑥) , которые удовлетворяют

условиям

|𝑎𝑘𝑙(𝑥)| ≤ 𝑀𝜌(𝑥)2𝛼 (1.3.2)∑︁
|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜉𝑘𝜉𝑙 ≥ κ𝜌2𝛼(𝑥)
∑︁
|𝑘|=𝑟

𝜉2𝑘 (1.3.3)

для любой точки 𝑥 ∈ Ω и любого набора комплексных чисел {𝜉𝑘}|𝑘|≤𝑟 ,

и при некоторых ограничениях на параметров 𝛼, 𝛾1 доказывается, что

задача: для заданного 𝐹 ∈
(︁
�̊� 𝑟

2;𝛼+𝛾1
(Ω)
)︁′

найти функцию 𝑢 , удовлетво

ряющую условиям

𝑎(𝑢, 𝜙) =< 𝐹, 𝜙 > 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (Ω),

𝑢 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼−𝛾1

(Ω)

имеет и притом единственное решение.
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Здесь �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) – пополнение класса 𝐶∞

0 (Ω) по норме пространства

𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) и

(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

– пополнение пространства 𝐿2(Ω) по норме⃦⃦⃦⃦
𝑓 ;
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′⃦⃦⃦⃦

= sup
|(𝑓, 𝑣)0|⃦⃦

𝑣; 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦ ,
где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑣 ∈ �̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω) . В

этих рассмотрениях элементы из пространства
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

отождествля

ются с соответствующими антилинейными функционалами над простран

ством �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) .

Согласно неравенствам (1.3.2), (1.3.3) коэффициенты рассмотренных

эллиптических операторов имеют степенное вырождение на границе обла

сти. Подобные результаты для одного класса эллиптических операторов с

нестепенным вырождением были получены в работе С.А.Исхокова [30].

Отметим, что в приведенных выше работах коэффициенты иссле

дуемых дифференциальных операторов допускали представления в ви

де произведения ограниченной функции и степени регуляризованного

расстояния до границы области. Подобные результаты для эллиптиче

ских дифференциальных операторов, коэффициенты которых принадле

жали некоторым весовым 𝐿𝑝 -пространствам, были получены в работах

С.А.Исхокова и А.Я.Кужмуратова [37, 38]. Здесь коэффициенты операто

ра могут иметь интегрируемые особенности во внутренних точках обла

сти. Позже результаты этой работы обобщался в работах С.А.Исхокова и

А.Я.Куджмуратова [39], [40] и А.Я.Куджмуратова [55].

Во всех отмеченных выше работах исследуемые дифференциальные

операторы связаны с полуторалинейными формами, которые удовлетво

ряют условию коэрцитивности. В этих работах понятие коэрцитивности

полуторалинейной формы понимается в смысле определения 2.0.1 работы

[96], которое вводится следующим образом: в гильбертовом пространстве

𝐻0 со скалярным произведением (·, ·)0 и нормой ‖ · ‖0 рассматривается

другое гильбертово пространство 𝐻+ с нормой ‖ · ‖+ плотно вложенное в
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𝐻0 , тогда определенная в 𝐻+ полуторалинейная форма 𝑃 [𝑢, 𝑣] называет

ся 𝐻+ -коэрцитивной относительно 𝐻0 , если существуют положительное

число 𝛿0 и вещественное число 𝜇0 при которых

Re𝑃 [𝑢, 𝑢] + 𝜇0‖𝑢‖20 ≥ 𝛿0‖𝑢‖2+

для всех 𝑢 ∈ 𝐻+ .

Исследование разрешимости обобщенной задачи Дирихле, связанной

некоэрцитивной полуторалинейной формой, сопряжен многими техниче

скими трудностями.

Этот случай впервые был рассматрен в работе К.Х.Бойматова

[10]. Позже этот случай исследовался в работах К.Х.Бойматова [11]

– [15], К.Х.Бойматова и С.А.Исхокова [16, 16], С.А.Исхокова [31–33],

С.А.Исхокова и А.Г.Каримова [35, 36], С.А.Исхокова и И.А.Якушева

[44–48], С.А.Исхокова, И.А.Якушева и А.Ё.Куджмуродова [49]. Коэффи

циенты эллиптических дифференциальных операторов, рассмотренных в

этих работах, допускали представление в виде произведения ограничен

ной функции и степени регуляризованного расстояния до границы об

ласти. Случай некоэрцитивных полуторалинейных форм, когда их ко

эффициенты принадлежат некоторым весовым 𝐿𝑝 -пространствам, рас

смотрен в работах С.А.Исхокова, М.Г.Гадоева, Т.П.Константиновой [41],

С.А.Исхокова, Т.П.Константиновой [42] М.Г.Гадоева, Т.П.Константиновой

[21–23], И.А.Якушева, Т.П.Константиновой [108] и Т.П.Константиновой

[53, 54].

Форма (1.3), рассмотренная в работах [78, 83], связана с дифференци

альным оператором

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|≤𝑟

(−1)|𝑙|
(︁
𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)
)︁(𝑙)

,

который имеет дивергентную форму. Подобно этому, операторы, рас

смотренные во всех перечисленных выше работах, имеют дивер

гентную форму. Основная цель нашей диссертационной работы
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заключается в распространении некоторых перечисленных вы

ше результатов на случай вырождающихся эллиптических опе

раторов недивергентного вида в ограниченной области.

В приведенном выше обзоре, в основном, включены работы авторов,

исследования которых непосредственно связаны с нашими исследования

ми. Однако, существует большое количество работ по вырождающимся

эллиптическим операторам, в которых применяются другие подходы и

изучаются другие типы граничных задач. Среди этих работ можно отме

тит работы А.Д.Баева [2], А.Д.Баева и С.С.Бунеева [3, 4], А.А.Вашарина

[19], А.А.Вашарина и П.И.Лизоркина [20], В.П.Глушко и Ю.Б.Савченко

[25], В.П.Глушко и О.П.Малютиной [26–28], Л.Д. Кудрявцев [58, 59],

С.З.Левендорского [61, 63–66] С.З.Левендорского и Б.П.Панеяха [62],

О.П.Малютиной и В.П.Глушко [76, 77], М.М.Смирнова [97], С.А.Терсенова

[103], Х.Трибеля [104], J.H.Chabrowski [110–112], A.C.Cavalheiro [113],

H.Chen and P.Luo [114], H.Chen and X.Liu [115], D.Kim [116], S.Levendorskii

[117], S.V.Lototsky [119], P.R.Popivanov, D.K.Palagachev [121], E.W.Stredulinsky

[122] и др.

Относительно других аспектах теории дифференциальных операто

ров с суммируемыми коэффициентами отметим работы С.И.Митрохина

[86–89].
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Глава 2

Задача Дирихле для гладких эллиптических

операторов недивергентного вида, заданных в

ограниченной области, со степенным вырождением

2.1. Вспомогательные результаты из общей теории

вариационных задач

Одним из основных направлений исследования разрешимости обоб

щенных граничных задач для дифференциальных уравнений в частных

производных является направление, которое опирается на утверждениях

из теории гильбертовых пространств. В начальном этапе этого направле

ния в основном использовалась теорема Рисса о представлении линейного

функционала в гильбертовом пространстве (см., например, [50, 51, 105]).

Затем появились различные обобщения этой теоремы, одним из которых

является теорема Лакса-Мильграмма (см., например, [24, 96]). В настоя

щее время в научной литературе имеется ряд обобщений этой теоремы.

Ниже мы приведем нужную нам обобщенную теорему Лакса-Мильграм

ма, которой неоднократно будем пользоваться в настоящей диссертации.

Здесь мы, в основном, опираемся на материалы работы [96].

Рассмотрим тройку гильбертовых пространств ℋ−, ℋ0, ℋ+ , скаляр

ные произведения которых обозначим через ‖·‖−, ‖·‖0, ‖·‖+ , соответствен

но. Нормы, порожденные этими скалярными произведениями обозначим

через (·, ·)−, (·, ·)0, (·, ·)+ , соответственно. Предположим, что выполняет

ся неравенство ‖ · ‖0 ≤ ‖ · ‖+ и норма ‖ · ‖− определена равенством

‖𝐹‖− = sup
0̸=𝑣∈ℋ+

|(𝐹, 𝑣)0|
‖𝑣‖+

, 𝐹 ∈ ℋ0,

и ℋ− является пополнением пространства ℋ0 по норме ‖ · ‖− . При этом
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элементы пространства ℋ− отождествляются с соответствующими анти

линейными функционалами над ℋ+ . В таком построении пространство

ℋ− называется негативным пространством, а пространство ℋ+ – пози

тивным пространством.

Предположим, что 𝒟 – некоторое линейное множество в пространстве

ℋ+ , плотное в ℋ0 , но не обязательно плотное в ℋ+ . Замыкание множества

𝒟 в пространстве ℋ+ обозначим через ℋ0
+ , а символом ℋ0

− обозначим

негативное пространство, построенное по ℋ0
+ и ℋ0 .

Пусть 𝐵[𝑢, 𝑣] – полуторалинейная форма, заданная в 𝒟 , удовлетво

ряющая условиям:

I) для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒟 выполняется неравенство

|𝐵[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀‖𝑢‖+‖𝑣‖+,

где 𝑀 – некоторая постоянная;

II) существуют вещественное число 𝜇0 и положительное число κ0 та

кие, что

Re𝐵[𝑢, 𝑢] + 𝜇0‖𝑢‖20 ≥ κ0‖𝑢‖2+
для всех 𝑢 ∈ ℋ0

+ .

Сформулируем теорему, которая является обобщением теоремы Лакса

Мильграмма.

Теорема 2.1.1. Пусть для полуторалинейной формы 𝐵[𝑢, 𝑣] выпол

няются условия I) и II). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) существует линейный оператор Λ, который осуществляет гомео

морфизм пространства ℋ0
+ и ℋ0

− и такой, что

⟨Λ𝑢, 𝑣⟩ = 𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜇0 (𝑢, 𝑣)0 ∀𝑢, 𝑣 ∈ ℋ0
+;

2) всякий антилинейный непрерывный функционал 𝑙(𝑣) из простран

ства ℋ0
− представляется в виде

𝑙(𝑣) = 𝐵[𝑢0, 𝑣] + 𝜇0 (𝑢0, 𝑣)0 = ⟨Λ𝑢0, 𝑣⟩,
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и такое представление единственно.

Наряду с рассмотренной выше полуторалинейной формой 𝐵[𝑢, 𝑣] рас

смотрим также полуторалинейную форму 𝐵+[𝑢, 𝑣] = 𝐵[𝑣, 𝑢] с областью

определения 𝐷(𝐵+) = 𝐷(𝐵) = ℋ0
+ .

Рассмотрим следующие абстрактные задачи, связанные с формами

𝐵[𝑢, 𝑣] и 𝐵+[𝑢, 𝑣] .

Задача D𝜆 . Для заданного элемента 𝐹 из пространства ℋ0
− требу

ется найти элемент 𝑢 из пространства ℋ0
− , удовлетворяющий уравнению

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 =< 𝐹, 𝑣 > 𝑣 ∈ ℋ0
+.

Задача D*
𝜆 . Для заданного элемента 𝐺 из пространства ℋ0

− требу

ется найти элемент 𝑤 из пространства ℋ0
− , удовлетворяющий уравнению

𝐵+[𝑤, 𝑣] + 𝜆(𝑤, 𝑣)0 =< 𝐹, 𝑣 > 𝑣 ∈ ℋ0
+.

Задача D0;𝜆 . Найти элемент 𝑢 из пространства ℋ0
− , удовлетворяю

щий уравнению

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = 0 𝑣 ∈ ℋ0
+.

Задача D*
0;𝜆 . Найти элемент 𝑢 из пространства ℋ0

− , удовлетворяю

щий уравнению

𝐵+[𝑤, 𝑣] + 𝜆(𝑤, 𝑣)0 = 0 𝑣 ∈ ℋ0
+.

Сформулируем теорему о разрешимости этих задач.

Теорема 2.1.2. Пусть для формы 𝐵[𝑢, 𝑣] выполняются условия I), II)

и пусть вложение ℋ0
+ в ℋ0 компактно. Тогда справедливы следующие

утверждения:

1) задача D0;𝜆 имеет ненулевые решения только для счетного числа

значений параметра 𝜆 = 𝜆𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , и при этом |𝜆𝑗| → ∞
когда 𝑗 → ∞;
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2) сопряженная задача D*
0;𝜆 разрешима для тех и только тех значе

ний параметра 𝜆, что и задача D0;𝜆 ;

3) при 𝜆 = 𝜆𝑗 размерности пространств решений задач D0;𝜆 и D*
0;𝜆

конечны и равны;

4) задача D𝜆 разрешима для тех и только тех 𝐹 ∈ ℋ0
− , для кото

рых на всех 𝑤 , являющихся решениями задачи D*
0;𝜆 выполняется

тождество < 𝐹, 𝑤 >≡ 0;

5) задача D*
𝜆 разрешима для тех и только тех 𝐺 ∈ ℋ0

− , для кото

рых на всех 𝑢, являющихся решениями задачи D0;𝜆 выполняется

тождество < 𝐺, 𝑢 >≡ 0.

2.2. Функциональные пространства

Также как в предыдущем параграфе обозначим через R𝑛 𝑛-мерное

евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) и через Ω обозначим

ограниченную область в пространстве R𝑛 с замкнутой (𝑛 − 1)-мерной

границей 𝜕Ω . Пусть 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛) – мультииндекс и 𝑢(𝑘)(𝑥) – обоб

щенная в смысле С.Л. Соболева производная функции 𝑢(𝑥) мультиин

декса 𝑘 . Напоминаем, что мультииндексом называется 𝑛-мерный вектор

с целыми неотрицательными координатами. Если 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛) –

мультииндекс, то |𝑘| = 𝑘1 + 𝑘2 + · · ·+ 𝑘𝑛 – длина мультииндекса 𝑘 и

𝑢(𝑘)(𝑥) =
𝜕|𝑘|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑘11 𝜕𝑥
𝑘2
2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑛𝑛

.

Если граница 𝜕Ω области Ω удовлетворяет условию конуса, то (см.,

например, [102, стр. 203]) существует бесконечно-дифференцируемая по

ложительная функция 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, такая, что

𝜌(𝑥) ≤ 1

2
dist(𝑥, 𝜕Ω) ≤ 𝐶𝜌(𝑥),
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⃒⃒⃒
𝜌(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑘𝜌

1−|𝑘|(𝑥)

для всех 𝑥 ∈ Ω и любого мультииндекса 𝑘 . Здесь положительные чис

ла 𝐶, 𝐶𝑘 не зависят от 𝑥 . Функция 𝜌(𝑥) называется регуляризованным

расстоянием точки 𝑥 ∈ Ω до границы 𝜕Ω .

Пусть 𝑟 – целое неотрицательное число, 𝛼 – вещественное число и

число 𝑝 такое, что 1 ≤ 𝑝 < +∞ . Обозначим через 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) пространство

всех измеримых в области Ω функций 𝑢(𝑥) , которые имеют все обобщен

ные в смысле С.Л.Соболева производные 𝑢(𝑘)(𝑥) (|𝑘| ≤ 𝑟) , и для которых

конечна следующая норма

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω)‖ =

{︀
‖𝑢;𝐿𝑟

𝑝;𝛼(Ω)‖𝑝 + ‖𝑢;𝐿𝑝;𝛼−𝑟(Ω)‖𝑝
}︀1/𝑝

. (2.2.1)

Здесь и далее

‖𝑢;𝐿𝑟
𝑝;𝛼(Ω)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫
Ω

𝜌𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

,

‖𝑢;𝐿𝑝;𝛼−𝑟(Ω)‖ =

⎧⎨⎩
∫
Ω

𝜌𝑝(𝛼−𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

.

Пространства 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) подробно изучены в работах С.М.Никольского,

П.И.Лизоркина и Н.В.Мирошина [68, 72, 96]. В этих работах, в частно

сти, доказана следующая теорема.

Теорема 2.2.1. 1) Для любого вещественного числа 𝛼, натурального

числа 𝑟 и чисела 𝑝 : 1 ≤ 𝑝 < ∞ множество бесконечно дифференцируе

мых функций с компактными носителями в Ω плотно в пространстве

𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω).

2) Вложение

𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) → 𝑉 𝑟−𝑠

𝑝;𝛼−𝑠(Ω)

справедливо для любого целого числа 𝑠 такого, что 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟 .
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Применением результатов работы [96] можно ввести в пространстве

𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) еще одну другую ному, которую эквивалентна норме (2.2.1). Спра

ведлива следующая теорема.

Теорема 2.2.2. Норма (2.2.1) пространства 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) эквивалентна

следующей норме

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω)‖* =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|≤𝑟

∫
Ω

(︁
𝜌𝛼−𝑟+|𝑘|(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|

)︁𝑝
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

. (2.2.2)

Из эквивалентности норм (2.2.1) и (2.2.2), в частности, следует, что⎧⎨⎩
∫
Ω

(︁
𝜌𝛼−𝑟+|𝑘|(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|

)︁𝑝
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

≤ 𝑀‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω)‖ (2.2.3)

для всех 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) и любого мультииндекса 𝑘 такое, что |𝑘| ≤ 𝑟 .

Наряду с пространством 𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) в приложениях к теории граничных

задач для вырождающихся уравнений с частными производными играют

важную роль и весовые пространства 𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) , которые определяются с

помощью нормы

⃦⃦
𝑢;𝑊 𝑟

𝑝, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫
Ω

(︁
𝜌𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|

)︁𝑝
𝑑𝑥+

∫
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

. (2.2.4)

Замыкание множества 𝐶∞
0 (Ω) по норме (2.2.4) обозначим через

∘
𝑊

𝑟
𝑝, 𝛼(Ω) . Пространства 𝑊 𝑟

𝑝, 𝛼(Ω) ,
∘
𝑊 𝑟

𝑝, 𝛼(Ω) подробно изучены в монографии

С.М.Никольского [90] (см. также обзорную работу [96]).

Запись 𝜕Ω ∈ 𝐶𝑠 , где 𝑠 – некоторое натуральное число, означает,

что локально многообразие 𝜕Ω описывается функциями, которые имеют

непрерывные производные до порядка 𝑠 включительно, а запись 𝜕Ω ∈
𝐶𝑠+𝜀 , где 𝑠 – натуральное число и 𝜀 ∈ (0, 1) , означает, что локально 𝜕Ω

описывается функциями, производные порядка 𝑠 которых удовлетворяют

условию Гельдера с показателем 𝜀 .
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Пространства 𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) с нормой (2.2.4) являются банаховыми про

странствами. При 𝛼 = 0 пространства 𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) совпадают с классиче

скими пространствами С. Л. Соболева 𝑊 𝑟
𝑝 (Ω) . Если 𝑝 = 2 , то 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)

является гильбертовым пространством.

Обозначим через 𝐶∞
0 (Ω) класс бесконечно дифференцируемых в Ω

функций с компактным носителем. Если 𝐵 – некоторое нормированное

пространство, которое содержит 𝐶∞
0 (Ω) , то символом

∘
𝐵 обозначим замы

кание множества 𝐶∞
0 (Ω) в норме пространства 𝐵 .

Обозначим через 𝐵𝜈
𝑝 (Ω) = 𝐵𝜈

𝑝𝑝(Ω) и 𝐵𝜈
𝑝 (𝜕Ω) классы функций О.В.

Бесова, заданные на Ω и 𝜕Ω соответственно (определение классов 𝐵𝜈
𝑝;𝜃(Ω)

и 𝐵𝜈
𝑝 (𝜕Ω) см., например, в [8] или [104]).

Пусть 𝐵1, 𝐵2 – два нормированные пространства с нормами

‖·;𝐵1‖, ‖·;𝐵2‖ соответственно. Тогда запись 𝐵1 → 𝐵2 означает, что

можно рассматривать все элементы пространства 𝐵1 как элементы про

странства 𝐵2 и, кроме того существует такая положительная постоянная

𝐶 , что неравенство ‖𝑢;𝐵2‖ ≤ 𝐶‖𝑢;𝐵1‖ выполняется для любого элемента

𝑢 ∈ 𝐵1 .

В работе В.И.Кондрашовым [52] была доказана первая теорем вло

жения для пространств 𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) . Затем, это пространство систематиче

ски исследовалось в работе Л.Д.Кудрявцева [56]. Идеи и результаты этой

работы развивались и дополнялось работами многих математиков. Здесь

можно отметить работы О.В. Бесова [7], О.В. Бесова, Я. Кадлеца, А. Куф

нера [9], С.М. Никольского [91], Х. Трибеля [104] и др. Более подробную

библиографию по этому направлению можно найти в обзорную работу

С.М. Никольского, П.И. Лизоркина, Н.В. Мирошина [96].

Ниже сформулируем несколько теорем о свойствах пространств

𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) . В первой теореме рассматривается плотность класса 𝐶∞

0 (Ω) в

пространстве 𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) , вторая теорема содержит вложение пространств

𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) , а третья теорема изучает следы функций из пространств
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𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) на границе 𝜕Ω .

Теорема 2.2.3. Множество финитных и бесконечно-дифференцируе

мых функций 𝐶∞
0 (Ω) плотно в пространстве 𝑊 𝑟

𝑝;𝛼(Ω) если и только

если 𝛼 ≤ −1/𝑝 или 𝛼 ≥ 𝑟 − 1/𝑝.

Теорема 2.2.4. Вложение

𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) → 𝑊 𝑟−𝑚

𝑝;𝛼−𝑚(Ω) → 𝑊 𝑟−𝑚
𝑝;𝛼𝑚

(Ω) (2.2.5)

справедливо для любого целого числа 𝑚 такое, что 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑟, 𝛼𝑚 ≥
𝛼−𝑚 > −1/𝑝.

Теорема 2.2.5. Пусть

− 1

𝑝
< 𝛼 < 𝑟 − 1

𝑝
(2.2.6)

и граница 𝜕Ω принадлежит классу 𝐶𝑠0+1+𝜀 , где 𝜀 ∈ (0, 1) и целое число

𝑠0 такое, что

𝑟 − 𝛼− 1

𝑝
≤ 𝑠0 < 𝑟 − 𝛼 + 1− 1

𝑝
. (2.2.7)

Тогда имеет место следующее вложение

𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) → 𝐵𝑟−𝛼−1/𝑝

𝑝 (𝜕Ω).

Приведенное выше вложение означает, что для любой функции 𝑢(𝑥)

из пространства 𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) существуют следы

𝜕𝑠𝑢

𝜕𝑛𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝜙𝑠 ∈ 𝐵𝑟−𝛼−1/𝑝−𝑠
𝑝 (𝜕Ω), 𝑠 = 0, 1, · · · , 𝑠0 − 1, (2.2.8)

на границе 𝜕Ω и при этом выполняются следующие неравенства

‖𝜙𝑠;𝐵
𝑟−𝛼−1/𝑝−𝑠
𝑝 (𝜕Ω)‖ ≤ 𝐶‖𝑢;𝑊 𝑟

𝑝;𝛼(Ω)‖, (2.2.9)

𝑠 = 0, 1, · · · , 𝑠0 − 1 . Здесь постоянная 𝐶 > 0 не зависит от функции 𝑢

и 𝜕/𝜕𝑛 означает производную по внутренней нормали к поверхности 𝜕Ω .
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Отметим. что класс 𝐶𝑠0+1+𝜀 по определению состоит из поверхностей, ко

торые локально описываются с помощью функций, производные порядка

𝑠0 + 1 которых непрерывны по Гельдеру с показателем 𝜀, 𝜀 ∈ (0, 1) .

Следующая теорема позволяет восстановить функцию из простран

ства 𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω) по заданным ее следам на границе области.

Теорема 2.2.6. Пусть имеет место неравенство (2.2.6) и пусть 𝑠0

– целое число, определеное условиями (2.2.7). Тогда при условии 𝜕Ω ∈
𝐶𝑠0+1+𝜀 , где 𝜀 ∈ (0, 1), для всякого набора граничных функций

𝜙𝑠 ∈ 𝐵𝑟−𝛼−1/𝑝−𝑠
𝑝 (𝜕Ω), 𝑠 = 0, 1, · · · , 𝑠0 − 1, (2.2.10)

найдется функция 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, из пространства 𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω), которая удо

влетворяет условиям

𝜕𝑠𝑢

𝜕𝑛𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝜙𝑠, 𝑠 = 0, 1, · · · , 𝑠0 − 1

и при этом выполняется неравенство

‖𝑢;𝑊 𝑟
𝑝;𝛼(Ω)‖ ≤ 𝐶

𝑠0−1∑︁
𝑠=0

‖𝜙𝑠;𝐵
𝑟−𝛼−1/𝑝−𝑠
𝑝 (𝜕Ω)‖,

где положительная постоянная 𝐶 > 0 не зависит от набора функций

(2.2.10).

Замыкание класса финитных и бесконечно-дифференцируемых функ

ций 𝐶∞
0 (Ω) по норме пространства 𝑊 𝑟

𝑝;𝛼(Ω) обозначим через
∘
𝑊 𝑟

𝑝;𝛼(Ω) .

В силу теоремы 2.2.3 равенство

∘
𝑊

𝑟
𝑝;𝛼(Ω) = 𝑊 𝑟

𝑝;𝛼(Ω)

имеет место если и только если 𝛼 ≤ −1/𝑝 или 𝛼 ≥ 𝑟 − 1/𝑝 . В случае

−1/𝑝 < 𝛼 < 𝑟 − 1/𝑝 замыкания класса 𝐶∞
0 (Ω) в пространстве 𝑊 𝑟

𝑝;𝛼(Ω)

описывается с помощью следующей теоремы
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Теорема 2.2.7. В условиях теоремы 2.2.5 справедливо следующее ра

венство

∘
𝑊

𝑟
𝑝;𝛼(Ω) =

=

{︂
𝑢 ∈ 𝑊 𝑟

𝑝;𝛼(Ω) :
𝜕𝑠𝑢

𝜕𝑛𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, 𝑠 = 0, 1, 2, · · · , 𝑠0 − 1

}︂
, (2.2.11)

где целое число 𝑠0 определяется условиями (2.2.7) и символ 𝜕/𝜕𝑛 обо

значает производную по внутренней нормали к границе области.

Следующая теорема является следствием некоторых результатов ра

боты [96]:

Теорема 2.2.8. Пусть Ω – ограниченная область в R𝑛 и ее граница

𝜕Ω является замкнутой дифференцируемой многообразией размерности

𝑛− 1. Тогда с точностью до эквивалентности норм выполняется равен

ство

𝑉 𝑟
2;𝛼(Ω) =

∘
𝑊

𝑟
2, 𝛼(Ω)

если

𝛼 +
1

2
̸∈ {1, 2, · · · , 𝑟}.

Объединяя двух последних теорем получаем равенство

𝑉 𝑟
2;𝛼(Ω) =

{︂
𝑢 ∈ 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω) :
𝜕𝑠𝑢

𝜕𝑛𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, 𝑠 = 0, 1, 2, · · · , 𝑠0 − 1

}︂
,

которое имеет место в условиях этих теорем.
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2.3. Задача Дирихле для эллиптических операторов

недивергентного вида, имеющих только старшие

коэффициенты

Аналог неравенства Гординга в пространстве 𝑉 𝑟
2;𝛼(Ω)

Пусть 𝑟 – некоторое натуральное число и Ω – ограниченная область

в 𝑛-мерном евклидовом пространстве R𝑛 с замкнутой границей 𝜕Ω раз

мерности (𝑛− 1) . Рассмотрим следующий дифференциальный оператор

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (2.3.1)

который имеет недивергентный вид, и предположим, что его коэффици

енты удовлетворяют следующим условиям:

I) Найдется такое положительное число κ , что

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝑎𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ 𝜌2𝛼(𝑥)κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

|𝜁𝜇|2 (2.3.2)

для любого набора комплексных чисел 𝜁 = {𝜁𝜇}|𝜇|=𝑟 ⊂ C и для всех точек

𝑥 ∈ Ω .

II) При всех 𝑘 : |𝑘| = 2𝑟 и всех 𝑥 ∈ Ω выполняется неравенство

|𝑎𝑘(𝑥)| ≤ 𝑀𝜌2𝛼(𝑥), (2.3.3)

где 𝑀 – положительное и 𝛼 – вещественное числа.

III) Коэффициенты 𝑎𝑘(𝑥), |𝑘| = 2𝑟, оператора (2.3.1) имеют все про

изводные до 𝑟 -го порядка включительно и удовлетворяют неравенству⃒⃒⃒
𝑎
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑝𝜌

2𝛼−|𝑝|(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, |𝑝| ≤ 𝑟. (2.3.4)

Теорема 2.3.1. Пусть выполнены, сформулированные выше условия

I) – III). Тогда найдутся такие положительные числа 𝑐1, 𝑀1 , что

Re (𝐿[𝑢], 𝑢)0 ≥ 𝑐1
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝑀1 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 (2.3.5)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).
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Замечание 2.3.1. Неравенство (2.3.5) является аналогом неравен

ства Гординга, известное для равномерных эллиптических операторов,

в случае эллиптических операторов в ограниченной области, которые

имеют степенное вырождение вдоль всей границы. Это неравенство иг

рает важную роль в процессе изучения разрешимости граничных задач

для эллиптических уравнений с вырождением.

Доказательство теоремы 2.3.1. Ниже мы будем пользоваться фор

мулой Лейбница в мультииндексной форме

(𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))(𝑘) =
∑︁
𝑙: 𝑙≤𝑘

(︃
𝑘

𝑙

)︃
𝑢(𝑘−𝑙)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥), (2.3.6)

где (︃
𝑘

𝑙

)︃
=

𝑘!

𝑙! (𝑘 − 𝑙)!
=

𝑘1!

𝑙1! (𝑘1 − 𝑙1)!
· · · 𝑘𝑛!

𝑙𝑛! (𝑘𝑛 − 𝑙𝑛)!
.

Далее предположим, что 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Интегрируя по частям, с по

мощью формулы (2.3.6) имеем

(𝐿[𝑢], 𝑣)0 =

∫
Ω

𝐿0[𝑢](𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

∫
Ω

∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

=
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝑢(𝑘)(𝑥)𝑎𝑘(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =
∑︁

|𝜆|=|𝜇|=𝑟

(−1)𝑟
∫
Ω

𝑢(𝜇)(𝑥)
(︁
𝑎𝜆+𝜇(𝑥)𝑣(𝑥)

)︁(𝜆)
𝑑𝑥 =

=
∑︁

|𝜆|=|𝜇|=𝑟

(−1)𝑟
∑︁

𝑝+𝑞=𝜆

𝐶𝑝,𝑞

∫
Ω

𝑢(𝜇)(𝑥) (𝑎𝜆+𝜇(𝑥))
(𝑝) 𝑣(𝑞)(𝑥)𝑑𝑥, (2.3.7)

где

𝐶𝑝,𝑞 =

(︃
𝑝+ 𝑞

𝑞

)︃
=

(𝑝+ 𝑞)!

𝑝! 𝑞!
=

(𝑝1 + 𝑞1)!

𝑝1! 𝑞1!
· · · (𝑝𝑛 + 𝑞𝑛)!

𝑝𝑛! 𝑞𝑛!
. (2.3.8)

Заметим, что если |𝑞| = 𝑟 и |𝜆| = 𝑟 , то из равенства 𝑝+𝑞 = 𝜆 следует, что

|𝑝| = 0 . Поэтому 𝑘 = 𝜆+𝜇 = 𝜇+𝑞 . Вводим следующую полуторалинейную

форму

𝐵0[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟
∫
Ω

𝑎𝜇+𝑞(𝑥)𝑢
(𝜇)(𝑥)𝑣(𝑞)(𝑥)𝑑𝑥. (2.3.9)
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Так как (см. (2.3.8)),

𝐶0,𝑞 = 1.

то из равенства (2.3.7) следует, что

(𝐿[𝑢], 𝑣)0 = 𝐵0[𝑢, 𝑣] +𝐵1[𝑢, 𝑣], (2.3.10)

где

𝐵1[𝑢, 𝑣] = (𝐿[𝑢], 𝑣)0 −𝐵0[𝑢, 𝑣]. (2.3.11)

Используя условию (2.3.2) при 𝜁𝜇 = 𝑢(𝜇)(𝑥) , имеем

Re𝐵0[𝑢, 𝑢] = Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟
∫
Ω

𝑎𝜇+𝑞(𝑥)𝑢
(𝜇)(𝑥)𝑢(𝑞)(𝑥)𝑑𝑥 ≥

≥ κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)|𝑢(𝜇)(𝑥)|2.

Следовательно

Re𝐵0[𝑢, 𝑢] ≥ κ
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

, ∀𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (2.3.12)

Теперь уточним вид полуторалинейной формы 𝐵1[𝑢, 𝑣] (см. (2.3.11)).

Из равенств 𝑝+ 𝑞 = 𝜆, |𝜆| = 𝑟 следует, что |𝑝|+ |𝑞| = 𝑟 . Поэтому

𝐵1[𝑢, 𝑣] = (𝐿[𝑢], 𝑣)0 −𝐵0[𝑢, 𝑣] =

=
∑︁

|𝜆|=|𝜇|=𝑟

(−1)𝑟
∑︁

|𝑝|+|𝑞|=𝑟, |𝑞|≤𝑟−1

𝐶𝑝,𝑞

∫
Ω

𝑢(𝜇)(𝑥) (𝑎𝜆+𝜇(𝑥))
(𝑝) 𝑣(𝑞)(𝑥)𝑑𝑥. (2.3.13)

Так как |𝑝| = 𝑟 − |𝑞| , то из условии (2.3.4) следует, что⃒⃒⃒
(𝑎𝜆+𝜇(𝑥))

(𝑝)
⃒⃒⃒
≤ 𝑀𝐶𝑝𝜌

2𝛼−𝑟+|𝑞|(𝑥)

Учитывая это и применяя неравенство Коши-Буняковского, из (2.3.13)
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получим

|𝐵1[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀1

∑︁
|𝜇|=𝑟

∑︁
|𝑞|≤𝑟−1

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑟+|𝑞|(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝜇)(𝑥)

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑀2

⎛⎝∑︁
|𝜇|=𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝜇)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2⎛⎝ ∑︁
|𝑞|≤𝑟−1

∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝑟+2|𝑞|(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

=

= 𝑀2

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦⎛⎝ ∑︁

|𝑞|≤𝑟−1

∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝑟+2|𝑞|(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

. (2.3.14)

Ниже нам понадобится следующее утверждение, которое является

частным случаем леммы 2.2 работы С.А.Исхокова [34].

Лемма 2.3.1. Пусть целое число 𝑚 такое, что 0 ≤ 𝑚 < 𝑟 и пусть

выполнены неравенства 𝑝 ≥ 1, 1 ≤ 𝑞1 ≤ 𝑞0 . Пусть число 𝑞0 удовлетво

ряет условиям:
1

𝑝
− 𝑟 −𝑚

𝑛
<

1

𝑞0
при 𝑛− (𝑟 −𝑚)𝑝 > 0;

𝑞0 - любое конечное вещественное число, при 𝑛− (𝑟 −𝑚)𝑝 ≤ 0.

Тогда для любого положительного числа 𝜏 выполняется неравен

ство⃦⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑚

𝑞0; 𝛾+
𝑛
𝑝−

𝑛
𝑞0
−𝑟+𝑚 (Ω)

⃦⃦⃦
≤ 𝜏

⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

𝑝;𝛾(Ω)
⃦⃦
+

+ 𝑐0𝜏
−𝜇
⃦⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑞1; 𝛾+

𝑛
𝑝−

𝑛
𝑞1
−𝑟 (Ω)

⃦⃦⃦ (︀
∀𝑣 ∈ 𝑉 𝑟

𝑝;𝛾(Ω)
)︀
,

где

𝜇 =
𝑞−1
1 − 𝑞−1

0 +𝑚𝑛−1

𝑞−1
0 − 𝑝−1 + (𝑟 −𝑚)𝑛−1

.

Из этой леммы при 𝑝 = 𝑞0 = 𝑞1 = 2 и 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑟 − 1 , 𝑚 = |𝑞|, 𝛾 = 𝛼

следует⃦⃦⃦
𝑣; 𝐿

|𝑞|
2;𝛼−𝑟+|𝑞| (Ω)

⃦⃦⃦
≤ 𝜏

⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2;𝛼(Ω)
⃦⃦
+

+ 𝑐0𝜏
−𝜇 ‖𝑣; 𝐿2;𝛼−𝑟 (Ω)‖ (∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω)) ,
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где

𝜇 =
2−1 − 2−1 + |𝑞|𝑛−1

2−1 − 2−1 + (𝑟 − |𝑞|)𝑛−1
=

|𝑞|
𝑟 − |𝑞|

.

Следовательно,⎛⎝∫
Ω

𝜌2𝛼+2|𝑞|−2𝑟(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

≤ 𝜏
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2;𝛼(Ω)
⃦⃦
+

+ 𝑐0𝜏
−|𝑞|/(𝑟−|𝑞|) ‖𝑣; 𝐿2;𝛼−𝑟 (Ω)‖ (2.3.15)

для любого мультииндекса 𝑞 , по длине не превосходящего 𝑟− 1 , и любой

функции 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) .

Теперь применяя неравенство (2.3.15), из (2.3.14) получим

|𝐵1[𝑢, 𝑣]| ≤

≤ 𝑀2

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦ (︀

𝜏
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜏) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖

)︀
, (2.3.16)

где 𝜏 – достаточно малое положительное число и положительная величина

𝐾(𝜏) растет при 𝜏 → +0 .

Отсюда при 𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥) находим

|𝐵1[𝑢, 𝑢]| ≤ 𝑀2

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦ (︀

𝜏
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜏) ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖

)︀
.

Так как 𝜏 > 0 – достаточно малое и 𝐾(𝜏) – достаточно большое, то можно

обозначать 𝜏𝑀2 снова через 𝜏 и 𝑀2𝐾(𝜏) снова через 𝐾(𝜏) . Поэтому из

полученного выше неравенства следует

|𝐵1[𝑢, 𝑢]| ≤ 𝜏
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+𝐾(𝜏) ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
. (2.3.17)

Далее используя неравенство

𝐴𝐵 ≤ 1

2
𝐴2 +

1

2
𝐵2, 𝐴 ≥ 0, 𝐵 ≥ 0,

при

𝐴 =
√
2𝜀
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
, 𝐵 =

1√
2𝜀

‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖ ,
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где 𝜀 – достаточно малое положительное число, имеем

‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤ 𝜀

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+
1

4𝜀
‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 .

Теперь применяя это неравенство из (2.3.17) (после некоторых переобозна

чений) находим

|𝐵1[𝑢, 𝑢]| ≤ 𝜏
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+𝐾(𝜏) ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 . (2.3.18)

На основе полученных неравенств (2.3.12), (2.3.18) из равенство

(2.3.10) следует, что

Re (𝐿[𝑢], 𝑢)0 = Re𝐵0[𝑢, 𝑢] + Re𝐵1[𝑢, 𝑢] ≥

≥ Re𝐵0[𝑢, 𝑢]− |𝐵1[𝑢, 𝑢]| ≥

≥ (κ − 𝜏)
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝐾(𝜏) ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 .

Отсюда, подбирая (см. (2.3.12)) 𝜏 = κ/2 , получим неравенство

Re (𝐿[𝑢], 𝑢)0 ≥ 𝑐1
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝑀1 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Здесь 𝑐1, 𝑀1 – некоторые положительные постоян

ные.

Теорема 2.3.1 доказана.

О разрешимости вариационной задачи Дирихле в пространстве

𝑉 𝑟
2;𝛼(Ω)

В этом разделе используя аналог неравенства Гординга (2.3.5) из тео

ремы 2.3.1 изучим разрешимость вариационной задачи Дирихле, которая

связана с рассмотренном выше оператором (2.3.1). С этой целью снача

ла вводим новое пространство
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ , которое является пополнением

пространства 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω) по следующей норме⃦⃦⃦
𝑓 ;
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′⃦⃦⃦
= sup

|(𝑓, 𝑣)𝛼−𝑟|⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦ ,
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в котором верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑣(𝑥) из

пространства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) . При этом элементы из пространства

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′
отождествляются с соответствующими антилинейными функционалами

над пространством 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) . Далее символом < 𝑓, 𝑣 > обозначим значе

ние функционала 𝑓 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ на функцию 𝑣 из пространства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) .

Теперь вводим полуторалинейную форму

𝑃𝜆[𝑢, 𝑣] = (𝐿[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)𝛼−𝑟, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (2.3.19)

где 𝐿[𝑢] – дифференциальный оператор, определенный с помощью равен

ства (2.3.1).

Теорема 2.3.2. Пусть выполнены все условия теоремы 2.3.1. Тогда

найдется такое неотрицательное число 𝜆0 , что при 𝜆 ≥ 𝜆0 верны сле

дующие утверждения:

1) существует такой линейный оператор Λ, который осуществля

ет гомеоморфизм пространства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) и

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ и

⟨Λ𝑢, 𝑣⟩ = 𝑃𝜆[𝑢, 𝑣] для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω); (2.3.20)

2) всякий антилинейный непрерывный функционал 𝑙(𝑣) из простран

ства
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ представляется в виде

𝑙(𝑣) = 𝑃𝜆[𝑢0, 𝑣] = ⟨Λ𝑢0, 𝑣⟩, (2.3.21)

и такое представление единственно.

Доказательство. Согласно основного результата теоремы 1.2.1 (см.

(2.3.5) ) для любого 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) имеет место неравенство

Re (𝐿[𝑢], 𝑢)0 +𝑀1 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 ≥ 𝑐1
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

,

где 𝑐1, 𝑀1 – некоторые положительные числа. Отсюда при Re𝜆 ≥ 𝑀1+𝑐1

следует, что

Re𝑃𝜆[𝑢, 𝑢] ≥ 𝑐1
⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (2.3.22)
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Из (2.3.10), (2.3.23) следует, что

𝑃𝜆[𝑢, 𝑣] = 𝐵0[𝑢, 𝑣] +𝐵1[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)𝛼−𝑟, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (2.3.23)

где полуторалинейные формы 𝐵0[𝑢, 𝑣], 𝐵1[𝑢, 𝑣] определяются равенства

ми (2.3.24), (2.3.13), соответственно.

Так как (см. (2.3.3) ) |𝑎𝑘(𝑥)| ≤ 𝑀𝜌2𝛼(𝑥) , то из равенства (2.3.24) сле

дует, что

|𝐵0[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀3

∑︁
|𝜇|=|𝑞|=𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝜇)(𝑥)

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥. (2.3.24)

Далее, применяя неравенство Коши-Буняковского получаем

|𝐵0[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀3

⎧⎨⎩∑︁
|𝜇|=𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝜇)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

×

×

⎧⎨⎩∑︁
|𝑞|=𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

≤

≤ 𝑀3

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

(2.3.25)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) .

В процессе доказательства теоремы 1.2.1 (см. (2.3.16) ) мы доказыва

ли, что

|𝐵1[𝑢, 𝑣]| ≤

≤ 𝑀2

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦ (︀

𝜏
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜏) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖

)︀
,

Фиксируя некоторое значение параметра 𝜏 в этом неравенстве, получим

|𝐵1[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀4

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

(2.3.26)

Далее в силу равенства (2.3.23) из установленных выше неравенств (2.3.25)

и (2.3.26) следует, что

|𝑃𝜆[𝑢, 𝑣]| ≤ (𝑀5 + |𝜆|)
⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

(2.3.27)
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для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) .

Теперь заметим, что полученные выше неравенства (2.3.22), (2.3.27)

позволяют нам применить обобщенную теорему Лакса-Мильграмма ( см.

теорему 2.1.1) и завершить доказательство теоремы 2.3.2.

Вариационная задача Дирихле. Для заданного элемента 𝐹 из(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ найти функцию 𝑢0 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(Ω) , для которой выполняется равен

ство

𝑃𝜆[𝑢0, 𝑣] =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (2.3.28)

Теорема 2.3.3. Пусть выполняются все условия теоремы 2.3.2 и 𝜆0 –

такое же число как в этой теореме. Тогда при выполнении неравенства

𝜆 ≥ 𝜆0 для любого заданного элемента 𝐹 из пространства
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′
вариационная задача Дирихле (2.3.28) имеет единственное решение 𝑢0 ∈
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) и для этого решения имеет место неравенство⃦⃦

𝑢0; 𝑉
𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦
≤ 𝑀

⃦⃦⃦
𝐹 ;
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′⃦⃦⃦
, (2.3.29)

где положительное число 𝑀 > 0 не зависит от элемента 𝐹 и число 𝜆.

Доказательство. Пусть выполняется неравенство 𝜆 ≥ 𝜆0 . Тогда со

гласно утверждения теоремы 2.3.2 существует оператор Λ , который осу

ществляет гомеоморфизм пространства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) и

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ , со свойства

ми (2.3.20), (2.3.21). Пусть задан элемент 𝐹 ∈
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ . Рассмотрим

антилинейный функционал 𝑙(𝑣) =< 𝐹, 𝑣 > . Так как

|𝑙(𝑣)| = |< 𝐹, 𝑣 >| ≤
⃦⃦⃦
𝐹 ;
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

для всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) . Это означает, что функционал 𝑙(𝑣) непрерывный.

Поэтому существует функция 𝑢0 ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) и функционал 𝑙(𝑣) допускает

представление (2.3.21). Согласно этому представлению

𝑙(𝑣) = 𝑃𝜆[𝑢0, 𝑣] =< Λ𝑢0, 𝑣 >=< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω).
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Следовательно, функция 𝑢0 является решением вариационной задачи Ди

рихле (2.3.28). Из равенства

< Λ𝑢0, 𝑣 >=< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

следует, что 𝑢0 = Λ−1𝐹 и поэтому⃦⃦
𝑢0; 𝑉

𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦
=
⃦⃦
Λ−1𝐹 ; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤
⃦⃦
Λ−1

⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝐹 ;
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′⃦⃦⃦
.

Отсюда следует оценка (2.3.29).

Теорема 2.3.3 доказана.

Аналог неравенства Гординга в пространстве 𝑊 𝑟
2;𝛼(Ω)

Теперь изучим разрешимость вариационной задачи Дирихле в про

странстве 𝑊 𝑟
2;𝛼(Ω) для оператора недивергентного вида (2.3.1), то есть

ℒ[𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (2.3.30)

Здесь, так же как и в случае пространства 𝑉 𝑟
2;𝛼(Ω) , сначала докажем соот

ветствующий аналог неравенства Гординга, и затем на его основе изучим

вариационную задачу Дирихле.

Теорема 2.3.4. Пусть коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) оператора (2.3.30) удо

влетворяют следующим условиям:

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝑏𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ 𝜌2𝛼(𝑥)κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

|𝜁𝜇|2 (𝑥 ∈ Ω, 𝜁 = {𝜁𝜇}|𝜇|=𝑟 ⊂ C),

(2.3.31)

|𝑏𝜇+𝑞(𝑥)| ≤ 𝑀𝜌2𝛼(𝑥) (𝑥 ∈ Ω, |𝜇| = |𝑞| = 𝑟) . (2.3.32)⃒⃒⃒
𝑏
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑝 𝜌

2𝛼−𝛿(|𝑝|)(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, |𝑘| = 2𝑟, |𝑝| ≤ 𝑟, (2.3.33)

где число 𝛿(|𝑝|) удовлетворяет хотя бы одно из неравенство

a) |𝑝| > 𝛿(|𝑝|),
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b) 𝑟𝛿(|𝑝|) < |𝑝|𝛼, |𝑝| < 𝑟 .

Тогда найдутся положительные числа 𝑐1 , 𝑀1 такие, что

Re (ℒ[𝑢], 𝑢)0 ≥ 𝑐1
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝑀1 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 (2.3.34)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Замечание 2.3.2. Полученное выше неравенство (2.3.34) является

аналогом неравенства Гординга в случае эллиптических операторов, за

данных в ограниченной области и имеющих степенное вырождение вдоль

всей границы области.

Доказательство теоремы 2.3.4. Рассмотрим дифференциальный

оператор (2.3.30). Интегрируя по частям на функциях 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) име

ем

(ℒ[𝑢], 𝑣)0 =
∫
Ω

ℒ[𝑢](𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

∫
Ω

∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

=
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝑢(𝑘)(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =
∑︁

|𝜆|=|𝜇|=𝑟

(−1)𝑟
∫
Ω

𝑢(𝜇)(𝑥)
(︁
𝑏𝜆+𝜇(𝑥)𝑣(𝑥)

)︁(𝜆)
𝑑𝑥 =

=
∑︁

|𝜆|=|𝜇|=𝑟

(−1)𝑟
∑︁

𝑝+𝑞=𝜆

𝐶𝑝,𝑞

∫
Ω

𝑢(𝜇)(𝑥) (𝑏𝜆+𝜇(𝑥))
(𝑝) 𝑣(𝑞)(𝑥)𝑑𝑥, (2.3.35)

где

𝐶𝑝,𝑞 =

(︃
𝑝+ 𝑞

𝑞

)︃
=

(𝑝+ 𝑞)!

𝑝! 𝑞!
=

(𝑝1 + 𝑞1)!

𝑝1! 𝑞1!
· · · (𝑝𝑛 + 𝑞𝑛)!

𝑝𝑛! 𝑞𝑛!
. (2.3.36)

Заметим, что если |𝑞| = 𝑟 и |𝜆| = 𝑟 , то из равенства 𝑝+𝑞 = 𝜆 следует, что

|𝑝| = 0 . Поэтому 𝑘 = 𝜆+𝜇 = 𝜇+𝑞 . Вводим следующую полуторалинейную

форму

ℬ0[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝐶0, 𝑞

∫
Ω

𝑏𝜇+𝑞(𝑥)𝑢
(𝜇)(𝑥)𝑣(𝑞)(𝑥)𝑑𝑥. (2.3.37)



42

Тогда из равенства (2.3.35) следует

(ℒ[𝑢], 𝑣)0 = ℬ0[𝑢, 𝑣] + ℬ1[𝑢, 𝑣], (2.3.38)

где

ℬ1[𝑢, 𝑣] = (ℒ[𝑢], 𝑣)0 − ℬ0[𝑢, 𝑣]. (2.3.39)

Предположим, что полуторалинейная форма ℬ0[𝑢, 𝑣] удовлетворяет усло

виям

Reℬ0[𝑢, 𝑢] ≥ κ
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

, 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) (2.3.40)

|ℬ0[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀
⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (2.3.41)

где κ и 𝑀 – некоторые положительные постоянные. Отметим, что

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=

⎛⎝∑︁
|𝑘|=𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

,

⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=
{︁⃦⃦

𝑢; 𝐿𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦2
+ ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2

}︁1/2

,

‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ =

⎛⎝∫
Ω

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

.

В работах, посвященных обобщенной задаче Дирихле для вырожда

ющихся эллиптических операторов в дивергентной форме (см. [96]), для

выполнении условий (2.3.40), (2.3.41) на коэффициенты полуторалинейной

формы ℬ0[𝑢, 𝑢] налагаются следующие условия

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝐶0,𝑞𝑏𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ 𝜌2𝛼(𝑥)κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

|𝜁𝜇|2

(𝑥 ∈ Ω, 𝜁 = {𝜁𝜇}|𝜇|=𝑟 ⊂ C), (2.3.42)

|𝑏𝜇+𝑞(𝑥)| ≤ 𝑀𝜌2𝛼(𝑥) (𝑥 ∈ Ω, |𝜇| = |𝑞| = 𝑟) . (2.3.43)

Так как (см. (2.3.36))

𝐶0,𝑞 = 1,
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то условия (2.3.42), (2.3.43) выполняются в силу условий (2.3.31), (2.3.32)

нашей теоремы.

Теперь уточним вид полуторалинейной формы ℬ1[𝑢, 𝑣] (см. (2.3.39)).

Из равенств 𝑝+ 𝑞 = 𝜆, |𝜆| = 𝑟 следует, что |𝑝|+ |𝑞| = 𝑟 . Поэтому

ℬ1[𝑢, 𝑣] = (ℒ[𝑢], 𝑣)0 − ℬ0[𝑢, 𝑣] =

=
∑︁

|𝜆|=|𝜇|=𝑟

(−1)𝑟
∑︁

|𝑝|+|𝑞|=𝑟, |𝑞|≤𝑟−1

𝐶𝑝,𝑞

∫
Ω

𝑢(𝜇)(𝑥) (𝑏𝜆+𝜇(𝑥))
(𝑝) 𝑣(𝑞)(𝑥)𝑑𝑥. (2.3.44)

Далее предполагаем, что коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥), |𝑘| = 2𝑟, оператора ℒ[𝑢]
имеют все производные порядка ≤ 𝑟 и удовлетворяют условию⃒⃒⃒

𝑏
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑝𝜌

2𝛼−𝛿(|𝑝|)(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, |𝑘| = 2𝑟, |𝑝| ≤ 𝑟, (2.3.45)

где ниже, по мере необходимости, на числа 𝛿(|𝑝|), |𝑝| ≤ 𝑟 налагаются

дополнительные ограничения.

Применяя неравенство Коши-Буняковского из (2.3.44), (2.3.45) имеем

|ℬ1[𝑢, 𝑣]| ≤

≤ 𝑀2

⎛⎝∑︁
|𝜇|=𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝜇)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2⎛⎝ ∑︁
|𝑞|≤𝑟−1

∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝛿(𝑟−|𝑞|)(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

=

= 𝑀2

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦⎛⎝ ∑︁

|𝑞|≤𝑟−1

∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝛿(𝑟−|𝑞|)(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

. (2.3.46)

Предположим, что для любого достаточно малого 𝜏 > 0 найдется число

𝐾(𝜏) > 0 такое, что⎛⎝ ∑︁
|𝑞|≤𝑟−1

∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝛿(𝑟−|𝑞|)(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

≤

≤ 𝜏
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜏) ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ . (2.3.47)
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В силу этого неравенства из (2.3.46) следует

|ℬ1[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀2

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦ (︀

𝜏
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜏) ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖

)︀
.

(2.3.48)

Отсюда при 𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥) находим

|ℬ1[𝑢, 𝑢]| ≤ 𝑀2

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦ (︀

𝜏
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜏) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖

)︀
.

Так как 𝜏 > 0 – достаточно малое и 𝐾(𝜏) – достаточно большое, то можно

обозначать 𝜏𝑀2 снова через 𝜏 и 𝑀2𝐾(𝜏) снова через 𝐾(𝜏) . Поэтому из

полученного выше неравенства следует

|ℬ1[𝑢, 𝑢]| ≤ 𝜏
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+𝐾(𝜏) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
. (2.3.49)

Далее используя неравенство

𝐴𝐵 ≤ 1

2
𝐴2 +

1

2
𝐵2, 𝐴 ≥ 0, 𝐵 ≥ 0,

при

𝐴 =
√
2𝜀
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
, 𝐵 =

1√
2𝜀

‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ ,

где 𝜀 – достаточно малое положительное число, имеем

‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤ 𝜀

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+
1

4𝜀
‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 .

Теперь применяя это неравенство из (2.3.49) (после некоторых переобозна

чений) находим

|ℬ1[𝑢, 𝑢]| ≤ 𝜏
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+𝐾(𝜏) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 . (2.3.50)

На основе полученных неравенств (2.3.40), (2.3.50) из равенство

(2.3.38) следует, что

Re (ℒ[𝑢], 𝑢)0 = Reℬ0[𝑢, 𝑢] + Reℬ1[𝑢, 𝑢] ≥ ℬ0[𝑢, 𝑢]− |ℬ1[𝑢, 𝑢]| ≥

≥ (κ − 𝜏)
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝐾(𝜏) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 .
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Отсюда, подбирая (см. (2.3.40)) 𝜏 = κ/2 , получим неравенство

Re (ℒ[𝑢], 𝑢)0 ≥ 𝑐1
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝑀1 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 , 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω),

где 𝑐1, 𝑀1 – положительные постоянные. Это и есть неравенство (2.3.34).

Таким образом, теорема 2.3.4 при выполнении условий

(2.3.45), (2.3.47) доказана. Ниже докажем, что в условиях нашей теоре

мы условия (2.3.45), (2.3.47) выполняются. Параметр 𝛿(|𝑝|), |𝑝| ≤ 𝑟, в нера

венстве (2.3.45) подбираем так, чтобы выполнялось неравенство (2.3.47),

то есть⎛⎝ ∑︁
|𝑞|≤𝑟−1

∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝛿(𝑟−|𝑞|)(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

≤

≤ 𝜏
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜏) ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ (2.3.51)

при достаточно малых значений 𝜏 > 0 .

Далее сформулируем одну лемму о весовых интегральных неравен

ствах с малым параметром (см. [96, Теорема 1.1.7]).

Лемма 2.3.2. Пусть 𝑟1 > 𝑟2 ≥ 0, 𝛾1, 𝛾2 — действительные числа

больше (-1/2). Пусть выполнено хотя бы одно из следующих условий

𝑎1) 𝑟1 − 𝛾1 > 𝑟2 − 𝛾2 ,

𝑏1) 𝛾2 > 𝛾1𝑟2/𝑟1, 𝑟2 > 0.

Тогда для любого положительного числа 𝜀 найдется положитель

ная постоянная 𝐶 = 𝐶(𝜀) такая, что для всех 𝑣 ∈ 𝑊 𝑟1
2; 𝛾1

(Ω) справедлива

оценка

‖𝑣;𝐿𝑟2
2; 𝛾2

(Ω)‖ ≤ 𝜀‖𝑣;𝐿𝑟1
2; 𝛾1

(Ω)‖+ 𝐶(𝜀)‖𝑣;𝐿2(Ω)‖.

Из этой леммы при 𝑟1 = 𝑟, 𝑟2 = |𝑞| , 𝛾1 = 𝛼, 𝛾2 = 𝛼−𝛿(𝑟−|𝑞|) следует⃦⃦⃦
𝑣; 𝐿

|𝑞|
2;𝛼−𝛿(𝑟−|𝑞|) (Ω)

⃦⃦⃦
≤ 𝜏

⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2;𝛼(Ω)
⃦⃦
+

+ 𝑐0𝐾(𝜏) ‖𝑣; 𝐿2 (Ω)‖ (∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)) ,
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Следовательно,⎛⎝∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝛿(𝑟−|𝑞|)(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

≤ 𝜏
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2;𝛼(Ω)
⃦⃦
+ 𝑐0𝐾(𝜏) ‖𝑣; 𝐿2 (Ω)‖

(0 ≤ |𝑞| ≤ 𝑟 − 1, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)) .

Это равносильно неравенству (2.3.51).

Теперь проверим условий 𝑎1 ) и 𝑏1 ) леммы 2.3.2 при 𝑟1 = 𝑟, 𝑟2 =

|𝑞| , 𝛾1 = 𝛼, 𝛾2 = 𝛼 − 𝛿(𝑟 − |𝑞|) . В этом случае эти условия принимают

следующий вид:

𝑎2 ) 𝑟 − 𝛼 > |𝑞| − 𝛼 + 𝛿(𝑟 − |𝑞|) ,
𝑏2 ) [𝛼− 𝛿(𝑟 − |𝑞|)] > 𝛼|𝑞|/𝑟, |𝑞| > 0 ,

то есть

𝑎2 ) 𝑟 − |𝑞| > 𝛿(𝑟 − |𝑞|) ,
𝑏2 ) [𝑟𝛼− 𝑟𝛿(𝑟 − |𝑞|)] > 𝛼|𝑞|, |𝑞| > 0 .

Вводя обозначение 𝑟 − |𝑞| = |𝑝| отсюда получим

𝑎3 ) |𝑝| > 𝛿(|𝑝|) ,
𝑏3 ) 𝑟𝛿(|𝑝|) < |𝑝|𝛼, |𝑝| < 𝑟 .

Теперь легко можно заметить, что неравенство (2.3.51), в котором чис

ло 𝛿(|𝑝|) удовлетворяет хотя-бы одному из неравенств 𝑎3 ) и 𝑏3 ), имеет

место в силу условии (2.3.33) теоремы 2.3.4.

Теорема 2.3.4 доказана полностью.

О разрешимости вариационной задачи Дирихле в пространстве

𝑊 𝑟
2;𝛼(Ω)

Так как⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=
{︁⃦⃦

𝑢; 𝐿𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦2
+ ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2

}︁1/2

, (2.3.52)

и

‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ =

⎛⎝∫
Ω

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

,
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то

‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ ≤
⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
.

Это означает, что пространство 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) нормально вложено в простран

ство 𝐿2(Ω) .

Далее обозначим через �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) пополнение класса 𝐶∞

0 (Ω) по норме

(2.3.52) и следуя [96, Часть II] вводим пространство
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

– попол

нение пространства 𝐿2(Ω) относительно нормы⃦⃦⃦⃦
𝑓 ;
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′⃦⃦⃦⃦

= sup
|(𝑓, 𝑣)0|⃦⃦

𝑢; 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦ ,
где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑣(𝑥) из про

странства �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) . При этом все элементы из пространства

(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

отождествляются с соответствующими антилинейными функционалами

над пространством �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) . Таким образом, мы построили следующую

тройку вложенных друг в друга пространств

�̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) → 𝐿2(Ω) →

(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′
.

Далее вводим полуторалинейную форму

𝒫𝜆[𝑢, 𝑣] = (ℒ[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (2.3.53)

где ℒ[𝑢] – дифференциальный оператор, определенный равенством

(2.3.30), то есть

ℒ[𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (2.3.54)

Далее предположим, что все условия теоремы 2.3.4 выпол

няются. Тогда из неравенства (2.3.34) этой теоремы при Re𝜆 ≥ 𝑀1 + 𝑐1

следует, что

Re𝒫𝜆[𝑢, 𝑢] ≥ 𝑐1
⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (2.3.55)
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С другой стороны, в силу равенства (см. (2.3.38) )

(ℒ[𝑢], 𝑣)0 = ℬ0[𝑢, 𝑣] + ℬ1[𝑢, 𝑣], (2.3.56)

из ранее доказанных неравенств (см. (2.3.41), (2.3.48))

|ℬ0[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀
⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (2.3.57)

|ℬ1[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀2

⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦ (︀

𝜏
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜏) ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖

)︀
.

(2.3.58)

следует, что

|(ℒ[𝑢], 𝑣)0| ≤ 𝑀0

⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

(2.3.59)

Отсюда и из неравенство

|(𝑢, 𝑣)0| ≤ ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ · ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ ≤
⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
,

которое доказывается с помощью неравенства Коши-Буняковского, нахо

дим

|𝒫𝜆[𝑢, 𝑣]| ≤ (𝑀0 + |𝜆|)
⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

(2.3.60)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Это неравенство позволяет нам распространить

форму 𝒫𝜆[𝑢, 𝑣] по непрерывности на все 𝑢, 𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) .

Согласно нашим обозначениям

𝒫𝜆[𝑢, 𝑣] = (ℒ[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = ℬ0[𝑢, 𝑣] + ℬ1[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0.

Отметим, что неравенство (2.3.59) позволяет нам определить сопряжен

ный оператор ℒ*[𝑢] , который связан с оператором (2.3.54) равенством

(ℒ[𝑢], 𝑣)0 = (𝑢, ℒ*[𝑣])0 ∀𝑢, 𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω).

Далее вводим полуторалинейную форму 𝒫+
𝜆 [𝑢, 𝑣] равенством

𝒫+
𝜆 [𝑢, 𝑣] = 𝒫𝜆[𝑣, 𝑢] = (𝐿[𝑣], 𝑢)0 + 𝜆(𝑣, 𝑢)0 = (𝐿[𝑣], 𝑢)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 =

= (𝑣, ℒ*[𝑢])0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = (ℒ*[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0,
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то есть

𝒫+
𝜆 [𝑢, 𝑣] ≡ (ℒ*[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0. (2.3.61)

Далее сформулируем теорему о компактном вложении пространств

𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) (см. [96, Теорема 1.1.3]).

Теорема 2.3.5. Пусть целые числа 𝑟, 𝑗 такие, что 0 ≤ 𝑗 < 𝑟 и пусть

−1/2 < 𝛼 ≤ 𝑟 . Тогда вложение 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) → 𝑊 𝑗

2, 𝛽(Ω) компактно тогда и

только тогда, когда 𝑟 − 𝛼 > 𝑗 − 𝛽 .

При 𝑗 = 𝛽 = 0 из этой теоремы следует, что вложение 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) →

𝐿2(Ω) компактно, если 𝑟 − 𝛼 > 0 .

Определим обобщенную задачу Дирихле для оператора (2.3.54).

Вариационная задача Дирихле. Для заданного элемента 𝐹 из(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

найти функцию 𝑢 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω) , для которой выполняется ра

венство

𝒫𝜆[𝑢, 𝑣] ≡ (ℒ[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω). (2.3.62)

Наряду с задачей (2.3.62) для заданного элементе 𝐺 ∈
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

рассмотрим однородную и формально сопряженные задачи, связанные с

этой задачи (см. (2.3.61)):

𝒫+
𝜆 [𝑢, 𝑣] ≡ (ℒ*[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 =< 𝐺, 𝑣 >

∀𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω), 𝑢 ∈ �̊� 𝑟

2;𝛼(Ω). (2.3.63)

(ℒ[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = 0 ∀𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω), 𝑢 ∈ �̊� 𝑟

2;𝛼(Ω), (2.3.64)

(ℒ*[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = 0 ∀𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω), 𝑢 ∈ �̊� 𝑟

2;𝛼(Ω). (2.3.65)

Теперь можно заметить, что на основе полученных выше неравенств

(2.3.55), (2.3.60) и теорема 2.3.5 о компактности мы можем применить тео

рему Лакса-Мильграма [96, Теорема 2.0.2]. Применяя эту теорему и другие
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результаты о разрешимости операторных уравнений с вполне непрерыв

ным оператором (см., например, [51, 105]) мы приходим к следующему

результату:

Теорема 2.3.6. Пусть Ω – ограниченная область в пространстве 𝑅𝑛

с замкнутой (𝑛− 1) -мерной границей 𝜕Ω, число 𝛼 такое, что

− 1/2 ≤ 𝛼 < 𝑟, (2.3.66)

и пусть коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) оператора

ℒ[𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (2.3.67)

удовлетворяют следующим условиям:

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝑏𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ 𝜌2𝛼(𝑥)κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

|𝜁𝜇|2 (𝑥 ∈ Ω, 𝜁 = {𝜁𝜇}|𝜇|=𝑟 ⊂ C),

(2.3.68)

|𝑏𝜇+𝑞(𝑥)| ≤ 𝑀𝜌2𝛼(𝑥) (𝑥 ∈ Ω, |𝜇| = |𝑞| = 𝑟) . (2.3.69)⃒⃒⃒
𝑏
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑝 𝜌

2𝛼−𝛿(|𝑝|)(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, |𝑘| = 2𝑟, |𝑝| ≤ 𝑟, (2.3.70)

где число 𝛿(|𝑝|) удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий:

i) |𝑝| > 𝛿(|𝑝|),

ii) 𝑟𝛿(|𝑝|) < |𝑝|𝛼, |𝑝| < 𝑟 .

Тогда задача (2.3.62) – (2.3.65) фредгольмово разрешимаа, то есть:

1) задача (2.3.64) имеет ненулевые решения (обобщенные собствен

ные функции) только для счетного числа значений параметра 𝜆 =

𝜆𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . (собственные значения) и только бесконечность бу

дет предельной точкой этих значений;

2) подпространство обобщенных собственных функций (собственное

подпространство), отвечающее каждому собственному значению

𝜆𝑗 - конечномерно;
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3) собственные значения сопряженной задачи (2.3.65) равны 𝜆𝑗, 𝑗 =

1, 2, . . .;

4) отвечающие собственным значениям 𝜆𝑗 и 𝜆𝑗 собственные под

пространства задач (2.3.64) и (2.3.65) имеют одинаковую размер

ность;

5) для существования хоть одного решения задачи (2.3.62) необходи

мо и достаточно, чтобы тождество ⟨𝐹, 𝑣⟩ ≡ 0 имело место для

любого решения 𝑣(𝑥) задачи (2.3.65);

6) для существования хоть одного решения задачи(2.3.63) необходимо

и достаточно, чтобы тождество ⟨𝐺, 𝑢⟩ ≡ 0 имело место для лю

бого решения 𝑢(𝑥) задачи (2.3.64).

Согласно теореме 2.2.3 множество 𝐶∞
0 (Ω) плотно в пространстве

𝑊 𝑟
2;𝛼(Ω) тогда и только тогда, когда 𝛼 ≤ −1/2 или 𝛼 ≥ 𝑟 − 1/2 , то

есть в этом случае имеет место равенство �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω) = 𝑊 𝑟

2;𝛼(Ω) . Поэтому

в случае −1/2 ≤ 𝛼 ≤ 𝑟 − 1/2 , то есть, когда �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω) ̸= 𝑊 𝑟

2;𝛼(Ω) можно

изучить разрешимость вариационной задачи Дирихле в случае неоднород

ности граничных условий. Такая задача имеем следующую подстановку:

Задача D𝜆 . Для заданного элемента 𝐹 из пространства
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

и заданной функции Φ из пространства 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) требуется найти решение

𝑈(𝑥) уравнения

𝒫𝜆[𝑈, 𝑣] ≡ (ℒ[𝑈 ], 𝑣)0 + 𝜆(𝑈, 𝑣)0 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω), (2.3.71)

которое принадлежит пространству 𝑊 𝑟
2;𝛼(Ω) и удовлетворяет условию

𝑈(𝑥)− Φ(𝑥) ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω). (2.3.72)

Условие (2.3.72) означает, что решение 𝑈(𝑥) уравнения (2.3.71) и за

данная функция Φ(𝑥) имеют одни те же следы на границе 𝜕Ω области
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Ω . Как уже мы отметили условие (2.3.72) содержит неоднородные гра

ничные условия только в случае −1/2 < 𝛼 < 𝑟 − 1/2 . Ниже мы будем

предполагать, что эти условия выполнены.

Теперь изучим фредголмовую разрешимость вариационной задачи

Дирихле D𝜆 с неоднородными граничными условиями. С этой целью так

же рассмотрим сопряженную и однородные задачи, связанные с задачей

Дирихле D𝜆 .

Задача D0
𝜆 . Найти решение 𝑈(𝑥) уравнения

(ℒ[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = 0 (∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)) , (2.3.73)

которое принадлежит пространству �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω) .

Задача D*
𝜆 . Для произвольного заданного функционала 𝐺 из про

странства
(︁
�̊� 𝑟

2;𝛼(Ω)
)︁′

и любой заданной функции Ψ(𝑥)пространства

𝑊 𝑟
2;𝛼(Ω) требуется найти решение 𝑉 (𝑥) уравнения

𝒫+
𝜆 [𝑉, 𝑣] ≡ (ℒ*[𝑉 ], 𝑣)0 + 𝜆(𝑉, 𝑣)0 = ⟨𝐺, 𝑣⟩ (∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω)) , (2.3.74)

которое удовлетворяет условию

𝑉 (𝑥)−Ψ(𝑥) ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω). (2.3.75)

Задача D0*
𝜆 . Найти решение 𝑉 (𝑥) уравнения

(ℒ*[𝑉 ], 𝑣)0 + 𝜆(𝑉, 𝑣)0 = 0 (∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)) , (2.3.76)

которое принадлежит пространству �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω) .

Далее нам понадобятся две вспомогательные леммы.

Лемма 2.3.3. Функционал 𝑄, определенный равенством

< 𝑄, 𝑣 >= −𝒫𝜆[Φ, 𝑣], 𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω), (2.3.77)

где Φ – любая заданная функция из пространства 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω), принадле

жит пространству
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

и при этом справедливо неравенство⃦⃦⃦⃦
𝑄;
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′⃦⃦⃦⃦

≤ (𝑀 + |𝜆|)
⃦⃦
Φ; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
, (2.3.78)
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где положительное число 𝑀 не зависит от выбора функции Φ(𝑥).

Доказательство. Пусть Φ – некоторая заданная функция из про

странства 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) . Действуя также как при доказательстве неравенства

(2.3.60) доказывается, что

|𝒫𝜆[Φ, 𝑣]| ≤ (𝑀 + |𝜆|)
⃦⃦
Φ; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

для всех 𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) . С учетом равенства (2.3.77) отсюда находим

| < 𝑄, 𝑣 > | ≤ (𝑀 + |𝜆|)
⃦⃦
Φ; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

(2.3.79)

для всех 𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) . Так как⃦⃦⃦⃦

𝑄;
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′⃦⃦⃦⃦

= max | < 𝑄, 𝑣 > |,

где максимум берется по всем 𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) таким, что⃦⃦

𝑣; 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦
= 1,

то из неравенства (2.3.79) следует оценка (2.3.78).

Лемма 2.3.3 доказана.

Лемма 2.3.4. Функционал ̃︀𝑄, определенный равенством

< ̃︀𝑄, 𝑣 >= −𝒫+
𝜆 [Ψ, 𝑣], 𝑣 ∈ �̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω), (2.3.80)

где Ψ – любая заданная функция из пространства 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω), принад

лежит пространству
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

и при этом справедливо следующее

неравенство⃦⃦⃦⃦ ̃︀𝑄;
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′⃦⃦⃦⃦

≤ (𝑀 + |𝜆|)
⃦⃦
Ψ; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
, (2.3.81)

где положительное число 𝑀 не зависит от Ψ(𝑥).

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.3.3.
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Пусть Φ – некоторая заданная функция из 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) и 𝑈(𝑥) – соответ

ствующее решение задачи D𝜆 . Рассмотрим функцию ̂︀𝑈(𝑥) = 𝑈(𝑥)−Φ(𝑥) .

Подставляя 𝑈(𝑥) = ̂︀𝑈(𝑥) + Φ(𝑥) в уравнение (2.3.71) имеем

𝒫𝜆[̂︀𝑈, 𝑣] = 𝒫𝜆[𝑈, 𝑣] + 𝒫𝜆[Φ, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω).

Следовательно, функция ̂︀𝑈(𝑥) будет решением следующей задачи

𝒫𝜆[̂︀𝑈, 𝑣] = ⟨𝐹 +𝑄, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω), ̂︀𝑈 ∈ �̊� 𝑟

2;𝛼(Ω), (2.3.82)

где 𝑄 – функционал, определенный леммой 2.3.3.

Аналогично, легко можно показать, что функция ̂︀𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑥)−Ψ(𝑥) ,

где Ψ – заданная функция из 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) и 𝑉 (𝑥) – соответствующее решение

задачи D*
𝜆 , будет решением следующей задачи

𝒫+
𝜆 [
̂︀𝑉 , 𝑣] = ⟨𝐺+ ̃︀𝑄, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ �̊� 𝑟

2;𝛼(Ω), ̂︀𝑈 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω), (2.3.83)

где ̃︀𝑄 – функционал, определенный леммой 2.3.4.

Таким образом, мы свели задачи D𝜆 , D*
𝜆 с неоднородными гранич

ными условиями к соответствующим задачи (2.3.82), (2.3.83), которые

имеют однородные граничные условия. Далее для разрешимости задач

(2.3.82), (2.3.83) можно применить теорему 2.3.6. В итоге получим следу

ющую теорему о фредгольмовой разрешимости задачи D𝜆 , которая имеет

неоднородные граничные условия.

Теорема 2.3.7. Пусть Ω – ограниченная область в пространстве 𝑅𝑛

с замкнутой (𝑛− 1) -мерной границей 𝜕Ω, число 𝛼 такое, что

− 1/2 ≤ 𝛼 < 𝑟 − 1/2, (2.3.84)

и пусть коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) оператора

ℒ[𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (2.3.85)
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удовлетворяют следующим условиям:

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝑏𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ 𝜌2𝛼(𝑥)κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

|𝜁𝜇|2

(𝑥 ∈ Ω, 𝜁 = {𝜁𝜇}|𝜇|=𝑟 ⊂ C), (2.3.86)

|𝑏𝜇+𝑞(𝑥)| ≤ 𝑀𝜌2𝛼(𝑥) (𝑥 ∈ Ω, |𝜇| = |𝑞| = 𝑟) . (2.3.87)⃒⃒⃒
𝑏
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑝 𝜌

2𝛼−𝛿(|𝑝|)(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, |𝑘| = 2𝑟, |𝑝| ≤ 𝑟, (2.3.88)

где число 𝛿(|𝑝|) удовлетворяет хотя бы одно из неравенство

i) |𝑝| > 𝛿(|𝑝|),

ii) 𝑟𝛿(|𝑝|) < |𝑝|𝛼, |𝑝| < 𝑟 .

Тогда задача D𝜆 фредгольмово разрешима, то есть:

1) задача D0
𝜆 имеет ненулевые решения (обобщенные собственные

функции) только для счетного числа значений параметра 𝜆 =

𝜆𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . (собственные значения) и только бесконечность бу

дет предельной точкой этих значений;

2) подпространство обобщенных собственных функций - собственное

подпространство, отвечающее каждому собственному значению

𝜆𝑗 , - конечномерно;

3) собственные значения сопряженной задачи D0*
𝜆 равны 𝜆𝑗, 𝑗 =

1, 2, . . .;

4) собственные подпространства задач D0
𝜆 и D0*

𝜆 , которые отвечают

собственным значениям 𝜆𝑗 и 𝜆𝑗 , имеют одинаковую размерность;

5) для существовании хоть одного решения задачи D𝜆 необходимо и

достаточно, чтобы условие ⟨ ̃︀𝐹 , 𝑣⟩ ≡ 0, где ⟨ ̃︀𝐹 , 𝑣⟩ = ⟨𝐹, 𝑣⟩ −
(ℒ[Φ], 𝑣)0 − 𝜆(Φ, 𝑣)0 , выполнялось для любого решения 𝑣(𝑥) зада

чи D0*
𝜆 ;
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6) для существовании хоть одного решения задачи D*
𝜆 необходимо и

достаточно, чтобы условие ⟨ ̃︀𝐺, 𝑢⟩ ≡ 0, где ⟨ ̃︀𝐺, 𝑢⟩ = ⟨𝐺, 𝑣⟩ −
(ℒ*[Ψ], 𝑣)0−𝜆(Ψ, 𝑣)0 , выполнялось для любого решения 𝑢(𝑥) задачи

D0
𝜆 .
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2.4. Задача Дирихле для эллиптических операторов

недивергентного вида, имеющих ненулевые младшие

коэффициенты

О разрешимости вариационной задачи Дирихле в пространстве

𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) для эллиптических операторов с согласованным

вырождением

Пусть 𝑟 – некоторое натуральное число и пусть 𝐽 – некоторое под

множество целых неотрицательных чисел, не превосходящих 𝑟 , то есть

𝐽 ⊂ {0, 1, 2, . . . , 𝑟} . Далее предположим, что 𝑟 ∈ 𝐽 . Рассмотрим следую

щий дифференциальный оператор

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝜌2𝛼𝑗(𝑥)
∑︁
|𝑘|=2𝑗

𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (2.4.1)

Здесь, также как в предыдущих параграфах через Ω обозначим огра

ниченную область в 𝑛-мерном евклидовом пространстве R𝑛 , граница 𝜕Ω

которой замкнута и имеет меру (𝑛− 1) и через 𝜌(𝑥) обозначим регуляри

зованное расстояние точки 𝑥 ∈ Ω до границы области 𝜕Ω .

Далее определим понятие согласованного вырождения оператора

(2.4.1).

Определение 2.4.1. Вырождение дифференциального оператора (2.4.1)

называется согласованным, если числа 𝛼𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽, удовлетворяют усло

виям

𝛼𝑗 = 𝛼𝑟 − 𝑟 + 𝑗 (2.4.2)

для всех 𝑗 ∈ 𝐽 .

Сначала мы рассмотри операторы вида (2.4.1), которые имеют согла

сованное вырождение коэффициентов вдоль всей границы области. Поэто

му при определении основного функционального пространства решений

рассматриваемых ниже задач учитывается только вырождение старших



58

коэффициентов. В связи с этим, далее в тексте число 𝛼𝑟 обозначим через

𝛼 .

Далее предположим, коэффициенты 𝑎𝑘(𝑥) оператора (2.4.1) удовле

творяют следующим условиям:

I) найдется такое положительное число κ , что

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝑎𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

|𝜁𝜇|2 (2.4.3)

для всех 𝑥 ∈ Ω и для любого множества комплексных чисел 𝜁 = {𝜁𝜇}|𝜇|=𝑟 ;

II) при всех 𝑗 ∈ 𝐽 коэффициенты 𝑎𝑘(𝑥), |𝑘| = 2𝑗 имеют производные

до порядка 𝑗 включительно и найдется число 𝑀 > 0 такое, что⃒⃒⃒
𝑎
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀 𝜌−|𝑝|(𝑥) (2.4.4)

для всех 𝑥 ∈ Ω , всех мультииндексов 𝑘 длиною 2𝑗 и всех мультииндексов

𝑝 , по длине не превосходящих 𝑗 .

Напомним, что норма пространства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) определяется равенством

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=
{︁⃦⃦

𝑢; 𝐿𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦2
+ ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2

}︁1/2

,

где ⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=

⎛⎝∑︁
|𝑘|=𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

,

‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖ =

⎛⎝∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝑟(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

.

Заметим, что пространство 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω) является гильбертовым про

странством и скалярное произведение в этом пространстве определяется

с помощью равенства

(𝑢, 𝑣)𝛼−𝑟 =

∫
Ω

𝜌2(𝛼−𝑟)(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.
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Ранее мы также воспользовались пространством
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ , которое

было определено как пополнением пространства 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω) относительно

следующей норме ⃦⃦⃦
𝑓 ;
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′⃦⃦⃦
= sup

|(𝑓, 𝑣)𝛼−𝑟|⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦ ,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑣(𝑥) из простран

ства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) . Элементы из пространства

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ отождествляются с

соответствующими антилинейными функционалами, определенными над

пространством 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) . Ниже обозначим через < 𝑓, 𝑣 > значение функ

ционала 𝑓 из пространства
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ на функцию 𝑣 из пространства

𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) .

Теорема 2.4.1. Предположим, что выполняются условия (2.4.2)–(2.4.4).

Тогда найдутся такие положительные числа 𝑐*, 𝑀 * , что

Re (𝐿[𝑢], 𝑢)0 ≥ 𝑐*
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝑀 * ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 (2.4.5)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Доказательство. Сформулируем одну вспомогательную лемму, ко

торая является частным случаем леммы 2.2 работы С.А.Исхокова [34].

Лемма 2.4.1. Для любого достаточно малого 𝜀 > 0 найдется число

𝐾(𝜀) > 0 такое, что⎛⎝ ∑︁
|𝑞|≤𝑟−1

∫
Ω

𝜌2(𝛼−𝑟+|𝑞|)(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

≤ 𝜀
⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Вводим вспомогательные дифференциальные операторы

𝐿𝑗[𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑗

𝜌2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).
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Нетрудно проверить, что коэффициенты оператора 𝐿𝑟[𝑢] удовлетворя

ют всем условиям теоремы 2.3.1. Поэтому, действуя также как при выводе

основного неравенства этой теоремы можно доказать, что

Re (𝐿𝑟[𝑢], 𝑢)0 ≥ 𝑐
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝑀 ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 (2.4.6)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Здесь 𝑐, 𝑀 – некоторые положительные числа.

Согласно нашим предположениям 𝑟 ∈ 𝐽 . Поэтому вводя обозначение 𝐽 ′ =

𝐽 ∖ {𝑟} , получим

𝐿[𝑢](𝑥) = 𝐿𝑟[𝑢](𝑥) +
∑︁
𝑗∈𝐽 ′

𝐿𝑗[𝑢](𝑥). (2.4.7)

Учитывая это равенство и применяя неравенство (2.4.6) получим

Re (𝐿[𝑢], 𝑢)0 ≥

≥ 𝑐
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −∑︁

𝑗∈𝐽 ′

|(𝐿𝑗[𝑢], 𝑢)0| −𝑀
∑︁
𝑗∈𝐽

‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 (2.4.8)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Далее, чтобы сверху оценить величину |(𝐿𝑗[𝑢], 𝑢)0| , интегрируя по

частям для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) получаем представление

(𝐿𝑗[𝑢], 𝑣)0 =
∑︁
|𝑘|=2𝑗

∫
Ω

𝜌2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

=
∑︁

|𝑙|=|𝜇|=𝑗

(−1)𝑗
∫
Ω

𝑢(𝑙)(𝑥)(𝜌2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑙+𝜇(𝑥)𝑣(𝑥))
(𝜇)𝑑𝑥 =

=
∑︁
|𝑙|=𝑗

(−1)𝑗
∑︁

|𝑝+𝑞|=𝑗

𝐶𝑝, 𝑞

∫
Ω

𝑢(𝑙)(𝑥)
(︁
𝜌2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑙+𝑝+𝑞(𝑥)

)︁(𝑝) (︁
𝑣(𝑥)

)︁(𝑞)
𝑑𝑥, (2.4.9)

где 𝐶𝑝, 𝑞 – некоторые положительные числа. Согласно свойству функции

𝜌(𝑥) и условию (2.4.4) выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒(︁
𝜌2𝛼𝑗(𝑥)𝑎𝑙+𝑞+𝑝(𝑥)

)︁(𝑝) ⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑀1𝜌

2𝛼𝑗−|𝑝|(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,
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где 𝑀1 – некоторое положительное число. Поэтому из (2.4.9) следует

|(𝐿𝑗[𝑢], 𝑣)0| ≤ 𝑀2

∑︁
|𝑙|=|𝑞+𝑝|=𝑗

∫
Ω

𝜌2𝛼𝑗−|𝑝|(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒
. (2.4.10)

Так как (см. (2.4.2)) 2𝛼𝑗 − |𝑝| = 2𝛼− 2𝑟 + 2𝑗 − |𝑝| = 2𝛼− 2𝑟 + 𝑗 + |𝑞| , то

применяя неравенство Коши-Буняковского из (2.4.10) получим

|(𝐿𝑗[𝑢], 𝑣)0| ≤ 𝑀3

∑︁
|𝑙|=𝑗, |𝑞|≤𝑗

∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝑟+𝑗+|𝑞|(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑀4

∑︁
|𝑙|=𝑗, |𝑞|≤𝑗

⎧⎨⎩
∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝑟+2𝑗(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

⎧⎨⎩
∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝑟+2|𝑞|(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

(2.4.11)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Следовательно

|(𝐿𝑗[𝑢], 𝑢)0| ≤ 𝑀4

∑︁
|𝑞|≤𝑗

∫
Ω

𝜌2𝛼−2𝑟+2|𝑞|(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑞)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥.

Так как 𝑗 ∈ 𝐽 ′ и 𝑗 строго меньше 𝑟 , то применяя лемму 2.4.1 получим

|(𝐿𝑗[𝑢], 𝑢)0| ≤ 𝜀
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+𝐾(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2, 𝛼−𝑟(Ω)‖2 ,

Теперь подбирая число 𝜀 > 0 в этом неравенстве достаточно малым из

(2.4.8) можно легко вывести неравенство (2.4.5).

Теорема 2.4.1 доказана.

Для удобства записи далее положим

𝑃𝜆[𝑢, 𝑣] = (𝐿[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆(𝑢, 𝑣)𝛼−𝑟, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Справедлива следующая теорема:

Теорема 2.4.2. Предположим, что выполняются все условия теоре

мы 2.4.1. Тогда существует неотрицательное число 𝜆0 такое, что при

выполнении условия 𝜆 ≥ 𝜆0 справедливы следующие утверждения:
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1) существует линейный оператор Λ, который осуществляет го

меоморфизм пространства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) и

(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ и такой, что

⟨Λ𝑢, 𝑣⟩ = 𝑃𝜆[𝑢, 𝑣] ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω);

2) всякий антилинейный непрерывный функционал 𝑙(𝑣) из простран

ства
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ допускает представление

𝑙(𝑣) = 𝑃𝜆[𝑢0, 𝑣] = ⟨Λ𝑢0, 𝑣⟩,

и такое представление единственно.

Доказательство. Применяя теорему вложения для пространств

𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) (см. теорему 2.3.1 ) из неравенства (2.4.11) при всех 𝑗 ∈ 𝐽 ′ по

лучим

|(𝐿𝑗[𝑢], 𝑣)0| ≤ 𝑀5

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
,

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Аналогично доказывается такое же неравенство

при 𝑗 = 𝑟 . Из полученных неравенств ввиду равенства (2.4.7) следует, что

|(𝐿[𝑢], 𝑣)0| ≤ 𝑀6

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
.

Следовательно,

|𝑃𝜆[𝑢, 𝑣]| ≤ (𝑀6 + |𝜆|)
⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
·
⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

(2.4.12)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) .

Далее заметим, что если Re𝜆 ≥ 𝑀 * + 𝑐* , то из неравенства (2.4.5)

следует

Re𝑃𝜆[𝑢, 𝑢] ≥ 𝑐*
⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (2.4.13)

На основе полученных неравенств (2.4.12), (2.4.13) и плотности класса

𝐶∞
0 (Ω) в пространстве 𝑉 𝑟

2, 𝛼(Ω) доказательство теоремы 2.4.2 завершается

применением обобщенной теоремы Лакса-Мильграмма ( см. [96, Теорема

2.0.1]).
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Далее с помощью теоремы 2.4.2 изучим разрешимость следующей за

дачи.

Вариационная задача Дирихле. Для заданного элемента 𝑓 из(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ найти функцию 𝑢 ∈ 𝑉 𝑟
2;𝛼(Ω) , для которой выполняется равен

ство

𝑃𝜆[𝑢, 𝑣] =< 𝑓, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (2.4.14)

Решение этой задачи называется обобщенным решением следующего

дифференциального уравнения∑︁
𝑗∈𝐽

𝜌2𝛼𝑗(𝑥)
∑︁
|𝑘|=2𝑗

𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.

Теорема 2.4.3. Пусть выполнены все условия теоремы 2.4.2 и пусть

число 𝜆0 – такое же как в этой теореме. Тогда при условии 𝜆 ≥ 𝜆0 для

любого заданного элемента 𝑓 из пространства
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′ вариационная

задача Дирихле (2.4.14) имеет единственное решение 𝑢0 из простран

ства 𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω) и при этом выполняется неравенство⃦⃦

𝑢0; 𝑉
𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦
≤ 𝑀

⃦⃦⃦
𝑓 ;
(︀
𝑉 𝑟
2, 𝛼(Ω)

)︀′⃦⃦⃦
,

где положительное число 𝑀 не зависит от 𝑓 и 𝜆.

Доказательство проводится по стандартной схеме применением тео

ремы 2.4.2 и обобщенной теоремой Лакса-Мильграмма.

Замечание 2.4.1. (см. теорему 2.3.10) Если число 𝛼 удовлетворяет

условиям −1/2 < 𝛼 < 𝑟 − 1/2, 𝛼 + 1/2 /∈ {1, . . . , 𝑟} и граница 𝜕Ω

области Ω принадлежит классу 𝐶𝑠0+1+𝜀 , где 𝑠0 – целое число, удовле

творяющее условию 𝑟−𝛼−1/2 ≤ 𝑠0 < 𝑟−𝛼+1/2, то решение 𝑢(𝑥) задачи

(2.4.14) удовлетворяет следующим однородным граничным условиям

𝜕𝑠𝑢

𝜕𝑛𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑠0 − 1,
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где 𝜕/𝜕𝑛 – производная по внутренней нормали. Поэтому граничные

условия в задаче (2.4.14) в общем случае также формально считают

ся однородными.

О разрешимости вариационной задачи Дирихле в пространстве

�̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) для эллиптических операторов с согласованным

вырождением

Также как в предыдущем параграфе обозначим через 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) про

странство функций 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, , имеющих в Ω обобщенные в смысле

Соболева производные до 𝑟 -того порядка включительно, норма которой

определяется равенством

⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=

⎧⎨⎩⃦⃦𝑢; 𝐿𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦2
+

∫
Ω

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

,

а через �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) обозначим замыкание множества 𝐶∞

0 (Ω) по норме про

странства 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω) .

Вводим также пространство
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

, которое определяется как

пополнение пространства 𝐿2(Ω) по следующей норме⃦⃦⃦⃦
𝑓 ;
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′⃦⃦⃦⃦

= sup
|(𝑓, 𝑣)0|⃦⃦

𝑢; 𝑊 𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦ ,
где

(𝑓 , 𝑣)0 =

∫
Ω

𝑓(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

и верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑣(𝑥) из простран

ства �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) . При этом элементы из пространства

(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

отождеств

ляются с соответствующими антилинейными функционалами, определен

ными над пространством �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) . Обозначим через < 𝑓, 𝑣 > значение

функционала 𝑓 ∈
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

на функцию 𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) .
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Далее в этом параграфе мы изучим вариационной задачи Дирихле в

пространстве �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) для дифференциальных операторов (2.4.1), то есть

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝜌2𝛼𝑗(𝑥)
∑︁
|𝑘|=2𝑗

𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), (2.4.15)

где 𝐽 – некоторое подмножество множества {0, 1, 2, . . . , 𝑟} , причем 𝑟 ∈
𝐽 .

Предположим, что коэффициенты исследуемого оператора (2.4.15)

удовлетворяют следующим условиям:

I) найдётся положительное число κ такое, что

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝑎𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

|𝜁𝜇|2 (2.4.16)

для любой точки 𝑥 ∈ Ω и любого множества комплексных чисел 𝜁 =

{𝜁𝜇}|𝜇|=𝑟 ;

II) при всех 𝑗 ∈ 𝐽 коэффициенты 𝑎𝑘(𝑥), |𝑘| = 2𝑗 имеют производные

до порядка 𝑗 включительно и существует такое положительное число 𝑀 ,

что ⃒⃒⃒
𝑎
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀 𝜌−|𝑝|(𝑥) (2.4.17)

для всех 𝑥 ∈ Ω , всех мультииндексов 𝑘 длиною 2𝑗 и всех мультииндексов

𝑝 , по длине не превосходящих 𝑗 .

Вводим полуторалинейную форму

𝐵𝜆[𝑢, 𝑣] = (𝐿[𝑢], 𝑣)0 + 𝜆

∫
Ω

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Действуя также как в доказательстве теоремы 2.4.1 с помощью теорем

вложения пространств �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) (см. теорем 2.3.4 и 2.3.8 ) можно доказать

следующую теоремау.

Теорема 2.4.4. Пусть выполнены условия (2.4.16), (2.4.17) и пусть

𝛼𝑗 = 𝛼− 𝑟 + 𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽.
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Тогда существуют положительные числа 𝑐*, 𝑀 * такие, что

Re (𝐿[𝑢], 𝑢)0 ≥ 𝑐*
⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 −𝑀 * ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Теперь используя эту теорему и поступая также как в доказательстве

теоремы 2.4.2 приходим к следующему результату:

Теорема 2.4.5. В условиях теоремы 2.4.4 найдется неотрицатель

ное число 𝜆0 такое, что при условии 𝜆 ≥ 𝜆0 справедливы следующие

утверждения:

1) существует линейный оператор Λ, который осуществляет го

меоморфизм пространства �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) и

(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

и имеет место ра

венство

⟨Λ𝑢, 𝑣⟩ = 𝐵𝜆[𝑢, 𝑣] ∀𝑢, 𝑣 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω);

2) всякий антилинейный непрерывный функционал 𝑙(𝑣) из простран

ства
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

представляется в виде

𝑙(𝑣) = 𝐵𝜆[𝑢0, 𝑣] = ⟨Λ𝑢0, 𝑣⟩,

и такое представление единственно.

Эта теорема играет важную роль в изучении разрешимости следую

щей задачи.

Вариационная задача Дирихле. Для заданного элемента 𝑓 из(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

найти функцию 𝑢 ∈ �̊� 𝑟
2;𝛼(Ω) , для которой выполняется ра

венство

𝐵𝜆[𝑢, 𝑣] =< 𝑓, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (2.4.18)

Теорема 2.4.6. Предположим, что все условия теоремы 2.4.5 выпол

няются. Тогда при 𝜆 ≥ 𝜆0 , где 𝜆0 – такое же число как в теореме 2.4.5,
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для произвольного заданного функционала 𝑓 ∈
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′

задача Дири

хле (2.4.18) имеет единственное решение 𝑢0 ∈ �̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) и выполняется

неравенство ⃦⃦
𝑢0; 𝑊

𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦
≤ 𝑀

⃦⃦⃦⃦
𝑓 ;
(︁
�̊� 𝑟

2, 𝛼(Ω)
)︁′⃦⃦⃦⃦

,

где положительное число 𝑀 не зависит от 𝑓 и 𝜆.

Доказательство проводится по стандартной схеме применением тео

ремы 2.4.5 и обобщенной теоремой Лакса-Мильграмма.

О разрешимости вариационной задачи Дирихле в пространстве

�̊� 𝑟
2, 𝛼(Ω) для эллиптических операторов с несогласованным

вырождением

Рассмотрим дифференциальный оператор

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝜌2𝛼𝑗(𝑥)
∑︁
|𝑘|=2𝑗

𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), (2.4.19)

где 𝐽 – некоторое подмножество множества {0, 1, 2, . . . , 𝑟} , причем 𝑟 ∈
𝐽 . Согласно определении 2.4.1 вырождение оператора (2.4.19) называется

согласованным если 𝛼𝑗 = 𝛼𝑟 − 𝑟 + 𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐽 . В противном слу

чае назовём вырождение оператора (2.4.19) несогласованным. До этого

момента, в этом параграфе, мы рассматривали дифференциальные опера

торы с согласованным вырождением. Теперь предположим, что оператор

(2.4.19) имеет несогласованное вырождение и для него изучим разреши

мость вариационной задачи Дирихле, решение которой ищется в весовом

пространстве типа Соболева. Это пространство является замыканием мно

жества финитных бесконечно-дифференцируемых функций. Вводим поня

тие старших форм, и покажем, что только степени вырождения коэффи

циентов старших форм участвуют в определении пространства решений.
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Для 𝑗 ∈ 𝐽 вводим функциональное пространство 𝑊 𝑗
2, 𝛼𝑗

(Ω) с нормой

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
=

⎧⎨⎩⃦⃦⃦𝑢; 𝐿𝑗
2, 𝛼𝑗

(Ω)
⃦⃦⃦2

+

∫
Ω

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

, (2.4.20)

где ⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
=

⎛⎝∑︁
|𝑘|=𝑗

∫
Ω

𝜌2𝛼𝑗(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

.

Замыкание класса 𝐶∞
0 (Ω) по норме (2.4.20) обозначим через �̊� 𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω) .

Предположим, что коэффициенты исследуемого оператора (2.4.19)

для любого 𝑗 ∈ 𝐽 удовлетворяют следующим условиям:

I) найдётся положительное число κ такое, что неравенство

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑗

(−1)𝑗𝑎𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ κ
∑︁
|𝜇|=𝑗

|𝜁𝜇|2

выполняется для всех точек 𝑥 ∈ Ω и любого множества комплексных

чисел 𝜁 = {𝜁𝜇}|𝜇|=𝑗 ;

II) коэффициенты 𝑎𝑘(𝑥), |𝑘| = 2𝑗 ограничены, имеют производные до

порядка 𝑗 включительно и для всех 𝑥 ∈ Ω и всех мультииндексов 𝑝 , по

длине не превосходящих 𝑗 , удовлетворяют условию⃒⃒⃒
𝑎
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀 𝜌−𝛿𝑗(|𝑝|)(𝑥),

где 𝑀 – некоторое положительное число и число 𝛿𝑗(|𝑝|) удовлетворяет

хотя бы одному из неравенств

a) |𝑝| > 𝛿𝑗(|𝑝|) ,

b) 𝑗𝛿(|𝑝|) < |𝑝|𝛼𝑗, |𝑝| < 𝑗 .

Полуторалинейную форму 𝐵[𝑢, 𝑣] , связанную с оператором (2.4.19) ,

представим в виде

𝐵[𝑢, 𝑣] =

∫
Ω

𝐿[𝑢](𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗[𝑢, 𝑣], (2.4.21)
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где

𝐵𝑗[𝑢, 𝑣] =
∑︁
|𝑘|=2𝑗

∫
Ω

𝑎𝑘(𝑥)𝜌
2𝛼𝑗(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

В силу теоремы 2 работы [? ] для любого 𝑗 ∈ 𝐽 найдутся такие поло

жительные числа 𝑐𝑗, 𝑀𝑗 , что

Re𝐵𝑗[𝑢, 𝑢] ≥ 𝑐𝑗

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦2

−𝑀𝑗 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ,

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Поэтому в силу равенства (2.4.21) для любого 𝑢 ∈

𝐶∞
0 (Ω) выполняется неравенство

Re𝐵[𝑢, 𝑢] ≥
∑︁
𝑗∈𝐽

κ0

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦2

−𝐾0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 , (2.4.22)

где κ0, 𝐾0 – некоторые положительные постоянные.

Учитывая ограниченность коэффициентов 𝑎𝑘(𝑥), |𝑘| = 2𝑗 оператора

(2.4.19) с помощью теорем вложения для пространств 𝑊 𝑗
2, 𝛼𝑗

(Ω) доказыва

ется, что

|𝐵𝑗[𝑢, 𝑣]| ≤ M𝑗

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦

𝑣; 𝑊 𝑗
2, 𝛼𝑗

(Ω)
⃦⃦⃦
,

𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), 𝑗 ∈ 𝐽, (2.4.23)

где M𝑗 – некоторое положительное число.

Далее обозначим через 𝐾 различные положительные постоянные,

точные значения которых не существенны в контексте нашего изложения.

Заметим, что согласно теореме вложения для пространств со степен

ным весом в ограниченной области (см. теорему 2.2.1 и теорему 2.2.8) при

условии 𝛼𝑗 + 1/2 /∈ {1, . . . , 𝑗} для любого целого 𝑚 ∈ [0, 𝑗] справедливо

вложение

�̊� 𝑗
2, 𝛼𝑗

(Ω) → �̊�𝑚
2, 𝛼𝑗+𝑚−𝑗(Ω),

которое равносильно следующему неравенству⃦⃦⃦
𝑣; 𝑊𝑚

2, 𝛼𝑗+𝑚−𝑗(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).
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Так как 0 < 𝜌(𝑥) < const < +∞, ∀𝑥 ∈ Ω , то отсюда следует⃦⃦
𝑣; 𝑊𝑚

2, 𝛽𝑚
(Ω)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (2.4.24)

где 𝛽𝑚 – любое число, удовлетворяющее условию 𝛽𝑚 ≥ 𝛼𝑗 +𝑚− 𝑗 .

Теперь определим подмножество 𝐼 множества 𝐽 , которое содержит

индексы старших форм. Положим 𝑖0 = 𝑟 и предположим, что 𝑖0 ∈ 𝐼 .

Обозначим через 𝐽0 множество всех элементов 𝑗 ∈ 𝐽 таких, что 𝛼𝑗 ≥
𝛼𝑖0 + 𝑗 − 𝑖0 . Из (2.4.24) следует, что⃦⃦⃦

𝑣; 𝑊 𝑗
2, 𝛼𝑗

(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑖0

2, 𝛼𝑖0
(Ω)
⃦⃦⃦
, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), 𝑗 ∈ 𝐽0. (2.4.25)

Далее обозначим через 𝑖1 наибольший элемент множества 𝐼0 = 𝐽 ∖
{{𝑖0} ∪ 𝐽0} , удовлетворяющий условию 𝛼𝑖1 < 𝛼𝑖0 + 𝑖1 − 𝑖0 и множество

всех 𝑗 ∈ 𝐼0 , для которых 𝛼𝑗 ≥ 𝛼𝑖1 + 𝑗 − 𝑖1 обозначим через 𝐽1 . В силу

неравенства (2.4.24) имеют места неравенства⃦⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑖1

2, 𝛼𝑖1
(Ω)
⃦⃦⃦
, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), 𝑗 ∈ 𝐽1. (2.4.26)

Далее определим 𝑖2 как наибольший элемент множества 𝐼1 = 𝐽 ∖ {{𝑖0} ∪
𝐽0∪𝐽1} , при котором выполняется неравенство 𝛼𝑖2 < 𝛼𝑖1+𝑖2−𝑖1 . Поступая

с 𝑖2 так же, как с 𝑖1 , определим элемент 𝑖3 . Продолжая этот процесс,

определим множество 𝐼 = {𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑁} и все формы 𝐵𝑗[𝑢, 𝑣] , индексы

𝑗 которых принадлежат множеству 𝐼 , назовем старшими формами.

Теперь определим функциональное пространство H+ как пополнение

класса 𝐶∞
0 (Ω) по норме

‖𝑢; H+‖ =

⎧⎨⎩
𝑁∑︁
𝑗=0

∫
Ω

𝜌2𝛼𝑖𝑗 (𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥+

∫
Ω

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

.

Вводим также пространство H− – пополнение пространства 𝐿2(Ω) по нор

ме

‖𝑓 ; H−‖ = sup
|(𝑓, 𝑣)0|
‖𝑢; H+‖

.
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Здесь

(𝑓 , 𝑣)0 =

∫
Ω

𝑓(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥−

скалярное произведение пространства 𝐿2(Ω) и верхняя грань берется по

всем ненулевым функциям 𝑣 из пространства H+ . При этом элементы из

пространства H− отождествляются с соответствующими антилинейными

функционалами, определенными над пространством H+ . Значение функ

ционала 𝑓 ∈ H− на функцию 𝑣 ∈ H+ обозначается символом < 𝑓, 𝑣 > .

Из определения множества 𝐼 и неравенств вида (2.4.25), (2.4.26) сле

дует, что ∑︁
𝑗∈𝐽

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝐾 ‖𝑢; H+‖ , 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).

В силу этого неравенства из (2.4.21), (2.4.23) имеем

|𝐵[𝑢, 𝑣]| ≤ 𝐾 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ , 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (2.4.27)

Также в силу (2.4.22) справедливо неравенство

Re𝐵[𝑢, 𝑢] + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥ κ1 ‖𝑢; H+‖2 , 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (2.4.28)

где κ1, 𝜆0 – некоторые положительные постоянные.

Теперь, поступая стандартным образом, с помощью неравенств

(2.4.27), (2.4.28) и обобщенной теоремы Лакса-Мильграмма (см., напри

мер, теорему 2.0.1 из [96]) можно исследовать разрешимость следующей

обобщенной задачи Дирихле:

Задача 𝐷𝜆 . Для заданного функционала 𝐹 из пространства H− тре

буется найти решение 𝑢(𝑥) уравнения

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 =< 𝐹, 𝑣 >,∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω),

которое принадлежит пространству H+ .

В итоге получим следующий результат:
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Теорема 2.4.7. Пусть выполнены условия I), II) и пусть 𝛼𝑗 + 1/2 /∈
{1, . . . , 𝑗}, 𝑗 ∈ 𝐽 . Тогда при 𝜆 ≥ 𝜆0 , где 𝜆0 такое же число, как в нера

венстве (2.4.28), для любого заданного элемента 𝐹 ∈ H− существует

единственное решение 𝑢(𝑥) задачи 𝐷𝜆 и для этого решения справедливо

неравенство

‖𝑢; H+‖ ≤ 𝑀 * ‖𝐹 ; H−‖ ,

где положительное число 𝑀 * не зависит от выбора функционала 𝐹 и

числа 𝜆.
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Глава 3

Априорные оценки решения задачи Дирихле для

вырождающихся эллиптических операторов

недивергентного вида с суммируемыми

коэффициентам в ограниченной области

3.1. Вспомогательные результаты из общей теории

эллиптических операторов

В этом параграфе, для удобства чтения, мы приводим, в удобном для

нас виде, некоторые известные факты из общей теории эллиптических

операторов в гильбертовом пространстве. Их можно найти в учебниках и

монографиях [29, 60, 107].

Рассмотрим дифференциальный оператор

𝑃 (𝑥, 𝐷) =
∑︁
|𝑘|≤𝑚

𝑎𝑘(𝑥)𝐷
𝑘, (3.1.1)

где (см. [29, стр.13])

𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛), |𝑘| = 𝑘1 + · · ·+ 𝑘𝑛,

𝐷𝑘 = 𝐷𝑘1
1 · · ·𝐷𝑘𝑛

𝑛 , 𝐷𝑗 =
1

𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Определение 3.1.1. (см. [29, стр.71]) Полином

𝑝0(𝑥, 𝜉) =
∑︁
|𝑘|=𝑚

𝑎𝑘(𝑥)𝜉
𝑘

называется характеристической формой дифференциального опера

тора (3.1.1).
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Определение 3.1.2. (см. [29, стр.72]) Дифференциальный оператор

(3.1.1) называется эллиптическим в области Ω, если существует та

кая положительная постоянная 𝑐0 , что

|𝑝0(𝑥, 𝜉)| ≥ 𝑐0|𝜉|𝑚, 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, (3.1.2)

где 𝑝0 – характеристическая форма оператора 𝑃 .

Утверждение 3.1.1. (см. [29, стр.72]) Условие (3.1.2) эквивалентно

каждому из следующих двух:

(1) |𝑝0(𝑥, 𝜉)| ≠ 0 при 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛 ∖ 0;

(2) |𝑝(𝑥, 𝜉)| ≥ 𝑐0|𝜉|𝑚 − 𝐶1 для 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, 𝑐0 = const > 0.

Здесь

𝑝(𝑥, 𝜉) =
∑︁
|𝑘|≤𝑚

𝑎𝑘(𝑥)𝜉
𝑘

Вводим следующие нормы (см. [29, стр.52])

‖𝑢‖0 =

⎧⎨⎩
∫
Ω

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

,

‖𝑢‖𝑠 =

⎧⎨⎩
∫
Ω

∑︁
|𝑘|≤𝑠

⃒⃒
𝐷𝑘𝑢(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

.

Справедлива следующая теорема (см. [29, стр.72]), которая содержит

неравенство Гординга для регулярных эллиптических операторов.

Теорема 3.1.1. Пусть 𝑃 (𝑥, 𝐷) – дифференциальный оператор чет

ного порядка 𝑚 с коэффициентами из класса 𝐶𝑚/2(Ω) и

Re 𝑝0(𝑥, 𝜉) ≥ 𝑐0|𝜉|𝑚 для 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, 𝑐0 = const > 0,

где Ω – ограниченная область в 𝑅𝑛 . Тогда для каждого 𝜀 > 0 найдется

такая постоянная 𝐶𝜀 , что

Re
∫
𝑃 (𝑥, 𝐷)𝑢(𝑥) · 𝑢(𝑥)𝑑𝑥 ≥ (𝑐0 − 𝜀)‖𝑢‖2𝑚/2 − 𝐶𝜀‖𝑢‖20, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).
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Утверждение 3.1.2. (см. [29, стр.75]) В условиях теоремы 3.1.1

справедливо более точное неравенство Гординга-Хермандера

Re
∫
𝑃 (𝑥, 𝐷)𝑢(𝑥) · 𝑢(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 𝑐0‖𝑢‖2𝑚/2 − 𝐶‖𝑢‖20, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).

Следствие 3.1.1. (см. [29, стр.75]) Если 𝑃 (𝑥, 𝐷) – эллиптический

дифференциальный оператор порядка 𝑚 и

|𝑝0(𝑥, 𝜉)| ≥ 𝑐0|𝜉|𝑚 для 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, 𝑐0 = const > 0,

то для каждого 𝜀 > 0 найдется такая постоянная 𝐶𝜀 , что

‖𝑃𝑢‖20 ≥ (𝑐20 − 𝜀)‖𝑢‖2𝑚 − 𝐶𝜀‖𝑢‖20, 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Следствие 3.1.2. (см. [29, стр.75]) Если 𝑃 (𝑥, 𝐷) – эллиптический

дифференциальный оператор порядка 𝑚 и

|𝑝0(𝑥, 𝜉)| ≥ 𝑐0|𝜉|𝑚 для 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, 𝑐0 = const > 0,

то

‖𝑃𝑢‖0 ≥
𝑐0
2
‖𝑢‖𝑚, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (𝜔),

если diam𝜔 достаточно мал.
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3.2. Априорная оценка решений задачи Дирихле для

эллиптических операторов недивергентного вида, имеющих

только старшие коэффициенты

Здесь, также как в главе 1, символом Ω обозначим ограниченную об

ласть в R𝑛 , граница 𝜕Ω которой является замкнутым (𝑛 − 1) -мерным

многообразием. Обозначим через 𝜌(𝑥) регуляризованное расстояние точки

𝑥 ∈ Ω до 𝜕Ω , т.е. бесконечно-дифференцируемую функцию со следующи

ми свойствами

1

κ
dist{𝑥, 𝜕Ω} ≤ 𝜌(𝑥) ≤ κ dist{𝑥, 𝜕Ω} ∀𝑥 ∈ Ω, (3.2.1)

⃒⃒⃒
𝜌(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒
≤ κ𝜌1−|𝑘|(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω, ∀𝑘 : |𝑘| ≤ 2𝑟. (3.2.2)

Напомним, что 𝑉 2𝑟
2, 𝛼(Ω) – функциональное пространство с конечной

нормой

⃦⃦
𝑢; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=

=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
Ω

𝜌2(𝛼−2𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

. (3.2.3)

Теперь сформулируем основной результат настоящего параграфа в

виде следующей теоремы:

Теорема 3.2.1. Пусть коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) оператора

𝐿0[𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝜌𝛼(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (3.2.4)

удовлетворяют условию

𝑀−1
0 |𝜉|2𝑟 ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝜉
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑀0|𝜉|2𝑟 (𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ R𝑛) . (3.2.5)
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и для любого достаточно малого числа 𝜈 > 0 существует такое поло

жительное число 𝜀𝜈 , что

|𝑏𝑘(𝑦)− 𝑏𝑘(𝑧)| < 𝜈, |𝑘| = 2𝑟, (3.2.6)

для любой точки 𝑦 ∈ Ω и любого

𝑧 ∈ 𝐽𝜀(𝑦) =
{︁
𝑧 ∈ R𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝜀

κ
𝜌(𝑦)

}︁
, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝜈). (3.2.7)

Тогда существует такое положительное число 𝑐* , что для всех 𝑣 ∈
𝐶∞

0 (Ω) выполняется неравенство

𝑐*
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 ≤ ∫

Ω

|𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧. (3.2.8)

Замечание 3.2.1. Условие (3.2.6) выполняется если коэффициенты

𝑏𝑘(𝑥) оператора (3.2.4) непрерывны в замкнутой области Ω.

Прежде, чем приступить к доказательству теоремы 3.2.1 рассмотрим

одно ее приложение.

Рассмотрим следующую задачу Дирихле, связанную с оператором

(3.2.4):

Задача Дирихле. Для заданной функции 𝑓 из пространства 𝐿2(Ω)

найти решение 𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, уравнения

𝐿0[𝑈 ](𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝜌𝛼(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑈
(𝑘)(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

которое принадлежит пространству 𝑉 2𝑟
2, 𝛼(Ω) .

Следствие 3.2.1. В условиях теоремы 3.2.1 для решения 𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

задачи Дирихле для оператора (3.2.4) выполняется оценка

𝑐0
⃦⃦
𝑈 ; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤ ‖𝑓 ; 𝐿2(Ω)‖ , (3.2.9)

где постоянная 𝑐0 > 0 не зависит от выбора функции 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω).
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Доказательство. Неравенство (3.2.9) следует из (3.2.8).

Переходим к доказательству теоремы 3.2.1.

Далее через 𝐿2(R𝑛) обозначим лебегое пространство суммируемых с

квадратом функций, определенных в R𝑛 , со следующей нормой

‖𝑢; 𝐿2(R𝑛)‖ =

⎧⎨⎩
∫
R𝑛

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

,

а через 𝑊 2𝑟
2 (R𝑛) обозначим пространство функций 𝑢(𝑥) , имеющих в R𝑛

все обобщенные по С.Л.Соболеву производные порядка 2𝑟 , с следующей

нормой

⃦⃦
𝑢;𝑊 2𝑟

2 (R𝑛)
⃦⃦
=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
R𝑛

|𝑢(𝑘)(𝑥)|2𝑑𝑥+

∫
R𝑛

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

. (3.2.10)

Символом 𝛿 обозначим достаточно малое положительное число и че

рез 𝐼(0), 𝐼𝑚(0), 𝑚 = 1, 2, . . . , обозначим открытые шары в пространстве

R𝑛 с центрами в начале координат и радиусами 𝛿, 𝛿𝑚/(𝑚 + 1), 𝑚 =

1, 2, . . . , соответственно. Берем какую-нибудь функцию 𝜙𝑚 ∈ 𝐶∞
0 (𝐼(0))

обладающий следующими свойствами:

1) 0 ≤ 𝜙𝑚(𝑥) ≤ 1 для всех точек 𝑥 ∈ 𝐼(0) ;

2) 𝜙𝑚(𝑥) = 1 для всех точек 𝑥 ∈ 𝐼𝑚(0) ;

3) существует положительное число 𝐶 такое, что |𝜙(𝑘)
𝑚 (𝑥)| ≤ 𝐶 для всех

точек 𝑥 ∈ 𝐼(0) и всех мультииндексов 𝑘 , удовлетворяющих условию

|𝑘| ≤ 2𝑟 .

Пусть 𝑦 – произвольная фиксированная точка области Ω . Вводим сле

дующий дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)] =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛). (3.2.11)
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Из условии (3.2.5) следует, что оператор (3.2.11) является эллиптическим

оператором с постоянными коэффициентами. Поэтому согласно следствие

3.1.2 (см. также следствие 2 из [29, стр.75]) существует положительное

число 𝑐0 такое, что

𝑐0
⃦⃦
𝑢;𝑊 2𝑟

2 (𝜔)
⃦⃦
≤ ‖𝐿0,𝑦𝑢; 𝐿2(𝜔)‖ , 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (𝜔), (3.2.12)

если diam𝜔 достаточно мал.

Далее считаем радиус 𝛿 шара 𝐼(0) настолько малым, что неравен

ство (3.2.12) имеет место при 𝜔 = 𝐼(0) . Рассмотрим произвольную функ

цию 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶∞(𝐼(0)) . Так как 𝜙𝑚 ∈ 𝐶∞
0 (𝐼(0)) , то 𝑣𝑚(𝑥) = 𝜙𝑚(𝑥)𝑢(𝑥) ∈

𝐶∞
0 (𝐼(0)) . Теперь используя неравенство (3.2.12) для функции 𝑣𝑚(𝑥) в

силу равенства 𝑣𝑚(𝑥) = 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼𝑚(0) , имеем

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼𝑚(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼𝑚(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤ 𝑀0

⎧⎪⎨⎪⎩
∫

𝐼(0)

|𝐿0,𝑦𝑣𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
(3.2.13)

Применяя правило Лейбница дифференцирования произведения двух

функций, представим выражение 𝐿0,𝑦𝑣𝑚(𝑥) в следующем виде

𝐿0,𝑦𝑣𝑚(𝑥) = 𝐿(1)
𝑦 𝑣𝑚(𝑥) + 𝐿(2)

𝑦 𝑣𝑚(𝑥), (3.2.14)

где

𝐿(1)
𝑦 𝑣𝑚(𝑥) =

∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝜙𝑚(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥),

𝐿(2)
𝑦 𝑣𝑚(𝑥) =

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∑︁
0̸=𝜈≤𝑘

𝐶𝑘, 𝜈𝑏𝑘(𝑦)𝑢
(𝑘−𝜈)(𝑥)𝜙(𝜈)(𝑥), (3.2.15)

𝐶𝑘, 𝜈 – некоторые постоянные числа.

Так как 𝜙𝑚 ∈ 𝐶∞
0 (𝐼(0)) и 𝜙𝑚(𝑥) = 1 для всех 𝑥 ∈ 𝐼𝑚(0) , то∫

𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝐿(1)
𝑦 𝑣𝑚(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 =

∫
𝐼𝑚(0)

|𝐿0,𝑦𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥+

∫
𝐼(𝑚)(0)

|𝜙𝑚(𝑥)𝐿0,𝑦𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥,

(3.2.16)
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где

𝐼(𝑚)(0) = 𝐼(0) ∖ 𝐼𝑚(0) =
{︂
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝛿

𝑚

𝑚+ 1
< |𝑥| < 𝛿

}︂
.

Из условии эллиптичности (3.2.5) следует ограниченность коэффициентов

𝑏𝑘(𝑥) . Поэтому, принимая во внимание то, что |𝐼(𝑚)(0)| → 0 при 𝑚 → +∞
получим ∫

𝐼(𝑚)(0)

|𝜙𝑚(𝑥)𝐿0,𝑦𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤ 𝜇𝑚

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥, (3.2.17)

где 𝜇𝑚 → 0 при 𝑚 → +∞ .

Таким образом, имеет место следующее неравенство (см. (3.2.16),

(3.2.17))∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝐿(1)
𝑦 𝑣𝑚(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 ≤

∫
𝐼𝑚(0)

|𝐿0,𝑦𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥+𝜇𝑚

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥. (3.2.18)

Так как коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) оператора 𝐿0 (см. (3.2.4)) и все про

изводные функций 𝜙𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . , порядка до 2𝑟 включительно

ограничены, то из (3.2.15) следует, что∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝐿(2)
𝑦 𝑣𝑚(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 ≤ 𝑀1

∑︁
|𝑙|≤2𝑟−1

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥. (3.2.19)

Далее используем одно интегральное неравенство с малым парамет

ром, которое имеется в книге Егорова Ю.В. [29] (см. [29, стр.62, теорема

15]). Для наглядности сформулируем эту теорему:

Теорема 3.2.2. Пусть 𝑠 > 𝑠′, 𝑠 ≥ −𝑛/2 и 𝜔 – область в R𝑛 с диа

метром 𝛿 . Тогда для каждого 𝜀 > 0 найдется такое 𝛿0 = 𝛿0(𝜀), что при

0 < 𝛿 < 𝛿0 выполняется неравенство

‖𝑢‖𝑠′ ≤ 𝜀‖𝑢‖𝑠 для𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝜔). (3.2.20)

Здесь

‖𝑢‖𝑠 =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|≤𝑠

∫
𝜔

|𝑢(𝑘)(𝑥)|2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

. (3.2.21)
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Так как в случае пространств Соболева без веса норма (3.2.21) экви

валентна с нормой ‖𝑢; 𝑊 𝑠
2 (𝜔)‖ (см. (3.2.10)), то из неравенства (3.2.20) в

случае 𝑠 = 2𝑟 и 𝜔 = 𝐼(0) следует, что

∑︁
|𝑙|≤2𝑟−1

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 ≤

≤ 𝜀

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭ . (3.2.22)

Здесь и далее выражение const · 𝜀 снова обозначим через 𝜀 . Условие 𝑠 ≥
−𝑛/2 теоремы 3.2.2 при 𝑠 = 2𝑟 означает, что 𝑟 ≥ −𝑛/4 , а это условие

всегда выполняется, так как 𝑟 – натуральное число.

Теперь применяя неравенство (3.2.22) из (3.2.19) находим

∫
R𝑛

⃒⃒⃒
𝐿(2)
𝑦 𝑣𝑚(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 ≤ 𝜀

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭ , (3.2.23)

где 𝜀 – достаточно малое положительное число.

Теперь, применяя полученные неравенства (3.2.18), (3.2.23) из (3.2.13),

(3.2.14) находим

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼𝑚(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼𝑚(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑀0

∫
𝐼𝑚(0)

|𝐿0,𝑦𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥+

+ (𝜇𝑚 + 𝜀)

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Подставляя 𝜀 = 1/𝑚 , где 𝑚 – достаточно большое натуральное число,
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отсюда имеем∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼𝑚(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼𝑚(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑀0

∫
𝐼𝑚(0)

|𝐿0,𝑦𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥+

+ κ𝑚

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭ , (3.2.24)

где κ𝑚 → +0 при 𝑚 → +∞ . Заметим, что неравенство (3.2.18) имеет

место для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝐼(0)) .

Рассмотрим отображение 𝑧 → 𝑥 , определенное с помощью равенства

𝑥 = (𝑧 − 𝑦)κ/𝜀𝜌(𝑦), (3.2.25)

где κ – константа из условии (3.2.1) и 𝑦 – любая фиксированная точка из

области Ω . Это отображение переводит шар

𝐽𝜀(𝑦) =
{︁
𝑧 ∈ R𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝛿

𝜀

κ
𝜌(𝑦)

}︁
(3.2.26)

в шар 𝐼(0) радиуса 𝛿 , а 𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦) – в 𝐼𝑚(0) , где

𝐽 (𝑚)
𝜀 (𝑦) =

{︂
𝑧 ∈ R𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝛿

𝑚𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌(𝑦)

}︂
,

𝐼𝑚(0) =

{︂
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝛿

𝑚

𝑚+ 1

}︂
.

Берем произвольную функцию 𝑣 из класса 𝐶∞
0 (Ω) . Легко можно про

верить, что 𝐽𝜀(𝑦) ⊂ Ω при всех 𝑦 ∈ Ω, 𝜀 ∈ (0, 1), 𝛿 ∈ (0, 1) . Поэтому

функция ̂︀𝑣𝑦(𝑥) = 𝑣(𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ+ 𝑦) определена для всех 𝑥 ∈ 𝐼(0) и принад

лежит классу 𝐶∞(𝐼(0)) .

Заметим, что если 𝑢(𝑥) = ̂︀𝑣𝑦(𝑥) , то

𝑢(𝑘)(𝑥) =
(︁ 𝜀
κ

)︁|𝑘|
𝜌|𝑘|(𝑦)̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥). (3.2.27)
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Используя это равенство из (3.2.11) имеем

𝐿0,𝑦𝑢(𝑥) =
(︁ 𝜀
κ

)︁2𝑟
𝜌2𝑟(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥) =

=
(︁ 𝜀
κ

)︁2𝑟
𝜌2𝑟(𝑦)𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)] ,

Учитывая эти равенства и применяя полученное выше неравенство

(3.2.24) для функции 𝑢(𝑥) = ̂︀𝑣𝑦(𝑥) имеем(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼𝑚(0)

⃒⃒⃒̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥)
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼𝑚(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑀0

(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟(𝑦)

∫
𝐼𝑚(0)

|𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)]|2 𝑑𝑥+
+ κ𝑚

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥
⎫⎪⎬⎪⎭ .

Обе части этого неравенства умножим на 𝜌2𝛼(𝑦) :(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟+2𝛼(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼𝑚(0)

⃒⃒⃒̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥)
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+ 𝜌2𝛼(𝑦)

∫
𝐼𝑚(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑀0

(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟+2𝛼(𝑦)

∫
𝐼𝑚(0)

|𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)]|2 𝑑𝑥+
+ κ𝑚

(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟+2𝛼(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥)
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

+ κ𝑚𝜌
2𝛼(𝑦)

∫
𝐼(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥. (3.2.28)

Далее выполним замену переменных интегрирования с помощью ра

венства 𝑧 = 𝑦 + 𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ . Так как

𝑥 = (𝑧 − 𝑦)κ/𝜀𝜌(𝑦), 𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛

𝑑𝑧,
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̂︀𝑣𝑦(𝑥) = 𝑣(𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ + 𝑦) = 𝑣(𝑧), ̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥) = 𝑣(𝑘)(𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ + 𝑦) = 𝑣(𝑘)(𝑧)

𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)] = ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ + 𝑦) =

=
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧) = 𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] ,

то интегралы неравенства (3.2.28) меняются следующим образом:∫
𝐼(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧, (3.2.29)

∫
𝐼𝑚(0)

⃒⃒⃒̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥)
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧, (3.2.30)

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥)
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧, (3.2.31)

∫
𝐼𝑚(0)

|𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)]|2 𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧, (3.2.32)

Интегралы в неравенстве (3.2.28) заменяем через (3.2.29), (3.2.30),

(3.2.31), (3.2.32):(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟+2𝛼(𝑦)

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧+

+ 𝜌2𝛼(𝑦)

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 ≤

≤ 𝑀0

(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟+2𝛼(𝑦)

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧+

+ κ𝑚

(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟+2𝛼(𝑦)

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧+

+ κ𝑚𝜌
2𝛼(𝑦)

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧.
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Следовательно(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟−𝑛

𝜌4𝑟+2𝛼−𝑛(𝑦)
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧+

(︁ 𝜀
κ

)︁−𝑛

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 ≤

≤ 𝑀0

(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟−𝑛

𝜌4𝑟+2𝛼−𝑛(𝑦)

∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧+

+κ𝑚

(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟−𝑛

𝜌4𝑟+2𝛼−𝑛(𝑦)
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧+κ𝑚𝜌

2𝛼−𝑛(𝑦)
(︁ 𝜀
κ

)︁−𝑛
∫

𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧.

Обе части этого неравенства умножим на(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟+𝑛

𝜌−4𝑟(𝑦)

и результат интегрируем по 𝑦 ∈ Ω :

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦+

+
(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟
∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ 𝑀0

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦+

+ κ𝑚

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦+

+ κ𝑚

(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟
∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦. (3.2.33)

Далее приведем доказательства двух вспомогательных лемм.



86

Лемма 3.2.1. Пусть 𝜀 – произвольное число из интервала (0, 1), 𝑚

– натуральное число и 𝜒
(𝑚)
𝜀 (𝑥, 𝑦) – характеристическая функция мно

жества

𝐽 (𝑚)
𝜀 (𝑦) =

{︂
𝑧 ∈ R𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝛿

𝑚𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌(𝑦)

}︂
.

Тогда выполняются неравенства(︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛

≤ 𝜌−𝑛(𝑥)κ𝑛𝜔−1
𝑛

(︂
1 +

1

𝑚

)︂𝑛 ∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤
(︂

𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛

, (3.2.34)

где 𝜔𝑛 – площадь единичной сферы в пространстве R𝑛 .

Доказательство. Пусть точки 𝑥, 𝑦 ∈ Ω удовлетворяют условию

|𝑥− 𝑦| < 𝛿
𝜀

κ
𝜌(𝑦).

Пользуясь равенством

𝜌(𝑥)− 𝜌(𝑦) =

1∫
0

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑦 + 𝑡(𝑥− 𝑦))𝑑𝑡 (3.2.35)

с учетом неравенства (см. (3.2.2) ) |∇𝜌(𝑥)| ≤ κ имеем

|𝜌(𝑥)− 𝜌(𝑦)| ≤ κ|𝑥− 𝑦| < κ𝛿
𝜀

κ
𝜌(𝑦) = 𝜀𝛿𝜌(𝑦).

Отсюда имеем

(1− 𝜀𝛿)𝜌(𝑦) < 𝜌(𝑥) < (1 + 𝜀𝛿)𝜌(𝑦). (3.2.36)

Пусть

𝐺(𝑚)
𝜀 (𝑥) =

{︂
𝑦 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑦| < 𝛿𝑚𝜀𝜌(𝑦)

(𝑚+ 1)κ

}︂
.

Тогда ∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

∫
𝐺

(𝑚)
𝜀 (𝑥)

1 · 𝑑𝑦 =
⃒⃒⃒
𝐺(𝑚)

𝜀 (𝑥)
⃒⃒⃒
. (3.2.37)
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Используя (3.2.36) для всех 𝑦 ∈ 𝐺
(𝑚)
𝜀 (𝑥) имеем

|𝑥− 𝑦| < 𝛿𝑚𝜀𝜌(𝑦)

(𝑚+ 1)κ
<

𝛿𝑚𝜀𝜌(𝑥)

κ(𝑚+ 1)(1− 𝜀𝛿)

Следовательно, множество 𝐺
(𝑚)
𝜀 (𝑥) содержится в шаре радиуса 𝛿𝑚𝜀𝜌(𝑥)/κ(𝑚+

1)(1− 𝜀𝛿) . Поэтому⃒⃒⃒
𝐺(𝑚)

𝜀 (𝑥)
⃒⃒⃒
≤ 𝜔𝑛

(︂
𝛿𝜀𝑚𝜌(𝑥)

κ(𝑚+ 1)(1− 𝜀𝛿)

)︂𝑛

,

то есть

𝜌−𝑛(𝑥)κ𝑛𝜔−1
𝑛

(︂
1 +

1

𝑚

)︂𝑛 ⃒⃒⃒
𝐺(𝑚)

𝜀 (𝑥)
⃒⃒⃒
≤
(︂

𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛

.

Отсюда и из (3.2.37) следует правое неравенство в (3.2.34).

Рассмотрим множество

𝑄(𝑚)
𝜀 (𝑥) =

{︂
𝑦 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑦| < 𝜀𝑚𝜌(𝑥)

κ

}︂
,

где

𝜀𝑚 =
𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)(1 + 𝛿𝜀)
.

Из равенства (3.2.35) с учетом неравенства (см. (3.2.2) ) |∇𝜌(𝑥)| ≤ κ для

всех 𝑦 ∈ 𝑄
(𝑚)
𝜀 (𝑥) имеем

|𝜌(𝑥)− 𝜌(𝑦)| ≤ κ|𝑥− 𝑦| < κ
𝜀𝑚𝜌(𝑥)

κ
= 𝜀𝑚𝜌(𝑥).

Следовательно

(1− 𝜀𝑚)𝜌(𝑥) ≤ 𝜌(𝑦) ≤ (1 + 𝜀𝑚)𝜌(𝑥), 𝑦 ∈ 𝑄(𝑚)
𝜀 (𝑥).

Далее используя это неравенство для 𝑦 ∈ 𝑄
(𝑚)
𝜀 (𝑥) , находим

|𝑥− 𝑦| < 𝜀𝑚𝜌(𝑥)

κ
≤ 𝜀𝑚

κ
(1− 𝜀𝑚)

−1𝜌(𝑦).
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Так как

𝜀𝑚
(1− 𝜀𝑚)

=
𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)(1 + 𝛿𝜀)

(︂
1− 𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)(1 + 𝛿𝜀)

)︂−1

=

=
𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)(1 + 𝛿𝜀)

(︂
(𝑚+ 1)(1 + 𝛿𝜀)−𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)(1 + 𝛿𝜀)

)︂−1

=

=
𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)(1 + 𝛿𝜀)

(︂
𝑚+ 1 + 𝛿𝜀

(𝑚+ 1)(1 + 𝛿𝜀)

)︂−1

=
𝑚𝛿𝜀

𝑚+ 1 + 𝛿𝜀
<

𝛿𝑚𝜀

𝑚+ 1
,

то отсюда следует, что

|𝑥− 𝑦| ≤ 𝛿𝑚𝜀𝜌(𝑦)

(𝑚+ 1)κ
,

то есть 𝑦 ∈ 𝐺
(𝑚)
𝜀 (𝑥) . Поэтому⃒⃒⃒

𝑄(𝑚)
𝜀 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒
𝐺(𝑚)

𝜀 (𝑥)
⃒⃒⃒
.

Далее в силу равенства⃒⃒⃒
𝑄(𝑚)

𝜀 (𝑥)
⃒⃒⃒
= 𝜔𝑛

(︂
𝜀𝑚𝜌(𝑥)

κ

)︂𝑛

= 𝜔𝑛

(︂
𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)κ(1 + 𝛿𝜀)

)︂𝑛

𝜌𝑛(𝑥)

имеем (︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛

≤ 𝜔−1
𝑛 κ𝑛

(︂
1 +

1

𝑚

)︂𝑛

𝜌−𝑛(𝑥)
⃒⃒⃒
𝐺(𝑚)

𝜀 (𝑥)
⃒⃒⃒
.

Отсюда учитывая равенство (3.2.37) получим левое неравенство в (3.2.34).

Лемма 3.2.1 доказана.

Лемма 3.2.2. Пусть 𝜀 – произвольное число из интервала (0, 1) и

пусть 𝜒𝜀(𝑥, 𝑦) – характеристическая функция шара 𝐽𝜀(𝑦). Тогда имеют

места следующие неравенства(︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛

≤ 𝜌−𝑛(𝑥)κ𝑛𝜔−1
𝑛

∫
Ω

𝜒𝜀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤
(︂

𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛

,

где 𝜔𝑛 – площадь единичной сферы в R𝑛 .

Доказательство следует из доказательстве леммы 3.2.1, если в нем

заменить 𝑚/(𝑚+ 1) единицей.
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Выше мы доказывали, что (см. (3.2.36))

(1− 𝜀𝛿)𝜌(𝑦) < 𝜌(𝑧) < (1 + 𝜀𝛿)𝜌(𝑦),

или

(1 + 𝜀𝛿)−1𝜌(𝑧) ≤ 𝜌(𝑦) ≤ (1− 𝜀𝛿)−1𝜌(𝑧) (3.2.38)

для всех 𝑧, 𝑦 ∈ Ω , удовлетворяющих условию

|𝑧 − 𝑦| < 𝛿𝜀

κ
𝜌(𝑦). (3.2.39)

При условии (3.2.39) из (3.2.38) следует, что

(1− 𝛿𝜀)𝜌−1(𝑧) ≤ 𝜌−1(𝑦) ≤ (1 + 𝛿𝜀)𝜌−1(𝑧). (3.2.40)

Теперь возведя неравенства (3.2.38), (3.2.40) в степени 𝜃 > 0 имеем

(1 + 𝛿𝜀)−𝜃𝜌𝜃(𝑧) ≤ 𝜌𝜃(𝑦) ≤ (1− 𝛿𝜀)−𝜃𝜌𝜃(𝑧)

(1− 𝛿𝜀)𝜃𝜌−𝜃(𝑧) ≤ 𝜌−𝜃(𝑦) ≤ (1 + 𝛿𝜀)𝜃𝜌−𝜃(𝑧).

Из этих двух последних неравенств для любого вещественного числа 𝜃 ∈
(−∞, +∞) имеем

(1 + 𝛿𝜀 sgn 𝜃)−𝜃𝜌𝜃(𝑧) ≤ 𝜌𝜃(𝑦) ≤ (1− 𝛿𝜀 sgn 𝜃)−𝜃𝜌𝜃(𝑧). (3.2.41)

Теперь переходим к оценке интегралов неравенства (3.2.33). Далее для

удобства записи вводим следующую полунорму

⃦⃦
𝑢; 𝐿2𝑟

2, 𝜃(Ω)
⃦⃦
=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝜃(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

.
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Сначала оценим снизу первый интеграла в левой части неравенства

(3.2.33).

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≥

≥ {используем неравенство (3.2.41)} ≥

≥ (1− 𝛿𝜀)𝑛(1 + 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ ⃒⃒⃒𝑣(𝑘)(𝑧)⃒⃒⃒2 𝑑𝑧 ≥

≥ {используем лемму 3.2.1} ≥

≥ (1− 𝛿𝜀)𝑛(1 + 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛(︂
𝑚

κ(1 +𝑚)

)︂𝑛

𝜔𝑛×

×
∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)𝜌𝑛(𝑧)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧 =

= 𝜔𝑛(1 + 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝑚𝛿𝜀(1− 𝛿𝜀)

κ(1 +𝑚)(1 + 𝛿𝜀)

)︂𝑛 ∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑧)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧 =

= 𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

, (3.2.42)

где

𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛(1 + 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝑚(1− 𝛿𝜀)

κ(1 +𝑚)(1 + 𝛿2.2.31)

)︂𝑛

. (3.2.43)

Теперь оценим снизу второй интеграла в левой части неравенства
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(3.2.33).

(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟
∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=
(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟
∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑦)

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦) |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≥

≥ {используем неравенство (3.2.41)} ≥

≥ (1− 𝛿𝜀)4𝑟+𝑛(1 + 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 ≥

≥ {используем лемму 3.2.1} ≥

≥ (1− 𝛿𝜀)4𝑟+𝑛(1 + 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛(︂
𝑚

κ(1 +𝑚)

)︂𝑛

𝜔𝑛×

×
∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑧)𝜌𝑛(𝑧) |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 =

= 𝜔𝑛(1−𝛿𝜀)4𝑟(1+𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝑚𝛿𝜀(1− 𝛿𝜀)

κ(1 +𝑚)(1 + 𝛿𝜀)

)︂𝑛 ∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟(𝑧) |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 =

= 𝜀𝑛𝛿𝑛(1− 𝛿𝜀)4𝑟𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2 , (3.2.44)

где число 𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) определяется равенством (3.2.43).

Далее сверху оценим второй интеграл в правой части неравенства
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(3.2.33):

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ {используем неравенство (3.2.41)} ≤

≤ (1 + 𝛿𝜀)𝑛(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ ⃒⃒⃒𝑣(𝑘)(𝑧)⃒⃒⃒2 𝑑𝑧 ≤

≤ {используем лемму 3.2.2} ≤

≤ 𝜔𝑛κ−𝑛(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀(1 + 𝛿𝜀)

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛 ∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑧)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧 =

= 𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀2(𝛼, 𝛿, 𝜀)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

, (3.2.45)

где

𝑀2(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

.

Далее сверху оценим третий интеграл в правой части неравенства
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(3.2.33):

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|𝑝𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 =

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑦)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ {используем неравенство (3.2.41)} ≤

≤ (1 + 𝛿𝜀)𝑛+4𝑟(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ |𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧 ≤

≤ {используем лемму 3.2.2} ≤

≤ (1+𝛿𝜀)𝑛+4𝑟(1−𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

𝜔𝑛

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑧)𝜌𝑛(𝑧) |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 =

= (1 + 𝛿𝜀)4𝑟(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀(1 + 𝛿𝜀)

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

𝜔𝑛

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟(𝑧) |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 =

= 𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀3(𝛼, 𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2 , (3.2.46)

где

𝑀3(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛(1 + 𝛿𝜀)4𝑟(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

.

С учетом доказанных выше неравенств (3.2.42), (3.2.45), (3.2.44),

(3.2.46) неравенство (3.2.33) примет следующий вид

𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

+
(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟

𝜀𝑛𝛿𝑛(1− 𝛿𝜀)4𝑟𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2 ≤

≤ 𝑀0L
(1)
𝜀,𝑚(𝑣) + κ𝑚𝜀

𝑛𝛿𝑛𝑀2(𝛼, 𝛿, 𝜀)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

+ κ𝑚

(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟

𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀3(𝛼, 𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2 , (3.2.47)

где

L(1)
𝜀,𝑚(𝑣) =

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 (3.2.48)



94

Далее мы будем сверху оценить функционал L
(0)
𝜀,𝑚(𝑣) . Сначала дока

жем одну вспомогательную лемму

Лемма 3.2.3. Пусть 𝜀 – произвольное число из интервала (0, 1), 𝑚

– натуральное число и 𝑦 ∈ Ω. Тогда для любого действительного числа

𝜃 и для любого 𝑧 ∈ 𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦) имеет место неравенство⃒⃒

𝜌𝜃(𝑦)− 𝜌𝜃(𝑧)
⃒⃒
≤ 𝜀𝛿𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 𝜃)𝜌

𝜃(𝑧), (3.2.49)

где

𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 𝜃) = 𝑛κ|𝜃|(1 + 𝛿𝜀 sgn (𝜃 − 1))𝜃−1 𝑚

(𝑚+ 1)κ
(1− 𝛿𝜀 sgn 𝜃)−𝜃.

(3.2.50)

Доказательство. Согласно свойству (3.2.2) функции 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

|∇𝜌(𝑥)| ≤ κ 𝑥 ∈ Ω. (3.2.51)

Далее используя равенство

𝜌𝜃(𝑦)− 𝜌𝜃(𝑧) =

1∫
0

𝑑

𝑑𝑡

{︀
𝜌𝜃(𝑦 + 𝑡(𝑧 − 𝑦))

}︀
𝑑𝑡,

имеем

⃒⃒
𝜌𝜃(𝑦)− 𝜌𝜃(𝑧)

⃒⃒
=

1∫
0

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡

{︀
𝜌𝜃(𝑦 + 𝑡(𝑧 − 𝑦))

}︀⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑛|𝜃|
1∫
0

𝜌𝜃−1(𝑦+𝑡(𝑧−𝑦))|∇𝜌(𝑦+𝑡(𝑧−𝑦))|𝑑𝑡 ≤ {используем неравенство (3.2.51)} ≤

≤ 𝑛κ|𝜃|
1∫
0

𝜌𝜃−1(𝑦 + 𝑡(𝑧 − 𝑦))𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑛κ|𝜃||𝑧 − 𝑦| max
0≤𝑡≤1

𝜌𝜃−1(𝑦 + 𝑡(𝑧 − 𝑦)). (3.2.52)
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Далее заметим, что 𝑧 ∈ 𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦) и выполняется неравенство (см. лемму

3.2.1)

|𝑧 − 𝑦| < 𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌(𝑦). (3.2.53)

Поэтому при 𝜉 = 𝑦 + 𝑡(𝑧 − 𝑦) имеем

|𝜉 − 𝑦| = 𝑡|𝑧 − 𝑦| ≤ |𝑧 − 𝑦| < 𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌(𝑦) <

𝛿𝜀

κ
𝜌(𝑦).

В силу этого неравенства из (3.2.38) следует, что

(1−𝛿𝜀)𝜌(𝑦) ≤ 𝜌(𝜉) ≤ (1+𝛿𝜀)𝜌(𝑦), или (1+𝛿𝜀)−1𝜌(𝜉) ≤ 𝜌(𝑦) ≤ (1−𝛿𝜀)−1𝜌(𝜉).

Следовательно

(1− 𝛿𝜀 sgn (𝜃 − 1))𝜃−1𝜌𝜃−1(𝑦) ≤ 𝜌𝜃−1(𝜉) ≤ (1 + 𝛿𝜀 sgn (𝜃 − 1))𝜃−1𝜌𝜃−1(𝑦).

Применяя это неравенство из (3.2.52) имеем

⃒⃒
𝜌𝜃(𝑦)− 𝜌𝜃(𝑧)

⃒⃒
≤ 𝑛κ|𝜃||𝑧 − 𝑦| max

0≤𝑡≤1
𝜌𝜃−1(𝑦 + 𝑡(𝑧 − 𝑦)) ≤

≤ 𝑛κ|𝜃||𝑧 − 𝑦|(1 + 𝛿𝜀 sgn (𝜃 − 1))𝜃−1𝜌𝜃−1(𝑦) ≤

≤ {используем неравенство (3.2.53)} ≤ 𝑛κ|𝜃|(1+𝛿𝜀 sgn (𝜃−1))𝜃−1 𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌𝜃(𝑦).

Таким образом мы доказали неравенство⃒⃒
𝜌𝜃(𝑦)− 𝜌𝜃(𝑧)

⃒⃒
≤ 𝑛κ|𝜃|(1 + 𝛿𝜀 sgn (𝜃 − 1))𝜃−1 𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌𝜃(𝑦).

Далее применяя неравенство (3.2.41) имеем

⃒⃒
𝜌𝜃(𝑦)− 𝜌𝜃(𝑧)

⃒⃒
≤ 𝑛κ|𝜃|(1 + 𝛿𝜀 sgn (𝜃 − 1))𝜃−1 𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌𝜃(𝑦) ≤

≤ 𝑛κ|𝜃|(1 + 𝛿𝜀 sgn (𝜃 − 1))𝜃−1 𝑚𝛿𝜀

(𝑚+ 1)κ
(1− 𝛿𝜀 sgn 𝜃)−𝜃𝜌𝜃(𝑧).

Вводя обозначение (3.2.50) отсюда получим неравенство (3.2.49).

Лемма 3.2.3 доказана.
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Напомним, что (см. (3.2.11))

𝐿0,𝑦[𝑣(𝑧)] =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧).

Вводим обозначение

L(2)
𝜀,𝑚(𝑣) =

∫
Ω

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦. (3.2.54)

Отметим, что (см. (3.2.48))

L(1)
𝜀,𝑚(𝑣) =

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

|𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦,

Имеем⃒⃒⃒
L(1)

𝜀,𝑚(𝑣)− L(2)
𝜀,𝑚(𝑣)

⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫
Ω

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)

(︀
𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)− 𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤
∫
Ω

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)

⃒⃒
𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)− 𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ {применяем лемму 3.2.3} ≤

≤ 𝛿𝜀𝑁1,𝑚(𝜀, 2𝛼− 𝑛)

∫
Ω

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦.

В силу ограниченности коэффициентов 𝑏𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, |𝑘| ≤ 2𝑟, и нера

венства (3.2.45) отсюда следует, что
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⃒⃒⃒
L(1)

𝜀,𝑚(𝑣)− L(2)
𝜀,𝑚(𝑣)

⃒⃒⃒
≤

≤ 𝛿𝜀𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 2𝛼−𝑛)

∫
Ω

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ 𝛿𝜀𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 2𝛼− 𝑛)𝐶1

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ 𝛿𝜀𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 2𝛼− 𝑛)𝐶2𝜔𝑛(1− 𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀(1 + 𝛿𝜀)

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

×

×
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑧)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧 =

= (𝛿𝜀)𝑛+1𝑁2,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

, (3.2.55)

где 𝐶1, 𝐶2 – положительные постоянные,

𝑁2,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 2𝛼− 𝑛)𝐶2𝜔𝑛(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

.

и число 𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 2𝛼− 𝑛) определяется равенством (3.2.50).

Теперь вводим обозначение

L(3)
𝜀,𝑚(𝑣) =

∫
Ω

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑧)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦. (3.2.56)

Замечание 3.2.2. Если в обозначении (см. (3.2.54)) L
(2)
𝜀,𝑚(𝑣) заме

нить 𝑏𝑘(𝑦) на 𝑏𝑘(𝑧), то получим L
(3)
𝜀,𝑚(𝑣).

Имеем⃒⃒⃒
L(2)

𝜀,𝑚(𝑣)− L(3)
𝜀,𝑚(𝑣)

⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐶3

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌2𝛼−𝑛(𝑧) |𝑏𝑘(𝑦)− 𝑏𝑘(𝑧)|

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦,

(3.2.57)
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где 𝐶3 – некоторая положительная постоянная.

Согласно нашим предположениям (3.2.6), (3.2.7), для любого достаточ

но малого положительного числа 𝜈 найдется такое положительное число

𝜀𝜈 , что

|𝑏𝑘(𝑦)− 𝑏𝑘(𝑧)| < 𝜈, |𝑘| = 2𝑟,

для любого 𝑦 ∈ Ω и любого

𝑧 ∈ 𝐽𝜀(𝑦) =

{︂
𝑧 ∈ R𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝛿𝜀

κ
𝜌(𝑦)

}︂
, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝜈).

В силу этого условия из (3.2.57) следует

⃒⃒⃒
L(2)

𝜀,𝑚(𝑣)− L(3)
𝜀,𝑚(𝑣)

⃒⃒⃒
≤

≤ 𝜈 𝐶3

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ {применяем неравенство (3.2.42)} ≤

≤ 𝜈 𝐶3𝜔𝑛(1 + 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝑚𝛿𝜀(1− 𝛿𝜀)

κ(1 +𝑚)(1 + 𝛿𝜀)

)︂𝑛

×

×
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑧)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝜈).

Таким образом доказано неравенство

⃒⃒⃒
L(2)

𝜀,𝑚(𝑣)− L(3)
𝜀,𝑚(𝑣)

⃒⃒⃒
≤

≤ 𝜈 𝛿𝑛𝜀𝑛𝑁3,𝑚(𝜀, 𝛼)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2,𝛼(Ω)
⃦⃦2

, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝜈), (3.2.58)

где

𝑁3,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝐶3 𝜔𝑛(1 + 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝑚(1− 𝛿𝜀)

κ(1 +𝑚)(1 + 𝛿𝜀)

)︂𝑛

.
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Далее применяя лемму 3.2.1 оценим функционал (см. (3.2.56)) L(3)
𝜀,𝑚(𝑣)

L(3)
𝜀,𝑚(𝑣) =

∫
Ω

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑧)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=

∫
Ω

⎛⎜⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌−𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝜌𝛼(𝑧)𝑏𝑘(𝑧)𝑣
(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌−𝑛(𝑧) |𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 =

=

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ 𝜌−𝑛(𝑧) |𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧 ≤

≤ 𝜔𝑛

(︂
𝛿𝜀𝑚

κ(1− 𝛿𝜀)(𝑚+ 1)

)︂𝑛 ∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)𝜌𝑛(𝑧) |𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧 =

= 𝛿𝑛𝜀𝑛𝑁4,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)

∫
Ω

|𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧, (3.2.59)

где

𝑁4,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛

(︂
𝑚

κ(1− 𝛿𝜀)(𝑚+ 1)

)︂𝑛

.

Теперь используя доказанные выше неравенства (3.2.55), (3.2.58),

(3.2.59) оценим функционал (см. (3.2.48) ) L
(1)
𝜀,𝑚(𝑣) .

L(1)
𝜀,𝑚(𝑣) ≤

⃒⃒⃒
L(1)

𝜀,𝑚(𝑣)− L(2)
𝜀,𝑚(𝑣)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
L(2)

𝜀,𝑚(𝑣)− L(3)
𝜀,𝑚(𝑣)

⃒⃒⃒
+ L(3)

𝜀,𝑚(𝑣) ≤

≤ 𝛿𝑛𝜀𝑛 (𝛿𝜀𝑁2,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) + 𝜈 𝑁3,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀))
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2,𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

+ 𝛿𝑛𝜀𝑛𝑁4,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)

∫
Ω

|𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝜈).
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В силу этого неравенства из (3.2.47) следует, что

𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

+
(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟

𝜀𝑛𝛿𝑛(1− 𝛿𝜀)4𝑟𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2 ≤

≤ 𝑀0𝛿
𝑛𝜀𝑛 [𝛿𝜀𝑁2,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) + 𝜈 𝑁3,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)]

⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2,𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

+𝛿𝑛𝜀𝑛𝑀0𝑁4,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)

∫
Ω

|𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧+κ𝑚𝜀
𝑛𝛿𝑛𝑀2,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)

⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

+ κ𝑚

(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟

𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀3,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2 ,

Сокращая на 𝜀𝑛𝛿𝑛 после несложных преобразований получим(︁
𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)−𝜀𝛿𝑀0𝑁2,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)−𝜈 𝑀0𝑁3,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)−κ𝑚𝑀2,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)

)︁
×

×
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

+
(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟 (︁
(1− 𝛿𝜀)4𝑟𝑀1,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)− κ𝑚𝑀3,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)

)︁
‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2 ≤

≤ 𝑀0𝑁4,𝑚(𝛼, 𝛿, 𝜀)

∫
Ω

|𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧.

Так как (см. (3.2.24)) κ𝑚 → 0+ при 𝑚 → +∞ , то подбирая натуральное

число 𝑚 достаточно большим, а положительные числа 𝜀, 𝛿 и 𝜈 – достаточ

но малым из полученного неравенства выводим следующее неравенство

𝑐*
{︁⃦⃦

𝑣; 𝐿2𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦2
+ ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2

}︁
≤

∫
Ω

|𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Здесь 𝑐* – некоторая положительная постоянная. От

сюда в силу равенства (3.2.3) следует основное неравенство (3.2.8) теоремы

3.2.1, что и завершает доказательство этой теоремы.
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3.3. Априорная оценка решений задачи Дирихле для

эллиптических операторов недивергентного вида, имеющих

ненулевые младшие коэффициенты

Отметим, что операторы, изученные в предыдущем параграфе 3.2 име

ли только ненулевые старшие коэффициенты. В отличие от этого здесь мы

рассмотрим эллиптические операторы, которые имеют ненулевые млад

шие коэффициенты. Основным результатом настоящего параграфа явля

ется следующая теорема:

Теорема 3.3.1. Пусть все коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) оператора

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|≤2𝑟

𝜌𝛼|𝑘|(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (3.3.1)

ограничены и выполнены следующие условия:

I) Существует такое положительное число κ0 , что

κ0|𝜉|2𝑟 ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝜉
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (3.3.2)

для всех 𝑥 ∈ Ω и всех 𝜉 ∈ 𝑅𝑛 .

II) Для любого достаточно малого числа 𝜈 > 0 существует поло

жительное число 𝜀𝜈 такое, что

|𝑏𝑘(𝑦)− 𝑏𝑘(𝑧)| < 𝜈, |𝑘| = 2𝑟, (3.3.3)

для любого 𝑦 ∈ Ω и любого

𝑧 ∈ 𝐽𝜀(𝑦) =
{︁
𝑧 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝜀

κ
𝜌(𝑦)

}︁
, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝜈). (3.3.4)

III) Число 𝛼 = 𝛼2𝑟 > −1/2 не принадлежит множеству

{1, 2, . . . , 2𝑟} и числа 𝛼𝑗 > −1/2, 𝑗 = 1, 2𝑟 − 1 удовлетворяют одно

му из следующих условий: 1) 2𝑟 − 𝛼 > 𝑗 − 𝛼𝑗 ; 2) 𝛼𝑗 > 𝛼𝑗/2𝑟, 𝑗 > 0.

Тогда существуют такие положительные числа 𝑐*, 𝐾* , что

𝑐*
⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤ ‖𝐿[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖+𝐾* ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ (3.3.5)
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для всех 𝑣 ∈ �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω).

Рассмотрим приложение теоремы 3.3.1 к соответствующей задачи Ди

рихле, связанной с оператором (3.3.1):

Задача Дирихле. Для заданной функции 𝑓 из пространства 𝐿2(Ω)

найти решение 𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, уравнения

𝐿[𝑈 ](𝑥) =
∑︁
|𝑘|≤2𝑟

𝜌𝛼|𝑘|(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑈
(𝑘)(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

которое принадлежит пространству �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω) .

Справедливо следующее

Следствие 3.3.1. В условиях теоремы 3.3.1 решение 𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

задачи Дирихле для оператора (3.3.1) удовлетворяет следующую апри

орную оценку

𝑐*
⃦⃦
𝑈 ; 𝑈 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤ ‖𝑓 ; 𝐿2(Ω)‖+𝐾* ‖𝑈 ; 𝐿2(Ω)‖ , (3.3.6)

где положительные постоянные 𝑐*, 𝐾* не зависят от выбора функции

𝑓 ∈ 𝐿2(Ω).

Доказательство. Неравенство (3.3.6) следует из (3.3.5).

Доказательство теоремы 3.3.1. Представим оператор (2.3.1) в ви

де

𝐿[𝑢(𝑥)] = 𝐿0[𝑢(𝑥)] + 𝐿1[𝑢(𝑥)],

где

𝐿0[𝑢(𝑥)] =
∑︁
|𝑘|≤2𝑟

𝜌𝛼(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝛼 = 𝛼2𝑟, (3.3.7)

𝐿1[𝑢(𝑥)] =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟−1

𝜌𝛼|𝑘|(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥).
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В нашем случае коэффициенты оператора (3.3.7) удовлетворяют всем

условиям теоремы 3.2.1 из предыдущего параграфа. Согласно этой теоре

ме существует положительное число 𝑐1 такое, что

𝑐1

{︁⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+ ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2
}︁
≤

∫
Ω

|𝐿0[𝑣(𝑧)]|2 𝑑𝑧 (3.3.8)

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) .

Напомним определения некоторых ранее введенных норм и полунорм

‖𝑣; 𝐿𝑝, 𝜃(Ω)‖ =

⎧⎨⎩
∫
Ω

𝜌𝑝𝜃(𝑥)|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

,

⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

𝑝, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝑅𝑛

𝜌𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

,

⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

𝑝, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=
{︀⃦⃦

𝑣; 𝐿2𝑟
𝑝, 𝛼(Ω)

⃦⃦𝑝
+ ‖𝑣; 𝐿𝑝, 𝛼−2𝑟(Ω)‖𝑝

}︀1/𝑝
,⃦⃦

𝑣; 𝑊 2𝑟
𝑝, 𝛼(Ω)

⃦⃦
=
{︀⃦⃦

𝑣; 𝐿2𝑟
𝑝, 𝛼(Ω)

⃦⃦𝑝
+ ‖𝑣; 𝐿𝑝(Ω)‖𝑝

}︀1/𝑝
.

Сформулируем одну вспомогательную лемму:

Лемма 3.3.1. (см. [96, Теорема 1.1.7]) Пусть 𝑝 ∈ [1, ∞), 𝑟1 > 𝑟2 ≥ 0,

𝛿1, 𝛿2 — действительные числа, больше (-1/p). Пусть выполнено одно из

следующих условий: 1) 𝑟1 − 𝛿1 > 𝑟2 − 𝛿2 ; 2) 𝛿2 > 𝛿1𝑟2/𝑟1, 𝑟2 > 0.

Тогда для любого положительного числа 𝜀 найдется положитель

ная постоянная 𝐶 = 𝐶(𝜀) такая, что для всех 𝑢 ∈ 𝑊 𝑟1
2; 𝛿1

(Ω) справедлива

оценка

‖𝑢;𝑊 𝑟2
𝑝; 𝛿2

(Ω)‖ ≤ 𝜀‖𝑢;𝑊 𝑟1
𝑝; 𝛿1

(Ω)‖+ 𝐶(𝜀)‖𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖.

Из этой леммы в случае 𝑝 = 2, 𝑟1 = 2𝑟, 𝛿1 = 𝛼, 𝑟2 = 𝑗, 𝛿2 = 𝛼𝑗

следует:

Следствие 3.3.2. Пусть 2𝑟 > 𝑗 ≥ 0, 𝛼 > −1/2, 𝛼𝑗 > −1/2 и выполне

но одно из следующих условий: 1) 2𝑟 − 𝛼 > 𝑗 − 𝛼𝑗 ; 2) 𝛼𝑗 > 𝛼𝑗/2𝑟, 𝑗 > 0.
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Тогда для любого числа 𝜀 найдется постоянная 𝐶 = 𝐶(𝜀) такая,

что для всех 𝑢 ∈ 𝑊 2𝑟
2;𝛼(Ω) справедлива оценка

‖𝑢;𝐿𝑗
2;𝛼𝑗

(Ω)‖ ≤ 𝜀‖𝑢;𝐿2𝑟
2;𝛼(Ω)‖+ 𝐶(𝜀)‖𝑢;𝐿2(Ω)‖. (3.3.9)

Далее предположим, что коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) оператора (3.3.1) огра

ничены при |𝑘| ≤ 2𝑟−1 и числа 𝛼, 𝛼𝑗, 𝑗 ≤ 2𝑟−1, удовлетворяют условиям

следствии 3.3.2. Тогда применяя неравенство (3.3.9) имеем⎛⎝∫
Ω

|𝐿1[𝑣(𝑥)]|2 𝑑𝑥

⎞⎠1/2

= ‖𝐿1[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖ ≤
∑︁

|𝑘|=𝑗≤2𝑟−1

⃦⃦⃦
𝜌𝛼𝑗𝑏𝑘𝑣

(𝑘); 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
≤

≤ 𝑀1

2𝑟−1∑︁
𝑗=0

⃦⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑗

2, 𝛼𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝜀‖𝑣;𝐿2𝑟

2;𝛼(Ω)‖+ 𝐶(𝜀)‖𝑣;𝐿2(Ω)‖, (3.3.10)

где 𝜀 – достаточно малое положительное число.

Пусть число 𝛼 такое, что 𝛼 /∈ {1, 2, . . . , 2𝑟} . Тогда (см. [96, Теорема

1.2.4] или теорему 2.2.8 ) с точностью до эквивалентности норм имеет

место равенство

𝑉 2𝑟
2, 𝛼(Ω) = �̊� 2𝑟

2, 𝛼(Ω),

где �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω) – замыкание класса 𝐶∞

0 (Ω) в пространстве 𝑊 2𝑟
2, 𝛼(Ω) . В этом

случае из неравенства (3.3.8) следует, что

𝑐2
⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤ ‖𝐿0[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖ (3.3.11)

для всех 𝑣 ∈ �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω) . Здесь 𝑐2 – некоторое положительное число. Теперь

применяя неравенства (3.3.10), (3.3.11) имеем⎛⎝∫
Ω

|𝐿[𝑣(𝑥)]|2 𝑑𝑥

⎞⎠1/2

= ‖𝐿[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖ ≥ ‖𝐿0[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖−‖𝐿1[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖ ≥

≥ (𝑐2 − 𝜀)
⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
− 𝐶(𝜀) ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ .

Фиксируя некоторое подходящее значение параметра 𝜀 отсюда полу

чим

𝑐3
⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤ ‖𝐿[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖+𝑀3 ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ (3.3.12)
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для всех 𝑣 ∈ �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω) ; 𝑐3, 𝑀3 – некоторые положительные числа. Это и

есть неравенство (3.3.5).

Теорема 3.3.1 доказана.

Неравенство (3.3.12) позволяет нам расширить область определения

оператора (3.3.1) до всего пространства �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω) . Учитывая это вводим

оператор

L𝑢 = 𝐿[𝑢], 𝐷(L) = �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω). (3.3.13)

Из оценки (3.3.12) следует, что оператор L действует из �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω) в 𝐿2(Ω) ,

то есть 𝑅(L) ⊂ 𝐿2(Ω) .

Теорема 3.3.2. Пусть 2𝑟 − 𝛼 > 0 и выполнены условия теоремы

3.3.1. Тогда оператор L замкнут, имеет конечномерное ядро 𝑁(L) и

замкнутое в пространстве 𝐿2(Ω) множество значений 𝑅(L).

Доказательство этой теоремы следует из компактности вложения

(см. [96, Теорема 1.1.3] ) 𝑊 2𝑟
2, 𝛼(Ω) → 𝐿2(Ω) и следующей леммы

Лемма 3.3.2. (см. [75, Лемма 5.1, стр. 185]). Пусть 𝐸, 𝐹, 𝐺 – ре

флексивные банаховы пространства, причем 𝐸 ⊂ 𝐹 и вложение 𝐸 в

𝐹 компактно; пусть 𝑃 – непрерывный линейный оператор из 𝐸 в 𝐺.

Тогда следующие два условия эквивалентны:

I) множество значений 𝑅(𝑃 ) оператора 𝑃 в 𝐺 замкнут, и ядро 𝑁(𝑃 )

оператора 𝑃 конечномерно;

II) существует такая постоянная 𝐶 , что

‖𝑢; 𝐸‖ ≤ 𝐶{‖𝑃𝑢; 𝐺‖+ ‖𝑢; 𝐹‖} ∀𝑢 ∈ 𝐸. (3.3.14)

Согласно теореме 3.3.1 неравенство (3.3.14) выполняется для опера

тора 𝑃 = L при 𝐸 = �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω) и 𝐺 = 𝐹 = 𝐿2(Ω) . Поэтому из этого

неравенства в силу леммы 3.3.2 следуют утверждения теоремы 3.3.2.

Теорема 3.3.2 доказана.
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3.4. Априорная оценка решений задачи Дирихле для слабо

позитивных эллиптических операторов недивергентного вида с

вырождением

Проведем определение слабо позитивного дифференциального опера

тора.

Определение 3.4.1. (см., например, [18]) Дифференциальный опера

тор

𝑃 [𝑢](𝑥) =
∑︁
|𝑘|≤2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω),

называется слабо позитивным, если

Re
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝜉
𝑘 ≥ 0, ∀𝜉 ∈ 𝑅𝑛,∀𝑥 ∈ Ω.

Следуя этому определению, мы назовём вырождающийся дифферен

циальный оператор

𝐿[𝑢(𝑥)] =
∑︁
|𝑘|≤2𝑟

𝜌𝛼|𝑘|(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (3.4.1)

слабо позитивным, если выполняется условия

Re
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝜉
𝑘 ≥ 0, ∀𝜉 ∈ 𝑅𝑛,∀𝑥 ∈ Ω. (3.4.2)

Следующая теорема является основным результатом настоящего па

раграфа:

Теорема 3.4.1. Пусть коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥), |𝑘| ≤ 2𝑟, оператора

(3.4.1) являются ограниченными функциями и удовлетворяют условию

(3.4.2), а также следующим условиям:

I) Существует такое положительное число κ0 , что

κ0|𝜉|2𝑟 ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝜉
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
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для всех 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛 .

II) Для любого заданного достаточно малого положительного числа

𝜈 существует положительное число 𝜀𝜈 такое, что

|𝑏𝑘(𝑦)− 𝑏𝑘(𝑧)| < 𝜈, |𝑘| = 2𝑟,

для любой точки 𝑦 ∈ Ω и любого

𝑧 ∈ 𝐽𝜀(𝑦) =
{︁
𝑧 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝜀

κ
𝜌(𝑦)

}︁
, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝜈).

III) Число 𝛼 = 𝛼2𝑟 > −1/2 не принадлежит множеству

{1, 2, . . . , 2𝑟} и числа 𝛼𝑗 > −1/2, 𝑗 = 1, 2𝑟 − 1 удовлетворяют одно

му из следующих условий: 1) 2𝑟 − 𝛼 > 𝑗 − 𝛼𝑗 ; 2) 𝛼𝑗 > 𝛼𝑗/2𝑟, 𝑗 > 0.

Тогда существуют положительные числа κ0, 𝜆0 такие, что при

𝜆 ≥ 𝜆0 имеет место неравенство

‖L𝑣 + 𝜆𝑣; 𝐿2(Ω)‖ ≥ κ0

⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (3.4.3)

где L – замыкание оператора (3.4.1) с областью определения 𝐷(L) =

�̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω).

Доказательство. Сначала мы рассмотрим дифференциальный опе

ратор, который имеет только ненулевые старшие коэффициенты

𝐿0[𝑢(𝑥)] =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝜌𝛼|𝑘|(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (3.4.4)

Предположим, что выполняется условие (3.4.2) и условие

𝑀−1
0 |𝜉|2𝑟 ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝜉
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑀0|𝜉|2𝑟 (𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛) . (3.4.5)

Пусть 𝑦 – произвольная фиксированная точка области Ω . Вводим сле

дующий дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)] =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛). (3.4.6)
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Действую также как при доказательстве неравенства Гординга в книге

Егорова Ю.В. [29, стр.72-73] в силу условии (3.4.2), имеем

Re (𝐿0,𝑦[𝑢], 𝑢)0 = Re
∫
𝑅𝑛

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)] · 𝑢(𝑥)𝑑𝑥 =

= (2𝜋)−𝑛Re
∫
𝑅𝑛

⎛⎝∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝜉
𝑘

⎞⎠ |̃︀𝑢(𝜉)|2 𝑑𝜉 ≥ 0, (3.4.7)

где ̃︀𝑢(𝜉) – преобразование Фурье функции 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) . Рассмотрим

произвольную функцию 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶∞(𝐼(0)) . Так как 𝜙𝑚 ∈ 𝐶∞
0 (𝐼(0)) , то

𝑣𝑚(𝑥) = 𝜙𝑚(𝑥)𝑢(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝐼(0)) . Используя (3.4.7) для функции 𝑣𝑚(𝑥)

имеем

Re (𝐿0,𝑦[𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0 =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

Re
∫
𝑅𝑛

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)
𝑚 (𝑥)𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 0. (3.4.8)

Применяя правило Лейбница дифференцирования произведения двух

функций, представим выражение 𝐿0,𝑦𝑣𝑚(𝑥) в виде

𝐿0,𝑦[𝑣𝑚(𝑥)] = 𝐿(1)
𝑦 [𝑣𝑚(𝑥)] + 𝐿(2)

𝑦 [𝑣𝑚(𝑥)], (3.4.9)

где

𝐿(1)
𝑦 [𝑣𝑚(𝑥)] =

∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝜙𝑚(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥) (3.4.10)

𝐿(2)
𝑦 [𝑣𝑚(𝑥)] =

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∑︁
0̸=𝜈≤𝑘

𝐶𝑘, 𝜈𝑏𝑘(𝑦)𝑢
(𝑘−𝜈)(𝑥)𝜙(𝜈)(𝑥), (3.4.11)

𝐶𝑘, 𝜈 – некоторые постоянные числа.

Таким образом

(𝐿0,𝑦[𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0 = (𝐿(1)
𝑦 [𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0 + (𝐿(2)

𝑦 [𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0. (3.4.12)

Так как 𝜙𝑚 ∈ 𝐶∞
0 (𝐼(0)) и 𝜙𝑚(𝑥) = 1 для всех 𝑥 ∈ 𝐼𝑚(0) , то

(𝐿(1)
𝑦 [𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0 =

∫
𝐼(0)

𝐿(1)
𝑦 [𝑣𝑚(𝑥)]𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

=

∫
𝐼𝑚(0)

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥+

∫
𝐼(𝑚)(0)

𝜙2
𝑚(𝑥)𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥, (3.4.13)



109

где

𝐼(𝑚)(0) = 𝐼(0) ∖ 𝐼𝑚(0) =
{︂
𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝛿

𝑚

𝑚+ 1
< |𝑥| < 𝛿

}︂
. (3.4.14)

Из условии эллиптичности (3.4.5) следует ограниченность коэффициентов

𝑏𝑘(𝑥) . Поэтому, принимая во внимание то, что |𝐼(𝑚)(0)| → 0 при 𝑚 → +∞
получим⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫
𝐼(𝑚)(0)

𝜙2
𝑚(𝑥)𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝜇𝑚

⎛⎜⎝∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2⎛⎜⎝ ∫

𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

(3.4.15)

где 𝜇𝑚 → 0 при 𝑚 → +∞ .

Так как коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) оператора 𝐿0 и все производные функ

ций 𝜙𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . , порядка до 2𝑟 включительно ограничены, то

из (3.4.11) следует, что⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫
𝐼(0)

𝐿(2)
𝑦 [𝑣𝑚(𝑥)]𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝑀1

⎛⎜⎝ ∑︁
|𝑙|≤2𝑟−1

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2⎛⎜⎝ ∫

𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

. (3.4.16)

Далее используем вспомогательное неравенство (3.2.22) из параграфа 3.2:∑︁
|𝑙|≤2𝑟−1

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 ≤

≤ 𝜀

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭ . (3.4.17)
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Здесь 𝜀 – достаточно малое положительное число и число 𝛿 – радиус шара

𝐼(0) такое, что 0 < 𝛿 < 𝛿0 = 𝛿(𝜀) . Для удобства записи далее выражение

const · 𝜀 снова обозначим через 𝜀 .

Из (3.4.16) и (3.4.17) следует, что⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫
𝐼(0)

𝐿(2)
𝑦 [𝑣𝑚(𝑥)]𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝜀

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2⎛⎜⎝ ∫

𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

.

(3.4.18)

Теперь используя полученные выше соотношения (3.4.8), (3.4.12),

(3.4.13), (3.4.15), (3.4.18) имеем

0 ≤ Re (𝐿0,𝑦[𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0 = Re (𝐿(1)
𝑦 [𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0 + Re (𝐿(2)

𝑦 [𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0 =

= Re
∫

𝐼𝑚(0)

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥+Re
∫

𝐼(𝑚)(0)

𝜙2
𝑚(𝑥)𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥+Re (𝐿(2)

𝑦 [𝑣𝑚], 𝑣𝑚)0 ≤

≤ Re
∫

𝐼𝑚(0)

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥+𝜇𝑚

⎛⎜⎝∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2⎛⎜⎝ ∫

𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

+

+ 𝜀

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2⎛⎜⎝ ∫

𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

≤

≤ Re
∫

𝐼𝑚(0)

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥+

+(𝜇𝑚+𝜀)

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2⎛⎜⎝ ∫

𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

.
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Подставляя 𝜀 = 1/𝑚 , где 𝑚 – достаточно большое натуральное число,

отсюда имеем

Re
∫

𝐼𝑚(0)

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥 ≥

≥ −κ𝑚

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

×

×

⎛⎜⎝ ∫
𝐼(0)

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

, (3.4.19)

где κ𝑚 → +0 при 𝑚 → +∞ .

Рассмотрим отображение 𝑧 → 𝑥 , определенное с помощью равенства

𝑥 = (𝑧 − 𝑦)κ/𝜀𝜌(𝑦),

где κ – константа из условии (3.2.1) и 𝑦 – любая фиксированная точка из

области Ω . Это отображение переводит шар

𝐽𝜀(𝑦) =
{︁
𝑧 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝛿

𝜀

κ
𝜌(𝑦)

}︁
в шар 𝐼(0) радиуса 𝛿 , а 𝐽

(𝑚)
𝜀 (𝑦) – в 𝐼𝑚(0) , где

𝐽 (𝑚)
𝜀 (𝑦) =

{︂
𝑧 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝛿

𝑚𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌(𝑦)

}︂
,

𝐼𝑚(0) =

{︂
𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝛿

𝑚

𝑚+ 1

}︂
.

Берем произвольную функцию 𝑣 из класса 𝐶∞
0 (Ω) . Легко можно про

верить, что 𝐽𝜀(𝑦) ⊂ Ω при всех 𝑦 ∈ Ω, 𝜀 ∈ (0, 1), 𝛿 ∈ (0, 1) . Следователь

но функция ̂︀𝑣𝑦(𝑥) = 𝑣(𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ + 𝑦) определена для всех точек 𝑥 ∈ 𝐼(0)

и принадлежит классу 𝐶∞(𝐼(0)) .

Заметим, что если 𝑢(𝑥) = ̂︀𝑣𝑦(𝑥) , то

𝑢(𝑘)(𝑥) =
(︁ 𝜀
κ

)︁|𝑘|
𝜌|𝑘|(𝑦)̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥).
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Используя это равенство из (3.4.4) имеем

𝐿0,𝑦[𝑢(𝑥)] =
(︁ 𝜀
κ

)︁2𝑟
𝜌2𝑟(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥) =
(︁ 𝜀
κ

)︁2𝑟
𝜌2𝑟(𝑦)𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)] ,

Учитывая эти равенства и применяя полученное выше неравенство

(3.4.19) для функции 𝑢(𝑥) = ̂︀𝑣𝑦(𝑥) имеем

Re
(︁ 𝜀
κ

)︁2𝑟
𝜌2𝑟(𝑦)

∫
𝐼𝑚(0)

𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)] · ̂︀𝑣𝑦(𝑥)𝑑𝑥 ≥

≥ −κ𝑚

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥)
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫
𝐼(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥
⎫⎪⎬⎪⎭

1/2

×

×

⎛⎜⎝ ∫
𝐼(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥
⎞⎟⎠

1/2

.

Обе части этого неравенства умножим на 𝜌𝛼(𝑦)

Re
(︁ 𝜀
κ

)︁2𝑟
𝜌2𝑟+𝛼(𝑦)

∫
𝐼𝑚(0)

𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)] · ̂︀𝑣𝑦(𝑥)𝑑𝑥 ≥

≥ −κ𝑚

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟+2𝛼(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥)
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+ 𝜌2𝛼(𝑦)

∫
𝐼(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥
⎫⎪⎬⎪⎭

1/2

×

×

⎛⎜⎝ ∫
𝐼(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥
⎞⎟⎠

1/2

. (3.4.20)

Далее в интегралах этого неравенства выполным замену переменных ин

тегрирования с помощью равенства 𝑧 = 𝑦 + 𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ :

𝑥 = (𝑧 − 𝑦)κ/𝜀𝜌(𝑦), 𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛

𝑑𝑧,

̂︀𝑣𝑦(𝑥) = 𝑣(𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ + 𝑦) = 𝑣(𝑧), ̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥) = 𝑣(𝑘)(𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ + 𝑦) = 𝑣(𝑘)(𝑧)
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𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)] = ∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥) =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑥𝜀𝜌(𝑦)/κ + 𝑦) =

=
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧) = 𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)]

Интегралы меняются следующим образом:

∫
𝐼(0)

|̂︀𝑣𝑦(𝑥)|2 𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧, (3.4.21)

∫
𝐼(0)

⃒⃒⃒̂︀𝑣(𝑘)𝑦 (𝑥)
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧, (3.4.22)

∫
𝐼𝑚(0)

𝐿0,𝑦 [̂︀𝑣𝑦(𝑥)] · ̂︀𝑣𝑦(𝑥)𝑑𝑥 =

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧. (3.4.23)

Интегралы в неравенстве (3.4.20) заменяем через (3.4.21), (3.4.22), (3.4.23):

(︁ 𝜀
κ

)︁2𝑟
𝜌2𝑟+𝛼(𝑦)

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛

Re
∫

𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧 ≥

≥ −κ𝑚

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟
𝜌4𝑟+2𝛼(𝑦)

∑︁
|𝑘|=2𝑟

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧 +

+𝜌2𝛼(𝑦)

(︂
κ

𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

×

×

⎛⎜⎝(︂ κ
𝜀𝜌(𝑦)

)︂𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎟⎠
1/2

.



114

Следовательно

(︁ 𝜀
κ

)︁2𝑟−𝑛

𝜌2𝑟+𝛼−𝑛(𝑦)Re
∫

𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧 ≥

≥ −κ𝑚

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ 𝜀
κ

)︁4𝑟−𝑛

𝜌4𝑟+2𝛼−𝑛(𝑦)
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧+

+ 𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)
(︁κ
𝜀

)︁𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

×

×

⎛⎜⎝𝜌−𝑛(𝑦)
(︁κ
𝜀

)︁𝑛 ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎟⎠
1/2

.

Обе части этого неравенства умножим на(︁ 𝜀
κ

)︁−2𝑟+𝑛

𝜌−2𝑟(𝑦),

и приходим к следующему результату

𝜌𝛼−𝑛(𝑦) · Re
∫

𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧 ≥

≥ −κ𝑚

⎧⎪⎨⎪⎩𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧+

+
(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟

𝜌−4𝑟+2𝛼−𝑛(𝑦)

∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

×

×

⎛⎜⎝𝜌−𝑛(𝑦)

∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎟⎠
1/2

.
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Теперь интегрируем это неравенство по 𝑦 ∈ Ω и для оценки правой части

применяем неравенство Коши-Буняковского в виде

−
∫
Ω

{U(𝑦)}1/2 (V(𝑦))1/2 𝑑𝑦 ≥ −

⎧⎨⎩
∫
Ω

U(𝑦)𝑑𝑦

⎫⎬⎭
1/2

·

⎛⎝∫
Ω

V(𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠1/2

и в результате приходим к неравенству

Re
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≥ −κ𝑚·

·

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦+

+
(︁ 𝜀
κ

)︁−4𝑟
∫
Ω

𝜌−4𝑟+2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

×

×

⎧⎪⎨⎪⎩
∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

. (3.4.24)

Далее мы воспользуемся следующими двумя леммами, доказатель

ство которых имеется в параграфе 3.2 (см. лемму 3.2.1 и лемму 3.2.2)

Лемма 3.4.1. Пусть 𝜀 – произвольное число из интервала (0, 1), 𝑚

– натуральное число и пусть 𝜒
(𝑚)
𝜀 (𝑥, 𝑦) – характеристическая функция

множества

𝐽 (𝑚)
𝜀 (𝑦) =

{︂
𝑧 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝛿

𝑚𝜀

(𝑚+ 1)κ
𝜌(𝑦)

}︂
.

Тогда имеют места неравенства(︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛

≤ 𝜌−𝑛(𝑥)κ𝑛𝜔−1
𝑛

(︂
1 +

1

𝑚

)︂𝑛 ∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤
(︂

𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛

, (3.4.25)
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где 𝜔𝑛 – площадь единичной сферы в R𝑛 .

Лемма 3.4.2. Пусть 𝜀 – произвольное число из интервала (0, 1) и

пусть 𝜒𝜀(𝑥, 𝑦) – характеристическая функция множества 𝐽𝜀(𝑦). Тогда

(︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛

≤ 𝜌−𝑛(𝑥)κ𝑛𝜔−1
𝑛

∫
Ω

𝜒𝜀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤
(︂

𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛

, (3.4.26)

где 𝜔𝑛 – площадь единичной сферы в пространства R𝑛 .

С помощью этих двух лемм ранее в параграфе 3.2 для любого веще

ственного числа 𝜃 ∈ (−∞, +∞) было доказано неравенство

(1 + 𝛿𝜀 sgn 𝜃)−𝜃𝜌𝜃(𝑧) ≤ 𝜌𝜃(𝑦) ≤ (1− 𝛿𝜀 sgn 𝜃)−𝜃𝜌𝜃(𝑧) (3.4.27)

для всех 𝑧, 𝑦 ∈ Ω , удовлетворяющих условию

|𝑧 − 𝑦| < 𝛿𝜀

κ
𝜌(𝑦).

Теперь переходим к оценке интегралов неравенства (3.4.24). Далее для

удобства записи вводим следующую полунорму

⃦⃦
𝑢; 𝐿2𝑟

2, 𝜃(Ω)
⃦⃦
=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝜃(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

.

Сначала оценим сверху первый интеграла в правой части неравенства
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(3.4.24).

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ {используем неравенство (3.4.27)} ≤

≤ (1 + 𝛿𝜀)𝑛(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ ⃒⃒⃒𝑣(𝑘)(𝑧)⃒⃒⃒2 𝑑𝑧 ≤

≤ {используем лемму 3.4.2} ≤

≤ 𝜔𝑛κ−𝑛(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀(1 + 𝛿𝜀)

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛 ∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼(𝑧)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧 =

= 𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀2(𝛼, 𝛿, 𝜀)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

, (3.4.28)

где

𝑀2(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

. (3.4.29)

Теперь оценим сверху второй интеграла в правой части неравенства
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(3.4.24).

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|𝑝𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑦)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ {используем неравенство (3.4.27)} ≤

≤ (1 + 𝛿𝜀)𝑛+4𝑟(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ |𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧 ≤

≤ {используем лемму 3.4.2} ≤

≤ (1+𝛿𝜀)𝑛+4𝑟(1−𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

𝜔𝑛

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟−𝑛(𝑧)𝜌𝑛(𝑧) |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 =

= (1 + 𝛿𝜀)4𝑟(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
𝛿𝜀(1 + 𝛿𝜀)

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

𝜔𝑛

∫
Ω

𝜌2𝛼−4𝑟(𝑧) |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 =

= 𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀3(𝛼, 𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2 , (3.4.30)

где

𝑀3(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛(1 + 𝛿𝜀)4𝑟(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

. (3.4.31)

Далее оценим сверху последний интеграла в правой части неравенства
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(3.4.24).

∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎝ ∫
𝐽𝜀(𝑦)

|𝑣(𝑧)|𝑝𝑑𝑧

⎞⎟⎠ 𝑑𝑦 =

∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑦)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ {используем неравенство (3.4.27)} ≤

≤ (1 + 𝛿𝜀)𝑛
∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒𝜀(𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ |𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧 ≤

≤ {используем лемму 3.4.2} ≤ (1+𝛿𝜀)𝑛
(︂

𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

𝜔𝑛

∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)𝜌𝑛(𝑧) |𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 =

=

(︂
𝛿𝜀(1 + 𝛿𝜀)

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

𝜔𝑛

∫
Ω

|𝑣(𝑧)|2 𝑑𝑧 = 𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀4(𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 , (3.4.32)

где

𝑀4(𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

. (3.4.33)

С учетом доказанных выше неравенств (3.4.28), (3.4.30), (3.4.32) нера

венство (3.4.24) примет следующий вид

Re
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≥

≥ −κ𝑚𝜀
𝑛𝛿𝑛
{︁
𝑀2(𝛼, 𝛿, 𝜀)

⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+𝑀3(𝛼, 𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2
}︁1/2

×

×
{︁
𝑀4(𝛿, 𝜀) ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2

}︁1/2

. (3.4.34)

Далее предположим, что 0 < 𝜀 < 1/2, 0 < 𝛿 < 1/2 . Тогда(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

= κ−𝑛(1− 𝛿𝜀)−𝑛(1 + 𝛿𝜀)𝑛 ≤

≤ κ−𝑛

(︂
4

3

)︂𝑛(︂
5

4

)︂𝑛

= κ−𝑛

(︂
5

3

)︂𝑛

. (3.4.35)

Если 𝛼 > 0 , то

(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼 = (1− 𝛿𝜀)−2𝛼 ≤
(︂
4

3

)︂2𝛼

.
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Если 𝛼 < 0 , то

(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼 = (1 + 𝛿𝜀)2|𝛼| ≤
(︂
5

4

)︂2|𝛼|
.

Поэтому

(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼 ≤
(︂
4

3

)︂2|𝛼|
. (3.4.36)

Далее в силу неравенств (3.4.35), (3.4.36) из (3.4.29), (3.4.31), (3.4.33) сле

дует, что

𝑀2(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

≤

≤ 𝜔𝑛

(︂
4

3

)︂2|𝛼|
κ−𝑛

(︂
5

3

)︂𝑛

≤ 𝜔𝑛κ−𝑛22|𝛼|+𝑛. (3.4.37)

𝑀3(𝛼, 𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛(1 + 𝛿𝜀)4𝑟(1− 𝛿𝜀 sgn𝛼)−2𝛼

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

≤

≤ 𝜔𝑛

(︂
4

3

)︂2𝑟(︂
4

3

)︂2|𝛼|
κ−𝑛

(︂
5

3

)︂𝑛

≤ 𝜔𝑛κ−𝑛22|𝛼|+2𝑟+𝑛. (3.4.38)

𝑀4(𝛿, 𝜀) = 𝜔𝑛

(︂
1 + 𝛿𝜀

κ(1− 𝛿𝜀)

)︂𝑛

≤ 𝜔𝑛κ−𝑛

(︂
5

3

)︂𝑛

≤ 𝜔𝑛κ−𝑛2𝑛. (3.4.39)

Теперь используя неравенства (3.4.37), (3.4.38), (3.4.39) из (3.4.34) на

ходим

Re
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≥

≥ −κ𝑚𝜀
𝑛𝛿𝑛
[︁
𝜔𝑛κ−𝑛22|𝛼|+2𝑟+𝑛𝜔𝑛κ−𝑛2𝑛

]︁1/2
×

×
{︁⃦⃦

𝑣; 𝐿2𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦2
+ ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2

}︁1/2

‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ .

Так как κ𝑚 → 0+ при 𝑚 → +∞ , то обозначая выражение κ𝑚 · const

снова через κ𝑚 и учитывая равенство⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
=
{︁⃦⃦

𝑣; 𝐿2𝑟
2, 𝛼(Ω)

⃦⃦2
+ ‖𝑣; 𝐿2, 𝛼−2𝑟(Ω)‖2

}︁1/2
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получим

Re
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≥ −κ𝑚𝜀
𝑛𝛿𝑛
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ .

Далее, используя равенство

Re
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 =

= Re
∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦−

−

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩Re
∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦−

−Re
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ,

получаем неравенство

Re
∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≥

≥ −κ𝑚𝜀
𝑛𝛿𝑛
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ −M𝑚,𝜀,𝛿[𝑣], (3.4.40)
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где

M𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦−

−
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Напомним, что (см. (3.4.4), (3.4.6))

𝐿0,𝑦[𝑣(𝑧)] =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝑏𝑘(𝑦)𝑣
(𝑘)(𝑧), 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛),

𝐿0[𝑣(𝑧)] =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝜌𝛼(𝑧)𝑏𝑘(𝑧)𝑣
(𝑘)(𝑧), 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (3.4.41)

Вводим следующие вспомогательные функционалы

M
(1)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦−

−
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ,
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M
(2)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦−

−
∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , (3.4.42)

и отметим, что

M𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] ≤ M
(1)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] +M

(2)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣], 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝑅𝑛). (3.4.43)

Далее, чтобы оценить сверху функционалы M
(1)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] , M

(2)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] при

всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) , нам понадобится следующая лемма, доказанная в пара

графе 3.2 (см. лемму 3.2.3):

Лемма 3.4.3. Пусть 𝜀 – произвольное число из интервала (0, 1), 𝑚

– натуральное число и 𝑦 ∈ Ω. Тогда для любого действительного числа

𝜃 и для любого 𝑧 ∈ 𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦) имеет место неравенство⃒⃒

𝜌𝜃(𝑦)− 𝜌𝜃(𝑧)
⃒⃒
≤ 𝜀𝛿𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 𝜃)𝜌

𝜃(𝑧), (3.4.44)

где

𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 𝜃) = 𝑛κ|𝜃|(1 + 𝛿𝜀 sgn (𝜃 − 1))𝜃−1 𝑚

(𝑚+ 1)κ
(1− 𝛿𝜀 sgn 𝜃)−𝜃.

Отметим, что согласно условию I) теоремы 3.4.1 для любого доста

точно малого числа 𝜈 > 0 существует положительное число 𝜀𝜈 такое,

что

|𝑏𝑘(𝑦)− 𝑏𝑘(𝑧)| < 𝜈, |𝑘| = 2𝑟, (3.4.45)

для любой точки 𝑦 ∈ Ω и любого

𝑧 ∈ 𝐽𝜀(𝑦) =

{︂
𝑧 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑧 − 𝑦| < 𝛿𝜀

κ
𝜌(𝑦)

}︂
, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝜈). (3.4.46)
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Для оценки функционала M
(1)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] имеем

M
(1)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

(𝑏𝑘(𝑧)− 𝑏𝑘(𝑦))𝑑𝑦

⎞⎟⎟⎠ 𝑣(𝑘)(𝑧)𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤

≤
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)|𝑏𝑘(𝑧)− 𝑏𝑘(𝑦)|𝑑𝑦

⎞⎠ ⃒⃒⃒𝑣(𝑘)(𝑧)⃒⃒⃒ |𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤

≤ {Используем условию (3.4.45)} ≤

≤ 𝜈
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌𝛼−𝑛(𝑧)

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ ⃒⃒⃒𝑣(𝑘)(𝑧)⃒⃒⃒ |𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤

≤ {Используем неравенство (3.4.26)} ≤

≤ 𝜈κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛(︂
𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛 ∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌𝛼(𝑧)
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒
|𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤

≤ 𝜈κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛 ⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼

⃦⃦
· ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ .

Так как 0 < 𝜀 < 1/2 и 0 < 𝛿 < 1/2, то выполняется неравенство

(︂
1

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛

<

(︂
4

3

)︂𝑛

< 2𝑛, (3.4.47)

и поэтому в силу полученного выше неравенства находим

M
(1)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] ≤ 𝜈𝛿𝑛𝜀𝑛𝑀1

⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼

⃦⃦
· ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ , 𝑀1 = κ−𝑛𝜔𝑛2

𝑛. (3.4.48)

Теперь оценим функционал M
(2)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] . Учитывая ограниченность ко
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эффициентов 𝑏𝑘(𝑧) оператора (3.4.41), в силу равенства (3.4.42) имеем

M
(2)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒∫
Ω

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

(︀
𝜌𝛼−𝑛(𝑧)− 𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

)︀
𝐿0,𝑦 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤

≤
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)

⃒⃒
𝜌𝛼−𝑛(𝑧)− 𝜌𝛼−𝑛(𝑦)

⃒⃒
|𝑏𝑘(𝑦)|𝑑𝑦

⎞⎠ |𝑣(𝑘)(𝑧)||𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤

≤ {Используем неравенство (3.4.44) при 𝜃 = 𝛼− 𝑛} ≤

≤ 𝜀𝛿𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 𝛼−𝑛)𝑀0

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ 𝜌𝛼−𝑛(𝑧)|𝑣(𝑘)(𝑧)||𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤

≤ {Используем неравенство (3.4.26)} ≤

≤ 𝜀𝛿𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 𝛼− 𝑛)𝑀0κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛(︂
𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛

×

×
∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌𝛼(𝑧)|𝑣(𝑘)(𝑧)||𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤

≤ {Используем неравенство (3.4.47)} ≤

≤ 𝜀𝑛+1𝛿𝑛+1𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 𝛼− 𝑛)𝑀0κ−𝑛𝜔𝑛2
𝑛
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼

⃦⃦
· ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ . (3.4.49)

Из равенства (3.4.46) при 0 < 𝜀 < 1/2, 0 < 𝛿 < 1/2 следует (cм. (3.4.36))

𝑁1,𝑚(𝛿, 𝜀, 𝛼− 𝑛) =

= 𝑛|𝛼− 𝑛|(1 + 𝛿𝜀 sgn (𝛼− 𝑛− 1))𝛼−𝑛−1 𝑚

(𝑚+ 1)
(1− 𝛿𝜀 sgn (𝛼− 𝑛))−𝛼+𝑛 ≤

≤ 𝑛|𝛼− 𝑛|
(︂
4

3

)︂|𝛼−𝑛−1|+|𝛼−𝑛|
≤ 𝑛(|𝛼|+ 𝑛)22|𝛼|+2𝑛+1

Поэтому из неравенства (3.4.49) находим

M
(2)
𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] ≤ 𝜀𝛿𝑀2, 𝛼

⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼

⃦⃦
· ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ , (3.4.50)

где

𝑀2, 𝛼 = 𝑛(|𝛼|+ 𝑛)22|𝛼|+3𝑛+1𝑀0κ−𝑛𝜔𝑛
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Теперь в силу равенства (3.4.43) из (3.4.48) и (3.4.50) следует, что

M𝑚,𝜀,𝛿[𝑣] ≤ 𝜀𝑛𝛿𝑛κ(𝜀, 𝛿, 𝜈)
⃦⃦
𝑣; 𝐿2𝑟

2, 𝛼

⃦⃦
· ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ , 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (3.4.51)

где

κ(𝜀, 𝛿, 𝜈) = 𝜈𝑀1 + 𝜀𝛿𝑀2, 𝛼

и κ(𝜀, 𝛿, 𝜈) → 0+ при 𝜀 → 0+, 𝛿 → 0+, 𝜈 → 0+ .

Далее применяя неравенство (3.4.51) из (3.4.40) имеем

Re
∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≥

≥ −𝜀𝑛𝛿𝑛 (κ𝑚 + κ(𝜀, 𝛿, 𝜈))
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ , 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (3.4.52)

Напомним, что{︃
κ𝑚 → 0+ при 𝑚 → +∞;

κ(𝜀, 𝛿, 𝜈) → 0+ при 𝜀 → 0+, 𝛿 → 0+, 𝜈 → 0+
(3.4.53)

Далее нам понадобится следующая вспомогательная лемма.

Лемма 3.4.4. Пусть вещественнозначная функция Φ(𝑧) принадле

жит пространству 𝐿1(Ω). Тогда при достаточно малых 𝜀 > 0 спра

ведливо неравенство

∫
Ω

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝜌−𝑛(𝑧)Φ(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≤ 𝜀𝑛𝛿𝑛κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛

(1−𝜀𝛿)−𝑛

∫
Ω

Φ(𝑧)𝑑𝑧+

+ 𝜀𝑛𝛿𝑛κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛 [︀
(1− 𝜀𝛿)−𝑛 − (1 + 𝜀𝛿)−𝑛

]︀ ∫
Ω

Φ−(𝑧)𝑑𝑧, (3.4.54)

где

Φ−(𝑧) =
|Φ(𝑧)| − Φ(𝑧)

2
.
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Доказательство. Вводим также вспомогательную функцию

Φ+(𝑧) =
|Φ(𝑧)|+ Φ(𝑧)

2
.

Заметим, что функции Φ+(𝑧), Φ−(𝑧) неотрицательны и Φ(𝑧) = Φ+(𝑧) −
Φ−(𝑧) . Учитывая это в силу леммы 3.4.1 (см. неравенство (3.4.25)) полу

чим

∫
Ω

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝜌−𝑛(𝑧)Φ+(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 =

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌−𝑛(𝑧)Φ+(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 =

=

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ 𝜌−𝑛(𝑧)Φ+(𝑧)𝑑𝑧 ≤ {Применяем лемму 3.4.1 } ≤

≤ κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛 ∫
Ω

Φ+(𝑧)𝑑𝑧, (3.4.55)

∫
Ω

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝜌−𝑛(𝑧)Φ−(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 =

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝜌−𝑛(𝑧)Φ−(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑑𝑦 =

∫
Ω

⎛⎝∫
Ω

𝜒(𝑚)
𝜀 (𝑧, 𝑦)𝑑𝑦

⎞⎠ 𝜌−𝑛(𝑧)Φ−(𝑧)𝑑𝑧 ≥ {Применяем лемму 3.4.1 } ≥

≥ κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛 ∫
Ω

Φ−(𝑧)𝑑𝑧. (3.4.56)
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В силу равенства Φ(𝑧) = Φ+(𝑧)− Φ−(𝑧) из (3.4.55), (3.4.56) следует, что

∫
Ω

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝜌−𝑛(𝑧)Φ(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 =

=

∫
Ω

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝜌−𝑛(𝑧)Φ+(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 −
∫
Ω

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝜌−𝑛(𝑧)Φ−(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝛿𝜀

1− 𝛿𝜀

)︂𝑛(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛 ∫
Ω

Φ+(𝑧)𝑑𝑧−

− κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝛿𝜀

1 + 𝛿𝜀

)︂𝑛(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛 ∫
Ω

Φ−(𝑧)𝑑𝑧 =

= 𝜀𝑛𝛿𝑛κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛

(1− 𝜀𝛿)−𝑛

∫
Ω

Φ(𝑧)𝑑𝑧+

+ 𝜀𝑛𝛿𝑛κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛 [︀
(1− 𝜀𝛿)−𝑛 − (1 + 𝜀𝛿)−𝑛

]︀ ∫
Ω

Φ−(𝑧)𝑑𝑧.

Это и есть неравенство (3.4.54). Лемма 3.4.4 доказана.

Теперь применяя лемму 3.4.4 для функции Φ(𝑧) = Re𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)
получим

Re
∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ 𝜀𝑛𝛿𝑛κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛

(1− 𝜀𝛿)−𝑛Re
∫
Ω

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧+

+ 𝜀𝑛𝛿𝑛κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛 [︀
(1− 𝜀𝛿)−𝑛 − (1 + 𝜀𝛿)−𝑛

]︀ ∫
Ω

|𝐿0 [𝑣(𝑧)] ||𝑣(𝑧)|𝑑𝑧.
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Так как∫
Ω

|𝐿0 [𝑣(𝑧)] ||𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤ 𝑀2

∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌𝛼
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒
|𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤

≤ 𝑀2

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=2𝑟

∫
Ω

𝜌2𝛼
⃒⃒⃒
𝑣(𝑘)(𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎫⎬⎭
1/2⎧⎨⎩

∫
Ω

|𝑣(𝑧)|2𝑑𝑧

⎫⎬⎭
1/2

≤

≤ 𝑀2

⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ ,

то отсюда следует, что

Re
∫
Ω

𝜌−𝑛(𝑧)

⎛⎜⎜⎝ ∫
𝐽
(𝑚)
𝜀 (𝑦)

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑦 ≤

≤ 𝜀𝑛𝛿𝑛κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛

(1− 𝜀𝛿)−𝑛Re
∫
Ω

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧+

+ 𝜀𝑛𝛿𝑛𝑀3

[︀
(1− 𝜀𝛿)−𝑛 − (1 + 𝜀𝛿)−𝑛

]︀ ⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ .

Применяя это неравенство из (3.4.52) получим

𝜀𝑛𝛿𝑛κ−𝑛𝜔𝑛

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂𝑛

(1− 𝜀𝛿)−𝑛Re
∫
Ω

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧 ≥

≥ −𝜀𝑛𝛿𝑛
(︀
κ𝑚 + κ(𝜀, 𝛿, 𝜈) +𝑀3

[︀
(1− 𝜀𝛿)−𝑛 − (1 + 𝜀𝛿)−𝑛

]︀)︀ ⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ .

В силу соотношения (3.4.53) и[︀
(1− 𝜀𝛿)−𝑛 − (1 + 𝜀𝛿)−𝑛

]︀
→ 0 + при 𝜀 → 0+, 𝛿 → 0+

отсюда следует, что

Re (𝐿0[𝑣], 𝑣)0 = Re
∫
Ω

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧 ≥

≥ −𝜇𝑚(𝜀, 𝛿)
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ , 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω),
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где 𝑚 – достаточно большое, 𝜀, 𝛿 – достаточно малые числа и

𝜇𝑚(𝜀, 𝛿) → 0 + при 𝑚 → +∞, 𝜀 → 0+, 𝛿 → 0 + .

Для удобства записи величину 𝜇𝑚(𝜀, 𝛿) обозначим через 𝜀 и из полу

ченного результата следует, что при достаточно малом 𝜀 > 0 для всех

𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) имеет место неравенство

Re (𝐿0[𝑣], 𝑣)0 = Re
∫
Ω

𝐿0 [𝑣(𝑧)] · 𝑣(𝑧)𝑑𝑧 ≥ −𝜀
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ .

(3.4.57)

Ниже нам понадобится неравенство

2𝐴 ·𝐵 ≤ 1

𝑞
𝐴2 + 𝑞𝐵2, 𝐴 ≥ 0, 𝐵 ≥ 0. (3.4.58)

Далее будем считать, что 𝜆 – неотрицательный параметр. Используя

неравенства (3.4.57), (3.4.58), имеем

2𝜆Re (𝐿0[𝑣], 𝑣)0 ≥ −2𝜆𝜀
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ ≥

≥ −𝜀
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 − 𝜀𝜆2 ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 . (3.4.59)

Теперь рассмотрим дифференциальный оператор, имеющий

не нулевые младшие члены

𝐿[𝑣(𝑥)] =
∑︁
|𝑘|≤2𝑟

𝜌𝛼|𝑘|(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑣
(𝑥), 𝛼2𝑟 = 𝛼.

Представим этот оператор в виде

𝐿[𝑣(𝑥)] = 𝐿0[𝑣(𝑥)] + 𝐿1[𝑣(𝑥)], (3.4.60)

где

𝐿0[𝑣(𝑥)] =
∑︁
|𝑘|=2𝑟

𝜌𝛼(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑣
(𝑥),

𝐿1[𝑣(𝑥)] =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟−1

𝜌𝛼|𝑘|(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)𝑣
(𝑥).
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Так как числа 𝛼𝑗, 0 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑟, удовлетворяют условию III) теоремы 3.4.1,

то для любого достаточно малого положительного числа 𝜇 существует

положительное число 𝐾(𝜇) такое, что имеет место неравенство

‖𝐿1[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖ ≤ 𝜇
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
+𝐾(𝜇) ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ , 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (3.4.61)

Далее в место выражения 𝜇 · const, 𝐾(𝜇) · const мы снова будем писать

𝜇, 𝐾(𝜇) , соответственно.

Используя неравенство (3.4.61), имеем

2𝜆Re (𝐿1[𝑣], 𝑣)0 = 2𝜆Re
∫
Ω

𝐿1[𝑣(𝑧)]𝑣(𝑧)𝑑𝑧 ≤ 2𝜆

∫
Ω

|𝐿1[𝑣(𝑧)]| |𝑣(𝑧)|𝑑𝑧 ≤

≤ 2𝜆 ‖𝐿1[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖ · ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ ≤ {Используем неравенство (3.4.58)} ≤

≤ 𝜆2

𝑞
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 + 𝑞 ‖𝐿1[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖2 ≤

≤ {Используем неравенство (3.4.61)} ≤

≤ 𝑞𝜇2
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+ 𝑞𝐾(𝜇)2 ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 +
𝜆2

𝑞
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 .

Следовательно

2𝜆Re (𝐿1[𝑣], 𝑣)0 ≥

≥ −𝑞𝜇2
⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 − 𝑞𝐾(𝜇)2 ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 −

𝜆2

𝑞
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 . (3.4.62)

Теперь применяя неравенства (3.4.59), (3.4.62) в силу равенства

(3.4.60) находим

2𝜆Re (𝐿[𝑣], 𝑣)0 = 2𝜆Re (𝐿0[𝑣], 𝑣)0 + 2𝜆Re (𝐿1[𝑣], 𝑣)0 ≥

≥ −
(︀
𝜀+ 𝑞𝜇2

)︀ ⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 − (︂𝑞𝐾(𝜇)2 +

𝜆2

𝑞
+ 𝜀𝜆2

)︂
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 .

В условиях нашей теоремы на функциях 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) нормы

⃦⃦
𝑣; 𝑉 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

,
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⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

эквивалентны. Поэтому из полученного неравенства следу

ет, что

2𝜆Re (𝐿[𝑣], 𝑣)0 ≥

≥ −
(︀
𝜀+ 𝑞𝜇2

)︀ ⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 − (︂𝑞𝐾(𝜇)2 +

𝜆2

𝑞
+ 𝜀𝜆2

)︂
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2

(3.4.63)

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Здесь 𝜀, 𝜇 – сколь угодно малые положительные

числа.

В условиях нашей теоремы выполняются все условия теоремы 3.2.1.

По утверждению этой теоремы найдутся положительные числа 𝑐*, 𝐾* та

кие, что

𝑐*
⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦
≤ ‖𝐿[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖+𝐾* ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ (3.4.64)

для всех 𝑣 ∈ �̊� 2𝑟
2, 𝛼(Ω) .

Так как при 𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0

2𝑎𝑏 ≤ 𝑎2 + 𝑏2 ⇒ (𝑎+ 𝑏)2 ≤ 2(𝑎2 + 𝑏2),

то возведя неравенство (3.4.64) в квадрат имеем

κ1

⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2 ≤ ‖𝐿[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖2 +𝐾2

* ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 , κ1 =
𝑐2*
2
. (3.4.65)

Далее заметим, что если 𝜆 ≥ 0 , то

‖L𝑣 + 𝜆𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 = (𝐿[𝑣] + 𝜆𝑣, 𝐿[𝑣] + 𝜆𝑣)0 =

= ‖𝐿[𝑣]; 𝐿2(Ω)‖2 + 𝜆2 ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 + 2𝜆Re (𝐿[𝑣], 𝑣)0 .

Отсюда в силу неравенств (3.4.63), (3.4.65) следует, что

‖L𝑣 + 𝜆𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 ≥
(︀
κ1 − 𝜀− 𝑞𝜇2

)︀ ⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

+

(︂
𝜆2 − 𝜀𝜆2 − 𝜆2

𝑞
− 𝑞𝐾(𝜇)2 −𝐾2

*

)︂
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 . (3.4.66)
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Не ограничивая общности можно считать, что число κ1 > 0 в неравенстве

(3.4.65) не превосходит 1/2 , то есть 0 < 2κ1 < 1 . Тогда при

𝜀 =
κ1

8
, 𝜇2 =

κ1

8
, 𝑞 = 3

имеем

κ1 − 𝜀− 𝑞𝜇2 = κ1 −
κ1

8
− 3

κ1

8
=

(︂
1− 1

8
− 3

8

)︂
κ1 =

1

2
κ1,

1− 𝜀− 1

𝑞
= 1− κ1

8
− 1

3
=

2

3
− κ1

8
>

2

3
− 1

16
=

29

48
>

1

2

В этом случае из неравенства (3.4.66) находим

‖L𝑣 + 𝜆𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 ≥
κ1

2

⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦2

+

(︂
𝜆2

2
−𝑀*

)︂
‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖2 ,

где

𝑀* = 3𝐾(𝜇)2 +𝐾2
* > 0, 𝜇 =

√︂
κ1

8
.

Таким образом, мы доказали, что в сделанных выше предположениях су

ществуют положительные числа κ0, 𝜆0 такие, что при 𝜆 > 𝜆0 имеет место

неравенство

‖L𝑣 + 𝜆𝑣; 𝐿2(Ω)‖ ≥ κ0

⃦⃦
𝑣; 𝑊 2𝑟

2, 𝛼(Ω)
⃦⃦

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) . Это и есть неравенство (3.4.3).

Теорема 3.4.1 доказана.
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Обсуждение полученных результатов

Основные результаты диссертационной работы сформулированы в

теоремах 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.6, 2.3.7, 2.4.1, 2.4.3, 2.4.6, 2.4.7, 3.2.1, 3.3.1,

3.3.2, 3.4.1.

Эти результаты относятся к исследованию разрешимости задачи Ди

рихле для эллиптических операторов недивергентного вида в ограничен

ной области 𝑛-мерного евклидова пространства, коэффициенты которых

имеют степенное вырождение вдоль всей границы области. Аналогичные

результаты ранее были известны только в случае операторов, первона

чально заданных в дивергентном виде. Дивергентный вид исследуемого

оператора позволяет сразу определить связанную с ним полуторалиней

ную форму и для решения поставленной задачи применить аппарат полу

торалинейных форм в гильбертовом пространстве. Если же исследуемый

оператор задан в недивергентном виде, то такой подход не работает. Здесь

требуется применить другой метод, который основан на теории линейных

операторов в банаховых пространствах. Таким образом, в диссертацион

ной работе обобщены некоторые результаты, известные ранее на случай

эллиптических операторов дивергентного вида, на случай эллиптических

операторов недивергентного вида, и разработанная в работе техника поз

воляет и в дальнейшем получить новые результаты по этому направлению.

Для наглядности напомним определения операторов градиента и ди

вергенции. Если 𝑢(𝑥) – дважды дифференцируемая функция, определен

ная в 𝑛-мерном евклидовом пространстве R𝑛 переменных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ,

то

grad𝑢(𝑥) =

(︂
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2
, . . . ,

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑛

)︂
,
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div (grad𝑢(𝑥)) =

=
𝜕

𝜕𝑥1

(︂
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥1

)︂
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︂
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2

)︂
+ · · ·+ 𝜕

𝜕𝑥𝑛

(︂
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑛

)︂
=

=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

)︂
.

Исходя из этого равенства, вид дифференциального оператора второго

порядка

𝐿[𝑢](𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

)︂
называется ”дивергентным” .

Дифференциальные операторы в частных производных дивергентно

го вида порядка 2𝑟 , где 𝑟 – некоторое натуральное число, определяются

равенством

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁

|𝑘|, |𝑙|≤𝑟

(︁
𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)
)︁(𝑙)

. (1*)

Здесь 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) , 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛) – мультииндексы, |𝑘| =

𝑘1 + 𝑘2 + · · ·+ 𝑘𝑛 , |𝑙| = 𝑙1 + 𝑙2 + · · ·+ 𝑙𝑛 – длины этих мультииндексов и

𝑢(𝑘)(𝑥) =
𝜕|𝑘|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑘11 𝜕𝑥
𝑘2
2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑛𝑛

.

Пусть Ω – ограниченная область в R𝑛 с замкнутой (𝑛 − 1)-мерной

границей 𝜕Ω и 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, – регуляризованное расстояние точки 𝑥 ∈ Ω

до границы 𝜕Ω . Задача Дирихле, связанная с оператором

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁

|𝑘|, |𝑙|≤𝑟

(−1)|𝑙|
(︁
𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢

(𝑘)(𝑥)
)︁(𝑙)

, (2*)

коэффициенты которого удовлетворяют условиям

|𝑎𝑘𝑙(𝑥)| ≤ 𝑀 𝜌(𝑥)2𝛼(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,∑︁
|𝑘|, |𝑙|≤𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜉𝑘𝜉𝑙 ≥ κ𝜌(𝑥)2𝛼(𝑥)
∑︁
|𝑘|=𝑟

|𝜉𝑘|2 , 𝑥 ∈ Ω, {𝜉𝑘} ⊂ C,
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хорошо изучена в работах С.М.Никольского и П.И.Лизоркина [68],

[69–71], [94, 118, 120], Н.В.Мирошина [78–85], В.В.Шанькова [106] и

Б.Л.Байдельдинова [5, 6].

Очевидно, оператор (2*), также как и оператор (1*) имеет дивергент

ный вид. В первой главе нашей диссертационной работе изучена разреши

мость задачи Дирихле для оператора недивергентного вида

𝐿[𝑢](𝑥) =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝜌2𝛼𝑗(𝑥)
∑︁
|𝑘|=2𝑗

𝑎𝑘(𝑥)𝑢
(𝑘)(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (3*)

где 𝐽 ⊂ {0, 1, 2, . . . , 𝑟} и 𝑟 ∈ 𝐽 .

Предполагается, что коэффициенты этого оператора дифференциру

емы и, в частности, удовлетворяют условиям

Re
∑︁

|𝜇|=|𝑞|=𝑟

(−1)𝑟𝑎𝜇+𝑞(𝑥)𝜁𝜇𝜁𝑞 ≥ κ
∑︁
|𝜇|=𝑟

|𝜁𝜇|2, 𝑥 ∈ Ω, {𝜁𝜇}|𝜇|=𝑟 ⊂ C,

⃒⃒⃒
𝑎
(𝑝)
𝑘 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑀 𝜌−|𝑝|(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, |𝑘| = 2𝑗, |𝑝| ≤ 𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽. (4*)

Класс операторов вида (3*) шире чем класса операторов вида

(2*) и наши результаты являются обобщениями соответствующих ра

бот С.М.Никольского, П.И.Лизоркина, Н.В.Мирошина, В.В.Шанькова и

Б.Л.Байдельдинова.

Отметим, что вырождение оператора (3*) называется согласованным,

если числа 𝛼𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽, удовлетворяют условиям 𝛼𝑗 = 𝛼𝑟−𝑟+𝑗 для всех 𝑗 ∈
𝐽 . Если эти условия не выполняются, оно называется несогласованным.

В первой главе диссертации изучена разрешимость задачи Дирихле для

оператора (3*) как в случае согласованного вырождения так и в случае

несогласованного вырождения оператора (3*).

Согласно условию (4*) коэффициенты оператора (3*), рассмотренно

го в первой главе, дифференцируемы. В отличие от этого, во второй главе

диссертационной работы изучаются эллиптические операторы не дивер

гентного вида с негладкими коэффициентами. Здесь дифференцируемость
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коэффициентов не требуется, а требуется лишь их принадлежность неко

торым 𝐿𝑝 -пространствам с весом. Аналог результатов второй главы дис

сертационной работы ранее были известны только в случае эллиптических

операторов без вырождения.
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Выводы

Основные результаты диссертационной работы заключаются в следу

ющем:

∙ теоремы об однозначной разрешимости вариационной задачи Дирих

ле с однородными и неоднородными граничными условиями, связан

ной с вырождающимся эллиптическим оператором высшего порядка

недивергентного вида с гладкими коэффициентами в случае согласо

ванного вырождения коэффициентов [1-А], [2-А], [3-А], [6-А], [7-А],

[8-А];

∙ теоремы об однозначной разрешимости вариационной задачи Дири

хле с однородными и неоднородными граничными условиями для

вырождающегося эллиптического оператора высшего порядка неди

вергентного вида с гладкими коэффициентами в случае несогласован

ного вырождения коэффициентов [5-А], [9-А];

∙ априорная оценка решения вариационной задачи Дирихле с однород

ными граничными условиями для вырождающихся эллиптических

операторов недивергентного вида, имеющих только негладкие стар

шие коэффициенты, в которой норма решения в пространство основ

ных решений оценивается сверху через норму правой части уравне

ния [4-А];

∙ теорема об конечномерности ядра и замкнутости области значений

одного класса вырождающихся эллиптических операторов недивер

гентного вида с негладкими коэффициентами [4-А];

∙ априорная оценка решения вариационной задачи Дирихле с однород

ными граничными условиями для вырождающихся эллиптических

операторов недивергентного вида с негладкими коэффициентами,
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имеющих младшие коэффициенты, в которой норма решения задачи

в пространстве основных решений оценивается сверху через норму

правой части уравнения и норма решения в пространстве 𝐿2 [4-А];

∙ оценка нормы слабо позитивных эллиптических операторов недивер

гентного вида с негладкими коэффициентами, в которой норма опера

тора оценивается снизу через положительную константу умноженную

на нормой функции в основном пространстве [9-А].

Рекомендации по практическому использованию результатов

Результаты, полученные в диссертационной работе, имеют теоретиче

ский характер. Они могут быть использованы при развитии теории вырож

дающихся эллиптических операторов высокого порядка недивергентного

вида, в частности, при изучении разрешимости краевых задач для таких

операторов и исследовании их спектральных свойств.

Практическая ценность работы определяется прикладной значимо

стью вырождающихся дифференциальных уравнений в решении приклад

ных задач механики и других разделов физики.
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