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Обозначения 

  
   

         пространство измеримых по Лебегу суммируемых со 

степенью        периодических функций         ; 

         существенная верхняя грань; 

         
     модуль непрерывности   го порядка функции  

           
   [    ]; 

    точная верхняя грань; 

    точная нижняя грань; 

  
      разность   го порядка функции   в точке   с шагом  ; 

       
    величина наилучшего приближения функции 

            
   [    ]; 

  
 
  размещение из   элемент по  ; 

    пространство почти-периодических в смысле Безиковича функций; 

         
  модуль усреднения порядка          функции     ; 

  множество натуральных чисел; 
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Введение 

Актуальность темы исследования. В теории почти-периодических 

функций Бора, Безиковича, Степанова и Вейля изучения и исследования 

критерий равномерной и абсолютной сходимостей и суммируемости рядов 

Фурье как в одномерном, так и в многомерном случаях, играют особую роль. 

Исследованию абсолютной сходимости рядов Фурье периодических 

функций посвящены работы С.Н.Бернштейна [5-6], О.Саса [83-84,  

А.Зигмунда [10-11], С.Б.Стечкина [79-82],  Р.М.Тригуба [99],  Ж.П.Кахань [12],  

А.А.Конюшкова [64], М.Ф.Тимана [22], [87], [93], [94], [98], [122], [123]. В случае 

кратных тригонометрических рядов Фурье аналогичные исследования 

проводились М.Ф.Тиманом [88], [95], [96], Б.И.Голубовым [40-42],  

Ю.Муселиаком [70],  М.И.Дьяченко [47-48],  [50-54], С.П.Коноваловым [62-

63], А.А. Саакян [77], Г.Д.Джумабаевым [46], А.Н.Бахваловым [32],  S.Bochner 

[33],  Е.Д.Нурсултановым [71],  А.П.Антоновым [1], С.М.Никольским [17].  

Что же касается вопросов абсолютной суммируемости таких функций, то 

имеются работы Л.Лейндлера [67], К.Тандори [86], М.Ф.Тимана [90], [91], [93], 

С.А.Барона [3], Л.В.Грепачевской [43-44],  G.Sonouchi [78]. А в случае 

кратных рядов Фурье исследованы в работах В.Г.Челидзе [121], М.Ф.Тимана 

[89], [95-97], И.Е.Жака [57-58], Ю.А.Пономаренко [72], [73], [75], 

М.И.Дьяченко [49], [51], [55], Л.В.Жижиашвили [59-61], А.П.Антонова [31], 

А.И.Янушаускаса [30], Т.М. Вуколова [37-38],  Л.Д.Гоголадзе [39],  R.Taberski 

[85] и других. 

Если анализировать теорию почти-периодических функций, то 

абсолютная сходимость и суммируемость рядов Фурье исследованы слабо, 

чем периодических функций. В  работах  Б.М.Левитана [14], [15],  

Е.А.Бредихиной [34-36],  Н.П.Купцова  [66],  Я.Г.Притулы  [76],  М.Ф.Тимана 

[92], Ю.Муселиака [69],  А.С.Джафарова и Мамедова [45],  Ю.Х.Хасанова  

[101], [105], [109], [111-113], [124]  получены некоторые необходимые и 

достаточные условия абсолютной сходимости и суммируемости рядов Фурье 

почти - периодических функций. В случае кратных тригонометрических 
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рядов Фурье почти-периодических функций нам известны только результаты 

Ю.Х.Хасанова [102-104], [106-108], [119], [125].  

Актуальность и целесообразность результатов, полученные в 

диссертации, определяются тем, что в ней автору впервые удалось установить 

новые признаки абсолютной сходимости и суммируемости двойных рядов 

Фурье почти-периодических функций двух переменных по Безиковичу.   

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. Первые 

вопросы о почти-периодических функций исследованы датским математиком 

Г. Бором   в 20-30-х годах ХХ века и в настоящее время изучены различные 

вопросы сходимости и суммируемости рядов Фурье таких функций в этой 

теории. 

Дальнейшее развитие теории почти-периодических функций было 

продолжено рижским математиком П. Болем и французским математиком 

Е.Эскалангоном. 

Особую роль в теории почти-периодических функций играют 

исследования проблем абсолютной сходимости и суммируемости рядов 

Фурье таких функций. Но в отличие от периодических функций, проблемы, 

касающиеся установления признаков абсолютной сходимости рядов Фурье 

почти-периодических функций исследованы слабо. Это  связано с тем, что 

показатели Фурье таких функций могут лежать всюду плотно. 

В исследованиях Ю. Муселиака [69], Б.М. Левитана [14], [15] Н.П. 

Купцова [66],  Я.Г. Притулы  [76],  Е.А. Бредихиной  [34], [35], А.С. 

Джафарова и Г.А. Мамедова  [45], Ю.Х. Хасанова  [101], [104], [105], [112], 

[124]  получены некоторые необходимые и достаточные условия абсолютной 

сходимости рядов Фурье почти-периодических в смысле Бора, Безиковича и 

Степанова функций.  

Связь работы с научными программами (проектами), темами. 

Диссертационное исследование выполнено в рамках реализации 

перспективного плана научно-исследовательской работы кафедры 

математического анализа Таджикского государственного педагогического 
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университета имени С. Айни в 2016-2022г. по теме «Теория приближения 

функций». 

 

Общая характеристика работы 

Цель исследования. Основная цель исследования в диссертационной 

работы состоит в нахождении необходимых и достаточных условий 

абсолютной сходимости и суммируемости двойных рядов Фурье почти-

периодических функций Безиковича, когда: а) их спектр имеет единственную 

предельную точку в бесконечности; б) их спектр имеет единственную 

предельную точку в нуле, т.е. получение результатов, которые получены в 

одномерном случае Хасановым Ю.Х. 

Задачи исследования. На основание поставленной цели, в диссертации 

рассмотрены следующие задачи:  

 выявить необходимые и достаточные признаки абсолютной 

сходимости двойных рядов Фурье почти-периодических функций двух 

переменных в смысле Безиковича, когда: а) их спектр имеет 

единственную предельную точку в бесконечности; б) их спектр имеет 

единственную предельную точку в нуле; 

 установить достаточные условия абсолютной суммируемости двойных 

рядов Фурье почти-периодических функций по Безиковичу, когда: а) 

их спектр имеет единственную предельную точку в бесконечности; б) 

их спектр имеет единственную предельную точку в нуле; 

 исследовать проблемы абсолютной чезаровской суммируемости 

двойных рядов Фурье в терминах поведения коэффициентов Фурье. 

Объект исследования. Объектами исследования являются теория почти-

периодических функций в смысле Безиковича, сходимость и суммируемость 

двойных рядов Фурье таких функций и абсолютная суммируемость двойных 

рядов Фурье в терминах поведения коэффициентов Фурье.  

Предмет исследования. Предметом исследования является выявление 

критериев, устанавливающих абсолютную сходимость и чезаровскую 
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суммируемость кратных рядов Фурье почти-периодических в смысле 

Безиковича функций, в зависимости от поведения коэффициентов Фурье. 

Научная новизна исследований. Полученные в диссертации результаты 

считаются новыми, установлены автором самостоятельно и заключаются в 

следующем: 

 выявлены необходимые и достаточные признаки абсолютной 

сходимости двойных рядов Фурье почти-периодических функций двух 

переменных в смысле Безиковича, когда: а) их спектр имеет 

единственную предельную точку в бесконечности; б) их спектр имеет 

единственную предельную точку в нуле; 

 установлены достаточные условия абсолютной суммируемости 

двойных рядов Фурье почти-периодических функций по Безиковичу, 

когда: а) их спектр имеет единственную предельную точку в 

бесконечности; б) их спектр имеет единственную предельную точку в 

нуле; 

 исследованы проблемы абсолютной чезаровской суммируемости 

двойных рядов Фурье в терминах поведения коэффициентов Фурье. 

 Теоретическая и практическая ценность работы. Работа носит как 

теоретический, так и практический характер. Результаты диссертационной 

работы могут быть применены в теории рядов Фурье и специальных разделах 

теории функций. 

Положения, выносимые на защиту: 

 нахождение необходимых и достаточных условий абсолютной 

сходимости двойных рядов Фурье почти-периодических функций двух 

переменных по Безиковичу, имеющих единственную предельную точку 

в бесконечности и в нуле; 

 получение утверждений для установления достаточных и необходимых 

условий абсолютной сходимости двойных рядов Фурье почти-

периодических функций двух переменных, имеющих единственную 

предельную точку в бесконечности и в нуле; 
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 получение утверждений для установления критериев абсолютной 

суммируемости двойных рядов Фурье почти-периодических функций в 

смысле Безиковича, когда: а) их спектр имеет единственную 

предельную точку в бесконечности; б) их спектр имеет единственную 

предельную точку в нуле; 

 доказательств теорем для нахождения условий абсолютной 

чезаровской суммируемости двойных рядов Фурье в терминах 

поведения коэффициентов Фурье. 

 Степень достоверности результатов проведенных исследований. 

Достоверность результатов диссертационной работы обеспечивается 

строгими математическими доказательствами всех утверждений и 

вспомогательных предложений, приведенных в диссертации, подтверждается 

исследованиями других авторов. 

Соответствия диссертации паспорту научной специальности (формуле и 

области исследования). Диссертационная работа выполнена по специальности 

01.01. 01 – вещественный, комплексный и функциональный анализ и является 

разделом математического анализа, указанного в пункте III параграфа 3 паспорта 

научной специальности. 

Личный вклад соискателя ученой степени. Задача исследования и выбор 

метода доказательств сформулированы научным руководителем работы, 

оказывающим также консультативное содействие. Основные результаты 

диссертационной работы, перечисленные в разделе «Научная новизна», 

получены лично автором.  

 Апробация результатов.  Основные результаты диссертации 

докладывались на следующих конференциях и семинарах:  

  семинары кафедры информатики и информационных технологий 

Российско-Таджикского (Славянского) университета под руководством 

профессора Хасанова Ю.Х. (Душанбе 2016-2022); 

  международной научной конференции «Геометрический анализ и его 

приложения» (Волгоград, 2016 г.);  
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  международной научной конференции «Дифференциальные уравнения, 

математический анализ и теория чисел» (Душанбе, 2017 г.);  

 международной научной конференции «Актуальные проблемы 

современной математики», посвященная 80-летию со дня рождения доктора 

физико-математических наук, профессора Темура Собирова (Душанбе, 25-

26 июня 2021г.); 

  международной научной  конференции «Современные проблемы теории 

чисел и математического анализа», посвященная 80-летию со дня рождения 

доктора физико-математических наук, профессора Дододжона Исмоилова 

(Душанбе, 29-39 апреля 2021г.); 

 Публикации. Основные результаты автора по теме диссертации 

опубликованы в 12  работах, список которых приведен в конце автореферата. 

Работы [1-A, 2-A, 3-A, 4-A, 5-A, 6-A] опубликованы в журналах из перечня 

рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК РТ при 

Президенте Республики Таджикистан. В работах, написанных совместно с 

Ю.Х. Хасановым, соавтору принадлежит постановка задач и выбор метода 

доказательств результатов. 

Структура и объём диссертации.  Диссертация состоит из введения, трех 

глав, списка цитированной литературы из 125 наименований и занимает 132 

страницы машинописного текста. Главы диссертации разбиты на отдельные 

параграфы. Для удобства в диссертации применена сквозная нумерация 

теорем, лемм и формул. Они имеют тройную нумерацию, в которой первая 

цифра совпадает с номером главы, вторая указывает на номер параграфа, а 

третья на порядковый номер теорем, лемм или формул в данном параграфе.         
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Глава 1. Анализ литературы по условиям абсолютной сходимости и 

суммируемости рядов Фурье 

§  1.1. Анализ исследований по вопросам абсолютной сходимости кратных 

рядов Фурье периодических функций 

 Изучению и исследованию вопросов абсолютной сходимости кратных 

рядов Фурье периодических функций многих переменных достаточно полно 

посвящены работы  Челидзе В.Г. [121],  Жака И.Е. [56],  Голубова Б.И.  [42],  

Тимана М.Ф. [88], Пономаренко Ю.А. [73], Дьяченко М.И. [47] и других 

математиков. 

 Что же касается аналогичных вопросов в пространстве почти-

периодических функций, то некоторые результаты установлены Хасановым 

Ю.Х. [108], [112], [114], [115].  

 Прежде чем перейти к изложению результатов настоящей главы, 

приведём основные понятия, определения и наиболее известных результатов 

по проблемам абсолютной сходимости двойных и кратных рядов Фурье 

периодических функций многих переменных.  

 Пусть           интегрируемая со степенью           на отрезке 

[–    ] функция и   
   

          - совокупность всех измеримых   -

периодических по каждой из переменных       функций         , 

удовлетворяющих условию: 

‖    ‖
  
   

 
 {∫ ∫ |         |

 

  

 

  

 

       }

 
 

            

а при     

‖    ‖
  
   

 
         

     

|        |     

Для каждой функции            
   

 рассмотрим её ряд Фурье 
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         ∑ ∑       
                                                     

 

     

 

     

 

где   

      
              

∑ ∑       

       

 

    

 ∏          

 

   

 

    

 

      
                                        

      

        
 

   
∫ ∫         

  

 

  

 

∏                

 

   

 

       {
                   
                   

 

 В тригонометрическом виде ряда (1.1.1)  можно представить в 

следующем виде: 

 

 
     

 

 
∑                            

 

    

  

 
 

 
∑       

             
        

 

    

  

 ∑ ∑        
                     

               

 

    

 

    

 

       
                     

                 

 При установлении признаков равномерной и абсолютной сходимостей 

кратных тригонометрических рядов Фурье функции               
      

       , основными аппаратами являются следующие операторы, 

определяющие характер гладкости рассматриваемой функции: 
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1. Модули непрерывности (смешанные) порядка   функции 

             
   

 

 

                   
       

|  |   

‖        

                 ‖
  
                                       

где 

                      

        

                       

       

        

              

    
            ∑       

 

   

  
                            

             

2. Частные модули гладкости функции              
   

     

 

             
       

| |  
‖    

           ‖  
                                             

где                   

3. Частные наилучшие приближения тригонометрическими полиномами 

степени не выше    

 

    
   

   
  
       

  

‖                ‖
  
                                                  

где 

                                 

- тригонометрические полиномы по переменной    порядка не выше  , с 

коэффициентами       
       , которые принадлежать пространству    

   
. 
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 Смешанные и частные  модули непрерывности определяют 

структурные свойства, а частные наилучшие приближения     
   

   
  
    

конструктивных свойств функции            в метрике пространства 

  
   

          

 В работе  [57]  Жак И.Е.  для двойных рядов Фурье функции  

         
   

 доказал, что, при  

∑ ∑     
 
     (  

 

 
 
 

 
)
  
   

   

 

   

 

   

 

и 

∑   
 
       (  

 

 
)
  
   

   

 

   

                                                           

и двойной ряд Фурье функции        будет сходиться абсолютно в метрике 

пространства   
   

. 

Для изложения следующего результата Жака И.Е. [57], нам 

понадобиться: 

Определение 1.1.1. Функция        имеет в прямоугольнике          

       ограниченную вариацию в смысле Каратеодори, если  

   {∑ ∑| (     )   (       )   (       )              | 

   

   

   

   

}     

где  
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 Теорема 1.1.1 (Жак И.Е.). Если для непрерывной функции          
   

 

выполнены условия:  

∑      

 

   

∑ {    (  
 

 
 
 

 
)
  
   

}

 
 

   

 

   

 

∑    {      (  
 

 
)
  
   

}

 
 

                                                               

 

   

 

и она имеет ограниченную вариацию как по каждой из переменных     при 

фиксированной второй, так и по множеству обеих переменных     в смысле  

Каратеодори, то двойной тригонометрический ряд Фурье  заданной функции  

         
   

 является абсолютно сходящейся. 

 Ю. Муселиак  [70] на случай функции                     усилил 

теорему И.Е.Жака и получил обобщённую теорему. В этих  результатах 

Ю.Муселиака  вместо условий (1.1.5)  или (1.1.6)  требовались      условий 

по различным группам переменных        , которые устанавливают 

сходимость в абсолютном смысле кратного  ряда Фурье  функции  

          . 

 Изложенные выше результаты И.Е.Жака и Ю.Муселиака по 

исследуемым проблемам указывают на то, какими структурными свойствами 

должна обладать функции многих переменных по совокупности всех групп 

переменных        , чтобы была обеспечена абсолютная сходимость ряда 

Фурье функции многих переменных. В указанных работах требуются 

условия, которые как правило имеют затруднительных характер и главным 

образом, учитывают, как свойства функций по каждой из переменных 

        в отдельности, так и их свойства по совокупности всех групп 

переменных. 



16 
 

 Такой алгоритм выполнения действий для определения признаков 

абсолютной сходимости кратных рядов Фурье заставляет прийти к 

необходимости требовать большого количества условий, что затрудняет 

возможность проверки их выполнения. Следовательно, возникают новые 

требования к гладкости рассматриваемых функций, какими свойствами они 

должны обладать, чтобы только по каждой из отдельных переменных 

        обеспечивать абсолютную сходимость ее кратного 

тригонометрического ряда Фурье. Для функций класса                

такими структурными характеристиками являются математические аппараты 

приближения, как наилучшие приближения вида (1.1.4) функции           , 

или частные модули гладкости вида (1.1.3). 

 Для решения этой проблемы М.Ф. Тиман [88] впервые ставил вопрос 

об уточнении различных свойств, в том числе гладкости, рассматриваемой 

функции только по каждой из переменных         в отдельности, которые 

могли бы обеспечивать абсолютного приближения её кратного ряда Фурье к 

самой функции. 

 Поэтому, М.Ф.Тиман в работе  [88]  наглядным примером доказал, что 

условия, которые накладываются на функцию двух переменных            

по каждой из её переменных в отдельности и, которые обеспечивают 

абсолютную сходимость соответствующего ряда Фурье ещё не могут быть 

достаточными для абсолютной сходимости кратного ряда Фурье функции 

          . То есть, указывается, что свойства функции многих переменных 

           по каждой из переменных в отдельности, которые являются 

достаточным условиям абсолютной сходимость её ряда Фурье, в некотором 

смысле должны быть, более усиленными, чем аналогичные критерий для 

простой функции одной переменной. Поэтому целесообразно привести 

некоторых утверждений М.Ф. Тимана, которые показывают, какими 

свойствами должна удовлетворять многомерная функция              
     



17 
 

        по каждой из переменных         в отдельности для абсолютной 

сходимости её кратного тригонометрического ряда Фурье. 

 Теорема 1.1.2 (М.Ф.Тиман). Пусть    – периодическая по каждой из 

переменных функция               и пусть    
    

      
  коэффициенты 

тригонометрического ряда Фурье. Пусть для какой-либо последовательности 

чисел                                 и любого           

выполнены условия: 

∑   

 
 
      

       
    

 

    

 

тогда сходится ряд 

∑  

 

     

∑ |        
|

 

     

                                                                   

Если числа |   
    

      
|  имеют характер монотонного убывания по 

каждому из индексов         
, то расходимость по крайней мере одного из рядов  

∑   

 
 
           

 

    

 

влечет за собой расходимость ряда (1.1.7).  

В этой теореме “слабые” свойства функции               по одним 

переменным заменяются наиболее сильными ее свойствами по другим 

переменным. Таким образом, справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1.1.3 (М.Ф.Тиман). Пусть              . Тогда для 

сходимости коэффициентов ряда (1.1.7) достаточно, чтобы при любом 

          выполнялись условия: 
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∑   

 
   

          

 

    

                                                                                

Теоремы 1.1.2 и 1.1.3 показывают, какими конструктивными свойствами 

должны обладать функции по каждой из переменных         в отдельности, 

чтобы была обеспечена абсолютная сходимость ее кратного 

тригонометрического ряда Фурье. Следовательно, целесообразно привести 

также две утверждения, соответственно являющиеся эквивалентными 

теоремам 1.1.2 и 1.1.3, и показывают указанные свойства в терминах 

структурных свойств. 

Теорема 1.1.4 (М.Ф.Тиман). Пусть  для последовательности 

положительных                                и кроме того, 

сходится следующий ряд:  

∑   

 
 
      

  (  
 

  
)
  

  

 

    

 

где     
 

   
, то кратный ряд Фурье функции               абсолютно 

сходится.  

Теорема 1.1.5 (М.Ф.Тимана). Пусть функции  

              и сходится ряд 

∑   

 
 
  

   
(  

 

  
)
  

 

    

                                  

где          . Тогда сходится и тригонометрический ряд (1.1.7).  

Так как в теореме 1.1.5 только один из чисел      может быть больше 
 

 
, а 

все остальные    меньше 
 

 
, то абсолютная сходимость ряда Фурье зависит, 

главным образом (   
 

   
),  с характером убывания модулей непрерывности 
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функции по каждой из переменных        . Этот факт подтверждается и 

утверждением 1.1.5. Хотя для простой функции одной переменной 

достаточно использовать лишь их модули гладкости.  

В работе [94] М.Ф.Тиман доказал ряд утверждений, которые являются 

обобщением вышеприведенных теорем 1.1.2 и 1.1.3. 

Теорема 1.1.6 (М.Ф.Тиман). Если                      , кроме того 

для некоторой последовательности положительных чисел                   

             и при любых чисел           сходится ряд  

∑   

   
      

 
     

        
 

 

    

 

или эквивалентно 

∑   

   
      

 
   

   (  
 

  
)
  

 

 

    

 

где     
   

   
       целые числа),      

      

 
                  

 

   
,  

то  

∑  

 

     

∑ |        
|
 

 

     

 |  |        |  |          

Важно отметить, что в теореме 1.1.6 установлены   условий, которые 

обеспечивают достаточных критериев абсолютной сходимости 

тригонометрического ряда Фурье. В данном случае при         скорость 

стремления к нулю величин наилучшего приближения      
     

 для всех 

          должна иметь оценку  {  
 

 }  и, чтобы  
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∑  
 
 
     

     
   

 

   

 

Теорема 1.1.7 (М.Ф.Тиман).  Если                       и  

∑   

 (  
      

 
)  

  
 
(  

 

  
)
  

                

 

    

 

где      
 

   
, то ряд  

∑  

 

     

∑ |        
|
 

 

     

 

сходится.  

А теперь, приводим некоторые результаты, показывающие какие 

свойства функции                       по каждой из переменных в 

отдельности обеспечивают абсолютную сходимость ее кратного ряда Фурье. 

 Теорема 1.1.8 (М.Ф. Тиман). Если функция 

             
             и при                (

 

 
 

   

 
)   

    
 

   
  выполнены условия:  

∑  
 (   

   
 

)  
{      (  

 

 
)
  
   

}

 

   

 

   

                                                 

либо эквивалентные им условия 

∑  
 (   

   
 

)  
{    

      
  
   }

 

   

 

   

                                                         

  то  
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∑  

 

    

∑         

 
   

 

    

 

где  

        
         

{∑   ∑ |        

         |
 

 

    

 

    

}

 
 

  

 А.А. Конюшковым [64] это утверждение установлено в случае    . А 

С.Б. Стечкиным [79] установлен при             . Впервые, теорема 

1.1.8, только с условием (1.1.9), при            , встречается в работах 

О. Саса [83]. 

 Украинский математик М.Ф. Тиман [88], доказал, что условия (1.1.10)  

при        , являются, в известном смысле, окончательными, а именно 

 Теорема 1.1.9 (М.Ф. Тиман). Пусть для монотонно убывающей к нулю 

система чисел {  }   
  выполнены условия: 

∑  
 
        

 

   

 

тогда найдется непрерывная    периодическая по каждой из переменных 

        функция           , для которой выполнены условия 

    
   

   
  
                      

а ее тригонометрический ряд Фурье не будет абсолютно сходящейся. 

 В работе  [5], при     , это утверждение установлено С.Н. 

Бернштейном. 

 Следует заметить, что в теореме 1.1.8 приведенные   условий 

гладкости функции обеспечивают абсолютную сходимость кратного 
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тригонометрического  ряда Фурье. В данном случае, при         

скорость стремления к нулю величин     
   

   
  
    для всех           должна 

удовлетворять оценку  {  
 

 } и такой, чтобы сходился ряд 

∑  
 
       

   
   

  
    

 

   

 

 В этой связи, можно привести также следующий полученный 

М.Ф.Тиманом результат [94], в котором «слабые» свойства функции 

             
   

 по одним отдельным переменным для установления 

абсолютной сходимости кратного тригонометрического ряда Фурье  могут 

быть заменены наиболее сильными её свойствами по другим переменным 

       . 

 Теорема 1.1.10 (М.Ф.Тиман). Пусть функция  

             
   

 и для некоторой последовательности положительных чисел 

                 имеет место соотношение               и для 

любого числа           сходится ряд  

∑   
 
 {    

   
   

  
   }

  

 

 

   

 

либо сходится ряд  

∑   
 
 {       (  

 

 
)
  
   

}

  

 (                
 

   
)  

 

   

 

Тогда и ряд Фурье функции             абсолютно сходится. 

 Подобные результаты как в теорем 1.1.8-1.1.10 для кратных 

тригонометрических рядов Фурье почти-периодических по Безыковичу 
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функций многих переменных              
   

 установлены Хасановым Ю.Х. 

[107]  и [117] . 

 

§1.2. Обзор результатов по проблемам абсолютной сходимости рядов Фурье 

почти-периодических функций 

 В работах Бари Н.К. [4], Бернштейна С.Н. [5], [6], Зигмунда А. [10], [11], 

Тимана М.Ф. [21], [22], Грепачевской Л.В. [43], [44], Жижиашвили Л.В. [60], 

Конюшкова А.А. [64], Sonouchi G. [78], Стечкина С.Б. [79-82], Саса О. [83], 

[84], Тригуба Р.М. [99] найдены достаточные признаки абсолютной 

сходимости рядов Фурье периодических функций достаточно полно изучены 

и исследованы.  

 Что же касается подобных проблем для класса  почти-периодических 

функций, рассмотрены  в работах Б.М.Левитана [15], Е.А.Бредихиной [34], 

[35], [36], А.С.Джафарова и Г.А.Мамедова [45], Н.П. Купцова [66], 

Ю.Муселиака [69],  Я.Г.Притулы [76], Ю.Х.Хасанова [112].  

 Исследования по нахождению достаточных и необходимых признаков 

как абсолютной, так и равномерной сходимостей обычных 

тригонометрических рядов Фурье почти-периодических функций с начала 

появления этих проблем сопутствуются со многими трудностями. Это 

происходить по причине, что показатели Фурье (спектр функций) указанных 

функций вполне могут быть расположены в произвольном порядке, то ест, 

эти спектры функций могут располагаться всюду плотно и, поэтому, не 

известно, в каком порядке необходимо выполнить суммированию 

коэффициентов тригонометрического ряда Фурье. Если ряд Фурье заданной 

функции сходится абсолютно, то проблема о порядке суммирования членов 

данного ряда Фурье не требует решения.  

        Для изложения аналогичных результатов вышеприведенного характера, 

которые относятся к почти-периодическим функциям, приводим некоторые 

важные представители таких функций и структурные характеристики для 

определения гладкости функций. 
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Определение 1.2.1. Непрерывная на всей вещественной оси некоторую 

функцию      принято называть равномерной почти-периодической, если 

каждому числу     соответствует такое число         , что в каждом 

интервале длины   можно указать хотя бы одно число   , для которого 

выполняется следующее неравенство 

|           |                  

Определения и основные свойства почти-периодических функций можно 

найти в монографиях [14], [15]. 

  Через   принято обозначать класс всех равномерных почти-

периодических по Бору функций и норма функций Бора определяет  

следующая величина 

‖    ‖     
 

|    |                                                               

       Пусть функция         и она имеет спектр  {  }            . 

Спектром   для функции        является совокупность ее показатели 

Фурье  {  }. 

       При установлении достаточных и необходимых условий абсолютной 

сходимости тригонометрических рядов Фурье функций        в 

зависимости порядка расположения спектра целесообразно использовать 

следующие разнообразные операторы, определяющие их структурные 

свойства: 

1. модуль непрерывности порядка   функции           

            
| |  

    
 

|  
     |                                                                       

  
      ∑       (

 
 
)                       

 

   

 

2. оператор сдвига, который определяется с помощью преобразование 

Лапласа 

             
 

|∫                 

 

 

|                                          
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3. модуль усреднения порядка   функции        на всей вещественной 

оси  

              
   

    
 

|        |                               

          

 
    

     
∫    

   

   

∫     

    

    

∫      

      

      

∫       
         

      

      

 

4. вариация порядка   функции        на заданном конечном отрезке 

 [   ] 

  [   ]     
 

∑|   

      |                                                               

   

   

 

где        
       

 
  а верхняя грань величины берется по разбиениям  

                   

Если оператор   [   ] является ограниченной на отрезке [   ], то 

совокупность функций           принято обозначать символом      

       В работе предполагается, что в операторах(1.2.3) и (1.2.4)      и 

  ̅  {  }. Тогда можно убедиться, что при     и     оператор (1.2.4) 

соответствует всем свойствам, аналогичным модулю непрерывности 

              . Оператор (1.2.4) обладает следующими основными 

свойствами: 

1.        монотонно убывающая, если    ; 

2. при     целое число, имеет место  

                 

а при   любое положительное число  

                     

3. функция        является полуаддитивной, т.е. для любых           

выполняется неравенство 

                            

4. функция          на отрезке       является непрерывной. 
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      Определение 1.2.2. (см. [66]). Функция       называется    почти-

периодической, или почти-периодической по Безиковичу        если 

1.      измеримая функция и |    |  является интегрируемой по Лебегу на 

любом конечном отрезке; 

2.    
{    }  {    

   
̅̅ ̅̅ ̅  

  
∫ |    |   
 

  
}

 

 
 { ̅ |    |  }

 

                                    

3. найдется совокупность тригонометрических сумм {     }  

      ∑   
    

 

   

  

для которой выполняется соотношения 

   
   

   
{          }                                                                         

        Пространство всех функций, которые удовлетворяют этим условиям 

определения 1.2.2, обычно называют     пространством, или пространством 

Безиковича. Для класса таких функций                норма определяется 

с помощью величины 

‖    ‖  
 { ̅ |    |  }

 
                                                                

    Из определения 1.2.2 вытекает, что для каждой функции          

      соответствует множества чисел  {  }, которая является спектром 

исходной функции. Через конкретной функции, с помощью этого спектра 

можно поставить ей в соответствие ее тригонометрический ряд Фурье  

     ∑    
    

 

   

  

где      ̅{          }    коэффициенты Фурье функции       . 

       В дальнейшем полезными являются следующие определения: 

Определение 1.2.3 (см. [23]). Рассмотрим на отрезке [   ] функцию      . 

Этот отрезок [   ] разобьем на части точками  

                   

В случае, когда верхняя грань сумм 
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∑| (    )       |
 

   

   

                                                         

конечна при разбиениях отрезка [   ], то будем говорить, что функция      

имеет ограниченную   – вариацию на заданном отрезке  

       Верхняя грань сумм (1.2.9) при разбиениях отрезка [   ] называется   – 

вариацией функции                на отрезке [   ] и обозначается 

символом   [   ]. 

        Теперь сформулируем некоторые известные результаты, которые относятся 

к рассматриваемым проблемам. 

Теорема 1.2.1 (Б.М.Левитана). Пусть спектр функции        линейно 

независимы. Тогда ряд Фурье этой функции сходится абсолютно.  

Теорема 1.2.2 (Ю.Муселиака). Пусть спектр           имеет точку 

сгущения в бесконечности, т.е.                   и при       справедливо 

соотношение 

    {  }  

Если при       сходится ряд 

∑  
  

 
 

     
 
(  

 

 
)
  

                                                         

 

   

 

то   

∑|  |
         

 

   

                                                                

        Замечание 1.2.1. В работе [112] выявлено, что если           
 

 
 , то 

из выполнение условия (1.2.10) следует, что функция          почти всюду 

превращается в константу. 

В работе [66] Н.П.Купцов  показал, что если для функции         в условие 

(1.2.10), при       замена величины   (  
 

 
)
  

 на величину   (  
 

 
)
 

, 

влечет абсолютную сходимость тригонометрического ряда Фурье. 
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Теорема 1.2.3 (Н.П.Купцова). Если        , {  }   
   спектр функции и 

выполнены условия: 

А). показатели Фурье {  }   
   функции         содержит конечное число 

конечных точек сгущения             причем ни одно из чисел    не совпадает с 

числами            ; 

В). найдется такая константа  , что для любого числа   можно указать  

            , удовлетворяющее условию 

|     |  
 

 
  

С). ряд 

∑   
 
   

 
 (  

 

 
)
 
        

 

   

 

где 

            
        

    {|∫   (     )         

 

 

|

 

}  

то ряд, образованный из абсолютных значений коэффициентов Фурье функции 

      , также сходится. 

       Как следствие из этого утверждения Н.П.Купцовым [66] установлен, что если 

выполнены условий А), В) теоремы 1.2.3, условия С) заменяется неравенством 

|∫              

 

 

|    
 
                                                                    

где                    и    положительные постоянные, то ряд, 

образованный из абсолютных величин коэффициентов Фурье заданной функции 

сходится. 

       Утверждение того факта, что условие (1.2.12) является достаточной для  

абсолютной сходимости тригонометрического ряда Фурье функции        , 

показал Б.М.Левитан [15]. 
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Н.П.Купцовым [66] также получены результаты, обеспечивающие 

достаточных условий абсолютной сходимости в случае, когда показатели Фурье 

функции Bxf )( имеют единственную предельную точку на бесконечности. 

Теорема 1.2.4 (Н.П.Купцова). Пусть функция         и          ее 

показатели Фурье. Если выполнены условия: 

а) найдется такая константа     ,  что для всех целых   выполняется 

соотношение |  |      ;  

б) ряд                            

∑
 (

 
 
)

√ 

 

   

    

где                         

        
| |  

√  {|           | }

 
то сходится и ряд                                         

∑|  | 

 

   

 

    коэффициенты Фурье функции из метрики пространства  . 

В качестве следствии теоремы 1.2.4 Н.П.Купцов доказал следующее 

утверждение: Пусть  функция         подчиняется условиям а) теоремы 1.2.4 и 

сходится ряд 

∑
 ̅(

 
 
)

√ 

 

   

  

где                         

 ̅       
      

| |  

|           |  

Тогда ряд, образованный из абсолютных значений коэффициентов Фурье 

функции       , также сходится.  

Теорема 1.2.5 (Ю.Муселиака). Пусть для показателей Фурье функции 

        выполняются условия 
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    {  }            при     

и более того,  в случае        функция      будет иметь ограниченную   – 

вариацию и при        сходится ряд 

∑  
  

 
 

 
 
 
 
    

(  
 
 
) 

(  
 

 
)
  

                                                          

 

   

 

Тогда и ряд (1.2.11) сходится. 

       Теорема 1.2.6 (Ю.Муселиака). Если функция         и выполнены условия 

   {  }       при       

и кроме того при             справедлива оценка 
         

  {  }  

         

где       -  –вариация функции       Тогда ряд (1.2.11) сходится. 

       Замечание 1.2.2. В работе [112] замечено, что если принять       
 

   
 и 

  
   

   
, то из выполнение  условие (1.2.13) вытекает, что функция          

почти всюду превращается в константу.  

       Дальнейшее развитие указанных результатов были получены в исследованиях 

Я.Г.Притулы [76].  

       Теорема 1.2.7  (Я.Г.Притула).  Пусть спектр  {  }   
   функции  

                 имеют единственную предельную точку на бесконечности 

(     при    ) и когда        (
 

 
 

 

 
  )      сходится ряд 

∑(
   

     
)

 

  
 
(     

  )
  

 
 (  

   
 

)
 

 

   

 

Тогда  

∑|  |
                                                                    

 

   

 

       А.С.Джафаровым и Г.А.Мамедовым [45] исследованы проблемы сходимости 

рядов Фурье почти-периодических в смысле Безиковича функций, т.е.      
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          , показатели Фурье  {  }   
   которой имеет единственную 

предельную точку в нуле, и найдены достаточные признаки сходимости рядов 

вида 

∑|  |
                                                                  

 

   

 

где       положительная и четная функция, которая определена во множестве 

целых чисел посредством величины (1.2.3), когда параметр    . 

       Теорема 1.2.8 (А.С.Джафарова и Г.А.Мамедова). Пусть спектр  {  }   
   

функции         (      
 

 
 

 

 
  ) имеет единственную предельную 

точку в нуле  (     при    ). 

       Если ряд 

∑       
          

   

 

   

 

то ряд (1.2.15) сходится, и справедливо соотношение 

∑|  |
       

 

   

∑       
          

 

 

   

 

где 

      { ∑ [    ]
 

    

  

        

}

  
 
 

  

       В работе [112] Ю.Х.Хасанов продолжает исследовать проблемы 

абсолютной сходимости тригонометрических рядов Фурье, функции  

       , спектр функции  {  }   
 , которой имеют единственную предельную 

точку на бесконечности, которые  ранее рассматривались Ю. Муселиаком 

(теоремы 1.2.2, 1.2.3), Я.Г.Притулы (теорема 1.2.4).  

       Теперь сформулируем ряд результатов из работы [112], которые являются 

дополнением, а в некоторых случаях усиливающие (см. замечание 1.2.1 и 

1.2.2) результаты для функций Безиковича, т.е.        . 
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       Пусть ряд Фурье функции          имеет вид: 

     ∑    
    

 

   

                                                                           

где 

              |  |  |    |      
   

|  |     

    ̅{          }             

В [112]  исследуются вопросы сходимости рядов вида:  

∑|  |
                                                                                      

 

   

 

для различных значений           и          , где  {  }   

коэффициенты Фурье функции        . 

       Теорема 1.2.9.  Если показатели Фурье  {  }   
   функции           

удовлетворяют условиям:  

              |  |  |    |      
   

|  |     

    {  }                                                                                          

и при               
    

 

 

  
  выполнены условия: 

∑      
 
(  

 

 
)
  

   

 

   

                                                                            

где    
    

 

 

 
, то ряд (1.2.17) сходится. 
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Когда        , то предположений теоремы 1.2.9 полностью 

охватывает теорему Муселиака (теорема 1.2.2). Так как справедливо 

соотношение 

         
            

  

то, при выборе параметра      из теоремы 1.2.9 вытекает более лучшие 

условия сходимости рядов вида (1.2.17), чем теоремы 1.1.2. Более того, при 

соответствующем выборе числа     в теореме 1.2.9 ликвидируется недостаток 

условий  Ю.Муселиака, который был отмечен в  замечании 1.1.1, при  

    
 

 
  

       Чтобы привести следующие результаты работы [112], полезно 

использовать следующее определение. 

       Определение 1.2.4. Говорят, что функция         имеет ограниченную 

вариацию (ограниченное изменение) порядка,      если найдется частная 

сумма 

           
 

∑|        (
       

 
)         |

  

   

  

где     любое разбиение интервала [   ] некоторыми точками  

                

Совокупность указанных функций, принято обозначать символом      . 

       Теорема 1.2.10. Если показатели Фурье  {  }    
  функции             

         удовлетворяют условий (1.2.18), и кроме того, при      , 

сходится ряд 

∑     
 

 (  
 
 
)
(  

 

 
)
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где    
  

 

 

 
 

 

 
,  то  

∑|  |
 

 

   

    

В [112] впервые доказано утверждение, что для всякой функции      

    с со спектром  {  }   
 , имеющий единственную предельную точку в 

бесконечности, выполнение условие (1.2.19) является и необходимой для 

абсолютной сходимости рядов Фурье функции          когда  

коэффициенты Фурье монотонно убывают. 

       Теорема 1.2.11. Если функция          и ее коэффициенты Фурье {  }   
   

монотонно убывают, и кроме того для чисел {  }   
   удовлетворены  условия: 

                               

то из сходимости ряда (1.2.17) следует сходимость ряда: 

∑ 
 (    

 
 
)
  

           
 

 

   

                                                                      

где                 
    

 

 

  
  

       Следующее утверждение работы [112]  является обобщением теоремы 1.2.9. 

       Рассматриваются ряды вида: 

∑     |{  }|
              

 

   

                                                             

где       четная, положительная функция, которая определена на множестве 

целых чисел, {  }   коэффициент Фурье функции        . 

       Также рассматривается величина 

    
   { ∑ [    ]

 
   

    

      

}
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       Теорема 1.2.12. Пусть спектр  {  }   
   функции          удовлетворяет 

условиям: 

              |  |  |    |      
   

|  |                 

Если при         выполнено соотношение 

 

∑(
   

     
)

   

   

    
    

 
(       

  )
  

                                                           

то ряд  (1.2.21) сходится. 

Дальнейшие результаты Ю.Х.Хасанова [112] посвящены исследованию 

вопросов, относящихся к почти-периодическим в смысле Безиковича 

функциям  (       ), спектр функции, которых имеют единственную 

предельную точку в нуле. Найдены новые необходимые условия, которые 

могут обеспечивать абсолютную сходимость тригонометрических рядов 

Фурье функции        , которые дополняют и усиливают результаты работ 

[45], [66],  а также [68]. 

Пусть ряд Фурье функции         имеет вид: 

     ∑    
    

 

   

                                                                            

где 

        |  |  |    |      
   

|  |     

    ̅{          }             

Для различных значений            и             рассматриваются 

ряды вида: 

∑|  |
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где  {  }   коэффициенты Фурье функции         . 

       Теорема 1.2.13. Пусть для спектра  {  }   
   функции          

выполняются условия: 

            {   }                  

если выполнено 

∑       
 
       

   

 

   

                                                                  

где 

        
    

 
 

 
         

    
 
 

  
  

то тогда ряд (1.2.24) сходится. 

       В дальнейшем, исследуются проблемы нахождения признаков 

сходимости, в какой мере критерии (1.2.25) теоремы 1.2.13 являются 

необходимыми для сходимости рядов вида (1.2.24).     

       Ниже будем привести утверждение из работы [112], которое указывает, в 

какой мере условия 1.2.25 является необходимой для сходимости рядов вида 

1.2.24. 

       Теорема 1.2.14.  Если для показателей Фурье  {  }    
  функции          

выполнены условия                                  и совокупность ее 

коэффициентов Фурье {  }  монотонно убывает, то из сходимости ряда 

(1.2.24) следует  

∑ 
 (    

 
 
)
   

          
   

 

   

                                                                

где                
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       Далее установлено утверждение, которое является обобщением теоремы 

1.2.13 для рядов вида 

∑     |  |
 

 

   

                                                                  

где        четная и положительная функция, которая определяется на 

множестве целых чисел. В этом случае, спектр функции         имеют 

единственную предельную точку в нуле. 

       Теорема 1.2.15. Если показатели Фурье  {  }   
  функции           

удовлетворяют условиям: 

        |  |  |    |                
   

|  |    

и при         выполнены условия 

∑    
    

 
(       

  )
  

  

 

   

                                                               

где 

    
   { ∑ [    ]

 
   

    

      

}

  
 
 

  

то ряд (1.2.27) сходится. 

 

§1.3. Краткий исторический обзор по выявлению признаков абсолютной 

суммируемости кратных рядов Фурье периодических функций 

 При проведения исследования в теории чезаровского суммирования 

рассмотрение кратных тригонометрических рядов приобретает особый 

интерес, так как переход от обычных рядов к кратным рядам дополняет в 

теорию суммирования новые возможности и предоставляет много новых 

проблем. Например, в работе [3] утверждается, что при определении 
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признаков суммирования кратных тригонометрических рядов практически 

все методы суммирования утрачивают свойства регулярности и обычные 

зависимости между собой и ряд других свойств, характеризующие их в 

области простых рядов в одномерном случае. Отсюда и появляются ряд 

новых понятий, как понятия ограниченной регулярности, ограниченной 

суммируемости и др.  

Выяснению условий, которым должна удовлетворять периодическая по 

каждой из переменных         функции           , которые могут 

обеспечивать суммируемость её тригонометрического ряда Фурье, посвящён 

ряд монографий, такие как [56], [75], [120]. Полученные в этих монографиях 

результаты имеют некоторые ограничения на функцию            по 

совокупности всех групп её переменных        .  

Для выяснения этой проблемы изучаем некоторые ранее полученные 

результаты по вопросам абсолютной чезаровской суммируемости кратных 

тригонометрических рядов Фурье функции              
          , 

другими математиками.  

Если для функции              
             выполнены условия: 

‖          ‖  
    {∫  ∫ |          |

 

  

 

  

 

       }

 
 

    

‖          ‖  
           

       

|          |     

то для этой функции ряд   

∑∑ ∑   
   

    
                                       

      

 

является её тригонометрическим рядом Фурье, где  
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∑  ∑         

         ∏   
        

 

   

 

    

 

    

 

      
       (  - число индексов   , равных нулю), 

        

          
 

     
∫  ∫              ∏   

               

 

   

  

 

  

 

 

       {
                 
                  

 

Определение 1.3.1. Кратный ряд 

∑         

 

       

 

называется |         |- суммируемым                    если для 

произвольное множество чисел    
              сходится ряд 

∑  ∑
|          

         |

   
      

 

     

 

     

  

где 

          

           

 
∑  ∑         

     
         

     
   

      

   

     

   

                             

    

        

   
  

  
 
 

           

  
  

В работе [75] Ю.А.Пономаренко и М.Ф.Тиман определили, какие 

свойства функции            по каждой из переменных         в 

отдельности, обеспечивают абсолютную суммируемость кратного 
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тригонометрического ряда Фурье с помощью метода Чезаро. При этом, в 

указанной работе [75] использовались следующие структурные 

характеристики для выяснения гладкости функции: 

  
        

  
     

    
| |  

‖∑         
  

 

   

                            ‖

  
   

 

(                                           

    
      

  
       

  

‖                                       ‖  
     

                

где                              – полином (тригонометрический) порядка 

  , по переменным        . 

Величину (1.3.2) обычно называют частным модулем непрерывности 

порядка   функции            по переменным        в метрике   
   

, а 

величина (1.3.3) частным наилучшим приближением порядка n 

тригонометрическими многочленами по переменным         в метрике   
   

.  

В работе Ю.А.Пономаренко и М.Ф.Тимана [75] для рядов Фурье     

периодических функций двух переменных доказана следующая теорема, 

которая является обобщением теоремы Лейндлера [67] в одномерном случае. 

Теорема 1.3.1. (Тиман М.Ф., Пономаренко Ю.А.).   

А.  Если             
   

  и выполнены условия:  

∑ ∑     
 
  
     

 

    

 

    

    
 
 
     { ∑ ∑       

 

       

      

       

      

}
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∑     
 
      

 

    

{ ∑      
 

       

      

}

 
 

    

∑     
 
      

 

    

{ ∑      

 

       

      

}

 
 

    

где   

      
       

(∑ ∑|      

     |

 

    

 

    

)

 
 

  

то двойной тригонометрический ряд Фурье функции            
   

 почти 

всюду |       |   суммируемый для всех         
 

 
. 

Б. Если            
   

 и выполняются условия: 

∑ ∑ √    

 

    

 

    

{ ∑ ∑       

 

       

      

       

      

}

 
 

    

∑ √  

 

    

{ ∑      
 

       

      

}

 
 

   ∑ √  

 

    

{ ∑      

 

       

      

}

 
 

    

то двойной тригонометрический ряд Фурье этой функции            
   

 почти 

всюду будет  |  
 

 
 
 

 
|   суммируемым.  

В. Если            
   

 и выполняются условия: 

∑ ∑ { ∑ ∑       

 

       

      

       

      

}
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∑ { ∑      
 

       

      

}

 
  

    

     

где       , то двойной тригонометрический ряд Фурье функции            
   

 

почти всюду |       |   суммируемый  для всех       
 

 
. 

Кроме того, авторами работы [75] найдены ряд достаточных признаков 

по вопросам абсолютной чезаровской суммируемости кратных 

тригонометрических рядов Фурье функции            
   

, где 

конструктивные характеристики определяют аппарат наилучшего 

приближения порядка n тригонометрическими полиномами, а структурные 

свойства - модули непрерывности порядка  . 

Теорема 1.3.2. (Тиман М.Ф., Пономаренко Ю.А.).   

I. Если функция              
   

 и выполнены условия:  

 

∑  
 
       

 

   

    
      

  
       

то кратный тригонометрический ряд Фурье заданной функции            

  
   

 почти всюду |         |- суммируемый для всех       
 

 
   

II. Если функция              
   

 и выполнены условия:  

 

∑  
   
 

 

   

[       ] 
 
     

      
  
       

то кратный тригонометрический ряд Фурье заданной функции            

  
   

 почти всюду |         |- суммируемый для всех    
 

 
; 
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III. Если функция              
   

 и выполнены условия:  

∑  
 
 
    

 

   

(    
      

  
   )

  

                                 

то кратный ряд Фурье функции              
   

 почти всюду |         |- 

суммируемый для всех      
 

 
  

IV. Если функция              
   

 и выполнены условия:  

 

∑
   

       

 

   

(    
      

  
   )

  

     

где                             то ряд Фурье функции            

  
   

 почти всюду |         |- суммируемый при    
 

 
. 

Теорема 1.3.3 (Тиман М.Ф., Пономаренко Ю.А.).   

1. Если функция              
   

 и выполнены условия:  

 

∑  
 
       

 

   

    
   

(  
 

 
)
  
   

                     

то тригонометрический ряд Фурье функции              
   

 почти всюду 

|         |- суммируемый для всех       
 

 
 ; 

2. Если функция              
   

 и выполнены условия:  

 

∑  
   
 

 

   

[       ] 
 
     

   
(  

 

 
)
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то ряд Фурье функции              
   

 почти всюду |         |- 

суммируемый для всех    
 

 
; 

3. Если функция              
   

 и выполнены условия:  

∑  
 
     

 

   

(    

   
(  

 

 
)
  
   

)

  

    

где           
     

  
                     , то кратный ряд Фурье 

функции              
   

 почти всюду |         |- суммируемый для всех 

     
 

 
; 

4. Если функция              
   

 и выполнены условия:  

 

∑
   

       

 

   

(    

   
(  

 

 
)
  
   

)

  

   

где           
     

   
                     , то кратный ряд Фурье 

функции              
   

 почти всюду |         |- суммируемый при    
 

 
. 

§1.4. Анализ работ по изучению абсолютной сходимости и суммируемости 

кратных рядов Фурье почти-периодических функций многих переменных 

В исследованиях  В.Г.Челидзе  [121], Ю.Муселиака [69], [70],  И.Е.Жака 

[56], [57], М.Ф.Тимана [88], [95], [97] и других достаточно полно изучены 

нахождения необходимых и достаточных признаков абсолютной сходимости 

и суммируемости кратных тригонометрических рядов Фурье периодических 

функций многих переменных. А в исследованиях Хасанова Ю.Х. [107], [117]-

[119]  найдены ряд необходимых и достаточных критериев  абсолютной 

сходимости и суммируемости кратных рядов тригонометрических Фурье  

почти-периодических функций. В отличие от других авторов, Хасановым 

Ю.Х. изучены проблемы абсолютной сходимости и чезаровской 
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суммируемости кратных тригонометрических рядов Фурье  почти-

периодических по Безиковичу функций.  

Определение 1.4.1. Функцию            принято называть   
   

 почти-

периодической, или почти-периодической по Безиковича (   ), если:  

1.            измеримая функция и |          |
  интегрируема по Лебегу 

на –мерном кубе (в пространстве    ;  

2. существует ограниченное среднее значение функции           , т.е. 

  
  

   {          }  {    
   
̅̅ ̅̅ ̅  

     
∫  ∫ |           |

        
 

  

 

  
}

 

 
   

 { ̅{|          |
 }}

 
     

        3. найдется такая последовательность тригонометрических полиномов 

{        
         }        

        
          ∑  ∑         

  

    

  

    

   ( (   

   
        

   
  ))  

для которой выполняется соотношение 

 
  

   {                   
         }     

 Пространство функций           , удовлетворяющих всем условиям 

определения 1.4.1, обычно называется   
    пространством, или –мерным 

пространством Безиковича, а норму функции              
           

       принимается оператор:  

‖          ‖  
    {   

   
̅̅ ̅̅ ̅

 

     
∫ ∫|           |

        

 

  

 

  

}
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Пусть функция              
   

  имеет ряд Фурье вида: 

∑ ∑        

    

   ( (   

   
        

   
  ))  

где  

        
    

   
̅̅ ̅̅ ̅

 

     
∫ ∫             { {   

   
        

   
  }}         

 

  

 

  

 

а показатели Фурье  {   

   
}
   

 
 удовлетворяют условиям 

    

   
     

   
  |     

     
|  |   

   
|      

    
   

   
   (     ̅̅ ̅̅̅)                                 

т.е. показатели Фурье имеют единственную предельную точку на 

бесконечности. 

Для функций              
   

, как характеристика, определяющая 

свойства гладкости функции используется оператор: 

             
       

| |  
‖    

           ‖  
     

где  

    
            ∑       (

 
 

) (                         )  

 

   

 

разность   го порядка функции            с шагом      

 Доказаны ряд теорем, которые показывают, какие свойства функции 

по каждой из переменных         в отдельности могут способствовать 

абсолютную сходимость её кратного ряда Фурье в случае, когда величины 

  {   

   
}
    

 
   {   

   
}
    

 
     {   

   }
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подчиняются требованиям (1.4.1). 

Теорема 1.4.1. Если функция              
   

          и    {   

   
}
   

 
 

удовлетворяет условиям (1.4.1, а при     
 

   
      (

 

 
 

   

 
)  и           

сходится ряд 

∑ 
  (   

   
 

)
(

   
   

 
    
   )

  

   

      
 

(  
 

   
   )

  
   

    

то сходится и ряд 

∑  ∑ |        
|
 

 

    

 

    

  

В работах [118], [119] также найдены достаточные условия или признаки 

абсолютной сходимости кратных рядов Фурье функции              
       

       , когда показатели Фурье    {   

   
}
   

 
 функции            имеют 

единственную предельную точку на нуле, т.е. выполнены условия  

    

   
     

   
  |     

     
|  |   

   
|      

    
   

   
   (     ̅̅ ̅̅̅)                               

Пусть для функции              
     существуют спектры   {   

   
}  

              к которым не принадлежат их предельные точки, т.е.   

 ̅  
{          }                                                                            

 Для функции              
   

, с условиями (1.4.2) используем модуль 

усреднения порядка         на всей вещественной оси       . 

           
  

       
| |  

‖   
            ‖
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где 

   
              

 
 

     
∫    ∫    

    

    

    

    

 ∫      

      

      

∫  (                      )   

      

      

  

        В этом случае, наряду с условием (1.4.2) должен выполняться и (1.4.3).  

Теорема 1.4.2 (Хасанов Ю.Х.). Если для показателей Фурье   {   

   
}
    

 
 

функции              
   

         выполнены условия (1.4.2) и (1.4.3 и при  

    
 

   
    (

 

 
 

 

   
)   и каждом               сходится ряд 

∑ 
  (   

   
 

)
 

   

      
 

(  
 

   
   

)

  
   

  

то  

∑  ∑ |        
|
 

 

    

 

    

    

 Для функций              
            теоремы 1.4.1 и 1.4.2 

установлены М.Ф.Тиманом [88].  

 В работе Хасанова Ю.Х. [113] выявлены некоторые признаки 

абсолютной чезаровской суммируемости кратных тригонометрических рядов 

Фурье функций              
   

.  

 Определение 1.4.2. Кратный ряд 

∑            
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называется |          |   суммируемым                    если для 

любой совокупности индексов    
      

         выполнены условия 

∑  ∑
          

         

   
    

 

     

 

     

   

где      

          

           

 
∑  ∑         

     
         

     
   

      
                       

   

     

   

     

    

        

   
 

  
 
 

           

  
  

  Далее изучаем ряд работ (например [113]), где доказаны  утверждения, 

дающие критерии абсолютной суммируемости кратного ряда Фурье функции 

             
     в терминах поведения коэффициентов Фурье.  

Теорема 1.4.3. Положим                
   

. 

1. Если удовлетворены условия 

∑  

 

     

∑ ∏ 
           

 

 

   

 

   
  

( ∑  ∑                    
    

 

 
   

  
  

    
   

        

       

)

 
 

    

где      
 

 
           при любом    , то тригонометрический ряд 

Фурье заданной функции является |          |   суммируемым методом 

Чезаро почти всюду.  

2. При выполнении условия 
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∑  

 

     

∑ (∏   

 

   

)

 
  

   
  

( ∑  ∑                    
    

 

 
   

  
  

    
   

        

       

)

 
 

    

где    
 

 
           при любом     , ряд Фурье функции               

  
   

  почти всюду|   
 

 
   

 

 
|    суммируем методом Чезаро.  

3. В случае выполнении условий 

∑  

 

     

∑ ( ∑  ∑                    
    

 

 
   

  
  

    
   

        

       

)

 
  

   
  

    

где    
 

 
           при любом    , тригонометрический ряд Фурье 

функции              
      почти всюду |          |   суммируем методом 

Чезаро. 

Теорема 1.4.3 обобщает результатов Л.Лейндлера [67], которая 

установлена для функций         (в одномерном случае). 

Теперь анализируем ряд работ, где выясняются вопросы о том, какие 

структурные свойства функции по каждой из переменных в отдельности 

являются достаточными для абсолютной чезаровской суммируемости 

кратного тригонометрического ряда Фурье функции                  
   

. 

Теорема 1.4.4.  Если функция                 
     и для ее спектра {   

   
}   

            имеют места условий (1.4.1), то  

1. при            и каждом          , из 

∑  (
 
      ) (

   
   

 
    
   

)

  

   

      (  
 

 
  
   

)

  
   

    

следует |          |   суммируемости при      
 

 
        . ряда 
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∑  ∑ |        
|                                                         

 

    

 

    

 

2. при           и каждом           из  

∑
 
 (

   
 

)

√    
(

   
   

 
    
   

)

  

   

      (  
 

   
   

)

  
   

    

следует |          |  суммируемости при    
 

 
         ряда (1.4.4)   

         Далее доказаны аналоги теоремы 1.4.4 для кратных рядов Фурье, когда 

спектр функции               
   

  имеет единственную предельную точку в 

нуле, т.е. если удовлетворены условия (1.4.2)-(1.4.3). 

Теорема 1.4.5.  Если функция               
     и для ее спектра  {   

   
}   

            выполнены условия (1.4.2) и (1.4.3), то 

1. при            и каждом            из  

 

∑  (
 
 
     )

 

   

      (  
 

   
   

)

  
   

    

следует) суммируемости ряд (1.4.4 методом |          |  для значений 

     
 

 
        . 

2. при           и каждом            из 

 

∑
  (

   
 

)

√    

 

   

      (  
 

   
   

)

  
   

    

следует суммируемости ряд (1.4.4) методом  

|          |   при    
 

 
        . 
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Глава 2. Абсолютная сходимость двойных рядов Фурье  почти-периодических 

функций 

§ 2.1. Абсолютная сходимость двойных рядов Фурье почти-периодических 

функций, со спектром, имеющих предельную точку в бесконечности 

Определение 2.1.1. Непрерывная на всей действительной оси функция      

называется равномерной почти-периодической, если для каждого     можно 

указать такое положительное число       , что в каждом интервале длины   

найдется хотя бы одно число  , для которого 

|           |             

Основные понятия, определения и свойства этих функций хорошо изложены, 

в монографиях Б.М. Левитана [15], Г. Бора [8] и А.С. Безиковича [7].  

Определение 2.1.2 [107]. Функцию        принято называть   
   

 почти 

– периодической, или почти – периодической по Безиковичу , если при    : 

1) функция        является измеримой и |      |  интегрируема по Лебегу 

на двумерном пространстве     

2) существует ограниченное среднее значение 

 
  

   {       }  {   
   
̅̅ ̅̅ ̅

 

   ∫ ∫|       |     

 

  

 

  

}

 
 ⁄

  

 { ̅{|       | }}
 

 ⁄                                                                                                                                                                   

3) можно найти последовательность тригонометрических полиномов вида 

        ∑ ∑           { {       }} 

 

   

 

   

 

где   

          {         {  {       }} }  

-коэффициенты Фурье, для которой выполняется соотношение 

   
   

 
  

   {               }     
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Пространство функций, которое удовлетворяет всех условий 1) – 3) 

обычно называют    
   

 пространством, или двумерным пространством по 

Безиковичу, где за норму функции          
   

        принимается среднее 

значение вида (2.1.1).  

Когда исследуются проблем абсолютной сходимости двойных 

тригонометрических рядов Фурье функций          
   

  используются 

следующие характеристики их свойства в зависимости от поведения спектра 

рассматриваемой функции: 

1. модуль непрерывности порядка   функции          
   

  

 

         
       

| |  
‖  

       ‖
  

                

где 

  
        ∑       (

 
 

)

 

   

              

-разность   го порядка функции        с шагом  . 

2. модуль усреднения порядка         этой функции на         

       
  

       
| |  

‖        ‖
  

                       

где  

         
 

     
∫    

   

   

∫    

    

    

  ∫      

      

      

∫         

      

      

  

 

Следует заметить, что пространство почти-периодических по Безиковичу 

функций    получается в результате замыкания множества 

тригонометрических полиномов вида 
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     ∑   
    

 

   

                  

где норма рассматриваемой функции определяется соотношением 

‖ ‖  
 {    ̅̅ ̅̅

   

 

  
∫|    |   

 

  

}

 
 

    

 Предположим, что тригонометрический ряд Фурье функции         

представлен в виде 

     ∑    
    

 

    

  

здесь  

      
   

 

  
∫          

 

  

   

- коэффициенты Фурье, а спектр функции {  }    
  подчиняются условиям: 

             |  |  |    |    
   

                               

 В работе [112] выявлены ряд необходимых и достаточных критерии 

сходимости рядов вида 

∑|  |
                                                                      

 

   

 

для значений параметров           и           , где {  } обозначают 

коэффициентов Фурье этой функции          

 Теорема 2.1.1 [112]. Пусть         и выполнены условия (2.1.2) и  

    {  }            Если при   
    

 

 

  
  и   

    
 

 

 
  сходится ряд 
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∑           
     

 

 

   

 

где 

         
    

| |  
‖∑       (

 
 
)        

 

   

‖            

-модуль непрерывности порядка   функции        , то ряд (2.1.3) сходится. 

 В этом параграфе нами получены результаты, которые являются  

аналогами теоремы       для двойных тригонометрических рядов Фурье 

почти-периодических функций Безиковича.  

 Пусть            
   

 почти- периодическая функция Безиковича. 

Для каждой функции            
   

   рассмотрим при  фиксированном 

          множество тех  , для которых 

   
   
̅̅ ̅̅ ̅

 

   ∫ ∫           {    }         

 

  

 

  

 

 Множество таких  , (см. [57], ст. 39), образуют счётного множества, 

обозначается символом   {   

   
}           и назовём его показателями Фурье 

или спектром функции            
   

 по переменным        

 Введя в рассмотрение числа 

 (   

   
    

   
)   ̅ {           {  {   

   
      

   
  }}}  

получаем, что каждой функции            
   

 можно поставить в 

соответствие двойной ряд Фурье 

∑ ∑  (   

   
    

   
)    { {   

   
      

   
  }}                                                      

 

    

 

    

 

 В случае, когда какие–либо из    

   
          , для всех     то ряда 

(2.1.4) можно представлять как ряд Фурье функции          только по таким 
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переменным      , для которых хотя бы одно из них отлична от нуля, т.е. 

   

   
            

 Пусть функция            
   

 имеет ряд Фурье вида:  

 

∑ ∑  (   

   
    

   
)    { {   

   
      

   
  }}  

 

    

 

    

 

где показатели Фурье  {   

   
}  определяются соотношениям  

 

  
   

        

   
     

   
     

    
   

   
        

   
      

                                           

 Для функции            
   

, в качестве характеристики их 

структурных свойств рассмотрим модуль непрерывности порядка   функции 

           
   

  

             
       

| |  
‖   

         ‖
  

   
         

где 

   

          ∑       (
 
 

)

 

   

                           

-разность   го порядка функции          с шагом           . 

Теперь докажем наше утверждение, которое показывает какие свойства 

функции            
   

 по каждой из переменных в отдельности 

обеспечивают абсолютную сходимость её двойного тригонометрического 

ряда Фурье когда, когда показатели Фурье 

  {   

   
}
     

 
   {   

   
}
     

 
  

подчиняются условиям (2.1.5). 
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 Теорема 2.1.2. Если функция            
   

 и её спектр   {   

   
}
   

 
  

удовлетворяет условиям (2.1.5) и кроме того, при         
 

 
    и 

каждом        

∑ 
  (  

 
 
)
(

   
   

 
    
   

)

 

      
 

(  
 

   
   

)

  
   

                                      

 

   

 

то сходится и ряд 

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

 

    

 

 

    

 

Доказательство. Так как  

‖   

         ‖
  

   

 
 ‖ ∑ ∑   (   

   
    

   
)      

  

 

 

    

 

    

   

   
‖

  
   

  

где     шаг симметричной разности порядка  , то 

{ ∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
      

  

 

 

    

 

    

   

   
}

  ⁄

       (    )  
     

Тем более справедливо 

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
      

  

 

  

    

    

    

   

   
       

 (    )  
                                    

 Взяв в неравенстве (2.1.7)     
 

 
  
     и, используя неравенство  

     
 

 
    (  

 

 
) 

[см. 16] получим, что для всех  
    
   

    

   
    

   
              справедливо 
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Отсюда, используя последнее соотношение к оценке (2.1.7), будем иметь 

      
 (  

 

   
   

)

  
   

 ∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 (

   

   

   
   

)

  
  

    

    

    

  

 

 (
 
    
   

   
   

)

  

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
  

  

    

    

    

 

т. е. 

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
  

  

    

    

    

(
   
   

 
    
   )

  

      
 (  

 

   
   

)

  
   

                             

Если принять        то использование неравенства Гёльдера, дает: 

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

  

    

    

    

            { ∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

  

    

    

    

}

 
 

  

 

  
  (  

 
 
)
(

   
   

 
    
   )

 

      
 

(  
 

   
   

)

  
   

  

 После суммирования  по    и по   последнее неравенство, примет вид: 

 

∑∑ ∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

  

    

    

    

 

 

   

 

   

∑∑ 
  (  

 
 
)
(

   
   

 
    
   

)

 

      
 

(  
 

 
  
   

)

  
   

 

 

   

 

   

 

или 

∑ ∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

 

    

 

    

 

 

   

 

 ∑ 
  (  

 
 
)
∑(

   
   

 
    
   

)

 

      
 

(  
 

 
  
   

)
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 Таким образом, из неравенства (2.1.9) в силу сходимости ряда (2.1.6) 

вытекает, что  

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

 

    

 

    

               

 Теорема 2.1.2 доказана. 

Пусть           почти периодическая функция Безиковича, т.е. 

           
   

 c рядом Фурье   

         ∑ ∑  (   

   
    

   
)    { {   

   
      

   
  }}  

 

     

 

     

                     

где {   

   
    

   
} – показатели Фурье, имеющие единственную предельную точку 

в бесконечности, т.е. если удовлетворены условия (2.1.5). 

 Далее следует исследовать наличия необходимых условий для 

абсолютной сходимости двойных тригонометрических рядов Фурье вида: 

∑ ∑ | (   

       

   )|
 
  
 
  
 

 

    

                                                                         

 

    

 

для различных значениях              и            .  

Теорема 2.1.3. Если функция            
   

 и её коэффициенты  Фурье  

     

       

     являются монотонно убывающими, кроме того числа {   

       

   } 

подчиняются условиям (2.1.5), а также  

   

   
   

                    

то из сходимости ряда вида (2.1.10)  следует, что  

∑ 
 (    

 
 
)
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где                   
    

 

 

  
       

         
       

| |  
‖∑       (

 
 

)

 

   

               ‖

  
   

         

 Доказательство теоремы проводится с помощью следующих  

вспомогательных  утверждений. 

 Лемма 2.1.1 (А. А. Конюшков  [64, с. 62]). Пусть при некотором     

последовательность  {     } почти убывает. Тогда имеет место неравенство 

∑    {∑   

 

   

}

 

 

 

   

∑         
                                               

 

   

 

где                              

 Предположим, что существует числовая последовательность {  }   
 . Как 

и  С.Н. Бернштейн [6],  будем называть последовательность  {  } почти 

убывающей, если найдется такая константа  , что справедливо неравенство  

   
     

  равномерно по каждым     и               . 

 Лемма 2.1.2  (А. А. Конюшков  [64, с. 62]). Пусть при некотором     

последовательность {     } почти убывает. Тогда при                 

справедливо  соотношение: 

∑      {∑   

 

   

}

 

 

 

   

∑     
  
                                                                 

 

   

 

 Лемма 2.1.3 (Ю. Муселиак [69, с.12]). Если числа          положительные, 

то для любого числа    ряды вида 

∑                             ∑        
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сходятся, либо расходятся одновременно. 

 Доказательство теоремы 2.1.3.  Сначала построим следующую 

симметрическую разность с порядком              и с шагом              

   

          ∑       (
 
 

)

 

   

                            

Если рядом Фурье функции          является  

∑ ∑  (   

   
    

   
)    { {   

   
      

   
  }}                   

 

    

 

    

 

то симметрическая разность порядка    этого ряда, будет  

‖   

         ‖
  

   

 
 ‖   ∑ ∑   (   

       

   )      
  

 

 

    

 

    

   

   
‖

  
   

          

Тогда 

‖   

         ‖
  

   

 
 ‖   ∑ ∑   (   

   
    

   
)      

  

 

 

    

 

    

   

   
‖

  
   

  

 ‖   ∑ ∑   (   

       

   )      
  

 

  

    

  

    

   

   
  

    ∑ ∑   (   

       

   )

 

       

 

       

‖

  
   

  

 ‖ ∑ ∑   (   

       

   )   
  

  

    

  

    

(   

   
)
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    ∑ ∑   (   

   
    

   
)

 

       

 

       

‖

  
   

  

 ‖  
  ∑ ∑   (   

   
    

   
)

  

    

  

    

  
       ∑ ∑   (   

   
    

   
)

 

       

 

       

‖

  
   

  

Отсюда, при    
 

   
      получаем, что 

          
    

  
    {      ∑ ∑   (   

   
    

   
)

  

    

  

    

  
   }

 
 

  

 { ∑ ∑   (   

       

   )

 

       

 

       

}

 
 

  

или 

      
 

        
  

    {      ∑ ∑   (   

   
    

   
)

  

    

  

    

  
   }

 
 

  

 { ∑ ∑   (   

       

   )

 

       

 

       

}

 
 

  

 В последнем неравенстве умножаем обе  части на величину   (    
 

 
)
  и, 

затем выполняя суммирование  по параметру    ,  находим, что 

∑ 
 (    

 
 
)
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 ∑ 
 (    

 
 
)

 

   

      { ∑ ∑   (   

   
    

   
)

  

    

  

    

  
   }

 
 

  

 ∑ 
 (    

 
 
)

 

   

{ ∑ ∑   (   

   
    

   
)

 

       

 

       

}

 
 

  

 ∑ 
 (    

 
 
    )

 

   

{ ∑ ∑   (   

   
    

   
)

  

    

  

    

  
   }

 
 

  

 ∑ 
 (    

 
 
)

 

   

{ ∑ ∑   (   

       

   )

 

       

 

       

}

 
 

                                       

 Теперь остается вывести оценки для каждого слагаемого, которые 

расположены в правой части соотношения (2.1.14). 

 Применяя лемму 2.1.3, из которой следует, что сходимость ряда    

эквивалентна сходимости ряда 

  
  ∑  

 

  
 
 
    

 

    

{ ∑ ∑   (   

       

   )

 

    

 

    

  
   }

 
 

          

покажем, что ряд   
  сходится. Для этого при   

 

 
         (   

       

   )   
     и 

      
 

 
    применяем лемму 2.1.1 и получим: 

  
  ∑  

 

  
 
     

 

    

{   
 (   

       

   )   
   }

 
 
  

 ∑ | (   

       

   )|
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 Таким же подходом как в первой части доказательства, используя 

утверждение лемм 2.1.3  и 2.1.2  относительно второму слагаемому,  при  

  
 

 
    , а также учитывая монотонности  коэффициентов Фурье  

{ (   

   
    

   
)}, будем иметь 

   ∑  
 

  
 
 

 

    

{ ∑ ∑   (   

   
    

   
)

 

      

 

      

}

 
 

  

 ∑ | (   

   
    

   
)|

 
  
 

 

    

                                                                               

 Таким образом, подставляя оценки (2.1.15) и (2.1.16), в (2.1.14), получаем 

утверждение теоремы 2.1.3. 

§ 2.2. Абсолютная сходимость рядов Фурье почти-периодических 

функций, со спектром, имеющих предельную точку в нуле 

 Пусть теперь выполнены условия:  

        |  |  |    |    
   

|  |                                                   

Теорема 2.2.1 [112]. Пусть для функции         выполнены условия 

         и     {
 

  
}                 Если при         

    
 

 

 
    

        
    

 

 

  
  сходится ряд 

∑       
 
       

 

 

   

 

где 

         
    

   
‖      ‖
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∫    

   

   

∫    

    

    

  ∫      

      

      

∫          

      

      

 

 тогда ряд  

∑|  |
                                                              

 

   

 

 сходится. 

 Заметим, что величина          
 - модуль усреднения порядка   

функции         для функций многих переменных Безиковича впервые 

использована в работе Ю.Х.Хасанова [107]. 

Данный параграф главы 2 посвящен  нахождению достаточных 

критериев абсолютной сходимости двойных тригонометрических рядов 

Фурье функции             
   

, в случае когда для показатели Фурье 

  {   

   
}         функции           установлены следующие требования 

    

   
     

   
   |   

   
|  |     

     
|      

    
   

   
                                  

Задачей этого параграфа является получение аналогов теоремы 2.2.1 для 

двойных рядов Фурье почти-периодических функций             
     

 Пусть функция            
   

  и 

 
  

   {         }  {   
   
̅̅ ̅̅ ̅

 

   ∫ ∫|         |
       

 

  

 

  

}

 
 ⁄

                          

а 

∑ ∑  (   

       

   )    { {   

         

     }}  
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её ряд Фурье, показатели Фурье которых   {   

   
}        , удовлетворяют 

условиям (2.2.2). 

Для функции            
   

, в случае, когда для её спектр имеют места 

условия (2.2.2), в качестве математического аппарата приближения будем 

использовать модуль усреднения порядка         этой функции на    [   ] 

       
  

       
| |  

‖          ‖  
                                                 

где  

   
           

 

     
∫    

    

    

∫    

    

    

  ∫      

      

      

∫         

      

      

  

 Теорема 2.2.2. Пусть спектр   {   

   
}          функции            

   
 

удовлетворяет условиям (2.2.2) и при         
 

 
    и каждом       

сходится ряд 

∑        ⁄        
 

(  
 

 
    
   )

  
   

                                          

 

   

 

Тогда ряд составленный из коэффициентов Фурье  

∑ ∑ |     

       

    |
 

 

    

 

    

                                                                       

также сходится. 

 Доказательство. Поскольку ряд (2.2.4) есть тригонометрическим рядом 

Фурье функции            
   

, следовательно, для функции     
           

рядом Фурье будет  

∑ ∑ |     

       

    |
 
   { {   

         

     }} {
      

   
  

    

   
  

}
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Это вытекает из следующего тождества 

∫    

    

    

∫    

    

    

  ∫      

      

      

∫    { {   

   
    

   
}   }     

      

      

  

    { {   

   
      

   
  }} {

      

   
  

    

   
  

}

 

           

 Следовательно, в силу неравенства Бесселя, получим: 

{ ∑ ∑ | (   

   
    

   
) {

      

   
  

    

   
  

}

 

|

 

 

 

    

 

    

}

   

 ‖   
          ‖

  
   

  

       (    )  
                                              

Тем более справедливо 

∑ ∑ | (   

       

   )|
 
{
      

   
  

    

   
  

}

  

        
 (    )  

            

  

    

    

    

                     

 Пусть для каждого       

   
 

  
    
     

Тогда для всех  
    
   

    

   
    

   
           будет 

      

   
  

   

   
  

 
 

 
  

Значит, при таком выборе   , и с учётом монотонного убывания спектров 

{   

   
}           неравенство (2.2.8) принимает вид: 
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∑ ∑ |     

   
    

   
 |

 
 {

      

   
  

    

   
  

}

  

 

  

    

    

    

 

       
 (  

 

 
    
   

)

  
   

                                                               

Применяя неравенство Гёльдера в оценке (2.2.9), будем иметь 

∑ ∑ |     

   
    

   
 |

 
 

  

    

    

    

            { ∑ ∑ |     

   
    

   
 |

 
 

  

    

    

    

}

  ⁄

  

  
  (  

 
 
)
      

 
(  

 

 
    
   

)

  
   

             

 Отсюда, суммируя по  , а потом по  ,  получим: 

∑∑ ∑ ∑ |     

       

    |
 
 

  

    

    

    

 

   

 

   

 ∑ 
  (  

 
 
)
∑      

 
(  

 

 
    
   )

  
   

 

   

  

 

   

 

или 

∑ ∑ ∑ |     

       

    |
 
 

 

    

 

    

 

   

 ∑ 
  (  

 
 
)
∑      

 
(  

 

 
    
   )

  
   

 

   

                     

 

   

 

 Таким образом, из неравенства (2.2.10) в силу оценки (2.2.6) следует, 

что ряд (2.2.7) сходится что и требовалась доказать.  

Пусть ряд Фурье функция            
   

  

∑ ∑  (   

       

   )    { {   

         

     }}  
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имеет спектры   {   

   
}        , удовлетворяющие условиям (2.2.2). 

Необходимыми условиями сходимости рядов Фурье функций            
   

 

является следующая. 

 Теорема 2.2.3. Если для показателей Фурье    {   

   
}         почти-

периодической функции             
   

 выполнены условия (2.2.2)  и 

       

   
   

                     

и кроме того, последовательность её коэффициентов Фурье {     

   
    

   
 } 

монотонно убывает, то из сходимости ряда  

∑ ∑ | (   

       

   )|
 
  
 
  
 

 

    

                                                   

 

    

 

вытекает сходимость ряда  

∑ 
 (    

 
 
)
  

        
  

                                                           

 

   

 

где                   
    

 

 

  
  и 

           
  

       
| |  

‖   
   

       ‖
  

   
                   

   
   

        
 

     
∫    

    

    

∫    

    

    

  ∫      

      

      

∫         

      

      

  

 Доказательство . В силу равенства Парсеваля, получаем что  

‖   
   

       ‖
  

   

 
 ∑ ∑   (   

       

   ) {
      

   
  

 
  
   

  
}
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 ∑ ∑   (   

   
    

   
) {

      

   
  

   
   

  
}

  

 ∑ ∑   (   

   
    

   
)   

 

       

 

       

  

    

  

    

 

 ∑ ∑   (   

   
    

   
) {

   

   

   
   

}

  

 ∑ ∑   (   

   
    

   
)  

 

       

 

       

  

    

  

    

 

 (   
   

)
   

∑ ∑   (   

   
    

   
) (   

   
)
  

 ∑ ∑   (   

   
    

   
)  

 

       

 

       

  

    

  

    

 

Так как     

   
   

                   ,  то 

‖   
   

       ‖
  

   

 
  

      ∑ ∑   (   

       

   )   
     ∑ ∑   (   

       

   )  

 

       

 

       

  

    

  

    

 

 Мы доказали, что последнее неравенство верно при любом    , поэтому в 

частности, при всяком         находим: 

          
   

  
    {     ∑ ∑   (   

       

   )   
    

  

    

  

    

}

 
 

  

 { ∑ ∑   
(   

   
    

   
)

 

       

 

       

}

 
 

  

или когда        получаем, что 

      
        

  
    {     ∑ ∑   (   

       

   )   
    

  

    

  

    

}
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 { ∑ ∑  
 
(   

   
    

   
)

 

       

 

       

}

 
 

  

В последнем неравенстве умножаем обе части на величину  
  (    

 

 
)
 и, 

выполняя суммирование  по параметру   , находим:  

∑ 
  (    

 
 
)

 

   

      
        

  
     

 ∑ 
  (    

 
 
)

 

   

{     ∑ ∑   (   

   
    

   
)   

    

  

    

  

    

}

 
 

  

 ∑ 
  (    

 
 
)

 

   

{ ∑ ∑   (   

       

   ) 

 

       

 

       

}

 
 

  

 ∑ 
  (    

 
     )

 

   

{ ∑ ∑   (   

       

   )   
    

  

    

  

    

}

 
 

  

 ∑ 
 (    

 
 
)

 

   

{ ∑ ∑   (   

       

   ) 

 

       

 

       

}

 
 

                                             

 Теперь находим оценки для каждого слагаемого, которые расположены в 

правой части неравенства (2.2.13). Благодаря лемме 2.1.3 имеем 

   ∑  
 

  
 
     

 

    

{ ∑ ∑   (   

       

   )   
    

 

    

 

    

}
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   ∑  
 

  
 
 

 

    

{ ∑ ∑   (   

   
    

   
) 

 

      

 

      

}

 
 

   
              

Покажем, что ряд   
  сходится. Для этого применяем лемму 2.1.1, при 

  
 

 
         (   

    
)  

       
 

 
        

Тогда 

  
  ∑  

 

  
 
 
    

 

    

{   
 (   

   
    

   
)   

    }

 
 
  

 ∑ | (   

       

   )|
 
  
 

 

    

                                                                      

 Таким же приёмом, с помощью леммы 2.1.2, положив   
 

 
       

     (   

       

   )  а также учитывая монотонного убывания коэффициентов 

Фурье   (   

       

   ) выводим следующую оценку  

  
  ∑ | (   

       

   )|
 
  
 

 

    

                                                               

 Поэтому, из полученных оценок (2.2.14) и (2.2.15), используя неравенству 

(2.2.13) получаем сходимость ряда (2.2.12), что и обеспечивает доказательство 

теоремы 2.2.3. 
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Глава 3. Абсолютная суммируемость двойных рядов Фурье почти-

периодических функций 

§3.1. Абсолютная суммируемость двойных рядов Фурье, со спектром 

имеющий предельную точку в бесконечности 

 В работах Л. Лейндлера [67], К.Тандори [86],М.Ф. Тимана [93], 

Л.В.Грепачевской  [43], [44] и других математиков достаточно полно 

получены необходимые и достаточные условия по вопросам абсолютной 

чезаровской суммируемости рядов Фурье периодических функций как в 

одном, так и в многомерном случае. 

 А исследования по выявлению признаков абсолютной суммируемости 

кратных рядов Фурье почти-периодических в смысле Безиковича функций 

многих переменных проводились в работах Ю.Х.Хасанова [109], [113]. 

Приведем некоторые из них. 

 Теорема 3.1.1. Пусть функция         и ее спектр  

 {  }             удовлетворяет условиям: 

        |  |  |    |    
   

|  |                         

Если при                 
    

 

 

  
   

    
 

 

 
 выполнены  

∑       
 
(  

 

 
)
  

   

 

   

 

то ряд   

∑|  |
 

 

   

 

суммируем методом |    |   

Далее рассматривается |   |   суммируемость ряда  

∑                                                                                              

 

   

 

где       коэффициенты Фурье, когда степень суммируемости    принимает 

только положительные значения, т.е.      



74 
 

Теорема 3.1.2.  Пусть спектр  {  }   
   функции          удовлетворяет 

условиям: 

        |  |  |    |    
   

|  |                   

Тогда:  

I. при       
 

 
    условие:  

∑ 
 (

 
 
  )

(
     

   
)

 

  (      
  )

  
  

 

   

 

влечет |   |     суммируемость ряда (3.1.1); 

II. условие:  

∑   (
     

   
)

 

  (      
  )

  
  

 

   

 

 влечет |  
 

 
|    суммируемость ряда (3.1.1); 

III. при   
 

 
  условие: 

∑          
 
 (

     

   
)

 

  (      
  )

  
  

 

   

 

влечет |   |    суммируемость ряда (3.1.1). 

Когда функция          в тригонометрической системе и по любой 

ортогональной на отрезке системе функций подобные результаты, 

сформулированных в теореме 3.1.2, ранее был получены  Л.В.Грепачевской [43], а  

в случае когда                  и     
 

 
, М.Ф.Тиманом в работе [93]. 

Теперь будем доказать несколько теорем, где решаются вопросы о |   |   

почти всюду суммируемости ряда Фурье функции         при различных 

значений  (     
 

 
) в том случае, когда ее показатели Фурье  {  }   

  

имеют единственную предельную точку в нуле.  

Теорема 3.1.3. Пусть для спектра  {  }   
   функции          

выполняются условия: 

            {   }                 
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Если сходится ряд 

∑       
 
       

   

 

   

 

где               
    

 

 

  
   

    
 

 

 
          

то ряд   

∑|  |
 

 

   

 

суммируем методом  |    |. 

Далее в работе [113]  указаны некоторые достаточные условия   |   |   

суммируемости ряда 

∑             

 

   

                                                                       

для положительных значений      

          Теорема 3.1.4. Если спектр  {  }   
   функции         и 

        |    |  |  |    
   

|  |                   

то 

I. Если при      
 

 
     выполнены условия:  

∑  (
 
   )

  

 

   

(     
  )

  
    

то ряд (3.1.2) |   |    суммируем почти всюду; 

II.  При    
 

 
  из условия 

∑     

 

   

(     
  )

  
   

следует |  
 

 
|    суммируемость ряда (3.1.2) почти всюду; 

III.  При   
 

 
   условие  
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∑          
 
   (      

  )
  

  

 

   

 

влечет |   |   суммируемость ряда (3.1.2) почти всюду. 

 Далее остановимся на выяснению вопроса о том, какие структурные 

свойства функции по каждой из переменных       в отдельности (выяснения 

гладкости функции) обеспечивают абсолютную чезаровскую суммируемость 

двойного тригонометрического ряда Фурье почти-периодической функции 

           
   

. 

Справедливы следующие утверждения, в которых существенно 

учитывается кратность рядов Фурье. 

Теорема 3.1.5. Если функция            
   

 и ее спектр {   

   
}          

удовлетворяют условиям 

    

   
     

   
   |     

     
|  |   

   
|      

    
   

   
             

Кроме того, если при           и каждом       сходится ряд 

∑  (
 
      )

(
   
   

 
    
   )

 

      (  
 

 
  
   

)

  
   

                              

 

   

 

то ряд 

∑ ∑ |      
|

 

    

 

    

                                                                               

|        |- суммируемый при      
 

 
         . 

Доказательство. Доказательству теоремы будем проводить при 

I)    
 

 
;  II)      

 

 
. 
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I)  Пусть       
 

 
, тогда условия (3.1.3) можно записать в виде: 

 

∑  
 
 (

   
   

 
    
   )

 

      (  
 

   
   )

  
   

                                          

 

   

 

∑  
 
 (

   
   

 
    
   

)

 

      (  
 

   
   )

  
   

                                        

 

   

 

Благодаря неравенству (см. [27] стр. 307) 

∑             ∑     
 

 

   

 

   

            

получим 

∑ ∑(      )
 
  

 

   

 

   

∑ ∑ (∑ ∑    

 

   

 

   

)

 
 

                                         

 

   

 

   

 

так как  

∑ ∑ 
 

  
 

     

 

 

 

   

 ∑  
 
 

 

   

 

   

(∑  
 
     

 
 

 

   

)   

 √ ∑  
 
 

 

   

∑ (∑     

 

   

)

 
 

 

 

   

√ ∑ {∑  
 
 

 

   

(∑     

 

   

)

 
 

}

 

   

  

  ∑ ∑(∑ ∑     

 

   

 

   

)

 
  

   

 

   

  

Положив в неравенстве (3.1.7)  
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     ∑ ∑     
 

    

      

    

      

  

будем иметь 

∑ ∑ √  ( ∑ ∑     
 

    

      

    

      

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑ ∑ (∑ ∑ ∑ ∑     
 

    

      

    

      

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑ ∑ ( ∑ ∑     
 

    

      

    

      

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑ ∑      (
 

       
∑ ∑     

 

    

      

    

      

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑ ∑ (
 

     ∑ ∑     
 

    

   

    

   

)

 
 

                                                            

 

   

 

   

 

Используя тождество (см. [75], стр.354) 

∑ ∑|    |  

 

   

 

   

|    |  ∑ ( ∑ ∑ |    |

      

    

    

   

 ∑ ∑ |    |

      

   

      

    

)

 

   

 

с помощью неравенства Коши-Буняковского (см. [13]), получим: 
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∑ ∑|    |  

 

   

 

   

|    |   

 ∑   

{
 
 

 
 

( ∑ ∑ |    |
 

      

    

    

   

)

 
 

 √ ( ∑ ∑ |    |
 

      

   

      

    

)

 
 

}
 
 

 
  

   

  

 |    |  ∑   

{
 
 

 
 

(∑ ∑ |    |
 

 

    

 

   

)

 
 

 ( ∑ ∑|    |
 

 

   

 

    

)

 
 

}
 
 

 
  

   

  

Так как величины  

   (∑ ∑|    |
 

 

   

 

   

)

 
 

         (∑ ∑|    |
 

 

   

 

   

)

 
 

 

Имеют характера монотонного убывания с возрастанием k и  l , то 

справедливо 

∑ ∑|    |  

 

   

 

   

|    |  ∑ ∑   

    

      

 

   

 ∑ ∑   

    

      

 

   

  

 |    |  ∑   

 

   

 ∑   

 

   

  

 |    |  ∑

{
 
 

 
 

(∑ ∑|    |
 

 

   

 

   

)

 
 

 (∑ ∑|    |
 

 

   

 

   

)

 
 

}
 
 

 
  

   

                                     

Подставляя в неравенстве (3.1.9)  
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     (
 

          
∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

  

будем иметь: 

∑ ∑ (
 

          
∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑ (∑ ∑
 

            

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
  

   

  

 (∑ ∑
 

            

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

       

Оценим первое слагаемое в последнем неравенстве 

   ∑ (∑ ∑
 

            

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
  

   

  

 ∑ (∑ ∑    
 

 

   

 

   

∑
 

      
∑

 

      

 

   

 

   

)

 
 

                                                   

 

   

 

Так как  

∑
 

      
 

 

   

 

   

     ∑
 

      

 

   

       

то (3.1.10) принимает вид: 
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   ∑
 

√   

 

   

(∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

  

Таким же подходом будем оценить второе слагаемое  

   ∑ (∑ ∑
 

            

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
  

   

  

 ∑
 

√   

 

   

(∑ ∑     
 

 

   

 

   

)

 
 

  

В работе [107] доказано, что  

∑  

    

    

∑ ∑ ∑  

  

      

  

         

∑ |        
|
 

  

    

 

    

      

 

 (
   
   

 
    
   

)

  

      
 (  

 

   
   

)

  
   

                                                         

Отсюда, при    , применяя оценку (3.1.11), окончательно имеем: 

∑ ∑|    |  

 

   

 

   

 

 ∑
 

√   

 

   

(∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

 ∑
 

√   

 

   

(∑ ∑     
 

 

   

 

   

)

 
 

  

 ∑
 

√   

 

   

(
   
   

 
    
   )

 

      (  
 

   
   )
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 ∑
 

√   

 

   

(
   
   

 
    
   

)

 

      (  
 

   
   

)

  
   

  

Теперь выполняя суммирования по числу    и затем по параметру   , получим: 

∑∑ ∑
 

√   

 

   

(
   
   

 
    
   

)

 

      (  
 

   
   

)

  
   

 

 

   

 

   

 

 ∑∑  
 
 (

   
   

 
    
   

)

 

      (  
 

   
   

)

  
   

 

 

   

 

   

 

Отсюда вытекает, что если выполняются условия (3.1.5) и (3.1.6), то и эти 

условия обеспечивают сходимость ряда (3.1.8). Следовательно, двойной ряд 

Фурье почти всюду является суммируем методом |   
 

 
 
 

 
|. Это означает, что 

теорема доказана для случая       
 

 
.  

Теперь переходим на вторую часть доказательства теоремы. 

II) Пусть         
 

 
.  Очевидно, что  

∑ ∑   
 
        

 

   

 

   

  
 
        ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

  

 ∑ ∑   
 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

 

    

 

    

)

 
 

  

 ∑ ∑         
 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

 

    

 

    

)

 
 

  

В силу монотонности  
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     (∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

  

получаем: 

∑ ∑   
 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

  

 ∑ ∑   
 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

 

    

 

    

)

 
 

  

 ∑ ∑ (
 

         
 

 

         
∑ ∑     

 

 

    

 

    

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑ ∑ (
 

                    
∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

   

 

Полагая  

     (
 

                    
∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

  

с помощью неравенства (3.1.9), находим: 

∑ ∑ (
 

                    
∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑ (∑ ∑
 

                    

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)
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 ∑ (∑ ∑
 

                    

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

      

 

   

 

Оценим каждое слагаемое  в последнем неравенстве. 

   ∑ (∑ ∑
 

                    

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

Переставляя порядок суммирования, будем иметь: 

   ∑ (∑ ∑    
 

 

   

 

   

∑
 

          

 

   

∑
 

          

 

   

)

 
 

 

 

   

 

При         
 

 
, учитывая 

∑
 

          

 

   

         ∑
 

          

 

   

 
 

        
     

получаем: 

   ∑
 

       
(∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

Отсюда, при    , применяя оценку (3.1.11) 

   ∑     (
   
   

 
    
   

)

 

      (  
 

   
   )

  
   

                                                      

 

   

 

Аналогичным образом, находим: 



85 
 

   ∑ (∑ ∑
 

                    

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

 ∑     (
   
   

 
    
   

)

 

      (  
 

   
   

)

  
   

                                                     

 

   

 

Значит, учитывая неравенства (3.1.12) и (3.1.13), получаем: 

∑ ∑ (
 

                    
∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑∑     (
   
   

 
    
   

)

 

      (  
 

   
   

)

  
   

 

 

   

 

   

                                                       

В силу условий теоремы (3.1.3) вытекает, что правая часть (3.1.14) 

сходится. Это означает, что  

∑ |    
              

       |    

 

   

                       

∑ |    
              

       |                            

 

   

 

Отсюда следует, что ряд (3.1.4) суммируем методом |         | для всех 

значений         
 

 
. Теорема 3.1.5 полностью доказана. 

Теорема 3.1.6. Пусть функция            
   

 и её спектр {   

   
}          

удовлетворяют условиям: 

    

   
     

   
   |     

     
|  |   

   
|      

    
   

   
             

Если при           и каждом       сходится ряд  
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∑
 
 (

   
 

)

√    
(

   
   

 
    
   

)

 

      (  
 

   
   

)

  
   

                               

 

   

 

то ряд 

∑ ∑ |      
|

 

    

 

    

                                                                                

почти всюду |        |- суммируемый при    
 

 
         . 

Доказательство. Условия (3.1.15) запишем в виде: 

∑
  

 
 

√    
(

   
   

 
    
   )

 

      (  
 

   
   

)

  
   

                                          

 

   

 

∑
  

 
 

√    
(

   
   

 
    
   )

 

      (  
 

   
   )

  
   

                                                  

 

   

 

Рассмотрим ряд 

∑ ∑ ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

                                                             

 

   

 

   

 

В силу неравенства (см. [27] стр. 308)  

∑   
 

 

   

 ∑ (
 

 
∑   

 

   

)

  

   

             

при   
 

   
получаем, что  

∑ ∑     
 
  

 

   

 

   

∑ ∑
 

√          

 

   

 

   

{∑ ∑    

 

   

 

   

}
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При  

    ∑ ∑     
 

      

    

      

    

 

из последнего неравенства получим: 

∑ ∑ ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

 

 

   

 

   

 

∑ ∑
 

√          
(∑ ∑ ∑ ∑     

 

      

    

      

    

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑ ∑
         

         √          
( ∑ ∑     

 

 

    

 

    

)

 
 

                                      

 

   

 

   

 

В силу монотонности коэффициентов Фурье сходимость ряда (3.1.20) 

вытекает из сходимости следующего 

  ∑ ∑(
 

               
 

 

            
∑ ∑     

 

 

   

 

   

)

 
 

   

 

   

 

   

 

В неравенстве (3.1.9), подставляя  

     (
 

               
 

 

            
∑ ∑     

 

 

   

 

   

)

 
 

  

будем иметь:  
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  ∑

{
 
 

 
 

(∑ ∑
              

               

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

 (∑ ∑
              

               

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

}
 
 

 
 

        

Оценим каждую сумму в правой части последнего 

   ∑ (∑ ∑
              

               

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

Переставляя порядок суммирования, имеем: 

   ∑ (∑ ∑    
 

 

   

 

   

∑
 

             
∑

 

              

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

Так как  

∑
 

             

 

   

 
 

             
 

и 

∑
 

             

 

   

       

то  

   ∑
 

√            
(∑ ∑    

 

 

   

 

   

)
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Таким же образом оценим и вторую сумму 

   ∑ (∑ ∑
              

               

 

   

 

   

∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

 ∑
 

√            
(∑ ∑     

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

                                                    

Складывая    и   , будем иметь: 

  ∑
 

√            
(∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

 ∑
 

√            
(∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

                                                  

При    , применяя оценку (3.1.11), из (3.1.23), получаем:  

  ∑
 

√            
(

   
   

 
    
   )

  

      (  
 

   
   )

  
   

 

 

   

 

 ∑
 

√            
(

   
   

 
    
   )

  

      (  
 

   
   )

  
   

 

 

   

 

В силу монотонности коэффициентов, имеем: 

  ∑
  

 
 

√    
(

   
   

 
    
   )

  

      (  
 

   
   )

  
   

              

 

   

 

 ∑
  

 
 

√    
(

   
   

 
    
   )

 

      (  
 

 
  
   )
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Отсюда следует, что условия (3.1.17) и (3.1.18) обеспечивают сходимость 

(3.1.24), следовательно |        |- суммируемость ряда (3.1.16) при    
 

 
   

     . Теорема 3.1.6 доказана. 

 

§3.2. Абсолютная суммируемость двойных рядов Фурье, со спектром 

имеющий предельную точку в нуле 

Задачи данного параграфа заключается в том, чтобы доказать аналоги 

теорем 3.1.5 и 3.1.6 для двойных тригонометрических рядов функции 

           
   

, когда спектр рассматриваемой функции имеет единственную 

предельную точку в нуле, т.е., когда для показателей Фурье выполнены 

следующие две условии: 

    

   
     

   
   |     

     
|  |   

   
|      

    
   

   
                                       

   
̅̅ ̅̅ ̅{        }                                                                                    

       Теорема 3.2.1.  Пусть функция            
   

 и для совокупности чисел 

{   

   
}         

 
 удовлетворены условия (3.2.1) и (3.2.2). Если при значений 

            и каждом       сходится ряд  

∑  (
 
      )      (  

 

   
   

)

  
   

                                          

 

   

 

то ряд 

∑ ∑ |      
|

 

    

 

    

                                                                   

|         |- суммируемый при      
 

 
         . 
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Доказательство. Согласно предположений теоремы доказательство 

проводится для случая:     I)    
 

 
;     II)      

 

 
. 

I) В случае       
 

 
, условия (3.2.3) запишется в виде:  

∑  
 
       (  

 

   
   

)

  
   

      ∑  
 
       (  

 

   
   

)

  
   

  

 

   

                  

 

   

 

При доказательстве теоремы 3.2.1, когда       
 

 
, нами было 

получено следующее соотношение: 

∑ ∑|    |  

 

   

 

   

 

 ∑
 

√   

 

   

(∑ ∑    
 

 

   

 

   

)

 
 

 ∑
 

√   

 

   

(∑ ∑     
 

 

   

 

   

)

 
 

  

Применяя оценки, которые получены в [107] 

∑   

    

    

∑  ∑  ∑   ∑  |        
|
 
{
      

   
  

    

   
  

}

  

 

  

    

  

      

  

           

    

      

 

       
 (  

 

 
    
   

)

  
   

                                         

и принимая во внимание монотонного убывания коэффициентов Фурье, из 

последнего неравенства получим:  

∑ ∑|    |  
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 ∑  
 
       (  

 

   
   

)

  
   

 ∑  
 
       (  

 

   
   

)

  
   

 

   

                           

 

   

 

Благодаря условиям (3.2.5) следует сходимость (3.2.7), что и требовалось 

доказать. 

II) Пусть теперь      
 

 
. Тогда условия (3.2.3) при     записывается 

в следующем виде: 

∑           (  
 

   
   )

  
   

      ∑           (  
 

   
   )

  
   

  

 

   

  

 

   

                  

В левой части (3.1.12) применяя оценку (3.2.6), находим: 

∑ ∑ (
 

                    
∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

   

 

 ∑           (  
 

   
   

)

  
   

 ∑           (  
 

   
   )

  
   

 

   

 

 

   

 

∑∑           (  
 

   
   

)

  
   

 

 

   

 

   

 

Oтcюда в cилу уcлoвий (3.2.8) пocледний pяд будет cходящимся, что влeчёт зa 

cобой |        |- суммируемость ряда (3.2.4) для      
 

 
. 

Теорема 3.2.1 полностью доказана. 

Теорема 3.2.2. Пуcть функция            
   

 и её cпектp {   

   
}         

 
удoвлетвopяют уcлoвиям (3.2.1) и (3.2.2). Еcли пpи            и 

кaждoм        выполнeны уcловия:  
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∑
 
 (

   
 

)

√    
      (  

 

   
   

)

  
   

                                                       

 

   

 

то ряд (3.2.4) является суммируемый методом |        | при    
 

 
         .

 
 

Доказательство. Рассмотрим ряд 

∑ ∑ ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

 

 

   

 

   

 

В силу неравенства (см. [27] стр. 308)  

∑   
 

 

   

 ∑ (
 

 
∑   

 

   

)

  

   

               

при   
 

  
получаем, что  

∑ ∑(    )
 
  ∑ ∑

 

√          
(∑ ∑     

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

   

 

   

 

   

 

В силу неравенства (3.1.23), получим: 

∑ ∑(    )
 
  ∑

 

√            
(∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
  

   

 

   

 

   

  

 ∑
 

√            
(∑ ∑    

 

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

Применяя оценку (3.2.6), находим: 

∑ ∑(    )
 
  

 

   

 

   

 



94 
 

 ∑
 
 (

   
 

)

√    
      (  

 

   
   

)

  
   

 ∑
 
 (

   
 

)

√    
      (  

 

   
   

)

  
   

 

 

   

 

   

 

∑∑
 
 (

   
 

)

√    
      (  

 

   
   

)

  
   

 

 

   

 

   

 

Oтcюдa блaгoдapя уcлoвию (3.2.9) пocлeдний pяд cхoдитcя и, 

cледовательнo, влeчёт зa coбой |        | cуммируемость ряда (3.2.4)  при 

   
 

 
         . 

Теорема 3.2.2 доказана.  

Кaк виднo из тeoрeм 3.2.1 и 3.2.2 уcлoвия, oбеcпечивающиe абcoлютную 

cуммируемocть кpaтного pяда Фуpьe видa (3.2.4), фактичecки зaвиcит лишь 

oт кoличествa переменных и свойств функций            
   

 пo тoй из 

пeрeменных, по которой мoдуль уcpеднения стрeмитcя нaибoлее мeдлeнно к 

нулю.  

§3.3. Абcoлютная суммируемocть двoйных рядoв Фурье в тeрминaх пoведeния 

коэффициeнтoв Фурье 

Определение 3.3.1. Скажем,что ряд 

∑ ∑     

 

   

 

    

 

cуммируем методом                    к числу    если 

   
     

    
   

    

где 

    
   

 (  
   

 
)
  

    
   

      и        
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а числа     
   

 определяются из формального соотношения 

∑ ∑     
   

    

 

   

                   

 

   

∑ ∑      
    

 

   

 

   

 

Определение 3.3.2. Будем говорить, что двойной ряд Фурье  

 

 
     

 

 
∑ (     

      
       

      
 )  

 

    

 

 
 

 
∑ (     

      
       

      
 )  

 

    

 

 ∑ ∑        
      

       
        

      
       

  

 

    

 

    

 

       
      

       
        

      
       

                                     

назовем абсолютно  |      |   суммируемым, или |      |   суммируемым  

        если выполнены следующие условия: 

∑ ∑ |    
   

       
   

       
   

         
   

|    

 

   

 

    

 

∑ |    
   

       
   

|   

 

    

                         

∑ |    
   

       
   

|   

 

    

                         

где      
   

         средние ряда Фурье,  

    
   

 (  
   

 
)
  

          и        
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      частичные суммы заданного ряда Фурье. 

Данный параграф главы диссертации  посвящен получению ряд 

утверждений, дающих достаточных признаков абсолютной суммируемости 

двойного тригонометрического ряда Фурье почти-периодических функций 

           
   

 в тeрминaх кoэффициeнтoв Фурье, т.е. обoбщeние тeoремы 

Лейндлера, котoрaя была получeнa в случae        . 

Теорема 3.3.1. Пусть            
   

. Если выполнены условия: 

∑ ∑  
 
 
 
 
  
     

 

   

 

   

 
 
 
 
 
  
     ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

                                

∑  
 
  

 
       

 

   

( ∑     
 

      

    

)

 
 

                                                   

∑  
 
  

 
       

 

   

( ∑     
 

      

    

)

 
 

                                                    

где          
 

 
    тo pяд Фурье функции            

   
 почти всюду 

|       | - суммируемый.  

Доказательство. Выполнение условий (3.3.1) – (3.3.3) обеспечивают 

соответственно сходимость рядов  

∑ ∑ |    
              

              
                

       |                                    

 

   

 

   

 

∑ |    
              

       |                                                                  

 

   

 

при фиксированном    
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∑ |    
              

       |                                                                

 

   

 

при фиксированном    где  

 

    
        (  

    
  )

  
∑ ∑     

      
  

 

   

    

 

   

 

            - средние двойного ряда Фурье 

 

 
     

 

 
∑ (           

             
 )  

 

    

 

 
 

 
∑ (     

      
       

      
 )  

 

    

 

 ∑ ∑        
      

       
        

      
       

  

 

    

 

    

 

       
      

       
        

      
       

                                            

В свою очередь, сходимость рядов (3.3.4) – (3.3.6) обеспечивают абсолютную 

|       | - суммируемость рядов  

∑ ∑                                   

 

   

 

   

 

                                                                         

∑(                     )                                                       
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∑(                     )                                                       

 

   

 

следовательно, и |       | - суммируемость ряда (3.3.7).   

Известно, что (см. [57], стр. 35-36)  

    
              

              
                

         

 
 

   
     

  
∑ ∑       

      
    

      

 

   

    

 

   

  

После суммирования по   и  , учитывая            
   

, получим: 

∑ ∑ |    
              

              
                

       |  

 

   

 

   

 

 ∑ ∑
 

   
     

  
|∑∑       

      
    

      

 

   

    

 

   

|  

 

   

 

   

                                 

Обозначим 

      
 ∑ ∑

 

   
     

  
(    
   

 

   

 

   

 

   

∫ ∫ |∑ ∑  

 

   

 

   

 

  

 

  

      
      

    
      

    |          

Из cхoдимocти пoчти вcюду пocледнего ряда слeдуeт сходимость почти вcюду 

pяда (3.3.11) и, слeдовательнo,  |       | - суммиpуемocть рядa (3.3.8). 

Тaк кaк   
    , то пpимeняя нepавенствo Шварца и равeнcтво 

Парсеваля, будeм имeть:  
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 ∑ ∑ ∑ ∑

 

          

      

     

      

    

 

   

 

   

  

    ̅̅ ̅̅
   

 

   
∫ ∫ |∑ ∑

      

                      

 

   

 

   

|       

 

  

 

  

  

 

 ∑ ∑ ( ∑ ∑   

      

     

      

    

)

 
  

   

 

   

( ∑ ∑
 

            

      

     

      

    

  

    ̅̅ ̅̅
   

 

   ∫ ∫ |∑ ∑
      

                      

 

   

 

   

|

 

      

 

  

 

  

)

 
 

  

 ∑ ∑  
 
 

 

   

 

   

 
 
 ( ∑ ∑ ∑∑

        
 

            
 

 

   

 

   

      

     

      

    

 

 [                        ]   
 
   

 ∑ ∑    
 
 
       

 

   

 

   

   
 
 
       { ∑ ∑ ( ∑ ∑  

    

   

    

   

      

     

      

    

 

 ∑ ∑  ∑ ∑  ∑ ∑
        

 

                        
 

 

     

 

    

 

    

    

   

    

   

 

    

 

Последнее неравенство запишем в следующем виде: 

      
 ∑ ∑    
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{
 
 

 
 

( ∑ ∑ ∑ ∑
        

 

                        

    

   

    

   

      

     

      

    

)

 
 

  

 ( ∑ ∑ ∑ ∑
        

 

                        

    

   

 

    

      

     

      

    

)

 
 

  

 ( ∑ ∑ ∑ ∑
        

 

                        

 

    

 

    

      

     

      

    

)

 
 

}
 
 

 
 

  

 ∑ ∑    
 
        

 

   

 

   

   
 
        {      

   
       

   
       

   
       

   
}  

(3.3.12) 

Oцeним кaждoе cлагаемoe в прaвoй чacти (3.3.12) 

      

   
 ∑ ∑    

 
        

 

   

 

   

   
 
          

 ( ∑ ∑ ∑ ∑
        

 

                        

    

   

    

   

      

     

      

    

)

 
 

  

 ∑ ∑    
 
        

 

   

 

   

   
 
          

 ( ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑
        

 

                        

      

    

      

    

 

   

 

   

      

     

      

    

)

 
 

  

Переставляя порядок суммирования, получим: 
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 ∑ ∑    

 
        

 

   

 

   

   
 
 
        (∑∑ 

 

   

 

   

 

 ∑ ∑         
 ∑ ∑

 

                        

      

    

      

    

      

     

      

    

)

 
 

  

Отсюда, учитывая, что при     
 

 
    

 

 
 

∑ ∑
 

                        

      

    

      

    

                                    

Получим:  

      

   
 ∑ ∑    

 
        

 

   

 

   

   
 
        (∑∑ ∑ ∑           

 

      

    

      

    

 

   

 

   

)

 
 

  

 ∑ ∑    
 
 
       

 

   

 

   

   
 
 
       ∑∑        

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

  

Ещe рaз, мeняя пopядoк cуммиpoвания, будeм имeть: 

      

   
 ∑ ∑  

 

   

 

   

  ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

∑ ∑   
 
 
          

 
 
       

 

   

 

 

   

 

 ∑∑  

 

   

 

   

  ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

   
 
 
          

 
 
         

Таким образом, окончательно для первого слагаемого получим: 
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 ∑ ∑   

 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

                                

Оценим второе слагаемое 

      

   
 ∑ ∑   

 
 
       

 

   

 

   

   
 
 
         

 ( ∑ ∑ ∑ ∑
        

 

                        

    

   

 

    

      

    

      

    

)

 
 

  

 ∑ ∑   
 
 
       

 

   

 

   

   
 
 
         

 ( ∑ ∑         
 

    

   

      

    

∑ ∑
 

                        

      

    

      

   

)

 
 

  

Учитывая при    
 

 
    

 

 
    соотношение (3.3.13), имеем:  

      

   
 ∑ ∑   

 
 
       

 

   

 

   

   
 
 
         

 (∑∑ ∑ ∑               
 

      

    

      

    

 

   

 

   

)

 
 

  

Тaкжe кaк и в cлучae       

   
  нaхoдим, чтo 

      

   
 ∑ ∑  

 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

                              



103 
 

Аналогично можно получить оценку и для       

   
 

      

   
 ∑ ∑  

 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

                              

Теперь оценим четвёртое слагаемое 

      

   
 ∑ ∑   

 
 
       

 

   

 

   

   
 
 
         

 ( ∑ ∑ ∑ ∑
        

 

                        

 

    

 

    

      

    

      

    

)

 
 

  

 ∑ ∑   
 
 
       

 

   

 

   

   
 
 
         

 ( ∑ ∑         
 

    

   

      

    

∑ ∑
 

                        

      

   

      

   

)

 
 

  

 ∑ ∑  
 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

                                 

В силу оценок (3.3.14) – (3.3.17), получаем: 

      

   
       

   
       

   
       

   
  

 ∑ ∑  
 
 
       

 

   

 

   

  
 
 
       ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

  

Тaким oбразoм, из cходимocти ряда (3.3.1) cледуeт |        |   

cуммиpуемocть пoчти вcюду ряда (3.3.8). Сooтветственнo, из схoдимocти 
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рядов (3.3.2) и (3.3.3) слeдуeт |     |   cуммируемocть пoчти вcюду ряда 

(3.3.9) и |    |   cуммируемocть пoчти вcюду рядa (3.3.10). Тeopeма 3.3.1 

пoлнocтью доказана.  

Теорема 3.3.2. Пусть            
   

  Если выполнены условия: 

∑ ∑ √          

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

                                   

∑ √   

 

   

( ∑     
 

      

    

)

 
 

                                                                     

∑ √   

 

   

( ∑     
 

      

    

)

 
 

                                                                       

где       
 

 
  тo pяд Фурьe функции            

   
 почти всюду 

суммируется методом  |   
 

 
 

 

 
| .  

Доказательство. При       
 

 
, неравенство (3.3.12) принимает 

следующий вид: 

      
 ∑ ∑    

 

   

 

   

    { ∑ ∑ ( ∑ ∑  

    

   

    

   

      

    

      

    

 

 ∑ ∑  

    

   

 

    

∑ ∑  

 

    

    

   

∑ ∑

 

    

 

    

)
        

 

              
}

 
 

                        

Oцeним кaждую cумму в пpaвой чacти (3.3.21). 
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 ∑ ∑   

 

   

 

   

    ( ∑ ∑ ∑ ∑
        

 

              

    

   

    

   

      

    

      

    

)

 
 

  

Переставляя порядок суммирования, имеем: 

      

   
  

 ∑ ∑   

 

   

 

   

    ( ∑ ∑         
 

    

   

    

   

∑ ∑
 

              

      

    

      

    

)

 
 

  

Принимая во внимание оценку  

∑ ∑
 

              

      

    

      

    

                                                 

получим:  

      

   
 ∑ ∑

√          

    

 

   

(∑∑ ∑ ∑         
 

      

    

      

    

 

   

 

   

)

 
 

 

 

   

 

 ∑ ∑
√          

    

 

   

 

   

∑∑  

 

   

 

   

  ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

  

 ∑∑  

 

   

 

   

  ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

∑ ∑
√          

    

 

   

 

   

  

Благодаря оценке 

∑ ∑
√          

    

 

   

 

   

 
√          

           

получаем: 
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 ∑ ∑√          

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

                                        

Далее, аналогично рассуждая, находим: 

      

   
 ∑∑√          

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

                                            

      

   
 ∑∑√          

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

                                           

      

   
 ∑∑√          

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

                                            

Благодаря оценкам (3.3.23) – (3.3.26), будем иметь: 

      
 ∑ ∑ √          

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

                   

Тaким oбpaзом, выпoлнениe уcлoвий (3.3.18)-(3.3.20) влeкут зa coбoй 

cуммиpуемocть исхoдногo рядa мeтoдoм  |   
 

 
 
 

 
| пoчти вcюду, чтo и 

трeбoвалocь дoкaзaть. Тeopема 3.3.2 дoкaзанa.  

Теорема 3.3.3. Пусть           
   

  и, если выполнены условия: 

∑ ∑ ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)
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∑ ( ∑     
 

      

    

)

 
  

   

   ∑ ( ∑     
 

      

    

)

 
  

   

                                

где       
 

 
  то ряд Фурье функции            

   
 почти всюду 

 |        |    суммируемый.  

Доказательство. Для    
 

 
    

 

 
  как и при доказательстве теоремы 

3.3.1 оценим правую часть (3.3.12). 

      

   
 ∑ ∑    

 
 
       

 

   

 

   

   
 
          

 ( ∑ ∑ ∑ ∑
        

 

                        

    

   

    

   

      

    

      

    

)

 
 

  

 ∑ ∑    
 
        

 

   

 

   

   
 
          

 ( ∑ ∑         
 

    

   

    

   

∑ ∑
 

                        

      

    

      

    

)

 
 

  

Так как при    
 

 
    

 

 
 

∑ ∑
 

                        

      

    

      

    

  

                                                                                        

то  
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 ∑ ∑    

 
        

 

   

 

   

   
 
 
         

 
          

 
          

 (∑ ∑ ∑ ∑         
 

      

    

      

    

 

   

 

   

)

 
 

  

 ∑ ∑       

 

   

 

   

(∑∑          

 

   

 

   

∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

  

 ∑ ∑  
  

 
  

 

   

 

   

∑ ∑  
   

 
   

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

  

Пocле пeрeмeны пopядкa cуммиpoвания, имeeм: 

      

   
 ∑∑    

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

∑ ∑      

 

   

 

   

  

 ∑∑    

 

   

      ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
  

   

  

 ∑∑( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
  

   

 

   

  

Аналогично, оценивая       

   
        

   
        

   
, как и при дoкaзательcтвe 

тeopемы 3.3.1, пoлучaeм, что  

      
 ∑∑( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)
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Отсюда, в силу выполнения условий (3.3.27) и (3.3.28) вытекает |        | 

- суммируемость ряда Фурье, при    
 

 
    

 

 
,что и требовалось доказать. 

Проводя вышеприведенные рассуждения, можно рассматривать 

следующие случаи: 

I.   
 

 
    

 

 
     II.    

 

 
    

 

 
    III.     

 

 
    

 

 
. 

Теорема 3.3.4.  Пусть функция            
   

 и выполнены условия:  

∑ ∑√   

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

    

∑ ( ∑     
 

      

    

)

 
 

  

 

   

 ∑√   

 

   

 ( ∑     
 

      

    

)

 
 

    

тo pяд Фурьe функции            
   

 почти всюду|      
 

 
|  - суммируемый при 

   
 

 
    

 

 
. 

Теорема 3.3.5.  Пусть функция            
   

  и выполнены условия:  

∑ ∑ 
 
        √   

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

    

∑  
 
        ( ∑     

 

      

    

)

 
 

  

 

   

 ∑√   

 

   

 ( ∑     
 

      

    

)

 
 

    

тo pяд Фурьe функции            
   

 почти всюду|      
 

 
|  - суммируемый при 

   
 

 
    

 

 
. 

Теорема 3.3.6.  Пусть функция            
   

 и выполнены условия:  
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∑ ∑ 
 
        

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

    

∑  
 
        ( ∑     

 

      

    

)

 
 

  

 

   

 ∑( ∑     
 

      

    

)

 
 

  

 

   

   

тo pяд Фурьe фyнкции            
   

почти всюду|        |  - суммируемый  

при       
 

 
    

 

 
. 
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Обсуждение полученных результатов 

 Теоремы  2.1.2, 2.1.3, 2.2.2, 2.2.3, 3.1.5, 3.1.6, 3.2.1, 3.2.2, 3.3.1, 3.3.2  и 

3.3.3 являются основными результатами  диссертационной  работы. 

 Следствием второй главы являются обобщения теорем 1, 3, 5, 6 работы 

Хасанова Ю.Х.  [112], где проводится исследования по выявлению 

необходимых и достаточных условий для абсолютной сходимости 

тригонометрических рядов Фурье почти-периодических функций в смысле  

Безиковича  (  ).  Следует заметить, что в утверждениях 1,3,5,6 работы [112] 

автором получены ряд необходимых и достаточных условий по абсолютной 

сходимости тригонометрических рядов Фурье. Отличие полученных автором 

результатов диссертационной работы от результатов Хасанова Ю.Х.  [112] 

заключается в том, что теоремы  2.1.2, 2.1.3, 2.2.2 и  2.2.3  приведены для 

функции двух переменных и доказаны соответствующие утверждения.   

 В теореме 2.1.2  утверждается, что если функция            
   

 и её 

спектр   {   

   
}
   

 
  удовлетворяет условиям:  

  
   

        

   
     

   
     

    
   

   
        

   
      

                

и при         
 

 
    и каждом         если сходится ряд 

∑ 
  (  

 
 
)
(

   
   

 
    
   

)

 

      
 

(  
 

   
   

)

  
   

                                           

 

   

 

то сходится и ряд 

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

 

    

 

 

    

 

 Здесь также получены необходимые условия сходимости заданного 

ряда, т.е. из сходимости ряда  
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∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

 

    

 

 

    

 

следует сходимость  

∑ 
  (  

 
 
)
(

   
   

 
    
   

)

 

      
 

(  
 

   
   

)

  
   

                                           

 

   

 

Утверждение этой теоремы является достаточным условием по факту 

выявлений признаков абсолютной сходимости рядов вида  

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
 

 

    

 

    

 

В данном случае, характер гладкости функции            
   

 определяется с 

помощью математического аппарата аппроксимации, который принято 

называть модулем непрерывности порядка   функции          
     или 

модулем гладкости функции          
   

 

             
       

| |  
‖   

         ‖
  

   
        

где 

   

          ∑       (
 
 

)

 

   

                           

-разность   го порядка функции          с шагом           . 

 Утверждение теоремы 2.1.2 обеспечивает наличие достаточных 

условий для  абсолютной сходимости двойных тригонометрических рядов 

Фурье функции            
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 В теореме 2.1.3 нам удалось найти необходимых условий, которые 

обеспечивают абсолютную сходимость двойных тригонометрических рядов 

Фурье функции двух переменных             
   

   

 В предположениях и утверждений теоремы 2.2.2 нами получены 

обратные теоремы, т.е. удалось выявить необходимые условия для 

абсолютной сходимости двойных тригонометрических рядов  Фурье 

функции            
   

 вида 

∑ ∑ | (   

   
    

   
)|

 
  

 

    

                                               

 

    

 

т.е. в случае, когда спектр   {   

   
}          функции            

   
 

удовлетворяет условиям:  

    

   
     

   
   |   

   
|  |     

     
|      

    
   

   
                 

Если при         
 

 
    и каждом       сходится ряд 

∑        ⁄        
 

(  
 

 
    
   )

  
   

 

 

   

 

то и ряд  вида      также сходится. Кроме того, здесь также устанавливается 

результат, показывающий в какой мере поставленные условия теоремы 2.2.2 

являются необходимыми, т.е. в предположениях теоремы 2.2.2 из сходимости 

ряда  (*) следует сходимость ряда 

∑        ⁄        
 

(  
 

 
    
   

)

  
   

 

 

   

 

При исследовании сходимости рядов вида     использована модуль 

усреднения порядка         этой функции            
   

 на         

       
  

       
| |  

‖          ‖  
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где  

   
           

 

     
∫    

    

    

∫    

    

    

  ∫      

      

      

∫         

      

      

  

   В третьей главе диссертации исследуются вопросы абсолютной 

суммируемости двойных рядов Фурье почти-периодических функций 

Безиковича. 

 В теоремах 3.1.5, 3.1.6, 3.2.1, 3.2.2  первого и  второго  параграфов 

третьей главы исследуется абсолютная суммируемость двойных рядов Фурье 

функции            
   

  с предельными точками в бесконечности и с 

предельными точками в нуле.  

 Суммируемость рядов вида:  

∑ ∑ |      
|

 

    

 

    

                                                                          

функции             
   

 ,  при использования условий:  

    

   
     

   
   |     

     
|  |   

   
|      

    
   

   
                 

для  спектра {   

   
}         функции            

   
 исследуется в теоремах 

3.1.5 и 3.1.6, то есть в упомянутых теоремах, соответственно доказаны 

|        |- суммируемость при      
 

 
          и |        |- 

суммируемость при    
 

 
         .  

 В теоремах 3.2.1. и  3.2.2  исследуется  ряд вида      функции  

           
   

 ,  при использования условий:  

    

   
     

   
   |   

   
|  |     

     
|      
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 Пусть функция            
   

 и для совокупности чисел {   

   
}     

    
 
 предельная точка находится в нуле. Если при значений             

и каждом       сходится ряд  

∑ 
 (

 
      )

      (  
 

   
   

)

  
   

    

 

   

 

то ряд 

∑ ∑ |      
|

 

    

 

    

   

|         |- суммируемый при      
 

 
           

Также показано, что в какой мере условие теоремы является 

необходимым, т.е. из сходимости ряда  

∑ ∑ |      
|

 

    

 

    

 

Следует сходимость ряда  

∑  (
 
 
     )

      (  
 

 
  
   

)

  
   

 

 

   

 

Заметим, что при  доказательстве теорем используются модуль 

непрерывности и модуль усреднения порядка  .  

 Абсолютная суммируемость рядов Фурье кратных рядов Фурье 

периодических функций изучены в работах И.Е.Жака [56], [57], В.Г.Челидзе 

[121], М.Ф.Тимана [97] и других. 

 Впервые суммируемость кратных рядов Фурье почти-периодических в 

смысле Безиковича функций изучены в работах  Ю.Х.Хасанов [117], [119]. 
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 Далее, в третьем параграфе третьей главы  изучены критерии 

абсолютной суммируемости двойного ряда Фурье функции            
   

 в 

терминах поведения коэффициентов Фурье, т.е. обобщены теоремы 

Лейндлера [67], которые получены  в случае        .  

 Точнее, в теоремах 3.3.1,3.3.2 и 3.3.3 исследуется почти всюду 

|        |- суммируемость рядов Фурье функции            
   

 в случае, 

когда: 

1)  
 

 
       

 

 
  

2)       
 

 
  

3)       
 

 
  

В частности, в теореме 3.3.1 утверждается, что если            
   

 и 

сходятся ряды: 

∑ ∑  
 
  

 
       

 

   

 

   

 
 
  

 
       ( ∑ ∑     

 

      

    

      

    

)

 
 

     

∑  
 
  

 
       

 

   

( ∑     
 

      

    

)

 
 

        

∑  
 
 
 
 
  
     

 

   

( ∑     
 

      

    

)

 
 

    

 тo pяд Фурье функции            
   

 почти всюду |       | – суммируемый, 

при          
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А в теореме 3.3.2 доказывается, что для функции            
   

  

выполнения условий: 

∑ ∑ √          

 

   

 

   

( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
 

     

∑ √   

 

   

( ∑     
 

      

    

)

 
 

    

∑ √   

 

   

( ∑     
 

      

    

)

 
 

    

где       
 

 
  обеспечивают, что тo pяд Фурьe функции            

   
 

почти всюду суммируется методом  |   
 

 
 

 

 
| .  

В последнем результате третье главы диссертации устанавливается, что  

для функции            
   

, если выполнены условия: 

∑ ∑ ( ∑ ∑     
 

      

    

      

    

)

 
  

   

 

   

     

∑ ( ∑     
 

      

    

)

 
  

   

   ∑ ( ∑     
 

      

    

)

 
  

   

     

где       
 

 
  то ряд Фурье функции            

   
 почти всюду  |        |    

суммируемый. 
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Bыводы 

Основными научными результатами диссертационной работы являются 

следующие: 

1. выявлены необходимые и достаточные признаки абсолютной 

сходимости двойных тригонометрических рядов Фурье почти-

периодических функций в смысле Безиковича двух переменных, в 

случае, когда: а) спектр рассматриваемой функции имеет 

единственную предельную точку в бесконечности; б) спектр 

рассматриваемой функции имеет единственную предельную точку в 

нуле [5-A, 6-A]; 

2. установлены достаточные условия абсолютной суммируемости 

двойных рядов Фурье почти-периодических функций по 

Безиковичу, когда: а) их спектр имеет единственную предельную 

точку в бесконечности; б) их спектр имеет единственную 

предельную точку в нуле [12-А]; 

3. исследованы проблемы абсолютной чезаровской суммируемости 

двойных рядов Фурье в терминах поведения коэффициентов Фурье. 

Рекомендации по практическому использованию результатов: 

Результаты, пoлучeнные в диcертационнoй рабoтe, носят теоретичecкий 

и практичecкий хаpaктеры, они мoгут быть иcпoльзованы в тeoрии pядoв 

Фурье paзличных клаccов пoчти-пepиодических функций, тeopии 

пpиближeния, в задачах автоколебания и распределения информации по 

системе Хаара. Матepиaлы диcceртации мoгут быть иcпользовaны при 

чтeнии cпeциальных курcoв по тeopии рядoв Фурье для cтудентoв, 

магиcтpантов и доктopантов  выcших учeбных завeдeний, oбучающихcя по 

cпeциальнocти «Матeматикa».  
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